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A Fatoracao LU

Assim como € natural (e esclarecedor) fatorar um ndmero natural em um produto de outros nmeros naturais
— por exemplo, 24 =23 -4 —, também & util, freqiientemente, fatorar uma matriz em um produto de outras
matrizes. Qualquer representacdo de uma matriz como um produto de duas ou mais matrizes é chamado de
Jatoragio de matriz. Por exemplo,

3 =11 _[1 0][3 -1

[9 —5} - {3 1“@ —2J

E desnecessario dizer que algumas fatoragdes sdo mais Uteis que outras. Nesta Investigacdo, considera-
mos uma fatoracio de matriz que surge na resoluciio de sistemas de equacoes lineares pelo método da elimi-
nagdo de Gauss e € particularmente adequada para implementagio em computadores. Nos capitulos subse-
quientes, encontraremos outras fatoracdes de matrizes igualmente uteis. Na verdade, esse t6pico é muito rico;
livros inteiros e cursos tém sido dedicados a ele.

€ uma fatoracdo de matriz.

Considere um sistema de equagdes lineares da forma Ax = b, em que A € uma matriz nXn. Nosso obje-
tivo € mostrar que o método de eliminacgio de Gauss implicitamente fatora 4 em um produto de matrizes e,
dessa forma, nos permite facilmente resolver o sistema dado (e qualquer outro sistema que tenha a mesma
matriz de coeficientes).

Para comegar, consideremos

2 1 3
A= 4 -1 3
-2 5 5
O escalonamento sobre as linhas de A fica:
2 13 2 1 3 2 1 3
A=] 4 -1 3|— |0 -3 -3|—l0 -3 —3|=u ey
-2 55 0 6 8 0 0 2

1. Encontre as trés matrizes elementares E;, E, ¢ E3 que promovem essa reducio de A até sua forma
escalonada U:

E.E,E\A=U 2)
2. Encontre A usando a equagdo (2) e obtenha uma equagdo da forma

3)

Observe que, neste exemplo, U é uma matriz triangular superior (veja os Exercicios da Secdo 3.3), en-
Quanto L € uma matriz triangular inferior unitdria — isto &, L tem a forma
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com zeros acima da diagonal principal e 1s na diagonal principal.

3. (a) Prove que um produto de matrizes triangulares inferiores unitérias € uma matriz triangular inferior

unitaria.

(b) Prove que toda matriz triangular inferior € invertivel, e sua inversa ¢ também triangular inferior
unitaria. (Sugestdo: este seria um bom momento para usar o Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis.%)

A fatorac@o em (3) é uma fatoracio LU de A. Felizmente, L pode ser calculada diretamente do processo
de escalonamento sobre as linhas da matriz, como na equagéo (1); ndo hé necessidade de encontrar as ma-

trizes elementares, como acabamos de fazer.

4. Examine as colunas das matrizes que surgem no processo de escalonamento sobre as linhas de A —
A1 — U. Mostre como os elementos abaixo da diagonal principal de L podem ser obtidos a partir dos ele-

mentos das colunas de A e de A;.

Observacéo: Perceba que os calculos descritos funcionam porque nenhuma permutagdo de linhas
foi necessdria no escalonamento sobre as linhas de A. Se um zero tivesse aparecido em algum dos
pivds em qualquer passo, precisariamos ter trocado linhas para obtermos pivos ndo nulos e, neste
caso, L ndo seria mais triangular inferior unitdria. Comentaremos mais, a seguir, sobre essa

observagdo. (Vocé consegue achar uma matriz na qual permutacdes de linhas sejam necessarias?)

5. Se A puder ser reduzida 4 sua forma escalonada sem permutacfo de suas linhas, escreva os passos de
um algoritmo para calcular uma fatoragio LU de A. Aplique seu algoritmo as matrizes a seguir. Confira seus

resultados verificando que A = LU.

1 2
a

()__3 1)
12 3]

© 4 5 6
18 7 9

A fatoracdo LU foi introduzida em 1948 pelo grande
matemitico inglés Alan M. Turing (1912 -1954), em
um artigo chamado “Rounding-off errors in matrix
processes” (Quarterly Journal of Mechanics and Applied
Mathematics, 1 (1948), p. 287-308). Durante a Se-
gunda Guerra Mundial, Turing trabalhou na quebra
do cédigo alemao “Enigma’. Entretanto, ele é mais
conhecido por seu trabalho em légica matemdtica,
onde criou a base teédrica para o desenvolvimento do
computador digital e da drea moderna da inteligéncia
artificial. O “teste de Turing” que ele propds em
1950 ainda é usado como uma das referéncias sobre
a questdo da possibilidade de um computador ser
considerado “inteligente”.

6

(b) 2 —4
13 1 \
2 2 -1

d]4 0
13 4 4

No Capitulo 2, observamos que a forma esca-
lonada por linhas de uma matriz nio é unica. En-
tretanto, se o escalonamento sobre as linhas de uma
matriz invertivel A puder ser expresso por uma fa-
toragdo LU, A = LU, entéo essa fatoragdo ¢ tnica.

6. Prove que, se LiU; = LyU, (com Ly e L,
triangulares inferiores unitédrias, Uy ¢ U, triangu-
lares superiores ¢ invertiveis), entdo L = L, e U = Us.
(Sugestdo: reescreva a equagdo com os L’s de um
lado ¢ os U’s do outro, ¢ entdo faca uso do
Problema 3, que acabamos de ver, ¢ do Exercicio
29 da Secdo 3.3.)

Investigamos agora como a fatoragio LU fa-
cilita a resolucdo de um sistema linear. Se rees-
crevermos o sistema Ax = b na forma LUx = b,

“Nunca traga um canhio para o palco no Ato I, a ndo ser que voce tenha a intencgdo de abrir fogo no Ato III” -~ Henrik Ibsen.

|
‘1
|
i
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podemos definir y = Ux para obter dois sistemas lineares, tendo cada um deles uma matriz de coeficientes
triangular e, portanto, sendo de resolugdo direta. Primeiro, encontramos y por substitui¢io de frente para trds
em Ly = b (veja os Exercicios 25 e 26 da Secdo 2.2). Em seguida, achamos x, que é o que queremos, usando
substituicdo de trds para a frente em Ux =.

7. Use esse método para resolver os seguintes sistemas Ax = b, em que uma fatoracdio LU ¢é dada.

(-2 1 1 0][-2 1 5
T a = = =
@ =7 5 =[ VS oLl
. 4 —2] [1 ol[4 —2 0
6 b) A4 = il - A =
) ®ra=1, 3] [% 1“@ 4}"’ M
0
- [ 2 1 -2 1 0 02 1 —2 -3
©A=|-2 3 —-4|=|-1 1 0/l0 4 -6/,b=] 1
> 4 -3 0 2 -3 1]lo 0 -
2 —4 0 10 0][2 -4 0 2
a=| 3 -1 4/=] 21 0/l0 5 4,b=] 0
-1 2 2 -+ 0 1]lo 0 2 -5
Observacio: + Do ponto de vista computacional, a fatoracdo LU € muito compacta, ja que podemos

sobrescrever os elementos de A a partir dos elementos de L e de U assim que eles sdo
calculados. Por exemplo, em (1), vocé viu que

S — -

2 1 3
A=| 4 -1 3
L-2 5 5.
1 0 0412 1 3
= 2 1 0|0 -3 =3|=LU
L-1 -2 1jl0 0 2
Isso pode ser armazenado como
) 2 1 3
] 2 -3 -3

" ==5>  com 0s elementos colocados na ordem (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (3, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3). (Verifique
. que isso funcional)

A fatoragfio LU nos d4 ainda uma outra visdo do processo do método de eliminagio de Gauss. Lembre-se de
que a expanséo em produto externo do produto de duas matrizes expressa esse produto como uma soma de
matrizes, tendo cada uma posto 1. Se aplicarmos essa observacdo a fatoracdo A = LU, veremos que o que 0
escalonamento pelo método de Gauss faz é escrever sistematicamente A como a soma de matrizes de posto 1.
(Veja o Exercicio 56 da Se¢do 3.5.)

8. Use a fatoracfio LU do Problema 5 para escrever cada uma das matrizes A como uma soma de ma-
trizes de posto 1.

Investigamos agora o problema de adaptar a fatoragio LU para lidarmos em casos nos quais sao
necessarias permutagdes das linhas durante o escalonamento pelo método de Gauss. Considere a matriz

Ié, | |
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Um escalonamento direto por linhas produz

que nfo é uma matriz triangular superior. Entretanto, podemos facilmente converter essa matriz em uma
matriz triangular superior apenas trocando as linhas 2 ¢ 3 de B para obtermos

1 2 -1
U=]0 3 3
0 0 5

Alternativamente, podemos trocar primeiro as linhas 2 e 3 de A. Para isso, considere P como a matriz ele-
mentar

1 0 0
0 0 1
010

correspondente a permutacdo das linhas 2 € 3, e E como o produto das matrizes elementares que reduzem
PA a U desse modo. Assim, EPA=Ue PA=E'U=LU.

9. Prove que, se P é uma matriz elementar correspondente a uma permutacio de linhas, P! = PT.

Provamos que podemos escrever A = P "ILU = PTLU, o que resolve o caso de uma permutagéo simples
de linhas. Em geral, P serd o produto P = Py ... PPy de todas as matrizes de permutagéo de linhas Py, P,
..., P (em que P; é obtida em primeiro lugar, e assim por diante). Essa matriz P € chamada de matriz de
permutagdo. Observe que uma matriz de permutagio surge da permutacdo das linhas de uma matriz identi-
dade em alguma ordem.

10. Prove que existem exatamente n! matrizes de permutacio nXxn.

11. Escreva as matrizes de permutacgio a seguir como produtos de matrizes (de permutagio de linhas) ele-
mentares.

0 0 1 000 1] 010 0 (1)8(1)88
0010 000 1
a1 0o o] (b C d
()010()0100()1000 )lo 0 0 1 0
1000 0010 00001
01000

12. Prove que, se P é uma matriz de permutagdo, P! = P

Em geral, uma matriz invertivel A nXn tem uma fatoragio PTLU, em que P é uma matriz de permu-
tagdo, L ¢é triangular inferior unitaria e U é triangular superior. Uma vez determinada P, L e U sdo tnicas.

13. Encontre uma fatoragio PT LU para cada uma das matrizes a seguir.
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Observagdes:

(@) A

L 4
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1 2
0 1 4 L1s P
=1-1 2 1| (b A= ©a=| "1 1 2
2 11 0 1 -1 1
133
11 -1 0 0 0 1 1

Embora tenhamos discutido apenas as fatoragdes LU ¢ PTLU para matrizes quadradas
(invertiveis também), os procedimentos podem ser generalizados para serem aplicados a
matrizes mXn.

Se A € nXn, o ntimero total de operagdes (multiplicagdes e divisGes) necessérias para re-
solver um sistema linear Ax = b usando A = LU (como no Problema 7) € T(n) ~ rn3/3, o
mesmo niimero necessario para o escalonamento pelo método de Gauss. (Veja Investigacio:
Contando Operagdes, no Capitulo 2.) Isso ndo € surpreendente, ja que a fase de eliminagéo
direta produz a fatoracio LU em aproximadamente 13/3 passos, enquanto ambas as substi-
tuicdes de frente para trds e de trds para a frente precisam de aproximadamente n?/2 passos.
Portanto, para valores grandes de #, o termo n3/3 é dominante.

Se vocé possui um CAS (ou MATLAB) que tenha a fatoragdo LU instalada, pode notar
algumas diferencas entre seus cédlculos de mio e a saida do computador. Isso ocorre
porque a maioria dos sistemas algébricos dos computadores tenta automaticamente fazer
um pivoteamento parcial para reduzir os erros de arredondamento. (Veja Investigacio:
Pivoteamento Parcial, no Capitulo 2.) O artigo de Turing traz uma grande discussdo de
tais erros no contexto de fatoracdes de matrizes.

Esta investigacdo introduziu uma das fatora¢gdes de matrizes mais Uteis. Nos capitulos subseqiientes, en-
contraremos outras fatoragdes igualmente tteis.




Quase todas as combinacdes dos
adjetivos préprio, caracteristico, auto e
secular com os substantivos raizes, valor e
numero tém sido utilizadas na literatura
para o que chamamos de valor préprio.

— Paul R. Halmos, Espacos vetoriais
de dimensao finita (2. ed.)
Van Nostrand, 1958, p. 102

4.1 Introducido: Um Sistema Dinamico sobre Grafos
CAS

mos, no dltimo capitulo, que iterar a multiplicagdo de matrizes produz seguidamente resultados in-
teressantes. As cadeias de Markov e os modelos de Leslie para crescimento populacional exibem esta-
dos estaciondrios em algumas situagdes. Uma das metas deste capitulo é ajudar vocé a compreender
esse comportamento. Primeiro, examinaremos um outro processo iterativo, ou sistema dindmico, que tam-
bém emprega matrizes. (Nos problemas a seguir, sera ttil, para facilitar os cdlculos, usar um CAS ou uma cal-
culadora que opere com matrizes.)

Nosso exemplo envolve grafos (ver Se¢do 3.7). Um grafo completo é um grafo onde cada vértice € adja-
cente a todos os outros vértices. Denotamos por K,, um grafo completo com n vértices. Por exemplo, a
Figura 1 mostra uma representacdo de Ky.

vl v2
L3 8 . -]
® o
v4 v3
Figura 1 K,

Problema 1: Considere um vetor qualquer x em R* com coordenadas ndo negativas, e utilize tais coordenadas para
nomear os vértices de K, de maneira que v, seja chamado de xy, e assim por diante. Determine a matriz de vértices
A de K, e renomeie os vértices do grafo com as coordenadas correspondentes de Ax. Repita o procedimento para
vérios vetores x e explique, em termos do grafo, como os novos nomes podem ser determinados a partir dos velhos.
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Problema 2: Agora, faca uma iteragio do processo descrito no Problema 1 — ou seja, para uma dada escolha de X,
renomeie os vértices como antes e em seguida aplique A novamente (depois de novo, e de novo) até que surja um
padrdo. Como as coordenadas dos vetores se tornardo nimeros bastante elevados, faremos uma mudanca de es-
cala, dividindo cada vetor pelo valor correspondente 4 sua maior coordenada depois de cada iteragdo. Assim, se
os cdlculos nos fornecerem o vetor

o R

nos o substituiremos por

1
0,5
0,25
0,25

=

R N

Observe que esse processo garante que a maior coordenada de cada vetor ficara sempre igual a 1. Faga isso

para K4, depois para K3 e para Ks. Itere pelo menos dez vezes, dando os resultados com precisdo de, no
minimo, até a segunda casa decimal. O que parece acontecer?

Problema 3: Vocé deve ter notado que, em cada caso, os vetores obtidos no processo de iteracdo se aproxi-
mam de um determinado vetor (um vetor em estado estacionério!). Nomeie os vértices do grafo completo
com as coordenadas desse vetor e aplique mais uma vez a matriz de vértices A (sem mudancas de escala).
Qual a relac@o entre as novas coordenadas e as anteriores?

Problema 4: Faca uma conjectura para o caso geral K,. Qual serd o vetor em estado estacionario? O que
acontecerd se nomearmos K, com as coordenadas desse ultimo vetor e aplicarmos a matriz de adjacéncia A,
sem mudancas de escala?

Problema 5: Na Figura 2, mostramos o grafo de Petersen. Repita o procedimento dos Problemas de 1 a 3 com
esse grafo.

& ®

Figura 2

Vamos agora explorar o procedimento descrito anteriormente com outros tipos de grafos para ver se eles
se comportam da mesma forma. O ciclo C, é o grafo de n vértices apresentado em um formato ciclico. Por
exemplo, Cs € o grafo mostrado na Figura 3.

Problema 6: Repita o procedimento descrito nos Problemas de 1 a 3 com ciclos Cy, para alguns valores fm-
pares de n, e estabelega uma conjectura para o caso geral.

Problema 7: Repita o Problema 6, utilizando valores pares de n. O que acontece?
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Um grafo bipartido é um grafo biparﬁdo completo (veja os Exercicios de 56 a 60 da Se¢do 3.7) se seus

vértices admitem uma parti¢do €

Por exemplo, K33 € o grafo da Figura 4.

P S— r'3

Figura 3

m conjuntos U e V de maneira que cada vértice de U seja adjacente a to-
dos os vértices de V, e vice-versa. Se U e V tiverem, cada um, n vértices, o grafo sera denotado por K,

1,

&

Figura 4

Problema 8: Repita o procedimento descrito nos Problemas de 1 a 3 para grafos bipartidos completos K, ,,

para vérios valores de n. O que acontece?

No final deste capitulo, vocé tera condi¢des de explicar as observacdes que fez nesta Introdugio.

4.2 Introducao aos Valores e Vetores Proprios

O adjetivo germanico eigen* significa “préprio” ou “ca-
racteristico de”. Valores e vetores préprios, ou autova-
lores e autovetores, sdo caracteristicos de uma matriz
no sentido de conterem informacgbes importantes so-
bre a natureza da matriz. A letra A (lambda), letra grega
equivalente ao L em portugués, é utilizada para de-
signar autovalores porque anteriormente esses nimeros
também eram chamados de valores latentes. A pronin-
cia fonética do prefixo alemao eigen é “diguen”

o Capitulo 3, encontramos a nogéo de vetor
em estado estaciondrio, no contexto de duas
< aplicagdes: cadeias de Markov e modelos de
Leslie para o crescimento populacional. Para uma
cadeia de Markov com matriz de transi¢io P, um
vetor em estado estaciondrio x satisfazia a equagéo
Px = x; para uma matriz de Leslie L, um vetor em
estado estaciondrio correspondia a um vetor popu-
lagfo x satisfazendo Lx = rx, onde r representava a
taxa de crescimento do estado estacionério. Por
exemplo, vimos que

0,7 0,204 0,4 0 4 3|18 18
03 o0sllosl = loel © 05 0 Ojl 6|=135 6
’ ’ ’ ’ 0 025 0JL1 1

Neste capitulo, investigamos esse fenémeno de forma mais geral. Para uma matriz quadrada A, inves-
tigamos a existéncia de vetores néio nulos x tais que o valor de Ax seja um multiplo de x. Esse é o problema
de autovalor, um dos mais centrais da dlgebra linear. Esse tipo de problema tem aplicacbes por todas as
4reas da matemadtica, e fora dela também.

*

N.T.: De eigenvalue, em inglés, e autovalor, em portugués.
“* N.T.: Na literatura especializada em portugués, também sio empregados, como sinénimos de valores e vetores préprios, as expres-
sdes valores e vetores caracteristicos, ou autovalores e autovetores. Ao longo do livro, empregaremos preferencialmente esta dltima
designacio.
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us Definicio Considere A uma matriz nxXn. Um escalar A € chamado de autovalor de A se existe um
0~ vetor nfo nulo x tal que Ax = x. Tal vetor ¢ chamado de um autovetor de A correspondente a A.

1
] 3} e encontre o autovalor correspondente.

EXEMPLO I Mostre quex = [1} ¢ um autovetor de A = [3

1
SOLUGAO: Fazendo os cédlculos,

3 1)1 4 1
== = = == 4
It HEMEE R
de onde segue que x é um autovetor de A que corresponde ao autovalor 4.

1

2 .
4 3} e determine todos os autovetores correspon-

EXEMPLO 2  Mostre que 5 € um autovalor de A = {
L1 dentes a esse autovalor.

SOLUCAOQ: Precisamos mostrar que existe um vetor ndo nulo x tal que Ax = 5x. Mas essa equagio € equivalente
a equagio (A — 5I)x = 0, assim, basta determinar o subespaco anulado pela matriz A —5I. Concluimos que

a-st=[ 3G 5= )

Como as colunas dessa matriz sio linearmente dependentes, o Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis
implica que o subespaco por ela anulado ¢ diferente de {0}. Assim, Ax = 5x tem solugdo n#o trivial, e, portanto,
5 é um autovalor de A. Encontramos seus autovetores determinando o subespago anulado pela matriz A - 51

-4 210 1 —3]o0
[ 28 =L 38
e ~ [ 0] 4 —210 0 010
lﬁ Assim, se x = {x’} ¢ um autovetor correspondente ao autovalor 5, suas coordenadas satisfazem x; — 1x, =0,
! Xy e
0
n ou x; = 5x,, logo, esses autovetores sdo da forma

13
a X = [§x2j|
. X2
1
Ou seja, os autovetores sdo os multiplos ndo nulos de [i} (ou, equivalentemente, os miiltiplos nédo

nulos de B})

O conjunto de todos os autovetores correspondentes a um autovalor A de uma matriz A nxn ¢ exata-
- mente o conjunto dos vetores ndo nulos do subespago anulado por A — Al. Daf decorre que, se a0 conjunto
a dos autovetores juntarmos o vetor nulo de R”, obteremos o subespago anulado por A — AL

Definicio Considere A uma matriz nxn e A, um autovalor de A. A colego de todos os autovetores cor-
respondentes a A, acrescida do vetor nulo, é chamada de auto-subespago de A, ¢ é denotada por E).

1
Portanto, no Exemplo 2, temos que Es = {t[ 2} }
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71 -2
EXEMPLO 3 Mostre que A = 6 é um autovalorde A = | =3 3 6| e encontre uma base para o seu auto.
2 2 2

subespaco.

SOLU@Z\O: Como no Exemplo 2, determinamos o subespago anulado por A - 6/. Depois, por meio de
escalonamento nas linhas, obtemos

1 1 =2 11 =2
A—6l=1-3 =3 6| —> 10 0 O
2 2 -4 0 0 0

de onde podemos ver que o subespago anulado por A — 67 é néo nulo. Logo, 6 é um autovalor de A, e os autove.-
tores correspondentes a ele satisfazem a equagdo x; + x; —2x3 = 0, ou x; = —x, + 2x3. Conclui-se, com isso, que

—X, + 2x; -1 2 -1 2
Es = X, =4x 1|+ x0 = ger 11,0
X3 0 1 O 1

Em R?, podemos dar uma interpretacio geometrica a nogdo de autovetor. A equagio Ax = Ax diz que os ve-
tores Ax ¢ x sdo paralelos. Assim, x € um autovetor de A se, e somente se. A transforma x em um vetor paralelo
[ou, equivalentemente, se, e somente se, T4(x) € paralelo ax, onde T, € a transformacio correspondente a A},

EXEMPLO 4 Encontre geometricamente os autovalores de A = B %ﬂ

SOLUGAO: Podemos observar que A ¢ a matriz de uma reflexdo F relativa ao eixo x (veja o Exemplo 2 na
Segdo 3.6). Os tnicos vetores que F transforma em vetores paralelos a si mesmos sdo aqueles paralelos ao

. . P 0 . . .
eixo y (ou seja, multiplos de [ J), que sdo invertidos nos seus sentidos (autovalor ~1), e os vetores paralelos

ao eixo x (ou seja, multiplos de Lﬂ), que séo levados neles mesmos (autovalor 1) (veja a Figura 1). Correspon-

dendo a essa interpretacio geométrica, temos que A = -1 e A = 1 sdo os autovalores de A, e seus auto-sube-

spagos correspondentes sdo
0 1
Fam gel‘(H) © B ge"([OD

Fle1) = el

1 2 3

-2+ YFw

Figura | Os autovetores
de uma reflexdo
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Uma outra maneira de pensar geometricamente em autovetores € por meio de desenhos de x e Ax colo-
cados lado a lado.! Nessa situagiio, x serd um autovetor de A se, e somente se, x e Ax ficarem alinhados Na
Figura 2, x ¢ um autovetor de A, mas y néo €. '

Se x é um autovetor de A correspondente ao autovalor A, entdo todo miltiplo ndo nulo de x também o &,
Logo, para procurar geometricamente autovetores, basta considerar o efeito de A sobre vetores unitdrios. A

. . . 31
Figura 3(a) mostra o que acontece quando transformamos vetores por meio da matriz A = [1 3
e desenhamos os vetores transformados colocando sua origem sobre a extremidade final dos respectivos ve-
tores iniciais, como na Figura 2.

Uv2] . .
Podemos ver que o vetor x = NG ¢ um autovetor, mas também podemos observar que parece haver mais

1/\@}

um autovetor no segundo quadrante. De fato isso ocorre, sendo ele o vetor {_1 3

] do Exemplo 1

y
A
4_ .
3 .
2 =+

y
1 -

X
t t f — X
1 2 3 4
Figura 2

Figura 3 (b)

I A discussio a seguir é baseada no artigo “Eigenpictures: Picturing the eigenvector problem”, de Steven Schonefeld, publicado em
The college mathematics journal 26 (1996), pp. 316-319.
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1 = .
}. Neste caso, ndo ha nenhum

Na Figura 3(b), vemos o que acontece quando usamos a matriz A = {_ 11

autovetor!

Agora ja sabemos como encontrar autovetores, considerando que sejam conhecidos seus correspon-
dentes autovalores, e temos também uma interpretacio geométrica para eles —mas ainda resta uma questéo;
como encontrar o primeiro autovalor de uma matriz? A chave ¢ observar que A ¢ um autovalor de A se, € so-
mente se, o subespago anulado por A — Al for néo trivial.

. b |
Lembremos, da Secdo 3.4, que o determinante de uma matriz 2xX2 A = {Z d} é dado pela expressio

det A = ad — bc, e A é invertivel se, e somente se, det A ndo for nulo. Além disso, o Teorema Fundamental
das Matrizes Invertiveis garante que a matriz determina um subespago anulado nao trivial se, e somente se,
ela for ndo invertivel — portanto, se, e somente se, 0 seu determinante for igual a zero. Colocando juntos to-
dos esses fatos, vemos que (pelo menos para matrizes 2x2) A é um autovalor de A se, e somente se, det (A -
M) = 0. Esse fato caracteriza os autovalores, e a seguir iremos generalizd-lo para matrizes quadradas de
tamanho arbitrario. No momento, entretanto, vejamos como usé-lo com matrizes 2x2.

. 3
EXEMPLO 5 Encontre todos os autovalores da matriz A = [ 1 ;] do Exemplo 1.

SOLUCAQ: As observagdes anteriores mostram que precisamos determinar todas as solucgdes A da equacdo
det (A - Al)=0. Como

3—-A 1

det(A—)\I)=det[ 1 5 -

J:%3—M6—A)—1=M*6A+8

) precisamos resolver a equagdo do segundo grau A2 - 6A + 8 =0. Encontramos facilmente os valores
==£> A =4e ) =2 como solugdes dessa equacio. Séo esses, portanto, os autovalores de A. [Voce vé
como eles aparecem na Figura 3(a)?]

Observacdo o Vocé deve lembrar que uma equagéo polinomial com coeficientes reais (como a equagao
do segundo grau do Exemplo 5) pode ndo admitir raizes reais; neste caso, ela possui
raizes complexas. (Veja o Apéndice C.) Também € possivel calcular autovalores e autove-
tores quando os elementos da matriz sdo de Z,, com p primo. Assim, ¢ importante es-
pecificar o contexto no qual pretendemos trabalhar antes de determinar os autovalores
de uma matriz. A menos que seja expresso o contrario, consideraremos como numeros
reais os autovalores de uma matriz composta igualmente por reais.

EXEMPLO 6 Interprete a matriz do Exemplo 5 como uma matriz sobre 73 e encontre autovalores nesse corpo.

SOLUCAQ: A resolugdo procede exatamente como anies, exceto pelo fato de trabalharmos com inteiros mo-
dulo 3. Portanto, a equacio A% — 6\ + 8 = 0 se transforma em A% + 2 = 0. Esta dltima ¢ equivalente a A> = -2 =1,
obtemos A = 1 e A = -1 = 2 como autovalores em Z3. (Confira que obterfamos a mesma resposta s¢

o . . 01 . . .
primeiramente reduzissemos A, médulo 3, para obter [ 1 O}’ e depois trabalhdssemos com essa matriz.)

0

. -1
EXEMPLO 7 Determine os autovalores de A = [ 1 0} (a) sobre R e (b) sobre os nimeros complexos C.

SOLUGAQ: Precisamos resolver a equagio

-A -1

= — A =
0= det(A — AI) det{l .

}:M+1

(a) Sobre R, ela ndo admite solugdes, logo, A ndo possui autovalores reais.
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(b) Sobre C, as solugdes sdo A =ie A =—i.(Veja o Apéndice C.) &
Na préxima se¢do, estenderemos a nogéo de determinante de matrizes 2X2 a matrizes nxn, o que nos
permitird determinar autovalores para matrizes quadradas arbitrdrias. (De fato, isso nfo é bem verdade,
mas poderemos ao menos ser capazes de encontrar, para cada matriz especificada, uma equagio polinomial
cujas solucdes sejam os autovalores da matriz.)

% EXERCICIOS 4.2 ¢
Nos Exercicios de 1 a 6, mostre que v é um autovetor de A 15 A= 1 0 o b .
e determine o autovalor correspondente. oo (projecio sobre o eixo x)
Las[? 3= ]
L3 0/ 1 16. A = {ﬁ E} (proje¢éio sobre a reta que passa pela
5 25
- 4
2 A= 1 2] y = { 3] origem e tem vetor diretor [2})
) 12 1) -3 5
_ 20 - .
3 A -1 1} V= [ 1} 17. A = 0 3 (ampliagdo por um fator 2 horizontalmente
L 60 2 e por um fator 3 verticalmente)
4 -2 4
casft 2ol
L5 =7 2 18. A= [ 1 0] (rotagdo de 90° a partir da origem e no
'3 0 0] [ 2] sentido anti-horério)
5. A= 1 -2,v=|—
L1 0 1] | 1] Nos Exercicios de 19 a 22, os vetores unitdrios x do R? e
_ . L suas imagens Ax sob a acdo da matriz 2X2 A estio dese-
-1 2 nhados como na Figura 3: colocando-se as origens dos se-
6. A=\1 1 Lhv=1-1 gundos de forma a coincidir com a extremidade final dos
L1 2 0l L—1] primeiros. Faca uma estimativa para os autovalores e au-

tovetores de A de cada “autofigura”.
Nos Exercicios de 7 a 12, mostre que X é um autovalor de

A e encontre um autovetor correspondente a esse A.

2 2 2 2 15.
0 4 0 4
9.,4—[_1 5},)\—1 10.A—[_1 5},)\—4
1 0 27
L A=|-1 1 1|,A=-1
2 0 1

31
2. A=|1 1 1ha=2
4 2

Nos Exercicios de 13 a 18, encontre os autovalores e au-
fovetores de A geometricamente.

3. A= {_(1) (1)} (reflexdo relativa ao eixo y)
01 . N
4. A= 1o (reflexdo relativa a reta y = x)

_
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20.

21.

22,

Nos Exercicios de 23 a 26, utilize 0 método do Exemplo 5§
para determinar todos os autovalores da matriz A. Expli-
cite bases para cada um dos auto-subespacos correspon-

dentes.
4 -1 2 4
pa[t] s ]
2 5 1 2
. A= 26. A =
2. 4 [O 2] 6. A Lz 3}

Nos Exercicios de 27 a 30, encontre todos os autovalores da matriz

A sobre os niimeros complexos C. Determine bases

para cada um dos auto-subespagos correspondentes.

11 2 -3
27.A~L1 1] 28.A~[1 o}

1 0 1+
29.A—L J so.A—[l_i 1}

Nos Exercicios de 31 a 34, encontre todos os autovalores
da matriz A sobre o Z,, indicado.

10 21

31 A= L ZJ sobre Z; 32, A = {1 2} sobre Z;
31 1 4

33. A= [4 OJ sobre Z; 34, A= {4 O} sobre Zs

35. (a) Mostre que os autovalores da matriz 2X2

a b
4= [ c d]
sdo solugdes da equacdo do segundo grau A2 — tr (A) A + det A =

0, onde tr (A) € o trago de A. (Veja 0 Exercicio 43 na Segio 3.3.)

(b) Mostre que os autovalores da matriz A da parte (a) sdo

A=%@a+d=+ V(- d)?+ 4bc)

36. Considere novamente a matriz A do Exercicio 35.
Descubra condi¢des sobre a, b, ¢ € d de forma que A
tenha: (a) dois autovalores distintos, (b) um autovalor real
e (c) nenhum autovalor real.

37. Mostre que os autovalores da matriz triangular superior

a b
a=[5 4l
0 d
sdo A = a e A = d, e encontre os auto-subespacos corres-
pondentes.

38. Sejam a e b nimeros reais. Encontre os autovalores e
os auto-subespacgos correspondentes de

=[5 0]

sobre os nlimeros complexos.
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4.3 Determinantes

istoricamente, os determinantes precederam as matrizes — um fato curioso a luz da maneira como a 41-
gebra linear é ensinada hoje, com matrizes aparecendo antes de determinantes. Mesmo assim, os deter-
‘minantes surgiram, de forma independente das matrizes, da solucdo de muitos problemas praticos, e a
teoria dos determinantes ja estava bem desenvolvida quase dois séculos antes de o estudo de matrizes despertar
interesse por si s6. No final desta se¢fo, apresentamos uma pequena sihopse da histéria dos determinantes.

ayy 412} .
€

dy ap

Lembremos que o determinante da matriz 2X2 A = {

det A = Ay1Qyy — Ayplyy

Encontramos primeiramente essa expressdo ao determinar maneiras de calcular a inversa de uma matriz.

Em particular, encontramos que
-1
{au alz} _ 1 { ayn “012}
dyy an aq1Qy — Ay L — Ay ayn

O determinante de uma matriz A é também denotado por |A[, logo, para a matriz 2X2 A = [
bém podemos escrever

a; dp
tam-
dyy  Oxp

ay dpp

|A] =

= Ay — dppdy

Qy Ay

Aviso: Essa notacdo para o determinante ¢ uma reminiscéncia da notagdo de valor absoluto. E fécil

ap dyp

1 ~ . an o
, a notagéo de determinante, com [
22

confundir }, a notacdo da prépria matriz. Néo troque

ay dy dxn

essas notagdes. Felizmente, o contexto usualmente deixa claro sobre de qual se trata.

Definimos o determinante de uma matriz 1X1 A =[a]como
det A=la| =a
(Observe que temos que ser realmente cuidadosos com a notagdo aqui: neste caso, la| nédo indica o valor ab-

soluto de a.) Como entdo poderfamos definir o determinante de uma matriz 3X3? Se vocé pedir ao seu CAS
a inversa de

o

N

I
0 R
> o o

—

a resposta serd equivalente a

ei — fh ch—Dbi bf —ce
A‘1=K fg—di ai—cg cd—af
dh —eg bg—ah ae— bd

onde A = aei — afh — bdi + bfg + cdh — ceg. Observe que

A = aei — afh — bdi + bfg + cdh — ceg

a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg)

- b!d !
g i

i

d e

e f
a g h

hoi

Il

+c
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e que cada um dos clementos da matriz que aparece na expressdo anterior de A‘l' n'ada mais é do que o de-
terminante de uma submatriz 2X2 de A. De fato, isso € verdade, e ¢ a base da definicdo de determinante de
uma matriz 3x3. A definicio € recursiva: o determinante de uma matriz 3x3 € definido em termos de deter-
minantes de matrizes 2X2.

Gy 4y ap
Definicao Seja A = | a,, a,, a,; |. Entdo, o determinante de A é o escalar

asp dzn 43

Gy 3 ay; o

det A = |A| = gy, - s

12
dz  dx

(1)

sz U3

Observe que cada determinante 2x2 multiplicado por um elemento da matriz A é obtido retirando de A
a linha e a coluna que o contém. Por exemplo, a primeira parcela é a;; multiplicado pelo determinante da
submatriz obtida retirando-se de A a linha 1 e a coluna 1. Observe também que os sinais de mais e menos se
alternam na equagéo (1). Se chamarmos de A;; a submatriz de uma matriz A obtida pela eliminagdo da linha i
e da coluna j, entdo podemos abreviar assim a equagéo (1):

det A = a;; det Ay — ay, det A, + a5 det A5

Il

]

3
(—1)“7'611}» det AI]
=1

Para toda matriz quadrada A, det A;; é chamado de (i, j)-menor complementar de A.

EXEMPLO | Calcule o determinante de

5 -3 2
A=11 0 2
2 -1 3]
SOLUCAQ: Calculamos
0 2 1 2 1 0
detA—Sl_l X ~(—3)|2 22, _1l

=50 — (—2)) +3(3 — 4) + 2(—1 — 0)
=502) +3(-1) +2(-1) =5

Com um pouco de pritica, vocé poderd achar que consegue calcular mentalmente determinantes 2x2.
Entfo, serd desnecessario escrever a segunda linha na solugio que acabamos de ver.

Existe um outro método, para o cdlculo do determinante de uma matriz 3x3, que é an4logo ao método
utilizado no caso de uma matriz 2x2: copie as duas primeiras colunas de A 2 direita da matriz e efetue os
produtos dos elementos que est&o nas seis diagonais mostradas a seguir. Atribua o sinal de mais para os pro-
dutos correspondentes as diagonais descendentes e o sinal de menos aos produtos das ascendentes (no sen-
tido da esquerda para a direita).
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Esse método nos da
a0z + Aplpnds T 01302103 — 3180013 — Apdnd) — 03300081

No Exercicio 19, vocé sera solicitado a verificar que esse resultado € equivalente ao da equagdo (1) para
um determinante 3x3.

EXEMPLO 2 Calcule o determinante da matriz do Exemplo 1 utilizando o método mostrado em (2).

SOLUCAO: Acrescentamos a A suas duas primeiras colunas e calculamos os seis produtos indicados:

Somando os trés produtos de baixo e subtraindo os trés de cima, obtemos
det A=0+(—12) + (=2) =0 — (-10) = (=9) =5

como antes.

Aviso: Estamos quase definindo determinantes para matrizes arbitrdrias. No entanto, nio existe método
analogo ao do Exemplo 2 para matrizes de ordem maior. Ele é valido somente para matrizes 3X3.

Determinantes de Matrizes nXn

A defini¢do de determinante de uma matriz 3x3 se estende naturalmente para matrizes quadradas arbitrdrias.

Definigao Seja A = [a;] uma matriz nxn, com n = 2. Entéo, o determinante de A € o escalar
det A = IA} = day det A“ - dyp det Al’_’ F o+ ("1)1+,Xal” det Aln (3)

n

= E(—])l"f"falj det Ay;

=

£ conveniente combinar um determinante menor complementar com o seu sinal. Com essa finalidade,
definimos (i, j)-cofator de A como

Cij = (_1)1” det A‘l
Com essa notac¢ao, a definicdo (3) pode ser reescrita como

det A = Ea”CU (4)
j=t

O Exercicio 20 solicitara que vocé verifique que essa definigéo fornece corretamente a férmula para o deter-
minante de uma matriz 2x2 quando n =2.

Y
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A definigéio (4) é freqiientemente referida como a expansdo de cofatores pela primeira Iinha: O fato
curioso é que obtemos exatamente 0 mesmo resultado com a expansio de cofatores por qualquer linha (oy
mesmo por qualquer coluna)! Resumimos esse fato como um teorema, mas deixamos sua prova para o fina]
desta secdo (ja que ela € meio demorada e interromperia nossa discussdo se a apresentdssemos aqui).

TEOREMA | Teorema da Expansio de Laplace

O determinante de uma matriznxn A = [alj], com n = 2, pode ser calculado por
det A = ¢,C;, + a,Cp + - + a,C;

min
) ®)
= > ;Cy
i=1
(que € a expansdo de cofatores pela i-ésima linha), e também por
det A = [l”Cl]‘ + a?_jC]j AR a”]‘C,,j (6)

"
= > a4;Cy
i=1

(a expanséo de cofatores pela j-ésima coluna).

Como Cj;=(-1) i det Ajj, cada co-fator € igual, a menos do sinal mais ou menos, ao determinante menor
complementar correspondente, sendo o sinal correto dado pelo termo (-1) . Uma forma rapida para deter-
minar se o sinal é + ou - € lembrar que os sinais compdem um padrdo de um “tabuleiro de xadrez”:

+ -+ -
-+ - +
T
-+ - +

EXEMPLO 3 Calcule o determinante da matriz

5 =3 2
A=]1 0 2
2 -1 3

utilizando (a) expansdo de co-fatores pela terceira linha e (b) expansao de co-fatores pela segunda coluna.

SOLUCAO: (a) Calculamos

det A = a3]C31 + [l32C32 + Cl33C33

_(3) ;‘_ (_1)li ; +3i _8’
=2(—6) + 8 + 3(3)
=5
(b) Neste caso temos
det A = a,Cp; + ayCyy + a3,Csy
= ~(—3); § +o; :?; ~(—1)'i il
=3(-1)+0+8

=5




Observe que na parte (b) do Exemplo 3 pre-
cisamos fazer menos quantidade de calculos do
que na parte (a), pois estdvamos fazendo a ex-
pansdo por uma coluna que continha um ele-
mento nulo, ayy; portanto, ndo tivemos que cal-
cular o valor de Cy,. Ou seja, o Teorema da
Expansdo de Laplace ¢ muito Gtil quando a
matriz contém uma linha ou uma coluna com
varios zeros, pois podemos minimizar 0 nimero
de co-fatores a calcular, escolhendo conveniente-
mente a linha ou coluna pela qual fazemos a ex-
pansdo de co-fatores.

4.3 Determinantes

Pierre Simon Laplace (1749-1827) nasceu na Nor-
mandia, Franca. Esperava-se que se tornasse padre,
até que seus talentos matematicos foram observa-
dos na escola. Fez muitas contribuicdes importantes
para o célculo, a probabilidade e a astronomia. Foi
um dos examinadores de Napoledo Bonaparte no
Corpo de Artilharia Real, e depois, quando Na-
poledo estava no poder, teve uma breve atuacio
como ministro do Interior e ainda como chanceler
do Senado. Foi agraciado com o titulo de Conde do
Império em 1806 e recebeu o titulo de Marqués de
Laplace em 1817.
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EXEMPLO 4 Calcule o determinante de

2 -3 0 1
5 4 20
A= 4 103
-2 1 0 0

SOLUCAOQ: Note, primeiramente, que a coluna 3 tem apenas um elemento diferente de zero; devemos, por-
tanto, fazer a expanséo de co-fatores por essa coluna. Depois, observe que o padrdo +/— atribui o sinal de
menos a apz = 2. Logo, teremos

det A = a;3C15 + a53Cos + aCss + a3Cs

0(Cy3) + 2Cy3 + 0(C33) + O(Csy)

it

-3 1
=-2/ 1 -1 3
=2 1 0

Prosseguimos agora fazendo a expanséo de co-fatores pela terceira linha do determinante anterior (a ter-
ceira coluna também teria sido uma boa escolha) para obter

det A = —2<~2I:i ;‘—li ;l)
—2(~2(-8) = 5)
—2(11) = 22

i

(Observe que o padrio +/~ para a matriz 3X3 menor complementar néo € o que constava da matriz original,
mas o de uma matriz 3x3 em geral.) 5
A expansio de Laplace é particularmente ttil quando a matriz ¢ triangular (superior ou inferior).

EXEMPLO 5 Calcule o determinante de
2 -3 1 0 4
0 3 2 5 7
A=1]0 01 6 0
0 0 0 5 2
0 0 0 0 ~1
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SOLUCAO: Fazemos a expansio de co-fatores pela primeira coluna para obter

1
0
0

det A=2

o O O W
S L N
O~

(Omitimos todos os co-fatores correspondentes aos elementos nulos.) Novamente, fazemos a expansio pela
primeira coluna:

1 6 0
det A=2-310 5 2
0 0 -1

Continuamos a fazer expansdes pelas primeiras colunas para completar os célculos:

5 2

det A =2-3-1
© to 1

‘=2-3-1-(5(—1) —2.0)=2-3-1-5-(—1) = =30

O Exemplo 5 deve té-lo convencido de que o determinante de uma matriz triangular é o produto dos ele-
mentos da sua diagonal. No Exercicio 21, vocé serd convidado a provar esse fato. Recordaremos esse resul-
tado como um teorema.

€ TEOREMA 2

O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da sua diagonal principal.
Especificamente, se A =[a;] € nxn, entdo

det A =a,an a

nn

Observagio: e Em geral (isto €, a menos que a matriz seja triangular ou tenha alguma outra forma
especial), calcular um determinante por expansdo de co-fatores néo é eficiente. Por
exemplo, o determinante de uma matriz 3x3 tem 6 = 3! parcelas, cada uma envol-
vendo duas multiplicagdes, necessitando ainda cinco adigdes e subtragdes para termi-
nar os célculos. Para uma matriz n xn, haverd n! parcelas, cada uma com n — 1 fatores,
com ainda n! - 1 adi¢des e subtraces. A quantidade total de operacdes é, assim,

Tny=(mn-1)n!+n —1>n

Mesmo o mais rdpido dos supercomputadores nio pode calcular o determinante de uma matriz de or-
dem moderadamente alta usando expansio de co-fatores. Para ilustrar, suponha que precisemos calcular
um determinante 50x50. (Matrizes muito maiores que 50x50 sdo utilizadas para armazenar dados de
imagens digitais como as que sdo transmitidas pela Internet ou tiradas por uma cAmera digital.) Para cal-
cular diretamente o determinante, precisarfamos, em geral, de mais de 50! operacdes, e 50! ~ 3 x 104, Se
tivéssemos um computador que pudesse realizar um trilhdo (10'?) de operagdes por segundo, ele levaria
aproximadamente 3 x 10°2 segundos, ou quase 10% anos, para terminar os calculos. Colocando isso em
perspectiva, considere que os astrébnomos estimam que a idade do universo seja de pelo menos dez bi-
lhoes (10'%) de anos. Assim, mesmo para um computador muito rapido, o célculo por expansio de co-fa-
tores de um determinante 50x50 levaria mais do que quatro vezes a idade do universo!

Afortunadamente, existem outros métodos melhores — e agora passamos a desenvolver métodos compu-
tacionalmente mais eficazes para encontrar determinantes. Precisamos, primeiramente, dar uma olhada em
algumas propriedades dos determinantes.
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Propriedades dos Determinantes

A maneira mais eficiente para calcular determinantes € utilizando escalonamento de linhas. No entanto,
nem toda operagio elementar com linhas deixa inalterado o valor do determinante de uma matriz. O pré-
ximo teorema resume as principais propriedades que vocé precisa compreender para usar escalonamento de
linhas de forma eficaz.

€ TEOREMA 3
Seja A =[a;;) uma matriz quadrada.

a. Se A tem uma linha (coluna) s6 com zeros, entdo det A = 0.

b. Se B é obtida de A pela troca de duas linhas (colunas), entdo det B = —det A

c. Se A tem duas linhas (colunas) idénticas, entdo det A = 0.

d. Se B é obtida pela multiplica¢io de uma linha (coluna) de A por k, entdo det B = k det A.
e. Se A, B e C sdo idénticas, a menos pelo fato de que a i-ésima linha (coluna) de C é a soma
das i-ésimas linhas (colunas) de A e B, entdo det C = det A + det B.

f. Se B difere de A por ter uma linha (coluna) que é a soma de um mdltiplo de uma linha
(coluna) de A com outra coluna de A, entdo det B = det A.

DEMONSTRACAQ: Provaremos (b) no Lema 14, ao final da segdo. As provas das propriedades (a) e (f) sdo
deixadas como exercicios. Provaremos as demais propriedades para linhas; as provas correspondentes para
colunas sdo anédlogas.

(c) Se A tem duas linhas idénticas, chamemos de B a matriz obtida pela troca dessas linhas. Claramente,
B = A, logo, det B = det A. Por outro lado, por (b), det B = —det A. Portanto, det A = —det A, e assim, det
A=0.

(d) Suponha que a linha i de A seja multiplicada por k para produzir B, ou seja, by = kajj para j = 1, ., n.
Como os co-fatores Cj; dos elementos das i-€simas linhas de A e de B sdo idénticos (por qué?), fazer a expan-
sdo de co-fatores pela i-ésima linha de B nos da

det B = Ebucu = zka,]cll = kzaijC“ =kdet A
j=1 j=1

j=1

(¢) Como em (d), os co-fatores Cj; dos elementos da i-ésima linha de A, B e C sdo idénticos. Além disso,
c;j = a;+ by paraj=1, .., n Fazemos a expansdo de co-fatores pela i-ésima linha de C para obter

det C =S¢, Cy = St (a + b))C;y =D a;Cys + D byCyy = det A + det B
i=1 =1 =1 =1 .

J

&

Observe que as propriedades (b), (d) e (f) estdo relacionadas com operagdes elementares com linhas.
Como a forma escalonada de uma matriz quadrada ¢ necessariamente triangular superior, podemos com-
binar essas propriedades com o Teorema 2 para calcular determinantes de maneira eficiente. (Veja
Investigacdo: Contagem de Operagdes — Uma Introducdo a Analise de Algoritmos, no Capitulo 2, onde €
mostrado que o escalonamento de linhas de uma matriz nxn emprega cerca de n® operagdes, nUmero
muito menor que as n! envolvidas no caso da expansdo de co-fatores.) Os préximos exemplos ilustram o
calculo de determinantes por meio de escalonamento de linhas.

EXEMPLO 6 Calcule o det A sendo

L s 0 2 —4 5
- 3 0 -3 6
A= 0 5 3 ®A=12 4 57
—4 =6 2 5 -1 -3 1
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SOLUCAQ: (a) Utilizando a propriedade (f) e depois a propriedade (a), temos que

2 3 -1 -1
Ry+2R,
det A=| 0 5 3] = |0 5 31=0
-4 -6 2 0 0 0

(b) Escalonamos A como a seguir (existem outras maneiras de fazer isso):

Observacio:

0 2 -4 5 3 0 -3 6 1 0 -1 2
3 0 -3 6lrer |0 2 -4 5lR3 [0 2 -4 5
detAd=h 4 5917 T 4 5= 4 57
5 -1 -3 1 s -1 =3 1 5 -1 -3 1
Re2R |10 -1 2 1 0 -1 2
Ry-5Ry 0 2 —4 5| Rk, 0 -1 2 =9
- o 47 50 = 73 4 7 3
0 -1 2 -9 0 2 -4 5
Ry+4R, 1 O _1 2
R428, |0 —1 2 =9
~ Tlo o0 15 -33
0 0 0 -13
=3.1-(~1)-15-(~13) = 585

¢ Pelo Teorema 3, no processo de calcular determinantes podemos também usar operacdes
elementares com colunas, ou ainda combinar convenientemente operagdes elementares com
linhas e colunas. Por exemplo, no Exemplo 6(a), poderiamos ter comegado somando a coluna
3 com a coluna 1 para criar um elemento 1 no canto superior esquerdo. De fato, o método
utilizado era mais rapido, mas, em outros exemplos, operactes com colunas podem apressar
os célculos. Mantenha isso em mente quando vocé calcular determinantes manualmente.

Determinantes de Matrizes Elementares

Lembre-se, da Se¢do 3.4, que matriz elementar é toda matriz obtida de uma matriz identidade na qual se
faz uma operag@o elementar com linhas. Tomando A = [, no Teorema 3, chegamos ao seguinte teorema:

€ TEOREMA 4

Seja E uma matriz elementar nxn.

a. Se FE € obtida pela troca de duas linhas em I,,, entdo det E = -1.
b. Se E & obtida por multiplica¢do de uma linha de I, por k, entdo det E = k.
c. Se E é obtida pela soma de um multiplo de uma linha de /,, com outra linha, entdo det £ =1.

DEMONSTRACAO: Como det I, = 1, aplicando (b), (d) e (f) do Teorema 3 chega-se imediatamente a (a), (b) €

(c) do Teorema 4, respectivamente.

A palavra lema é derivada do verbo grego lamba- |
nein, que significa “compreender”. Na matema-
tica, um lema é um “teorema de apoio”, utilizado
para provar um outro teorema, usualmente mais

A seguir, relembramos que a multiplicacdo de
uma matriz B por uma matriz elementar, pela es-
querda, provoca, em B, a correspondente operacao
elementar com linhas. Podemos, portanto, para-
frasear (b), (d) e (f) do Teorema 3, sucintamente, no

importante. lema a seguir, cuja prova é natural e é objeto do
Y R R semsmpms,  Bxercicio 43.
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> LEMA S -

Seja B uma matriz nxn e E uma matriz elementar nXxn. Entéo:
det(EB) = (det E)(det B)

Podemos usar o Lema 5 para provar o teorema principal desta se¢fo, que fornece uma caracterizacio
da invertibilidade em termos de determinantes. : '

€ TEOREMA 6

Uma matriz quadrada A é invertivel se, e somente se, det A # 0.

DEMONSTRACAO: Considere A como uma matriz nxn e R como a forma escalonada (escalonamento de 1i-
nhas) de A. Mostraremos primeiro que det A # 0 se, e somente se, det R # 0. Sejam Ey, Ey, . .., E, as matrizes
elementares correspondentes as operagdes elementares com linhas necessérias para transformar A em R. Entéo:

E,. EQEIA = R
Tomando determinantes dos dois lados e aplicando o Lema 5 sucessivamente, obtemos

(det E,) -+~ (det E,)(det E{)(det A) = det R

y

]

‘ Pelo Teorema 4, os determinantes de todas as matrizes elementares sdo diferentes de zero. Concluimos, as-
’ sim, que det A # 0 se, e somente se, det R # 0.

Vamos agora admitir que A € invertivel. Entéo, pelo Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis,

R =1,edet R=1% 0.Portanto, temos também que det A # 0. Reciprocamente, se det A # 0, entdo

det R # 0, e assim, pelo Teorema 3(a), R ndo pode conter uma linha formada somente de zeros.

==p>  Segue daf que R deve ser exatamente I, (por qué?), e, portanto, A ¢ invertivel — novamente pelo
V Teorema Fundamental citado. €

Determinantes e Operacoes com Matrizes

Agora, tentaremos examinar qual relagfio existe (se houver) entre determinantes e algumas das operagoes
bésicas com matrizes. Especificamente, gostarfamos de encontrar formulas para det (kA), det (A + B), det
(AB), det (A" e det (AT) em termos do det A e do det B.

O Teorema 3(d) ndo diz que det (kA) = k det A. A relagio correta entre a multiplicagdo de matriz por escalar
e determinante é dada pelo teorema a seguir.

€ TEOREMA7

Se A é uma matriz 1 xXn, entdo
det(kA) = k" det A

No Exercicio 44, vocé serd solicitado a demonstrar esse teorema.
; Infelizmente, ndo existe férmula simples para det(A + B), e, em geral, det (A + B) # det A + det B.
> (Escolha duas matrizes 2X2 e verifique esse fato.) E, assim, uma grata surpresa a descoberta de que
os determinantes sdo bastante compativeis com a multiplicagdo de matrizes. De fato, temos a bela
férmula a seguir, devida a Cauchy.

gl
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> TEOREMA 8

Se A e B sdo matrizes nXxn, entdo

det(AB) = (det A)(det B)

DEMONSTRACAO: Consideramos dois casos: A
invertivel € A néo invertivel.

Se A é invertivel, entdo, pelo Teorema Fun-
damental das Matrizes Invertiveis, A pode ser es-
crita como um produto de matrizes elementares
—digamos,

A = EIEZ'“Ek

Entdo, AB = E1F..E. B, por isso, k apli-
cagdes do Lema 5 nos ddo

det(AB) = det(E\E, - E,B) =
(det E,)(det E,) --- (det E,)(det B)

Continuando a aplicar o Lema 5, obtemos

Augustin Louis Cauchy (1789-1857) nasceu em Paris e
estudou engenharia, mas mudou para a matemdtica por
causa de sua satde débil. Foi um matemético brilhante
e prolifico. Publicou cerca de 700 artigos, muitos ver- .

sando sobre problemas bastante dificeis. Seu nome

pode ser encontrado em vérios teoremas e definicdes
nas 4reas de equagdes diferenciais, séries infinitas, teo- ||
rias das probabilidades, algebra e fisica. Ele se destaca |

por ter introduzido o rigor no Calculo diferencial e in- |

tegral, lancando os fundamentos para o ramo da ma- |

temdtica hoje conhecido como andlise. Politicamente ||

conservador, Cauchy era monarquista, e, em 1830, se-
guiu Charles X no exilio. Retornou a Franca em 1838, |
mas nao a sua posicdo na Sorbonne, até a universidade
descartar sua norma de exigir um juramento de leal-
dade ao novo rei.

det(AB) = det(E,E, - E;)det B = (det A)(det B)

Por outro lado, se A nio & invertivel, entdo AB também nfo &, pelo Exercicio 47 da Se¢do 3.4. Assim,
pelo Teorema 6, det A = 0 e det (AB) = 0. Conseqiientemente, det (AB) = (detA) (det B), ja que os dois lados
valem zero. %

EXEMPLO 7 Aplicando o Teorema8a A = B ﬂ eaB= B H, vemos que

a-ft ]

16 5

==5> edet A =4,det B=3edet(AB)=12=4"-3 =(det A)(det B), como esperado. (Confira essas afir-
macoes!)

O préximo teorema fornece uma bela relagio entre o determinante de uma matriz invertivel e o deter-
minante de sua inversa.

€ TEOREMA 9

Se A é invertivel, entéo 1

dCt(A_l) = M

’ DEMONSTRACAO: Como A é invertivel, AA™! = I, logo, det(AA™!) = det I = 1. Portanto, (det A)
=p>  (det A™')=1, pelo Teorema 8, e como det A # 0 (por qué?), a diviséo por det A nos d4 o resultado. €
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EXEMPLO 8 Confirme o Teorema 9 para a matriz A do Exemplo 7.

SOLUGCAQ: Calculamos

3 -1 3 —l}
-1 1 _ 4 4
AT [ -2 2] L% 2
logo,
33\ /1 1 1 31 1 1
-1 — 2 - . o+ ot _2_r_ 1
det 4 <4><2> ( 4>< 2) 8§ 8 4 deta
Observagio: ¢ A beleza do Teorema 9 vem do fato de, algumas vezes, néo precisarmos conhecer qual é a

inversa de uma matriz, mas somente se ela existe, ou ainda saber o valor do seu determi-
nante. Para a matriz A dos tltimos dois exemplos, uma vez calculado que det A =4 # 0,
imediatamente podemos deduzir que A € invertivel e que det A~! =1 ndo sendo necessario
o cdleulo de A1
Passamos a relacionar o determinante de uma matriz A ao determinante de sua transposta AT, Como as
linhas de A7 sdo exatamente as colunas de A, calcular det ATpela expansio de co-fatores pela primeira linha
é o mesmo que calcular det A pela expansdo de co-fatores pela primeira coluna, o que o Teorema da Ex-
pansio de Laplace nos permite fazer. Assim, obtemos o resultado a seguir.

€ TEOREMA 10
Para qualquer matriz quadrada A,

det A = det AT

A Regra de Cramer e a Matriz
Adjunita

e

Gabriel Cramer (1704-1752) foi um matemati-
co suico. A regra que leva seu nome foi publi-
cada em 1750, em seu livro Introdugdo a andlise
de curvas algébricas. No entanto, ja em 1730, ca-

Nesta secdo, vamos desenvolver duas férmu-
las dteis que relacionam determinantes as solu-

sos especiais da regra eram do conhecimen-
to de outros matematicos, incluindo o escocés
Colin Maclaurin (1698-1746), talvez o maior
dos matemdticos britdnicos que foram os “su-
cessores de Newton”.

cdes de sistemas lineares e a inversa de uma ma-
triz. A primeira delas, a Regra de Cramer, da
uma férmula que descreve a solucdo de um
certo tipo de sistemas de n equagdes lineares
com n variaveis, inteiramente em termos de de-

S

S— terminantes. Mesmo esse resultado tendo pouco
valor prético para além dos sistemas 2X2, ele
tem uma importéncia teérica muito grande.

Vamos precisar de algumas notagdes novas para esse resultado e sua prova. Para uma matriz nxn A e para
um vetor b do R, denotamos por A;(b) a matriz obtida pela troca da i-ésima coluna de A por b. Ou seja,

R

Coluna i

N2

A,(b) [al an]

€ TEOREMA 11 A Regra de Cramer

Sejam A uma matriz nxn invertivel e b um vetor do R". Entdo, a {nica solucgdo x do sistema

Ax =b é dad
x = b é dada por _ det(A(b))

X; arai=1,...,n
! det A P
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DEMONSTRAQAO: As colunas da matriz identidade I = [, sdo os vetores unitdrios candnicos do R”, e, ey, ...,
e,. Se Ax = b, entéo

Al(x) = Ale;, - x - e,]=[Ae -+ Ax - Ae,]
:[al b a, :Ar(b)

Portanto, pelo Teorema 8,

(det A)(det I(x)) = det(AI(x)) = det(A,(b))

Mas
1 Xy PN O O
det II(X) = O 0 t X; 0 0 = X
00 - x, 1
00 « x, - 01

como pode ser verificado por meio da expansio de co-fatores pela i-ésima linha. Assim, (det A)x; = det (4; (b)),
e o resultado é obtido pela divisdo dos dois lados por det A (que ndo & zero, ja que A € invertivel). €

EXEMPLO 9 Utilize a Regra de Cramer para resolver o sistema

X, +2x, =12
—x; +4x, =1

SOLUCAO: Calculamos

1 2 2 2 1 2
=] L Y- dsam <2 Yo e aniamn=| 7

Pela Regra de Cramer,

L det(A®) 6 _det(4,0)) 3 1
T T eta 6 ©RT eta 6 2
Observacgio: ¢ Como foi apontado antes, a Regra de Cramer € ineficiente, do ponto de vista computa-

cional, para sistemas de equagbes que ndo sejam pequenos, pois envolve o célculo de
varios determinantes. O esfor¢o para calcular esses determinantes, mesmo por métodos
muito eficientes, seria mais bem empregado ao utilizarmos o método da eliminacgdo de
Gauss para resolver o sistema diretamente.

O resultado final desta se¢do é uma férmula que fornece a inversa de uma matriz em termos de determi-
nantes. Essa formula é sugerida pela férmula da inversa de uma matriz 3X3, a qual foi dada sem demons-
tragdo no inicio desta mesma se¢do. Assim, chegamos a um circulo vicioso inconveniente.

Tentemos descobrir a férmula diretamente. Se A ¢ uma matriz invertivel nxn, entdo sua inversa € a (inica)
matriz X que satisfaz a equa¢do AX = I. Resolvendo uma por uma as n equagdes geradas por coluna, e sendo
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entdo, Ax;=e;(j=1,...,n)e, pela Regra de Cramer,
det(Age;))
X, = ———
4 det A
No entanto, i-ésima coluna
ay ap 0 oy,
ay ap 0 ay,
det(Agfe;)) = = (—1)*det A. = C..
(WD =, oy L, ==
ay A T 0 e Ayn

que é o (J, i)-co-fator de A.
Dai segue que x;; = (1/det A)Cy, logo, A™ = X = (1/det A)[C;;] = (1/det A)[Cy)". Em palavras, a matriz in-
versa de A € a transposta da matriz dos co-fatores de A, dividida pelo determinante de A.

A matriz
Cu C21 o C:zl
" C o C
[Cﬁ] — [Cij][ — C:12 :22 . :/12
Cln C2/z e sz

€ chamada de matriz adjunta de A e é denotada por adj A. O resultado que acabamos de provar pode ser
enunciado como a seguir.

¢ TEOREMA 12

Considere A como uma matriz invertivel nx#n. Entéo:

_ 1 .
A ‘:detAadJA

EXEMPLO 10 Utilize o método da matriz adjunta para calcular a inversa da matriz

1 2 -1
A=12 2 4
1 3 -3
SOLUGAOQ: Calculamos det A = — 2 e os nove co-fatores
2 4 4 2
2 -1 1 -1 2
= — = Cy, = + = — = _ = -
Ca 3 —3 3 2 1 _31 2 Cy 3 1
2 -1 1 -1 2
Cu= [, =10 Ca=—| 4‘~—6 Cay= 4, H|=-2
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A matriz adjunta é a transposta da matriz dos co-fatores — a saber,

-18 10 477 [-18 3 10
adj A = 3 -2 —-1| =] 10 -2 -6
10 -6 -2 4 -1 =2
Portanto,
1 -1’ 310 9 -3 -5
Al = adjA=—-—- 10 -2 —-6|=|-5 1 3
det A 2 4 -1 - VR 1

que ¢ a mesma resposta que obtivemos no Exemplo 8 (com menos esforgo) da Se¢io 3.4.

Demonstracdo do Teorema da Expansdo de Laplace

Infelizmente, ndo hd nenhuma prova curta e facil do Teorema da Expansdo de Laplace. A prova que da-
mos a seguir tem o mérito de ser relativamente natural. Vamos quebré-la em vérios passos, sendo o primeiro
deles o que prova serem iguais as expansdes de co-fatores pela primeira linha ou pela primeira coluna de
uma dada matriz.

€ LEMA 13

Seja A uma matriz n xn. Entdo:

anCy +apCpp +-+ a,C, =det A= a,Cy, + ayCy; +- + a,,C, (7

DEMONSTRACAO: Provamos esse lema por indu¢io em . Para n = 1, o resultado € trivial. Assumimos agora
ser verdadeiro o resultado para matrizes (n — 1)X(n — 1): essa ¢ a nossa hip6tese de indugdo. Observe que, pela
defini¢do de co-fator (ou de menor complementar), todos os termos com aq; estdo incluidos na parcela
a11C1q. Podemos, assim, ignorar os termos que contém ay.

A i-ésima parcela na expressdo a direita da equaco (7) € a;;C;y = a;(-1)*! det A;;. Facamos agora a ex-
pansdo de co-fatores do det A;; pela primeira linha:

g a3 Ain
Q12 W3 o @y T @i,
Giv12 Fs13 0 Gy T Gy

%) a3 o anj T Apn

O j-€simo termo nessa expansdo do det Ay € ay;(-1)!*/~ ! det Ay, onde a notagdo Ay, denota a sub-
matriz de A obtida pela supressio das linhas k e [ e das colunas r e 5. Combinando tudo isso, vemos que 0
termo que contém a;jay; na expressdo a direita da equagdo (7) é

an(‘l)iﬂal/(_l)lﬂ-l det Ay;y; = (_1)i+j+lailalj det Ay, y;
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Qual € o termo que contém a;;a(; na _expresséo 2} esqu~erda da equacdo (7)? O fator aj; ocorre na j-€sima
parcela, ay;Cy; = ay; (D +7 det Ay;. Pela hipotese de indug@o, podemos fazer a expanséo de co-fatores do det
Ajj pela primeira coluna:

dyy vt -1 @1 T don
ay; vt 3 - A3 T A3y

dij-y  Qijer 7 Qi
Ay 7 p -1 Qpjer 7 G

O i-ésimo termo nessa expansdo do det Ay; € a,;l(—l)(i -D+1det At logo, o termo que contém a;1a1 na
expressdo a esquerda da equagio (7) €

01,'(“1)“]'11,'1(_1)([‘1)“ det Ay y; = (—1)"*a,a,; det Ay y;

o que estabelece que as expressdes a esquerda e a direita da equagdo (7) séo equivalentes. €
Provaremos agora a propriedade (b) do Teorema 3.

€ LEMA 14

Seja A uma matriz nxn e seja B obtida pela troca de duas linhas (colunas) de A, uma com a
outra. Entéo:

det B = —det A

DEMONSTRACAQ: Mais uma vez, a prova ¢é por indugio em n. O resultado pode ser facilmente verificado
diretamente quando n = 2. Vamos assumir agora que ele seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n - 1).
Provamos que o resultado é verdadeiro para matrizes nXn. Primeiro, mostramos que ele vale quando duas
linhas adjacentes sdo trocadas — digamos, linhas r e r + 1.

Pelo Lema 13, podemos encontrar o valor do det B fazendo sua expansdo de co-fatores pela primeira
coluna. O i-ésimo termo dessa expansio é (-1)! */b; det By. Se i #rei#r+ 1, entdo by = a;; e By ¢ uma
submatriz (n — 1)x(n —1) idéntica a A1, exceto pelo fato de que duas linhas adjacentes foram intercambiadas.

ay aip o Oy
(7

al‘+ 1,1 ar+1,2 ar+1,n
ayy a2 Apy
i [25%] Ayn

Assim, pela hipétese de indugio, det Bjy =—det A;j,se i#rei#r+1.

Sei=rby=a+11€Bi=Ar,.

ay g dy
A0 ar'H,n

Gy a2 Ay

Ay () Ay

IZ |
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Portanto, a r-ésima parcela dodetBé

(—=1)"*'b, det B, = (1) apq det A,y = —(=1) e, det A,y

Analogamente, se i = 7 + 1, entdo by = a,, By = A, e a(r + 1)-€sima parcela no det B €

(_1)('*1)“”[7,-4:1‘1 det B,y = (—1)'a, det A, = _(_1)”1“,-1 det A,

Em outras palavras, os r e (v + 1)-ésimos termos na expansdo de co-fatores do det B pela sua primei-
ra coluna tém os sinais opostos aos dos (r + 1) e r-ésimos termos, respectivamente, na expansdo de
co-fatores do det A também por sua primeira coluna.

Substituindo todos esses resultados no det B e usando novamente o Lema 13, obtemos

2 (=1)"'b; det By,

i=1

det B

Il

> (=1)*'b, det By + (—=1)""'b, det B, + (—1)¢*V*'p, | det B,
i=1
i#Frr+l

E (=)™ ay(—det A;) — (_1)("+1)+lflr+1,1 det A,y — (=1)"a, det A,
i=1
iFror+l

i

- E ("1)i+lai1 det Ail
i=1

—det A

Isso prova o enunciado para matrizes nxn quando linhas adjacentes sdo intercambiadas. Para ver que o
resultado vale para intercAmbios arbitrarios de duas linhas, precisamos somente notar que, por exemplo, as
linhas r e 5, com r < s, podem ser trocadas efetuando-se 2(s — r) — 1 intercAmbios de linhas adjacentes (veja o
Exercicio 67). Como o nimero de intercdmbios é sempre impar e cada um deles troca o sinal do determi-
nante, o efeito final serd sempre o da troca do sinal inicial, como dito no enunciado.

A prova para trocas de colunas € inteiramente anéloga, exceto pelo fato de fazermos as expansdes pela
linha 1 no lugar da coluna 1. €

Podemos agora provar o Teorema da Expansdo de Laplace.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA |: Seja B a matriz obtida a partir de A pelo ato de mover a linha i de A
para o topo, usando i — 1 intercAmbios de linhas adjacentes. Pelo Lema 14, det B = (-1) = ! det A. Mas by; = a;;
eByj=Ajparaj=1,...,n

a5 iy

a” ay,
det B=|ai1y = ay; .,
Aiv1n 7 Wpry T Oieyg

Ay o anj T £
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det A = (—1)"'det B = (=1)"" > (=1)""by; det B,
j=1

n

I

= (=17 (=) ay det Ay = > (=1)"a; det A,

j=1

j=1

o que fornece a férmula para a expansdo de co-fatores do det A pela linha i.

7

A prova para a expansdo por coluna € andloga, envolvendo o Lema 13 para que possamos usar a ex-
pansdo por coluna no lugar da expansio por linha (veja o Exercicio 68). €

Crianga prodigio autodidata, Takakazu Seki Kowa
(1642-1708) era descendente de uma familia de §
guerreiros samurais. Além de ter descoberto os
determinantes, ele escreveu sobre equacgdes dio- %
fantinas, quadrados magicos e nimeros de Ber- %3
noulli (antes de Bernoulli), além de, aparentemente, %
ter feito descobertas em calculo. %

o

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 —1716) nasceu
em Leipzig e estudou Direito, Teologia, Filosofia e
Matemdtica. E provavelmente mais conhecido por ter
desenvolvido (como Newton, independentemente)
as principais idéias do célculo diferencial e integral.
No entanto, também s3o impressionantes suas
contribuicdes para outros ramos da matemitica.
Ele desenvolveu a nocio de determinante, co-
nhecia versdes da Regra de Cramer e do Teo-

rema da Expansdo de Laplace antes que outros ti-
vessem dado os créditos a eles e langou os %j
fundamentos para a teoria de matrizes, por meio |
do trabalho que fez sobre as formas quadraticas. -
Leibniz foi também o primeiro a desenvolver o
sistema de numeragdo binaria da aritmética. %
Acreditava na importéancia de uma boa notacdo e, ?{
além da notagdo familiar para derivadas e inte- ;‘iﬁ
grais, introduziu uma espécie de notacdo com
indices subscritos para os coeficientes de um sis- %
tema linear, que é, essencialmente, a notagido que %
usamos hoje. .

Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898) é muito
mais conhecido por seu codinome, Lewis Carroll,
com o qual assinou os livros Alice no pais das ma- L
ravilhas e Através do espelho. Ele também escreveu §
|
|

vérios livros de matemitica e colecdes de quebra-
cabecas logicos.

Uma Breve Historia dos Determinantes

Como observado no inicio desta seco, a his-
téria dos determinantes precede a das matrizes.
De fato, determinantes foram introduzidos pri-
meiro, de forma independente, por Seki, em 1683,
e por Leibniz, em 1693. Em 1748, determinantes
apareceram no Tratado sobre dlgebra, de Maclau-
rin, incluindo um tratamento da Regra de Cramer
até o caso 4x4. Em 1750, o préprio Cramer provou
o caso geral de sua regra, aplicando-a ao ajuste de
curvas, e, em 1772, Laplace deu uma prova de seu
teorema de expansio.

O termo determinante sé6 foi cunhado em 1801,
quando utilizado por Gauss. Cauchy foi o primeiro
a usar determinantes no sentido moderno, em
1812. Ele foi, de fato, o responsavel pelo desen-
volvimento de grande parte da teoria inicial de de-
terminantes, incluindo muitos resultados impoi-
tantes que j& mencionamos: a regra do produto
para determinantes, o polindmio caracteristico € a
nocdo de matriz diagonalizdvel. Determinantes s6
ficaram amplamente conhecidos a partir de 1841,
quando Jacobi os popularizou, embora no contexto
de fungdes de vdrias varidveis, que encontramos
em um segundo curso de célculo. (Sylvester, por
volta de 1850, chamou de “jacobianos” esses tipos
de determinantes — termo utilizado até hoje.)

No final do século XIX, a teoria dos determi-
nantes havia se desenvolvido a ponto de livros in-
teiros serem dedicados a ela, incluindo, em 1867, o
livco Uma teoria elementar de determinantes, de
Dodgson, e uma colegio monumental de cinco vo-
lumes de Thomas Muir, que apareceu no inicio do
século XX. Mesmo que sua histéria seja fascinante,
determinantes hoje tém um interesse mais teérico do
que prético. A Regra de Cramer € um método incor-
rigivelmente ineficaz na resolugdo de sistemas de
equagdes lineares, enquanto métodos numeéricos
substitufram todo o uso que antes era feito de deter-
minantes no calculo de autovalores. Os determi-
nantes sdo, no entanto, empregados para propiciar
aos estudantes uma compreensdo inicial do poli-
ndmio caracteristico (como nas Secoes 4.2 € 4.4).
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¢ EXERCICIOS 4.3 ¢

Calcule os determinantes dos Exercicios de 1 a 6 usando

expansio de co-fatores pela primeira linha e pela primeira

coluna.

.]5 1 1 2 3 -2
01 2 -1 3 0
1 -1 0 1 1

3 (-1 1 4. |1 1
0 1 -1 1 1
1 2 3 1 2 3

512 3 1 6 5 6
31 2 7 8 9

Calcule os determinantes dos Exercicios de 7 a 15 usando
expansiio de co-fatores por qualquer linha ou coluna que
parega conveniente.

18. O determinante do Exercicio 11.

19. Verifique que o método indicado em (2) coincide com
a equagdo (1) para um determinante 3x3.

20. Verifique que a defini¢io (4) coincide com a defini¢io
de um determinante 2X2, quando »n = 2.

21. Prove o Teorema 2. (Sugestdo: seria apropriada uma
prova por indugdo neste caso.)

Nos Exercicios de 22 a 25, encontre o determinante indi-
cado usando operacées elementares com linhas e/ou colu-
nas e o Teorema 3 para reduzir a matriz a uma matriz
escalonada.

22. O determinante do Exercicio 1.

23. O determinante do Exercicio 9.

24. O determinante do Exercicio 13.

25. O determinante do Exercicio 14.

Nos Exercicios de 26 a 34, empregue propriedades de de-

terminantes para calcular o valor do determinante indi-
cado por inspegido direta. Explique seu raciocinio.

5 2 2 1 1 -1
7.1-1 1 2 8. 12 0 1
300 3 -2 1
-4 1 3 cosf send tg 6
9.1 2 —2 4 10. | O cosf —send
1 -1 0 0 senf cos @
a b 0 0 a O
11. (10 a b 12.1b ¢ d
a 0 b 0 e O
1 -1 0 3 2 0 3 -1
2 5 2 6 1 0 2 2
13. .
3 0 1 0 0 14 0 -1 1 4
1 4 2 1 2 0 1 -3
0 0 0 a
1. 0 0 b ¢
0 d e f
g h i ]

Nos Exercicios de 16 a 18, calcule os determinantes 3X3 in-

dicados, usando o método do Exemplo 2.

16. O determinante do Exercicio 6.

17. O determinante do Exercicio 8.

11 1 3 10
26.13 0 —2 27,10 -2 5§
2 2 2 0 0 4
0 01 2 —4
28.10 5 2 29.| 1 -3 -2
3 -1 4 -1 2
1 2 4 1
30. (0 4 1 3. [-2 0 -2
1 6 4 5 4
1 0 0 0 02 00
0 0610 -3 0 00
32. .
0100 33 0 00 4
00 01 0010
1010
0101
4.
3 1100
0 011




Nos Exercicios de 35 a 40, encontre os determinantes, assui-

mindo que
a b c
d e f|l=4
g h i
2a 2b 2c¢ 3a —~b 2c
38/.|d e f 36. |3d —e 2f
g h i 3g —h 2
e f a+g b+h c+i
37.la b ¢ 38.| d e f
hoi g h i
2c b a
39.|12f e d
2i h g
a b c
40. |2d —3g 2¢ —3h 2f —3i
g h i

41. Prove o Teorema 3(a). 42, Prove o Teorema 3(f).

43. Prove o Lema 5. 44, Prove o Teorema 7.

Nos Exercicios 45 e 46, utilize o Teorema 6 para encontrar
todos os valores de k para os quais A é invertivel.

k -k 3 k k0O
45 A=|0 k+1 1 4. A= k> 2 k
k-8 k-1 0 k k

Nos Exercicios de 47 a 52, assuma que A e B sejam ma-
trizes nXn com det A = 3 e det B = -2. Ache os determi-
nantes indicados.

47. det(AB) 48. det(A?) 49. det(B'A)

50. det(2A) 51. det(3B") 52. det(AA")

Nos Exercicios de 53 a 56, A e B sdo matrizes nXn.
53. Prove que det(AB) = det(BA).
54. Se B é invertivel, prove que det(B-AB) = det(A).

55. Se A é idempotente (ou seja, se A> = A), ache todos os
possiveis valores do det(A).
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§6. Uma matriz quadrada A é chamada de nilpotente se
A" =0 para algum m > 1, (A palavra nilpotente vem do la-
tim nil, que significa “nenhum”, e potere, que significa
“poténcia”. Uma matriz nilpotente, assim, tem a pro-
priedade de virar “uma nulidade” — ou seja, a matriz nula
- quando elevada a alguma poténcia.) Ache todos 0s va-
lores possiveis do det{A), se A for nilpotente.

Nos Exercicios de 57 a 60, use a Regra de Cramer para re-
solver os sistemas de equacdes lineares dados.

57. x +y=1 88.2x — y= 5

x—y=12 x+3y= -1

59, 2x +y+3z=1
y+ z=1

60. x +y—z=1
xX+ty+z=2
z=1 x—y =3

Nos Exercicios de 61 a 64, use o Teorema 12 para calcular a

inversa da matriz dos coeficientes para os exercicios men-

cionados.
61. Exercicio 57 62. Exercicio 58
63. Exercicio 59 64. Exercicio 60

65. Se A ¢ uma matriz nXn invertivel, mostre que adj A
também €& invertivel e que

(adj A)~' = A=adj(A™")

det A

66. Se A é uma matriz nXn, prove que
det(adj A) = (det A)"

67. Verifique que, se » < s, entdo as linhas r e s de uma matriz
podem ser intercambiadas com a realizagdo de 2(s — )~ 1 in-

tercAmbios de linhas adjacentes.

68. Prove que o Teorema da Expanséo de Laplace se veri-

fica para a expansiio de co-fatores pela j-€sima coluna.

69. Seja A uma matriz quadrada que pode ser decomposta

como

onde P e S sdo matrizes quadradas. Diz-se que essa ma-
triz estd na forma de bloco triangular (superior).
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Prove que

det A = (det P)(det )
(Sugestdo: tente uma prova por indugdo no nimero de li-
nhas de P.) )

70. (a) D& um exemplo para mostrar que, se A pode ser
repartida como

onde P, O, R e § sdo todas matrizes quadradas, entdo nfio
é necessariamente verdadeiro que

det A = (det P)(det S)— (det Q)(det R)

(b) Assuma que A seja decomposta como na parte (a), e

que P seja invertivel. Considere

Pl O
B e _._N_....._.<....,~:.,.....
LRP*1 z 1}

Calcule o det(BA) utilizando o Exercicio 69 e use o resul-
tado para mostrar que

det A = det P det(S — RP™'Q)

A matriz S — RP ~1Q é denominada complemento de Schur
de P em A, em referéncia a Issai Schur (1875-1941), que
nasceu em Belarus mas viveu a maior parte de sua vida na
Alemanha. Ele é conhecido principalmente pelo seu tra-
balho fundamental na teoria de representacdes de grupos,
mas também trabalhou em teoria dos ndmeros, em andlise
e em outras dreas.




Aplicacoes Geométricas de Determinantes

Esta investigagao revelard algumas das aplicagOes curiosas dos determinantes & geometria. Em particular, vere-
mos que determinantes estdo intimamente relacionados com as férmulas de area e volume, e podem ser utiliza-
dos para produzir equacdes de retas, de planos e de algumas outras curvas. A maioria dessas idéias surgiu
quando a teoria dos determinantes estava sendo desenvolvida como um tema independente.

O Produto Vetorial

U,
Relembre que, na Investigacdo do Capitulo 1, o produto vetorial entre u = | u,

ev=|v,| foi denotado
por u X v e definido por Uy Vs
V3 = U3Vy
w X V= | UzVy — UV
Uy, — UV

Se escrevermos esse produto vetorial na forma (upv3 — uzvo)eq — (v — uzvy)e; + (Uyvo — upvy)es, onde eq, e e e3
s30 os vetores da base canonica do R?, veremos que o formato dessa expressdo pode ser dado por

€
u X v = det| e,

Uy vy

U vy

€ Uz V3

se expandirmos o determinante pela primeira coluna. (Esse, evidentemente, ndo € um determinante propria-
mente dito, j4 que eq, €, € €3 sdo vetores e ndo escalares; porém, a dltima igualdade nos fornece uma maneira
de lembrar facilmente a férmula das coordenadas do produto vetorial, que é meio estranha. Ela também nos
permite utilizar propriedades dos determinantes para verificar algumas das propriedades do produto vetorial.)

Vamos agora repassar alguns dos exercicios do Capitulo 1.

1. Utilize a versdo com determinante do produto vetorial para calcular u X v.

0 3 3 0
(a) u= ,v =l —1 b)u=|-1[v=|1
L 2 L 2 1
[ -1 2 M1 1
m=| 2 v=|—4 (da=]1,v=]2
L 3 -6 1 3
Uy V1 Wy
2.8eu=|u|,v=|v,| ew=|w, |, mostre que
Uz V3 W3
Uy vy w
u-(vXw)=detju, v, w,
Us V3 Wy

'
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3. Utilize propriedades dos det.erminantes (e o Problema 2 anterior, se necessario) para provar as seguin-
tes propriedades do produto vetorial:
(a)vXuz—(uXv) (b)) uX0=20
(c)uXu=0 (d) wX kv = k(uXv)
(e)uX(vi+w)=uxXv+tuXw (flu-(uXv)y=0c v-(uXv)=90
(g) m-(vXw)=@mXxXv)w (a identidade do produto misto)

Area e Volume

Podemos agora dar uma interpretagio geométrica para os determinantes de matrizes 2x2 e 3x3. Lembre
que, se u e v sdo vetores do R?, entdo a 4rea .4 do paralelogramo determinado por esses vetores é dada por
A = |Ju X v||. (Veja Investigacdo: O Produto Vetorial, no Capitulo 1.)

4. Considere u = {u‘} ev = {Vl}. Mostre que a drea .4 do paralelogramo deterntinado por u e v € dada por
Uy Vs

u v
A= det[ ! 1}
U, Vy
Uy Vi
(Sugestdo: escrevaue veomo | u, | € | v, |)
0 0

5. Deduza geometricamente a férmula de area do Problema 4, utilizando a Figura 1 como guia. (Suges-
tdo: subtraia dreas do maior retdngulo até que reste somente o paralelogramo.) De onde aparece a necessi-
dade do valor absoluto neste caso?

y
A

b+d

B X
a a+tc
Figura |

6. Encontre a drea do paralelogramo determinado poru e v.

@s=[i}-[0] @a=[i]o-[]

Fazendo uma generalizacdo dos Problemas de 4 a 6, considere um paralelepipedo, ou seja, um sélido
tridimensional parecido com um tijolo “inclinado”, cujas seis faces sdo paralelogramos com faces opostas
paralelas e congruentes (Figura 2). Seu volume é dado pelo produto da 4rea da sua base por sua altura,

e,

. %«%“”‘”%\ s
Figura 2 gy
v
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71. Prove que o volume V do paralelepipedo determinado por u, v ¢ w é dado pelo valor absoluto do determi-
nante da matriz3 X 3[u v w), onde u, v e w séo as colunas. Assun

V=la-(vXw))]

(Sugestdo: vocé pode observar, na Figura 2, que a altura & pode ser expressa como 4 = |jullcos 6, onde € o an-
guloentreue v X w.)
8. Mostre que o volume V do tetraedro determinado por u, v e w (Figura 3) é dado por

Y= élu-(v X w)]

[Sugestdo: sabemos, da geometria, que o volume de um sélido desses € V = L (4rea da base) (altura).]

Figura3 vV~

Vejamos agora essas interpretagdes geométricas de um ponto de vista de transformagdes. Seja A uma matriz
2X2 e seja P o paralelogramo determinado pelos vetores u e v. Vamos considerar o efeito da transformacio T4
sobre a drea de P. Denotemos por T4(P) o paralelogramo determinado por T4(u) = Au, e T4(v) = Av.

9. Prove que a drea de T4(P) € dada por |det A|(drea de P).
10. Seja A uma matriz 3X3 e seja P o paralelepipedo determinado pelos vetores u, v e w. Denotemos por
T 4(P) o paralelepipedo determinado por T(m) = Au, T4(v) = Av € T4(w) = Aw. Prove que o volume de T4(P) é
dado por |det A|(volume de P).

Os problemas anteriores ilustram que o determinante de uma matriz captura aquilo que a transformagio
correspondente da matriz faz com a 4rea ou com o volume das figuras sobre as quais a transformacio atua.
(Mesmo que tenhamos considerado somente certos tipos particulares de figura, o resultado é perfeitamente
geral e pode ser provado rigorosamente. Nao faremos isso aqui.)

Retas e Planos

Suponha que tomemos dois pontos distintos, (x1, y1) € (x,, y), em um plano. Existe entio uma Unica reta pas-
sando por esses pontos, € sua equacio é da forma

ax + by +¢c=0

Como os dois pontos considerados estdo sobre essa reta, suas coordenadas satisfazem a equacio. Assim,

ax; + by, +¢=0
ax, + by, + ¢ =0

As trés equagdes juntas podem ser vistas como um sistema de equagdes lineares nas varidveis a, b e c.
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Como existe uma solucdo nio trivial (pois a reta existe), a matriz dos coeficientes

x y 1
x y 1
X oy 1

nio pode ser invertivel pelo Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis. Conseqlientemente, seu de-
terminante deve ser zero, pelo Teorema 6 da Se¢fio 4.3. A expansao desse determinante fornece a equacio

da reta.

A equagdo da reta que passa pelos pontos (x;, y1) e (X, y2) é dada por

x oy 1
xp vy =0
X, ¥ 1

11. Use o método descrito anteriormente para encontrar a equagéo da reta que passa pelos pontos dados.

(a) (2,3) e (—1,0) (b) (1,2)e (4,3)

12. Prove que os trés pontos (x1, yy), (¥, y2) € (x3, y3) sdo colineares (estdo sobre uma mesma reta) se, e so-
mente se,

x oy 1
X, vy 1 =0
X3 y3 1

13. Mostre que a equago do plano que passa pelos trés pontos ndo colineares (x;, Y1, 21), (X2, ¥, 20) €
(%3, y3, z3) é dada por

x y z 1

oy oz 1

X ¥, 7 1

X3 0 y3 z3 1

=0

O que acontecerd se os trés pontos forem colineares? Explique o que acontece quando aplicamos escalonamento
de linhas para calcular o determinante.

14. Prove que os quatro pontos (xy, y1, z1), (x2, yo, 22), (X3, ¥3, 23) € (x4, Y4, 24) sA0 coplanares (estdo sobre um
mesmo plano) se, e somente se,

Xy o 1

Xo Y2 Zp 1

X3 0ys o z3 1

Xy Y4 o7y 1

=0

Ajustando curvas

Quando dados experimentais sio obtidos na forma de pontos (x, y) que podem ser colocados no plano
cartesiano, € freqiientemente interessante encontrar uma relagdo entre as varidveis x e y. Idealmente,
gostarfamos de encontrar uma funcéo cujo grafico passasse por todos os pontos obtidos do experimento.

Algumas vezes queremos somente aproximacOes (veja a Se¢do 7.4), mas resultados exatos também sio pos-
siveis em certas situacdes.
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-2

Figura 4

15. A Figura 4 sugere a possibilidade de encontrar uma pardbola que passe pelos pontos A(-1, 10), B(O,
5) e C(3, 2). A equagdo dessa pardbola é da forma y = a + bx + cx?. A substituicdo das coordenadas dos
pontos dados nessa equagdo nos fornece um sistema de trés equagdes lineares nas incégnitas a, b e c¢. Sem
resolver o sistema, utilize o Teorema 6 da Secdo 4.3 para argumentar que deve haver uma dnica solucdo.

Depois, resolva o sistema para encontrar a equagio da pardbola da Figura 4.

16. Repita o Problema 15 para os pontos A(-1, -3), B(1, -1) e C(3, 1).

17. Generalizando as idéias dos Problemas 15 e 16, suponha que a1, a, e a3 sejam trés nimeros reais
distintos. Para quaisquer nlimeros reais by, by e b3, queremos mostrar que existe uma tnica parabola, com
equagio da forma y = a + bx + cx?, que passa pelos pontos (a;, by), (a2, by) € (a3, bs). Faga isso demons-
trando que a matriz dos coeficientes do sistema de equagdes lineares associado tem o determinante

1 a &
U a &)= (a— a)(a— a)a; — a)
1 a3 &

==$> 0 qual é necessariamente nio nulo. (Por qué?)
18. Sejam ay, ay, a3 e a4 nlimeros reais distintos. Mostre que

1 a a a
1 a) a% a%
5 5| = (@ — a)(as — ay)(ay = ar)(as ~ ay)(ay — ax)(ay — a3) # 0
1 a3 af a3
1 ay 4 a3

Para quaisquer nlimeros reais by, by, b3 e by, use esse resultado para provar que existe uma Unica curva
clibica, com equagio y = a + bx + cx? + dx que passa pelos quatro pontos (ay, by), (ay, by), (as, b3) € (a4, ba).
(Ndo determine os valores de a, b, c e d.)

19. Considere os n nimeros reais ay, dy, ..., a,. Prove que

2 .. n—1
1 a a - ay
1 a a - ai!
2 ... A=l —
1 o & ay ' = H (@ — a;)
- o : I=i<j=n
2 n-1
1 aﬂ a)l T all

onde ITj <<=, (a; — a;) representa o produto de todos os termos da forma (a]- —aj),ondei<jeie]estdoen-
tre 1 e n. [O determinante de uma matriz dessa forma (ou de sua transposta) é chamado de determinante
de Vandermonde, nome do matemético francés A. T. Vandermonde (1735-1796).]

Deduza que, para n pontos no plano cartesiano, cujas coordenadas x sejam todas distintas, existe um
Unico polinémio de grau n — 1 cujo gréfico passa pelos pontos dados.
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4.4 Valores e Vetores Proprios de Matrizes nxn

gora que definimos o determinante de uma matriz nXxn, podemos continuar nossa discussio so-
bre valores e autovetores em um contexto geral. Relembre, da Secdo 4.2, que A é um autovalor
‘de A se, e somente se, A — A I for ndo invertivel. Pelo Teorema 6 da Se¢fio 4.3, isso € verdade se,
e somente se, det(A — A I) = 0. Em resumo:

Os autovalores de uma matriz A sio precisamente as solugdes A da equagio
det(A — AI) =0

Quando desenvolvemos det(A — A I), obtemos um polindmio em A, chamado de polinémio caracteristico
b
de A. A equacio det(A - A I) = 0 é chamada de equagdo caracteristica de A. Por exemplo, se A = {z d]’ seu
polinémio caracteristico €

a—A b

det(A — AI) = o

‘=(a—)\)(d—)\)*bc=)\2—(a+d)/\+(ad—bc)

Se A for uma matriz nxn, seu polindmio caracteristico serd de grau n. O Teorema Fundamental da Algebra
(veja o Apéndice D) diz que um polindmio de grau 7, com coeficientes reais ou complexos, tem no maximo »
raizes distintas. Aplicando esse fato ao polindmio caracteristico, vemos que uma matriz n.xn, com elementos
reais ou complexos, tem no maximo # autovalores distintos.

Vamos fazer um resumo do procedimento que seguiremos (a partir de agora) para determinar auto-
valores e autovetores (auto-subespagos) de uma matriz.

Seja A uma matriz nxn.

1. Encontre o polindmio caracteristico det (4 — AJ) de A.

2. Ache os autovalores de A determinando os valores de A na equaco caracteristica det (A — AI) =0.

3. Para cada autovalor A, determine o subespaco anulado pela matriz A — AL Esse é o auto-subes-
paco E,, formado pelos autovetores de A (ndo nulos) que correspondem a A.

4. Encontre uma base para cada auto-subespaco.

EXEMPLO | Encontre os autovalores e os correspondentes auto-subespagos de

0 10
A=,0 01
2 -5 4

SOLUCAQ: Vamos seguir o procedimento delineado anteriormente. O polindmio caracteristico €

-2 1 0
det(A—-A)=| 0 - 1
2 =5 4-2A

_ymr ot ot

—5 4—-A [2 4-2

i

~AA2 —4X +5) — (-2)
= - +4P 51 +2
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Para encontrar os autovalores, precisamos determinar o valor de A na equacao caracteristica det (A — Al) = 0.
O polindémio caracteristico, fatorado, é —(A — 1)2(A - 2). (O Teorema da Fatoragdo é (til aqui; veja o Apéndice
D.) Assim, a equaciio caracteristica € —(A —1)? (A — 2) = 0, cujas solucdes sio, sem dvida, A =1 ¢ A =2. Como A
=1 é uma raiz multipla e A = 2 é uma raiz simples, vamos nomear os autovalores como A; = A, =1 € Az =2.

Para procurar os autovetores correspondentes a Ay = Ay = 1, encontramos o subespago anulado por

-1 1 0 -1 1 90
A—-1I= 0 -1 1 = 0 -1 1
2 -5 4-1 2 -5 3
Um escalonamento de linhas produz
~1 1 010 1 0 —-110
[A-1]0]=] 0 -1 1({0|— |0 1 =110
2 -5 310 0 0 0

> (Sabiamos antecipadamente que a matriz reduzida obrigatoriamente teria uma linha de zeros. Por qué?)

X1
Assim, x = | x, | pertence ao subespaco F se, e somente se, x| —x3= 0 € x, —x3 = 0. Fazendo a varidvel livre
X3 1X3 =1,

vemos que x1 =t e x, =, de onde segue que
1
E = t =4qt1 =ger| |1
t 1

Para determinar os autovetores correspondentes a Az = 2, encontramos o subespago anulado por A — 2/
por meio de escalonamento de linhas:

-2 1 010 10 -4]o
[A-2I|0]=| 0 -2 1|0|— |0 1 =310
2 -5 240 0 0 010
X
Logo, x = | x, | pertence ao auto-subespaco E; se, e somente se, x, = $x; € x, = x,. Fazendo a varidvel livre
X3
X3 = {, temos " ' L .
E, = %t =4t % = ger % = ger| |2
t 1 1 4

onde eliminamos os denominadores da expressdo da base, multiplicando todas as coordenada
—> pelo denominador comum 4. (Por que isso € permitido?)

Observacéo: ¢ Note que, no Exemplo 1, A é uma matriz 3x3 mas tem somente autovalores distintos. No
entanto, se contarmos com as multiplicidades, A terd exatamente trés autovalores (A =1
duplo e A = 2 simples). Isso € o que o Teorema Fundamental da Algebra garante. Vamos
definir a multiplicidade algébrica de um autovalor como a sua multiplicidade como raiz
da equagfio caracterfstica. Assim, A = 1 tem multiplicidade algébrica 2, e A =2 tem multi-
plicidade algébrica 1.

A seguir, observe que cada auto-subespaco tem uma base que contém somente um vetor. Em outras
palavras, dim E; = dim E, = 1. Vamos definir a multiplicidade geométrica de um autovalor A cOmo dim E,, a
dimenséo do auto-subespago associado a A. Como voceé vera na Secédo 4.5, € importante uma comparagio en-
tre essas duas nogdes de multiplicidade.
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EXEMPLO 2 Encontre os autovalores e os correspondentes auto-subespagos de

-1 0 1
A= 3 0 -3
1 0 —14
SOLUCAO: A equacdo caracterfstica é
O"th—)\I~_13_A ~O)\ —13 .
= det( )= - 1 —1-2
1 0 —-1-A

= =AM+ 2)) = =AY\ +2)

Portanto, os autovalores sdo Ay = Ay = 0 e A3 = -2. Por isso, o autovalor 0 tem multiplicidade algébrica 2 e o
autovalor -2 tem multiplicidade algébrica 1.
Para A = A, =0, calculamos

-1 0 1]o0 10 —1]0
[A-07|0]=[A]0]=| 3 0 -3|0|—1]0 0 00
10 -110 00 0]0

Xy
de onde segue que um autovetor x = | x, | em Ej satisfaz x; = x3. Portanto, tanto X7 cOmMo x3 840 livres.
X3

Fazendo xy =s € x3 = ¢, temos

t 1 1
E,= s =4s|1}|+¢0 =ger| 11,10
t 1 1
Para A3 =-2,
10 110 1 110
[A=-(=2)I|0]=[A+2[|0]=|3 2 =3|0|— |0 1 —3]0
10 110 0 010

logo, x5 =t élivie e xy =—x3=—te xy = 3x3 = 31. Conseqiientemente,

—t -1 -1
E_,= 3t =<t 3 = ger 3
t 1 1

Segue daf que A; = Ay = 0 tem multiplicidade geométrica 2, ¢ A3 = -2 tem multiplicidade geométrica 1.
(Observe que a multiplicidade algébrica ¢ igual 4 geométrica para todos os autovalores.)

Em algumas situagdes, os autovalores de uma matriz sdo muito faceis de determinar. Se A é uma matriz
triangular, entdo A — Al também é&, €, nesse caso, o Teorema 2 da Segdo 4.3 diz que det (4 — Al) é exatamente
o produto dos elementos na diagonal, o que implica que sua equagfio caracteristica é

(ay — M ay — A) - (a,, — Ay =10

de onde segue imediatamente que os autovalores sdo A; = ajy, Ay = 20, ooy Ay = Ay A SEQUIT, TESUMIMOoS €556
resultado como um teorema e o ilustramos com um exemplo.
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> TEOREMA |

Os autovalores de uma matriz triangular sdo os elementos da sua diagonal principal.

EXEMPLO 3 Os autovalores de

200 0
-1 10 0
A_303o
5 7 4 =2

sdo A =2, A =1, 03 =3¢ Ay =-2, pelo Teorema 1.
(=2-A).]

—

De fato, o polindmio caracteristico & (2 — A) (1 - A) (3 - A)

Observe que matrizes diagonais sdo casos particulares do Teorema 1, j4 que uma matriz diagonal é ao
mesmo tempo triangular superior e inferior.

Autovalores capturam muitas das informacdes importantes sobre o comportamento de uma matriz.
Quando conhecemos os autovalores de uma matriz, podemos deduzir muitas coisas sem nenhum trabalho su-
plementar. O préximo teorema ¢ um dos mais importantes a esse respeito.

>» TEOREMA 2

Uma matriz quadrada A é invertivel se, e somente se, 0 ndo for um autovalor de A.

DEMONSTRACAQ: Seja A uma matriz quadrada. Pelo Teorema 6 da Secdo 4.3, A € invertivel se, e somente
se, det A # 0. Mas det A # 0 € equivalente a det (A— 01)# 0, o que diz que 0 ndo € uma raiz da equagdo carac-
teristica de A (isto é, 0 ndo € um autovalor de A). &

Podemos agora estender o Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis incluindo os resultados prova-
dos neste capitulo.

€ TEOREMA 3 O Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis: Versiio 3
Seja A uma matriz nxn. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

a. A ¢ invertivel.

b. Ax = b tem uma Unica solugéo para todo b no R".

¢. Ax = § admite somente a solugdo trivial.

d. A matriz escalonada obtida por escalonamento de linhas de A € [,,.
e. A é um produto de matrizes elementares.

f. posto(d)=n

g. nulidade(A)=0

h. Os vetores coluna de A sdo linearmente independentes.
i. Os vetores coluna de A geram R".

j. Os vetores coluna de A formam uma base para R".

k. Os vetores linha de A sdo linearmente independentes.
1. Os vetores linha de A geram R",

m. Os vetores linha de A formam uma base para R”".
n.det A#0

0. 0 ndo é um autovalor de A.

DEMONSTRACAQ: A equivaléncia (a) <> (n) é o Teorema 6 da Secdo 4.3, e acabamos de mostrar (a) < (0) no
Teorema 2. %

9
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Existem férmulas simpaticas para os autovalores de poténcias e da inversa de uma matriz.

TEOREMA 4

Seja A uma matriz quadrada com autovalor A ¢ um correspondente autovetor x.

(a) Para qualquer inteiro positivo n, A" € um autovalor de A” correspondente ao autovetor x.
b) Se A é invertivel, entdo 1/A é um autovalor de A~! correspondente ao autovetor x.

>
(c) Para qualquer nimero inteiro n, A” € um autovalor de A” correspondente ao autovetor x.

DEMONSTRACAO: E dado que Ax = Ax.

(a) Faremos uma prova por indugio em #n. Para n = 1, o resultado coincide com o que foi dado. Vamos as-
sumir que o resultado seja verdadeiro para n = k, ou seja, que, para algum inteiro positivo k, Akx = A*x.
Precisamos provar o resultado para n = k + 1. Mas

AFflx = A(A%x) = A(Mx)

pela hipétese de indug¢do. Utilizando a propriedade (d) do Teorema 2 da Se¢do 3.3, temos que

A(Mx) = M(Ax) = M(ax) = Atk

Assim, A¥*1x = Ak*1x como desejado. Por inducéo, o resultado ¢ verdadeiro para todos os inteiros n = 1.

(b) Vocé deveré provar essa propriedade no Exercicio 13.
(c) Vocé deverd provar essa propriedade no Exercicio 14. &

O préximo exemplo mostra uma aplicagéo desse teorema.

10
EXEMPLO 4 Calcule B H {ﬂ |

1

SOLUCAO: Considere A = B .

5 - . ,
} ex = [ J; entdo, o que queremos encontrar é A%x. Os autovalores de A

~ . 1 1 .
sdo A =—1 e Ay = 2, com seus respectivos autovetores v, = [—_J ewv, = [2} Ou seja,
AV1 = —-Vv, € AV2 = 2V2

==>  (Comprove iss0.) Como {vq,v2} forma uma base para R? (por qué?), podemos escrever X como uma
combinacdo linear de vy e vo. De fato, como se pode verificar facilmente, x = 3v; + 2v,.
Portanto, utilizando o Teorema 4(a), temos

Ay = A10(3vl + 2V2) — 3(AM)V1) 4 2(A“)v2)
= 30" + 2(0%),

ol s[5 ,

Isso € certamente muito mais facil que calcular primeiro A19; de fato, ndo é necessério fazer nenhum
multiplicacdo de matrizes! -
Sempre que pode ser usado, o método do Exemplo 4 € bastante geral. Vamos resumi-lo assim:
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Suponha que a matriz nXn A tenha autovetores vy, v, ..., v,, correspondentes, respectivamente,
aos autovalores Ay, Ay ..., A, Se x € um vetor do R” que pode ser eXpresso como uma combi-
nacdo linear desses autovetores — digamos, ,

X =0V F vt ey

mtm

entdo, para qualquer inteiro X,

kg = o 2k k k
A'x = LIAIVI + CZ/\sz + + Cm/\mvm

Aviso: A hipétese (o “se”) da ultima afirmagfo ndo pode ser menosprezada. Ndo h4 nenhuma garantia
de que tal combinacéo linear seja possivel, em geral. A melhor situagfo seria se existisse uma base do R”
formada por autovetores de A; exploraremos essa possibilidade em mais detalhes na préxima secdo. No en-
tanto, como um passo nessa dire¢do, temos o teorema a seguir, que afirma que os autovalores correspon-
dentes a autovetores distintos sdo linearmente independentes.

€ TEOREMA 5

Seja A uma matriz nXn € sejam Ay, Ay, ..., Ay, distintos autovalores de A com os respectivos au-
tovetores vy, va, ..., ¥, Entéo, vy, vo, . .., v, s80 linearmente independentes.

DEMONSTRAGCAQ: A prova é indireta. Vamos assumir que vy, Vo, ..., V,, sdo linearmente dependentes e
mostrar que essa hipétese nos leva a uma contradigéo.

Se vy, v, ..., v, sdo linearmente dependentes, entdo um desses vetores deve poder ser expresso como
uma combinacio linear dos vetores precedentes (na ordem dos indices). Seja vi,1 0 primeiro dos vetores v;
que podem assim ser expressos. Em outras palavras, vy, v, . .., Vi sdo linearmente independentes, mas exis-
tem escalares ¢, ¢y, . . ., Ci tais que

Vier = 0Vt 0¥ ot g, . @)
Multiplicando por A, a esquerda, os dois lados da equacéo (1) e utilizando o fato de Av; = Av; para cada i, temos
Nt 1Virt = AV = AlCrvy + 0¥y + o+ %)
= Av; + Ay, + - + ¢ Ay, 2)
= cl)\1V1 + C2)\2V2 + -+ Ck/\kvk
Agora, multiplicamos os dois lados da equacio (1) por Ay, para obter

Mt 1Vit1 = Cle Vi T QA Yy o+ A 3)

Quando subtraimos a equacéo (3) da equagio (2), obtemos
0=ci(A = M) + (h = M)V + 0+ clde = M) Y%

A independéncia linear de vy, v, ..., v implica que

1A = A1) = Qg = Mgy) == A — A1) =0
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Como os autovalores A; sdo todos distintos entre si, os termos entre parénteses (A; — Ay, i=1, ..., k) sdo to-

dos nio nulos. Logo,c1 =¢c2=. ..

= ¢, = 0. Isso implica que

Vi =V tont o tovy =0+ 0wn++0v. =0

o que é impossivel, pois o autovetor v;,; ndo pode ser zero. Assim, temos uma contradicdo, o que significa

que a hipétese assumida de que vy, vy, ..
v,, tém que ser linearmente independentes. €

-+ ¥, 880 linearmente dependentes é falsa. Daf segue que vy, vy, ..

)

¢ EXERCICIOS 4.4 ¢

Nos Exercicios de 1 a 12, determine: (a) o polinémio carac-
teristico de A, (b) os autovalores de A, (c) uma base para
cada um dos subespacos préprios de A e (d) as multiplici-
dades algébrica e geométrica de cada autovalor.

1 3 F 201
1 A= . A=
-2 6 ZA_—lo}
1 1 0 1 0 1
3.A=10 -2 1 4 A=10 1 1
0 0 3 1 1 0
1 20 M1 2
5. A=|-1 -1 1 6. A=|3 -1 3
L0 11 12 1
[ 4 0 1 1 -1 -1
7. A= 3 2 8. A=1 0 2
-1 0 2 -1 -1 1
T 310 0 2 1 1 07
-1 10 0 01 4 5
9. A= 001 4 10"4_0031
L 00 11 L0 0 0 2]
100 0 (4 0 1 07
010 0 0 4 1 1
11. A = L1 3 O12.A—0012
-2 1 2 -1 L0 0 3 0]
13. Prove o Teorema 4(b).

14. Prove o Teorema 4(c). [Sugestio: faga uma combinagio
das partes (a) e (b) e veja a quarta Observagio que segue o
Teorema 4 na Se¢do 3.4.

Nos Exercicios 15 e 16, A é uma matriz 2X2 com auto-

1

1 .
_lew~ 1 correspondendo, respecti-

vefores vy = [

5
vamente, aos autovalores Ay = % eM=2ex= {1 .

15. Determine A1%.

16. Determine A*x. O que acontece quando k aumenta
muito (ou seja, k—» c0)?

Nos Exercicios 17 e 18, A é uma matriz 3X3 com autove-

1 1 1
tores vi= |0, w»=|1| e vy=|1]| correspondentes,
0 0 1]
respectivamente, aos autovalores \1 = — %, Ay = %, er; =1,
2
ex=|1]}.
2

17. Determine A%%.

18. Determine A*x. O que acontece quando k aumenta
muito (ou seja, k — oo)?

19. (a) Mostre que, para qualquer matriz quadrada A, AT
¢ A tém o mesmo polindmio caracterfstico e, portanto, os
mesmos autovalores.

(b) D& um exemplo de uma matriz 2X2 A no qual A7 ¢ A
tenham auto-subespacos distintos.

20. Mostre que A = 0 é o Unico autovalor de uma matriz
nilpotente (ou seja, uma matriz que se anula quando ele-
vada a alguma poténcia).

21, Mostre que A = 0 e A = 1 sdo os dnicos autovalores
possiveis para uma matriz idempotente (ou seja, uma ma-
triz cujo quadrado € igual a si prépria).




22. Se v é um autovetor de A com o correspondente au-
tovalor A e ¢ é um escalar, mostre que v € um autovetor
de A —cl com o autovalor correspondente A — c.

23, (a) Determine os autovalores e os auto-subespacos de

=t

(b) Usando o Teorema 4 e o Exercicio 22, encontre os autova-
lores e os auto-subespagos de A1, A —2Ie A +21.

24. Sejam A e B matrizes n Xn com autovalores A e u, res-
pectivamente.

(a) D& um exemplo para mostrar que A + u ndo é neces-
sariamente autovalor de A + B.

(b) D& um exemplo para mostrar que Ay ndo é ne-
cessariamente autovalor de AB.

(¢) Suponha que A e u correspondam ao mesmo autovetor
x. Mostre que, neste caso, A + u é um autovalor de A + B
e Au € um autovalor de AB.

25, Se A e B sdo duas matrizes equivalentes por reducoes
por linhas, elas tém necessariamente os mesmos autova-
lores? Prove que t&m ou dé& um contra-exemplo.

Seja p(x) o polindmio
p(x) ="+ @ x" T+ oax + a,

A matriz companheira de p(x) é a matriz nXn

—a,, -4, - —a, —a
1 0 - 0 0
Clp)=| 0 o @
0 0 0 0
0 0 10

26. Encontre a matriz companheira de p(x) = x>~ 7x + 12 ¢
depois determine o polindmio caracteristico de C (p).

27, Encontre a matriz companheira de p(x) = x> + 3x*— 4x + 12
e depois determine o polindmio caracteristico de C(p).

28. (a) Mostre que a matriz companheira C(p) de p(x) = x° +
ax + b tem polindmio caracterfstico A%+ aA + b.
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(b) Mostre que, se A é um autovalor da matriz com-

panheira C(p) da parte (a), entﬁo{ﬂ é um autovetor de

C(p) correspondente a 1.

29. (a) Mostre que a matriz companheira C(p) de p(x) = x3
+ ax® + bx + ¢ tem polindmio caracterfstico — (A° + aA? +
bA+c).

(b) Mostre que, se A é um autovalor da matriz com-
/\2
panheira C(p) da parte (a), entdo| A
1

é¢ um autovetor

de C(p) correspondente a A.

30. Construa uma matriz 2X2 nfo diagonal, com autova-
lores 2 e 5. (Sugestdo: use o Exercicio 28.)

31. Construa uma matriz 3X3 néo diagonal, com autova-
lores -2, 1 e 3. (Sugestdo: use o Exercicio 29.)

32. (a) Prove, por indugéo, que, para n = 2, a matriz com-
panheira C(p) de p(x) = X" + a,_1x"1 + - + ayx + ag tem
polindmio caracteristico igual a (-=1)"p(A). [Sugestdo:
faca a expansdo de co-fatores ao longo da dltima coluna.
Vocé podera achar 1til introduzir o polindmio g(x) = (p(x)
- ao)/x.]

(b) Mostre que, se A é um autovalor da matriz compa-
nheira C(p) na equacgdo (4), entdo o autovetor correspon-
dente a A € dado por

)\n-1
An~2
A
1

Se p(x) = x" + a, X" + .+ ax + ap e A é uma matriz
quadrada, podemos definir a matriz quadrada p(A) por

p(A) = A"+ a, A"+ + g A+ al

33. Verifique o Teorema de Cayley-Hamilton para

A=

ﬁﬂ Ou seja, determine o polindmio caracteris-
2

tico c4(A) de A e mostre que c4(A) = 0.
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Um teorema importante de dlgebra linear’ a.vangada afi{f-
polinémio caracteristico dq matriz
A, entdo cp(A) = 0 (em palavraf, roda, matriz satisfaz sua
equagdo caracteristica). Esse ¢ 0 célebre Teorema de
Cayley-Hamilton, en thenagem a Ar.thur Ca?/ley
(1821-1895) e a Sir William Rowan Hamilton (Ve]a.a
pdgina 2). Cayley provou esse teorema em 1858. Hamil-
ton o descobriu, independentemente, em seu trabalho so-
bre os quatérnios, que sdo uma generalizacdo dos
niimeros complexos.

ma que, se ca(A) €0

34. Verifique o Teorema de Cayley-Hamilton para

[y

O Teorema de Cayley-Hamilton pode ser usado para deter-
minar poténcias e inversas de matrizes. Por exemplo, se A é
uma matriz 2X2 com polindmio caracteristico c4(A) = A +
al+ b, entdo A2+ aA + bl = 0, e assim

A= —gA — bl
— AA? = A(—aA — bI)
—aA* — bA
—a(—aA — bI) — bA
= (a* — b)A + abl

I

E ficil ver que, por aplicacdes sucessivas desse procedi-
mento, podemos expressar qualquer poténcia positiva de A
como uma combinagio linear de I e A. De A% + aA + bl =
0, também obtemos A(A + al) = -bl, e assim

A-dr

A=l
b b

desde que b # 0.

4.5 Semelhanca e Diagonalizacao

&

35, Utilize o Teorema de Cayley-Hamilton para encontrar
A%, A3 e A*para a matriz A do Exercicio 33.

36. Utilize o Teorema de Cayley-Hamilton para encontrar
A2, A3 e A*para a matriz A do Exercicio 34.

37. Utilize o Teorema de Cayley-Hamilton para encontrar
A 'e A2 para a matriz A do Exercicio 33.

38, Utilize o Teorema de Cayley-Hamilton para encontrar
A~le A=2 para a matriz A do Exercicio 34.

39. Mostre que, se a matriz quadrada A pode ser decom-
posta na forma

onde P ¢ S sdo matrizes quadradas, entdo o polindmio
caracterfstico de A € c4(A) = cp(A) cs(A). (Sugestdo: use o
Exercicio 69 da Segéio 4.3.)

40. Seja Aq, Ay, ..., A, um sistema completo de autovalores
(incluindo repeti¢des) da matriz nXn A. Prove que

det(A) =My A, e tl'(A) =AM T AT A,

[Sugestdo: o polindmio caracteristico de A se fatora da
seguinte maneira:

det(A — AI) = (=1)"(A = A)(A = Ap) - (A= A,)

Encontre o termo constante e o coeficiente de A" nos la-
dos esquerdo e direito dessa equacgio.]

41, Sejam A e B matrizes n Xn. Prove que a soma de todos
os autovalores de A + B é a soma de todos os autovalores
de A com os de B individualmente. Prove que o produto
de todos os autovalores de AB € o produto de todos os
autovalores de A com os de B individualmente. (Compare
este exercicio com o Exercicio 24.)

omo vimos na dltima se¢do, matrizes triangulares e matrizes diagonais sdo interessantes no sentido de
que seus autovalores se manifestam de forma transparente. Seria agraddvel se pudéssemos sempre
relacionar uma matriz a outra matriz triangular ou diagonal de forma que ambas tivessem exatamente

os mesmos autovalores. Evidentemente, jd conhecemos um procedimento para a conversido de uma matriz
quadrada em uma forma triangular — o método da eliminagdo de Gauss. Infelizmente, esse processo ndo
preserva os autovalores da matriz. Nesta se¢do, vamos considerar um tipo diferente de transformacéo de uma
matriz que €, sim, bem comportada em relacdo aos autovalores.
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Matrizes Semelhantes

Definiciio Sejam A e B matrizes nXn. Dizemos que A é semelhanie q B se existir uma matriz
nxn invertivel P tal que P -lAP = B. Se A é semelhante a B, escrevemos A~B.

Observagdes: o Se A ~ B, podemos escrever também A = PBP ~' ou AP = PB, condigdes equivalentes a

da definicdo.

¢ Semelhanca € uma relagdo entre matrizes quadradas, no mesmo sentido que “menor ou
igual a” (ordem ndo estrita) € uma relagdo entre inteiros. Note que hé um sentido (ou
uma ordem) implicito na defini¢do. Assim como a = b ndo implica necessariamente b < a,
ndo devemos assumir que A ~ B implique B ~ A. (De fato, isso é verdade, como demons-
traremos no proximo teorema, mas o fato néio segue imediatamente da definicfo.)

¢ A matriz P depende de A e de B. Ela nédo é tnica para um dado par de matrizes seme-
lhantes A e B. Para comprovarmos, basta tomar A = B = I, caso em que I ~ [, j4 que P P
= I para qualquer matriz invertivel P.

0 -1 2

Y Y By B [

1 -1
1 1

EXEMPLO I Seja A= {1 2} eB= [_1 __(ﬂ.Entéo,A ~ B, ja que

Assim, AP = PB com P = { } (Observe que ndo é necessdrio calcular P L. Veja a primeira

Observagao anterior.)

€ TEOREMA |
Sejam A, B e C matrizes nXxn.

a. A~ A.
b. Se A ~ B, entdo B ~ A.
¢. SeA~BeB~C,entdio A ~ C.

DEMONSTRACAQ: (a) Essa propriedade decorre do fato de que I -1 Al = A.

(b) Se A ~ B, entiio P"1AP = B para alguma matriz invertivel P Como diz a primeira das observagdes ante-

riores, isto é equivalente a PBP ~' = A. Fazendo Q = P/, temos Q ~'BQ = (P~!) -/ = PBP ~! = A. Portanto,

pela definicdo, B ~ A.

(c) Vocé serd chamado a provar a propriedade (c) no Exercicio 30. 4

Observagao: + Toda relagio que satisfaga essas trés propriedades do Teorema 1 é chamada de relagio de
equivaléncia. Relagdes de equivaléncia aparecem freqilentemente em matemdtica, e
objetos relacionados por meio de uma rela¢do de equivaléncia usualmente partitham pro-
priedades importantes. Veremos a seguir que isso é verdade para matrizes semelhantes.

€ TEOREMA?2
Sejam A e B matrizes nxn com A ~ B. Entéo:

det A=det B

A é invertivel se, e somente se, B for invertivel.
A e B tém o mesmo posto.

A e B tém o mesmo polindmio caracteristico.
A e B tém os mesmos autovalores.

ope o

—%——_
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DEMONSTRACAO: Provaremos (a) e (d), deixando as demais propriedades para serem provadas como exerci-
cio. Se A ~ B, entdo P -1AP = B para alguma matriz invertivel P.
(a) Tomando determinantes nos dois lados da igualdade, temos

det B = det(P 'AP) = (det P™")(det A)(det P)

_ (ﬁ)(det A)(det P) = det A

(d) O polindmio caracteristico de B ¢

det(B — AI) = det(P7'AP — Al)

det(P'AP — AP"'IP)

det(P7'AP — P"'(AI)P)
det(P™Y(A — A)P) = det(A — Al)

il

i

onde a dltima passagem é anéloga a do item (a). Assim, det(B — Al) = det(A — Al); ou seja, os polindmios ca-
racteristicos de A e de B sdo iguais. ¢

Observacio: Duas matrizes podem ter as propriedades de (a) a (€) (e outras mais) em comum mesmo ndo

1 0
sendo semelhantes. Por exemplo, A = {

1 1 . .
0 J eB= [ 0 J tém, as duas, determinante igual a 1 e posto 2, sdo

invertiveis e possuem polindmio caracteristico (1 — AY e autovalores A; = A, = 1. Mas A nfo é semelhante a B,
ja que P-1AP = P~IP =1+ B para qualquer matriz invertivel P.

O Teorema 2 ¢ bastante util para provar que duas matrizes ndo sdo semelhantes, jd que A e B néo po-
dem ser semelhantes se alguma das propriedades de (a) a (e) falhar.

1 2

EXEMPLO 2 (a)A={2 1

21 .
} eB= {1 2} nio sdo semelhantes, ja que det A = -3, mas det B = 3.
1 3 1 1 . ., A oo 232
b) A= 5 ol ¢ B=|, _,|ndosdo semelhantes, ja que o polindmio caracteristico de A € A* - 31 -4,

==5> enquantoode B ¢ A -4, (Confira isso.) Observe que A e B tém, no entanto, 0 mesmo determinante e
0 mesmo posto. '

Diagonalizacdo

Temos a melhor situaciio possivel quando uma matriz quadrada é semelhante a uma matriz diagonal. Como
veremos logo a seguir, a possibilidade de isso ocorrer estd relacionada estreitamente com os valores e au-
tovetores da matriz.

Definicio: Uma matriz nxn A é diagonalizdvel se existe uma matriz diagonal D tal que A seja
semelhante a D, ou seja, se existe uma matriz P nXn invertivel tal que P -lAP=D.

EXEMPLO3 A= B ;] ¢ diagonalizavel, pois, se P = E _ﬂ eD= [g _ﬂ entdo P LAP = D, como pode ser

facilmente verificado. (De fato, é mais rapido verificar a propriedade equivalente AP = PD, pois ela ndo exige
a determinagdo de P~ 1) « .
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O Exemplo 3 suscita a questdo: de onde vieram as matrizes P e D? Observe que os elementos 4 ¢ -1 da
diagonal de D sdo autovalores de A4, pois s@o as raizes do seu polindmio caracteristico, que encontramos no
Exemplo 2(b). A origem da matriz P € menos 6bvia, mas, como iremos demonstrar a seguir, seus elementos
sdo obtidos a partir dos autovetores de A. O Teorema 3 torna precisa essa conexao.

TEOREMA 3

Seja A uma matriz nxn. Entdo, A sera diagonalizdavel se, e somente se, tiver n autovetores lj-
nearmente independentes.

Mais precisamente, existem uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D de maneira
que P1AP = D se, e somente se, as colunas de P forem n autovetores de A, linearmente inde-
pendentes, e os elementos da diagonal de D forem os autovalores correspondentes aqueles,
colocados na mesma ordem.

DEMONSTRACAQ: Primeiro, suponha que A seja semelhante 4 matriz diagonal D via P "'AP = D, ou equi-
valentemente, AP = PD. Sejam py, p», - . . , P, 08 vetores coluna de P, € Ay, Ay, . . ., A, 08 elementos da diago-
nal de D. Entdo:

/\1 O e O §

A{P1 P pn}:[pl P pn] : :2 ", : (1) ;

. . . : i

0 0 - A, |

ou [Apl Ap2 e Apn] = [Alpl )\ZPZ “. )\npn} (2) |

onde o lado direito da equagio é exatamente a representacgdo coluna-linha do produto PD. Temos, assim, n
equacdes, uma para cada coluna:

Ap = APy, APy = APy - -, AP, = AP,

0 que comprova que os vetores coluna de P s@o autovetores de A cujos autovalores correspondentes sdo 0s
elementos da diagonal de D, na mesma ordem. Como P & invertivel, seus vetores coluna séo linearmente in-
dependentes pelo Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis.

Reciprocamente, se A tem n autovetores pi, P, ..., Pn linearmente independentes, com os autovalores
correspondentes Ay, Ay, . . ., Ay, I€Spectivamente, entdo

Apl = Alpla AP2 = /\21)27 e Apn = /\npn

Isso acarreta a equag@o (2) anterior, a qual é equivalente a equagio (1). Conseqiientemente, se chamamos de P
a matriz nxn com colunas py, pp, - . . , Pn, €0td0 a equacdo (1) pode ser escrita como AP = PD. Como as co-
lunas de P sdo linearmente independentes, o Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis implica que P €
invertivel, logo, P “14P = D. Portanto, A é diagonalizavel. &

EXEMPLO 4 Sendo possivel, determine a matriz P que diagonaliza
0 10
A=10 01
2 -5 4
SOLUCAQ: Estudamos essa matriz no Exemplo 1 da Secdo 4.4, onde descobrimos que seus autovalores sdo
M = A= 1e A3 =2. Os auto-subespacos t€m as seguintes bases:
1

Parary =1 =1, Eytembase |1 |
1

"
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1

Para A3 =2, B tem base| 2 |.
4

Como todos 0s outros autovetores sdo somente miltiplos de algum desses dois vetores da base, néo po-
dem existir trés autovetores linearmente independentes. Pelo Teorema 3, portanto, A ndo ¢ diagonalizavel. *

EXEMPLO 5 Sendo possivel, encontre a matriz P que diagonaliza

-1 0 1
A= 30 -3
10 -1

SOLUCAQ: Essa é a matriz do Exemplo 2 da Secfio 4.4. L4, vimos que os autovalores de A sdo A\ = =0e l3=-2,
com a seguinte base para os auto-subespagos:

0 1
Parad; =1 =0, Egtemcomobase py=|1| e p,=|0].
0 1
-1
Para A3 =-2, E_, tem como base ps =| 3 |.
1

Uma verificagio direta mostra que esses trés vetores sdo linearmente independentes. Assim, se tomarmos

01 -1
P=[p; p. ps)J=|1 O 3
01 1
entdo P sera invertivel. Além disso,
0 0 0
PlAP =10 0 0|=D
0 0 -2

como pode ser verificado facilmente. (Se vocé estiver calculando 4 méo, serd muito mais facil verificar a
equacdo equivalente AP = PD.)

Observagdes: ¢ Quando temos autovetores em quantidade suficiente, podemos coloca-los nas colunas de
P em qualquer ordem. Porém, devemos colocar os autovalores de D na mesma ordem
dos seus correspondentes autovetores em P. Por exemplo, se escolhermos

0 -1 1
P=1[p; ps p=|1 30
0 1 1

entdo veremos que
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¢ No Exemplo 5, solicitamos que vocé verificasse se pi, pp e ps eram linearmente independentes. Seria
necessario fazer essa verificacdo? Sabfamos que {p;,p,} era linearmente independente, pois era uma base do
auto-subespago Ey. Também sabiamos que os conjuntos {p1,ps} € {po,ps} eram linearmente independentes
devido ao Teorema 5 da Secéo 4.4. Mas ndo podiamos concluir daf que {P1,p2.p3} fosse linearmente indepen_’
dente. O préximo teorema, no entanto, garante que a independéncia linear seja preservada quando bases de
diferentes auto-subespacos sdo combinadas.

TEOREMA 4
Seja A uma matriz nxn e sejam Ay, Ay, . .., A, autovalores distintos de A. Se B; é uma base do
auto-subespaco Ey;, entdo B = B1U B, U ... U By (isto &, a colecdo completa dos vetores das

bases de todos os auto-subespagos) é linearmente independente.

DEMONSTRAQ[\O: Seja B; = {Vy, Vo, ...,V }parai=1, ..., k. Precisamos mostrar que

B = {vll’ Yizo oo vlnla Vo1, Va2, .0 0 v2nza s Vi Vi, - vkllk}

¢ linearmente independente. Suponha que alguma combinacdo n#o trivial desses vetores seja o vetor nulo —
digamos,

(cuvi + -+ ¢ Vi) + (euvy + - + ConVom) T 000 (CraViy 00 Vi) = 0 3)
Denotando as somas entre parénteses, respectivamente, por xi, Xp,..., X, podemos reescrever a equagdo (3) como
X +X+ o+ x=0 )

==5>  Mas cada x; estd em E A (por qué?), sendo, portanto, um autovetor correspondente a A; ou 0. No en-
‘ tanto, como os autovalores A; sdo distintos entre si, se alguma das parcelas x; for um autovetor, entéo
eles serdo linearmente independentes, de acordo com o Teorema 5 da Secdo 4.4. Mas a equagio (4) es-
tabelece uma relagdo de dependéncia linear; temos af uma contradi¢do. Concluimos que a equagdo

(3) deve ser trivial; ou seja, todos os seus coeficientes sdo zero. Portanto, B é linearmente independente. €

Existe um caso no qual a diagonaliza¢do é automética: o caso de uma matriz nX# com 7 autovalores dis-
tintos entre si.

€ TEOREMA 5

Se A € uma matriz n xn com n autovalores distintos entre si, entdio A4 & diagonalizavel.

M> DEMONSTRA@AO: Sejam vy, v,, . . ., v,, autovetores correspondentes aos n distintos autovalores
de A. (Por que néo poderia haver mais de n desses autovetores?) Pelo Teorema 5 da Segdo 4.4,
V1, ¥2,. .., V,, 580 linearmente independentes, assim, pelo Teorema 3, A é diagonalizavel. @

EXEMPLO 6 A matriz
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tem autovalores A; = 2, A2 =5 € A3 = -1, pelo Teorema 1 da Segéio 4.4. Como esses sio trés autovalores distintos
de uma matriz 3x3, A € diagonalizavel, pelo Teorema 5. (Se quiséssemos de fato a matriz P tal que P AP
fosse diagonal, seria necessario ainda determinar bases para os auto-subespagos, como no Exemplo 2 da
Secdo 4.4 e no Exemplo 5 anterior.) ,

O dltimo teorema desta se¢do € um resultado importante que caracteriza matrizes diagonalizdveis
em termos das duas no¢oes de multiplicidade introduzidas apés o Exemplo 1 da Secédo 4.4. Ele d4 con-
digdes precisas sob as quais uma matriz n Xn pode ser diagonalizada, mesmo quando ela tem menos do
que n autovalores, como no Exemplo 5. Antes, provamos um lema que tem validade sendo ou n@o a ma-
triz diagonalizavel.

© LEMA 6

Se A € uma matriz nXn, entdo a multiplicidade geométrica de cada autovalor é menor ou igual &
sua multiplicidade algébrica.

DEMONSTRACAO: Suponha que A; seja um autovalor de A com multiplicidade geométrica p, ou seja, dim

E) = p. Especificamente, vamos admitir que E,, tem base B, = {v1, v2, ..., ¥,}. Seja Q uma matriz nXn qual-
quer, invertivel, e que tenha vy, vy, . . ., v, cOMO suas primeiras p colunas — digamos,
Q=M " v, Vo 0 W)

ou, na notag¢do de matriz bipartida,

Q=[UiV]

Seja
o C}
o -4

onde C & matriz pXn.
Como as colunas de U sdo autovetores correspondentes a A, AU = \;U. Também temos

C

p 1 Y =7 =o0=%rivi= %Y. e
'5)51,,_,,} Li=070 [DJ[U'V] [DU?DV

de onde obtemos CU = I, CV=0,DU=0eDV=1I, _p- Portanto,

C MCU | CAV M, 1 CAV
Lo = {} LV = [ ............... | cav. } - [1] _ {ly]
QAQ= | AU VI= | hay MDU | DAV O DAV

Pelo Exercicio 69 da Seg¢édo 4.3, temos que

det(Q7'AQ — AI) = (A, — A)? det(DAV — AI) (5)

Mas det(Q~'AQ ~ Al) é o polindmio caracteristico de Q1AQ, que é o mesmo polindmio caracteristico de A,
pelo Teorema 2(d). Assim, a equagéo (5) implica que a multiplicidade algébrica de A; é pelo menos p, sua mul-
tiplicidade geométrica.
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TEOREMA 7 O Teorema da Diagonalizaciio

Seja A uma matriz nXn com autovalores distintos Ag, Az, ..., Ag. Os seguintes enunciados sdo
equivalentes:

a. A € diagonalizavel.
b. A unido B das bases dos auto-subespagos de A (como no Teorema 4) contém n vetores.
c. A multiplicidade algébrica de cada autovalor é igual a sua multiplicidade geométrica.

DEMONSTRAGAO: (a) => (b) Se a matriz A é diagonalizdvel, entdo ela tem n autovetores linearmente
, independentes, pelo Teorema 3. Se n; desses autovetores correspondem ao autovalor A;, entdo B; con-
==5>  tém pelo menos n; vetores. (J4 sabemos que esses n; vetores sio linearmente independentes; 0 tnico
impedimento para que formem uma base é que eles podem nio gerar o subespago.) Assim, B contém |
pelo menos n vetores. Mas, pelo Teorema 4, B é um subconjunto do R” linearmente independente;
logo, ele contém exatamente n vetores.
(b) = (c) Seja d; = dim E,; a multiplicidade geométrica de A; e seja m; sua multiplicidade algébrica. Pelo
Lema 6,d; = m;parai=1,..., k. Assuma agora que vale a propriedade (b). Com isso, temos

I’l=d1+d2+"'+dkSm1+mv2+"'+mk

Mas my + my + ... + my = n, j4 que a soma das multiplicidades algébricas dos autovalores de A € exatamente
o grau do polinémio caracteristico de A, a saber, n.
Dai segue que dy + dy + -+ + dj =my + my +--- + my, 0 que implica

(my —dy) + (my = dy) + -+ (my — d) =0 ©)
Usando novamente o Lema 6, sabemos que m; —d; = O parai=1,..., k, de onde podemos deduzir que cada
parcela da equacdo (6) € zero; ou seja, m; =d;parai=1,..., k.

(c) = (a) Se a multiplicidade algébrica m; e a multiplicidade geométrica d; sdo iguais para cada autovalor
A;de A, entdo Btem dy + dy + -+ + dj = my + my + -+ my = n vetores, que s3o linearmente independentes
pelo Teorema 4. Assim, temos 7 autovetores de A linearmente independentes e, portanto, A € diagonalizavel
pelo Teorema 3. %

0 10
EXEMPLO 7 (a)AmatrizA=|0 0 1|doExemplo 1 da Secdo 4.4 tem dois autovalores distintos,
2 -5 4

)\12)\2:16)\322.

Como o autovalor A; = A, = 1 tem multiplicidade algébrica igual a 2 mas multiplicidade geométrica igual a 1,
A nfo é diagonalizavel, de acordo com o Teorema da Diagonalizagio. (Veja também o Exemplo 4.)

-1 0 1
(byAmatrizA=| 3 0 -3|doExemplo?2 da Secio 4.4 também tem dois valores préprios distintos,
1 0 -1

A = Ay =0 e A3 =-2. O autovalor 0 tem multiplicidades algébrica e geométrica iguais a 2, € 0 autovalor —2 as
tem iguais a 1. Assim, essa matriz é diagonalizdvel, de acordo com o Teorema da Diagonalizagao. (Isso esta
de acordo com o que encontramos no Exemplo 5.) b ;

Conclufmos esta se¢io com uma aplicagio de diagonalizagdo no célculo de poténcias de uma matriz.

EXEMPLO 8 Calcule A para A = {O 1}.

2 1
SOLUCAO: No Exemplo 4 da Secfio 4.4, encontramos que essa matriz tem autovalores A; =—-1¢€ A =2,
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ndentes v, = ! ev,= 1_. Dai segue (de alguns dos teoremas desta sec¢do) que
com autovetores correspo ! _q 2)

A é diagonalizdvel e P "LAP = D, onde

P=1Iy vz]z[_i ;J .S D=["1 0}

Isolando A, obtemos A = PDP ~L, 0 que torna mais f4cil encontrar a poténcia desejada. Calculamos

A? = (PDP™")(PDP™') = PD(P'P)DP~' = pDIDP' = pp?p-!

==5> e, em geral, A" = PD"P ! para todo n = 1. (A prova desse fato é feita por indugdo — faga! Observe que
tal propriedade ¢ verdadeira para qualquer matriz diagonalizavel, ndo somente essa do exemplo.)

e[ Y

Como

temos que

. 1 1[(=1) o” 1 1J-1
-~ H -
A= PD'P [—1 2“ 0 2" -1 2

LRl 2

G L

2(__1)11 + on (__1)'1—9—1 + 2
I T T
2(_1)n+1 + 211+1 (_1)n+2 + 2n+l

3 3

Como foi solicitado somente A0, isso é mais do que necessitdvamos.

2(~1)10 + 210 (_1)11 + 210

Mas agora podemos simplesmente

3 3 342 341
. . . ey g 10 —
fazer n = 10 para encontrar 410 = A1)+ 2 (—1)P 4 | = {682 683}
3 3
¢ EXERCICIOS 4.5 ¢
Nos Exercicios de 1 a 4, mostre que A e B ndo sdo matrizes 1 2 0

semelhantes. 4, A

2 1 1
=10 1 =1,B=10 1 ¢
2 0 1

4 1 1 0

L A= -
A[?)l]’B [OJ

Nos Exercicios de 5 a 7, é dada wma diagonalizacdo da

3 A= { 3 _1} B [ 2 1] matriz A na forma P"'AP = D. Explicite os autovalores de
=5 70 -4 6 A e bases para os correspondentes auto-subespagos.
21 4 1 00

33.A=10 2 3/,B=|-1 4 ¢ S[Z—IMS —IMI 1}:[4 0}
0 0 4 2 3 4 Tl-1 1112 2511 2 0 3




¢ ¢ [t 1 1]3 1 o0
615 -3 —4flo o 1)j1 -1 1=
73 -3l o1 oofl2 ~1

2.0 0
00 0
00 -1
ooboo4r 3 33 1
70—+ 3 —ill2 0 2|2 0=
: -3 —all3 3 1]l3 -1 -1
6 0 0
0 -2 0
0 0 -2

Nos Exercicios de 8 a 15, determine se A é diagonalizdvel
e, quando for, encontre uma matriz invertivel P e uma ma-
triz diagonal D tais que P~'AP = D.

1

5 2 -3 4
8 = 9, A —
Azs A[—11J
3 1 0] 10 1
10. 4=|0 3 1 1L A=(0 1 1
L0 0 3] 110
1 0 0] 1 2 1
2. A=1(2 2 1 B.oA=1-1 0 1
13 0 1] L 110
200 2 2 0 0 4
03 2 1 02 0 0
14, 4 — 15. 4 —
A0030 4 00 -2 0
L0 0 0 1 00 0 —2

Nos Exercicios de 16 a 23, utilize o método do Exemplo 8
para calcular a poténcia indicada da matriz.

16.

18.

20.

22,

[—4 6
-3 5

[ B N e B N

T

17.

-6

23.

19.

21.

K
11
1

0
L0
(1

2
L 0

-1 6
1 0

3 k
)
1
-1
0
1
-2
1

:

1 2002

0
-1
0 k
2
1

Nos Exercicios de 24 a 29, ache todos os valores (reais) de
k para os quais A é diagonalizdvel.

24.,A={

11}
0 k

25.A=[

1
0

k

i
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r 1 1 0 k

26, A = 27. A =
10 A 01 0
L0 0 1
1 k0 (11 k]
28. A=10 2 0 29. A=11 1 &
10 0 1 L1 1 k]

30. Prove o Teorema 1(c). 31. Prove o Teorema 2(b).

32. Prove o Teorema 2(c). 33. Prove o Teorema 2(e).

34. Se A e B sdo matrizes invertiveis, mostre que AB e
BA sdo semelhantes.

35. Prove que, se A ¢ B sdo matrizes semelhantes, tr(4) =
tr(B). (Sugestdo: descubra uma maneira de usar o Exer-
cicio 45 da Se¢do 3.3.)

Em geral, é dificil mostrar que duas matrizes sdo se-
melhantes. No entanto, se duas matrizes semelhantes sdo
diagonalizdveis, a tarefa comega a ficar mais ficil. Nos
Exercicios de 36 a 39, mostre que A e B sdo semelhantes
indicando que elas sdo semelhantes a uma mesma matriz
diagonal. Depois, encontre uma matriz invertivel P tal que
P-lAP=B.

3 1 12
36, A= -
4= 1o —1}’3 [2 1}
5 -3 -1 1
37. A= -
A=y Sle=1e )
2 1 0] 3 2 -5
38.4=|0 —2 1[,B=|1 2 -1
‘ 0 0 1] 12 2 —4
1 0 2] -3 -2 0
3% 4=|1 -1 1,B=| 6 5 0
2 0 1] L4 4 -1

40. Prove que, se A é semelhante a B, AT é semelhante a BT,
41. Prove que, se A é diagonalizdvel, A” também é.

42. Seja A uma matriz invertivel. Prove que, se A € diago-
nalizével, A~ também é.

43. Prove que, se A ¢ uma mairiz diagonalizdvel com um
{inico autovalor A, A tem a forma A = AL (Uma matriz

dessas é chamada de matriz escalar.)

44. Sejam A e B matrizes nXn, cada uma com 7 autova-
lores distintos. Prove que A e B tém 0s mesmos auto-
valores se, ¢ somente se, AB = BA.
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45, Sejam A e B matrizes semelhantes. Prove que as mul-  tiplicidades geométricas dos autovalores de A e de B sio
tiplicidades algébricas dos autovalores de A ¢ de B sio iguais. (Sugesido: mostre que, se B = P”AP, entdo todg
iguais autovetor de B tem a forma P ~lv para algum autovetor v
46. Sejam A € B matrizes semelhantes. Prove que as mul- de A.)

4.6 Métodos Iterativos para o Cdlculo de Autovalores

t€ aqui, 0 Unico método que temos para o Em 1824, o matematico noruegués Niels Henrik Abel

calculo de autovalores de uma matriz é (1802-1829) provou que uma equagio polinomial
4. .h.achar as solugdes da sua equacdo carac- geneérica do quinto grau (uma qiintica) nio é soltivel
teristica. No entanto, esse método enfrenta varios por radicais — ou seja, ndo ha férmula que determine
problemas que o tornam praticivel somente em suas solugdes e que empregue somente as operacdes
um ndmero pequeno de exemplos. O primeiro de adicdo, subtragdo, multiplicagio, divisio e extracio
problema € que ele depende do célculo de um de- de raizes n-ésimas. Em um artigo escrito em 1830 e
terminante, o que, para matrizes grandes, é um publicado postumamente em 1846, o matematico
processo muito demorado. O segundo problema & francés Evariste Galois (1811-1832) fez uma teoria
que a equagdo caracteristica ¢ uma equagio poli- mais completa que estabeleceu condicdes sob as quais
nomial, e ndo existem férmulas para determinar as uma equagdo polinomial arbitraria pode ser soltvel
solugbes de equagdes polinomiais de grau maior por radicais. O trabalho de Galois foi o instrumento
do que 4 (equagdes dos graus 2, 3 e 4 podem ser que estabeleceu o ramo da dlgebra chamado de teoria
solucionadas utilizando a férmula quadrética e de grupos; sua prépria abordagem das equacdes poli-
suas andlogas). Assim, somos for¢ados a encontrar nomiais & hoje conhecida como teoria de Galois.

valores aproximados para os autovalores na maio-
ria dos problemas praticos. Infelizmente, métodos
para a determinagdo de rafzes aproximadas de
uma equagdo polinomial néo séo em geral confidveis por niio garantirem uma margem de erro desejavel.
Tomaremos um outro caminho para.contornar as dificuldades com os polindmios caracteristicos. Vamos
primeiro aproximar autovetores e depois usd-los para encontrar seus correspondentes autovalores. Nesta
se¢do, vamos explorar algumas varia¢des de um desses métodos baseado em uma técnica iterativa simples.

O Mérodo da Poténcia

O método da poténcia se aplica a matrizes nxn que tenham um autovalor dominante \;, ou seja, um auto-
valor cujo valor absoluto seja maior que todos os outros autovalores. Por exemplo, se uma matr
—4,-3,1¢ 3, entdo —4 ¢ o autovalor dominante, ja que 4 = [ -4| > | -3| = |3| =
autovalores —4, -3, 3 e 4 ndio tem autovalor dominante.

O método da poténcia procede de forma iterativa para produzir uma seqiiéncia de escalares que con-
verge para A} e uma seqliéncia de vetores que converge para o autovetor correspondente vy,

iz tem autovalores
[1]. Por outro lado, uma matriz com

O autoveior

dominante. Por simplicidade, vamos assumir que a matriz A é diagonalizdvel. O Teorema seguinte fornece a
base para o método da poténcia.

€ TEOREMA I

Seja A uma matriz nXn diagonalizdvel com autovalor dominante A1, Entéo, existe um vetor xg
nao nulo tal que a seqiiéncia de vetores x; definida por

X = AX(), Xy = AX(, X3 = /-XXZ, AN Axk,,..l, P

tende a um autovetor dominante de A.




