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Nos|[Halmos ¢ Kaplansky] compartilhamos
uma [Hosofia sobre dlgebra linear: pensames
e hase-livre, eserevemaos e basce-tvre, mas,
quands as dificuldades surgen, fechamos a
porta de nossos escritdrios e calculamos com
matrizes ferovmente.

- [rving Kaplansky

Em Panl Halmos: Celebrating 50 yvears
of mathentics

J H. Ewing e E W. Gehring, Eds.
Springer-Verlag, 1991, p. 88

3.0 Imtroducio: Matrizes em Acio

‘este capitulo, estudaremos as matrizes por si mesmas. JA usamos matrizes — na forma de matrizes
completas — para gravar informagies sobre sistemas de equagdes lineares ¢ para facilitar a resolugio
A deles. Agora, veremos que as matrizes t&m propriedades algébricas préprias, que nos capacitam a cal-
ullm seguindo as regras da dlgebra de matrizes. Além disso, observarermos que matrizes ndo sio ()bj(_.t()& utatl
cos, que gravam informagdes e dados; mais do que isso, clas representam certos tipos de fungdes € “agem” em
vetores, transformando-os em outros vetores. Essas “transformagdes por meio de matrizes” comegardo a repre-
sentar um papel-chave em nosso estudo da dlgebra linear ¢ dardo uma nova visdo do que aprendemos sobre ve-
tores ¢ sobre sistemas de equagdes lineares. Mais ainda, matrizes surgem em muitas tormas além da forma de
matrizes completas; investigaremos algumas das muitas aplicagSes das matrizes no final deste capitulo.

Nesta se¢fio, apresentaremos alguns exemplos simples para ilustrar como matrizes podem transformar
vetores. No processo, vocg terd uma primeira nogio da “aritmética matricial”

Considere as equagdes

v o= oxy b 2
' (L)

¥ 3xs

o . . X Al ¥

Podemos ver gue essas equagdes descrevem a transformagio do vetor x = [ ’J o velor y = L
2

2

Xz
tarmos a matriz de coeficientes do lado direito da equacio por F, entdo F = { () 3], e poderemos reescrever
a transformagiio como o

}. Se deno-




126  CAPITULO Y Matrizes

o, mais sucintamente, y = 5. [Pense nessa expressio como andloga & notacho de fungdo y = J(x), com a qual vocg
estd familiarizado: x & aqui a “varidve!” independente, y ¢ “yartavet” dependente ¢ FF ¢ o nome da “fungio”.]

21 e e (1 reaitts
b as equagdes (1) resultam em

= 2k 2l=00 im
92 = 3o0=3 YT

Assim, $€ x == [

P revar B8 0] {1 2)[-2
odemos esCrever e58a eXpressas comao 3 = 0 3 L

Problema 1: Calcule Fx para os seguintes vetores X:

(a) x_“} (b) x = l_” (©) x“[_” (@ x:[i

Problema 2: Os quatro vetores x do Problema 1 representam o5 quatro vértices de um guadrado no plano
x1Xy. Desenhe esse quadrado ¢ nomeie os vértices de A, B, C'e D', correspondendo as partes (a), (b}, {c), ¢ (d)
do Problema 1.

Em wn outro sistema de coordenadas (chamando os €1X0s de y; e yp), marque 0s quatro pontos determi-
nados por Fx no Problema 1. Nomeie esses pontos como A’ B, C"e D" Fagamos a suposi¢do {razodvel) de

- ' ' _ T _
que o segmento de reta AB sepa transformado no segmento de reta A'B, 0 mesmo acontecendo com og outros

trés lados do quadsado ABCD. Que figura geométrica é representada por ABCD?

oy 4 . 0] » . ’ p
Problema 3: Q centro do quadrado ABCD ¢ a origem § = L)], Qual 6 o centro de A, B, C' ¢ D7 Que cdl-
culo algébrico confirma isso?
Agora, considere as cquagdes

o= »n ¥
)

2= 2

. z . . = “
que transformam um vetor y = [y ‘] no vetor g = [ ’1. Podenios abreviar essa transformacio como % = Gy, em que
Y2 <.

(}z«-[ i —1}
-2 0

Problema 4 Descobriremos como ¢ transforma a figura A B C’ D’ Calcule Gy para cada um dos quatro ve-
tores y que vocé calcutou no Problema 1 [isto &, calcule 2z = G(Fx). Voce pode reconhecer essa eXpressio
como analoga & composicdo de fungdes que ja lhe € familiar]. Chame os novos pontos de A", B”".C"eD"¢
desenhe a figura A“B”C”D" nos eixos coordenados z;zy.

Probiema 5¢ Substituindo as equagdes (1) nas equagbes (2), obtemos equagdes para 2y € 7z €m ETmos de x1 ¢
3. Se denotarmos a matriz, dessas equagdes Como H, teremos # = Hx. Como também temos que 2 = GFX, €
razodvel escrever

L]

H=GF

Vocé consegue perceber como os elementos de /1 estao relacionados com os elementos de e de &7
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Problema 6: Vamos resolver de trds para a frente o processo que acabamos de ver. Primeiro, transforme o

guadrado ABCD, usando G, para obter a figura A*B*C*D¥. Depots, transforme a figura resultante usando £
I para obter AFKBIRCHELH, [Observagdo: nflo se preocupe agul com as “variaveis” x, y e 2. Simplesmente
substitua as coordenadas de A, B, C e D nas equagdes (2} e entdo substitua os resuttados nas equagoes (1))
AFERERCE N o AVBPCTD” s80 iguais? O que isso the mostra sobre a ordem em que aplicamos as trans-
formagdes fe 7

L

Probiema 7: Repita o Problema § com as maltrizes genéricas

e If.n _f"ml’ GE{SH 1-,’12} e H = {h“ h;z}
fa fa. En B hyy by

Se as equagdes (1) e (2) tiverem coeficientes como especificado por Fe G, ache 0s elementos de I em termos
dos elementos de F e G. O resultado serd uma férmula para o “produto” I = GF.

Problema 8 Repita os Problemas de 1 a 6 com as matrizes a seguir. (Sua férmula obtida no Problema 7 pode
ajudar a agilizar os cdleulos algébricos.) Note as semelhangas e diferengas que vocé considerar significantes.

S i R A T A ER

e[ o2 wee[ ! e

3.2 Operagoes com Matrizes

Apesar de j4 termos encontrado matrizes, comegamos dando uma defini¢fo formal e registrando al-
.. guns fatos para referéncia futura,

Definicio  Uma matriz ¢ uma tabela retangular de niimeros chamados de elementos ou fernos
da matriz.!

Estes sio exemplos de matrizes:

2 51 12 —1

] V5o —1

F DA N 1 SRR I ORIV
om oy, ~73 9 85

A ordem de uma matriz descreve o nimero de linhas e colunas que cla tem. Uma matyiz ¢ chamada mXa
(pronuncia-se “m por 1} quando tem m linhas ¢ 1 colunas. Conseqiientemente, 0s exemplos gue acabamos
de ver sfio matrizes de ordem 2X2, 2X3, 3X1, 1X4, 3X3 e 1X1, respectivamente. Uma matriz ITXm é
chamada de matriz linka (ou vetor linha), ¢ uma matriz nX1 & chamada de matriz coluna {ou vetor coluna)?

I Embora esses ntimeros scjam normalmente eseothidlos do conjunto dos iimeros reais, I, eles tambem podem ser tomados do coujunto

dos ntimeros complexos, T, ou dos inteiros mdadulo p, 2, onde p € primo,

N . . . . - e wen (helinedo. Erirel: IStneuirenos
[eenicamente, exisle diferenga entre matrizes linha/feoluna ¢ vetores, mas nio tocaremos essa distingfio. E nftlu(limt(),I LI{IIU_I‘EL“"-H‘U\
. . . - P . . . e DT s caleulos § IO, O
matrizes linha/vetores de matrizes colunafvelores, Fssa distingio ¢ importante —- pelo menos — para o8 Caictlos FEDrICOS, COMO

demonstraremos.

—‘;————




128 CAPITULO3  Matrizes

Usamos & notagdo de fndice subserito duplo pava nos referirmos aos elementos de uma mateiz A: o ele-
mento de A na linha i ¢ coluna j é denotado por a;. Assim, se

309 -—'1]
ATl s a4

a3 =~1 ¢ ap =5 {2 nolagio A; é wsada algumas vezes no lugar de a;;). Podemos denotar uma matriz A com-
pactamente por {a;] (0u [ay) s, s for importante especificar a ordem de A, embora a ordem usuatmente esteja
clara a partir do contexto).

Com essa notagio, uma matriz gendrica mxn A tem a forma

fy dp oy,

LTI 75 B (S
A : oo .

g 2 - L

Se as colunas de A sio os vetores A, Az, ..., &y, podemos representar A por
A=la ay ... a,]
Se as linhas de A sdo Ay, A,, .. ., Ay, podemos representar A por

Ay
As

A‘HF

Os elementos da diagonal de A sio it dap a3 -0, € 88 m = n(isto €, se A tem o mesmo niimero de linhas e
de colunas), A & chamada de metriz quadrada, Uma matviz quadrada cujos elementos fora da diagonal sdo to-
dos zero € chamada de matriz diagonal. Uma matriz diagonal em que todos os elementos da dia gonal séio iguais
¢ chamada de matriz escalar. Se o escalar na diagonal for I, a matriz escalar ¢ chamada de matriz identidade.

Por exemplo, sejam

: 300 [ Y]
2 51 31 _
A e i' ; )J, B = [ }, C=1]0 6 0j e D={0 | ¢

_ 45
L4t 0 0 2 00 1

Os elementos da diagonal de A sfo 2 ¢ 4, mas A nio ¢ quadrada; B ¢ uma watriz quadrada de ordem 2X2
cujos elementos da diagonal sdio 3 ¢ 5; € é uma matriz diagonal; D ¢ a matriz identidade 3X3. A matriz iden-
tidade nX#n é denotada por /, (ou simplesmente por /, se sua ordem estiver subentendida).

Por podermos ver matrizes como generalizagGes de vetores (de fato, m
nadas como inventadas a partir de ambos os vetores linha o
vetores sdo levadas (de modo natural) para matrizes.

Duas matrizes s&o iguais quando 18m a mesma ordem e og clementos correspondentes sdo iguais. Assim,
se A =ay] o, ¢ B = [biy] rxsr e0td0 A = B s, e somente Se,m=rn=sea;=byparatodosie;.

atrizes podem ¢ devem ser imagi-
coluna), muitas das conven¢oes e operagdes para

EXEMPLO | Considere as matrizes

_ {a b}
e df

20 2 0 x
g: Al =
: {s 3]“C {ssyJ
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Nem A nem B podem ser iguais a C (independentemente dos valores de x e

¥) 4 que A e B sio matrizes 22
e C¢2X3, Entretanto, A = B se, ¢ somente se, a=2, b =0,c =56 d = 3. "

EXEMPLO 2 Considere as matrizes

R=[l 4 3] ¢ C=14

Apesar de R e C terem 0s mesmos elementos ¢ estes aparecerem na mesma ordem, R# C, pois RE€1X3¢ C
¢ 3X 1. (Se lermos R e C em voz alta, clas parecerdio iguais: “um, quairo, trés”.) Portanto, a distingio entre
matrizes linha/vetores ¢ matrizes coluna/vetores é mportante.

Adicdo e Multiplicaciio por Escalar de Matrizes

Generalizando da adigiio de vetores, definimos a adi
sdo matrizes mXn, sua soma A + B &
Assim,

¢do de mairizes elemento a elemento. Se A =[a;le B ={b;]

a matriz mXn obtida adicionando-se os clementos correspondentes.

A+ B = Ja; + bl

[Poderfamos igualmente ter definido A + B em termos de adic
(ou linha) de A + B fosse a soma das colunas {ou linhas} corres
mesma orden, A + B ndo estard definida,

ao de vetores, especificando que cada coluna
pondentes de A ¢ B.]Se A e B ndo tiverem a

EXEMPLO 3  Sejam
L 4 0 (-3 01— 4 3
l: = - ‘2
! {—2 6 5}’ B [ 30 2} ¢ ¢ [2 'J

Entéo

-2 5 -1
A+ B=
5 { 16 7}

Eatretanto, nem A + C nem B + C estio definidas,

A definigio de multiplicaciio de matriz por escalar elemento a elemento nfo traréd surpresa. Se A € uma

matriz mXn e ¢ € um escalar, o mitltiplo escalar cA é a matriz mxn obtida pela multiplicagio de cada ele-

mente de A por ¢, Mais formalmente, temos

cA = cluy] = [cay)

[Em termos de vetores, poderiamos, equivalentemente, estipular que cada coluna {(ou linha) de ¢A fosse ¢
vezes a coluna (ou linha) correspondente de Al




130 CcAPITULO3I  Matrizes

EXEMPLO 4 Para a matriz A do Exemplo 3,

2 8 o B n] [| - n}
,1:: .|.__—_-_: - R -1 ==
24 i; {2 m_l’ 24 1-—1 35 ¢ UNA=] L s

A matriz (<)A€ eserita como —A e chamada de epesta de A, Como com vetores, podemos usar esse fato
para definir a diferenca de duas matrizes: se A ¢ B t8m a mesma ordem, entéio

A= B= A (~B)

EXEMPLO B Para as matrizes A ¢ B do Exemplo 3,

s U4 0] [-3 0 ) [ 4 s
A=B=1 5 6 5 30 2/ 1{-5 6 3

Uma matriz 4 com todos os elementos zero ¢ chamacda de marriz rula e denotada por O (0u Oy, s, se for
importante especificar sua ordem). Deve licar claro que, se A for uma matriz qualguer ¢ O [or a matriz nula de
mesma ordem, entio

A+ O=A4=0+ 4
A= A= 0= A+ A

Multiplica¢do de Matrizes

A Introdugiio na Seciio 3.1 deu a entender que existe um “produto” de matrizes que ¢ andlogo 4 com-
posi¢iio de fungdes. Agora tornaremos essa nogéio mais precisa. A defini¢do que daremos generaliza o que
vocé deve ter descoberto nos Problemas 5 ¢ 7 da Se¢fio 3.1, Ao contrdrio das definicdes de adi¢iio de matriz e
de multiplicagio de matriz por escalar, a definigdo do produto de duas matrizes ndo € uma definicio cicmbnto
a elemento. B claro que néo hé o que nos impeca de definir um produto de matrizes elemento a elemento;
lamentavelmente, tal definicdo tem poucas aplicagtes e nédo € tho “natural” como a que damos agora.

Definicio S¢ A € uma matriz mxn ¢ B € uma matriz nXxr, entio o produto C = AB ¢ uma matriz
mxr. O elemento (7, /Y do produto é calculado da seguinte forma:

Cij = (f,‘lb” + t'(,'gbgf' O - ﬁmb”;-

Obsevagdes: + Note que A e B nilo precisam ter a mesma ordem. Eatretanto, o nimero de colunas de A
deve ser igual ao nimero de finhas de B. Se escrevermos as ordens de A, B ¢ AB nesta
mesma ordem, poderemos ver rapidamente se esse requisito estd satisfeito. Mais ainda,
poderemos dizer a ordem do produto antes mesmo de fazer contas, jd que o nimero de
linhas de AB serd o mesme nlmero e linhas de A, enquanto o ndmero de colunas de
AB serd 0 mesmo niimere de colunas de 3, como s¢ mostra a seguir:

A esse respeito, matentiticos 3o algumas vezes como Flumpty Dumpty, de Lewis Carroll: “Quando e uso uma palavra®, disse Flumpty
Dunply, “ela significa apenas aquile que cit quis dizer - nem mais, nem menos” (tirado de Threugh the looking plass).
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A B = AB

My ¥ Xy

Ordeny de AH

0 ; < .
+ A formula para 03 elementos do produto fembra um produto escalar, ¢ na verdade ela é. Essa (6rmula

diz que o elemento (i, /) da matriz AB € o produto escalar da i-8sima linha de A com a j-ésima cotuna de B:

1 ity CR] o
I.] ]., .E“ b” PR b” Ve bh'
: : : by - by oo by,
e B ey : . -
: by - b © by,
am! L% T (P
Observe que, na expressio ¢ = ajb ok @pbop ..o+ ag, by 08 “subscritos externos” em cada termo ab da

soma s&o sempre i ¢ j, enquanto os “subscritos internos” sio sempre iguais e variam de 1 a 1 Vemos esse
padrio claramente quando usamos a notagio com somatodrio:

]
C” - Eﬂﬂ‘,b;\.j
fwid

EXEMPLO & Calcule AB, dados

~4 0 3 -l

3 -
A:{_ ) _'} e B=| 5 2 -1 |
’ —1 P { 4]

_SOLUQ‘AO Como A tem ordem 2X3 e B tem ordem 3X4, o produto AB est4 definido e serd uma matriz
2x4. A primeira linha do produto C = AB ¢ caleulada fazendo-se o produto escalar da primeira linha de A4
com cada uma das coluntas de B. Assim,

er1 - 1(=4) + 3(5) + (L)1) = 12
12 LO) + 3(-2) + (-1)(2) = —8
i3 1)+ 31 + (1(0) = 0
era- 11+ 300 + (C1(6) = —4

A segunda linha de C € calculada fazendo-se o produto escalar da segunda linha de A com cada uma das
colunas de B:

ot = (2 (=4 + D)+ (D=1 =2
22 = (=2)0) + (F1)(=2) + (1 (2) 4
ca3 - (-2)3) + (1) + (D) =
02 = DD+ D)+ (D(E) =7
Assim, a matriz produto ¢
12 -8 0 -4
Al = { 5 4 -5 7

(Com um pouco de pritica, vocé serd capaz de lazer esses cdlculos mentalmente sem ter que escrever toclos
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os detalhes, como fizemos aqui. Para exemplos mais complicados, uma caleuladora com operacoes matriciais
ou um sistema computacional algébrico & preferivel.) &

Antes de continuarmos, apresentarcmos dois exemplos que justificam nossa escolha da definicgo de mul-
tipticagiio de matriz.

EXEMPLO 7  Ana ¢ Beto estio planejando comprar frutas para a préxima semana, Cada um deles quer
comprar algumas magis, tangerinas e laranjas, porém em quantidades diferentes. A Tabela 1 mostra o que
cles pretendem comprar. Nas proximidades existem duas bancas de frutas — a do Sam ¢ a do Téo — cujos
pregos estio apresentados na Tabela 2. Quanto gastario Ana e Beto para fazer suas compras em cada uma
das duas bancas?

Tabela | Tabela 2
Macs  Tangerinas  Laranjas Sam Téo _
Ang G 3 i Magi $0,10 $0,15
Betlo 4 8 5 Tangerina F0.40 $030
Laranja $0,10 50,20

SOLUCAD: Sc Ana comprar na banca de Sam, gastara

6(0,10) -+ 3(0.40) + 10(0,10) = $2,80
Se efa comprar na banca de Téo, gastard

6(0,15) + 3(0,30) + 10(0,20) = $3,80
Beto gastard, na banca de Sam,

4(0,10) + 8(0,40) + 5(0,10) = $4,10
e, na banca de Téo,

40,15) + 8(0,30) + 5(0,20) = $4.00

(Provavelmente, Ana fard suas compras na banca de Sam ¢ Beto na banca de Téo.)
A “forma de produto escalar” desses cdlculos mostra que a multiplicagdo de matrizes funciona aqui. Se
organizarmos as informagoes dadas em uma matriz demanda 2 e uma matriz de precos P, teremos

0.0 0.15

3 _ 13 1

D:z[g : ‘2} e Po=l040 030
: 010 020

Esses cdleulos siio equivalentes a efetuar o produto

h1G 0,15
040 030

DPz{
010 0,20

6 31ﬂ

WF&JAW}
4 8 5 -

4,10 4,00




3.2 Operagées com Matrizes 133

Tabela 3
Sam Téo
Ana $ 2,80 $380
" Beto $ 4,10 $4.00

Assim, o produto da matriz DF nos mostra quanto a compra de cada um em cada banca ird custar (Tabela 3). =
EXEMPLO B8 Considere o sistema linear

X - 2% 4 3= 5
=X 3+ o= (1)

2x — x4 dny = 14

Observe que o tado esquerdo dessa ignaldade surge do produto de matrizes

l -2 3 L]
_l 3 H Xa
2 1 4]l

| -2 3 R 3
2 1 4l 14

ou Ax = b, em que A € a matriz de cocficientes, x € o vetor (coluna) das varidveis e b ¢ o vetor (coluna) dos
termos constantes,

Voce néo deve ter dificuldades em perceber que fodos os sistemas lineares podem ser escritos na forma
Ax = b Na verdade, a notagiio [A | b] para a matriz completa de wm sistema linear é simplesmente uma
abreviaglio para a equagfio matricial Ax = b, Essa [orma se revelard como um meio tremendamente dtil de
expressar um sistema de equagdes lineares, € nds a exploraremos freqiientemente daqui por diante.

Combinanlo essa idéia com o Teorema 1 da Seciio 2.4, vemos que Ax = b tem solugéio se, ¢ somente se, b
for uma combinacio inear das colunas de A.

Também provaremos ser muito Gtil wm outro fato sobre as matrizes: a mudtiplica¢ao de uma matriz por
um vetor candnico unitdrio pode ser usada para “selecionar” ot “reproduzir” uma coluna ou uma linha de

4 2 1 . s enip il .
05 —I } e considere 0s produtos Aes ¢ exA, com os vetores Unitarios €; ¢ e; escothi-

dos de forma que os produtos fagam sentido. Assim,

uma matriz. Seja A4 = [

0

-1

4 2 l}
0 5 -1

Ae3:[ :[ .ﬂ e e = [0 1}[3 ; _”_{U 5 -1

Observe que Aes nos d4 a terceiva coluna de A, € exA nos dd a segunda linha de A. Enunciamos o resultado
geral como um teorema.
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& TEOREMA |

Sejam A uma matriz mxn, e; um vetor candnico unitdrio 1Xm ¢ ¢; um vetor andnico unitario
nx . Entio:

e;A é ai-ésima tinha da matriz A e
Ay ¢ a j~8sima coluna da matriz A

DEMONSTRACAQ: Provamos (b) e deixamos para provar (2) no Exercicio 41. Se g, ..., a, 5il0 as colunas de
A, o produto Ae; pode ser escrito na forma

A= 0ay + Oay + .. Flay+ o3 Oa, =

Poderfamos também provar (b) pelo caleulo:

} 0 -
tyy Ve ﬂ]}- ey, : ﬂ”

[ P ST RN { . (s

Aef = ?:l ; " t= ; {
Sl anrf SR (P U Hmj

pois o | em ¢; € o j-€simo elemento. €

Decomposicdo de Matrizes

Muitas vezes é conveniente olhar uma matriz como composta por um ntmero de submatrizes menores.
Tracando-se linhas horizontais ¢ verticais em uma matriz, podemos decompé-la em blocos. Existe uma
maneira natural de decompoy matrizes em blocos, particularmente aquelas provenientes de certas apli-
cagbes. Por exemplo, considere a matriz

Parece natural decompor 4 na forma

Lo o0z -1

0L ol 3 I B
0.0 1i4 0 :[0 C}
00 0l
00 07 2

v

em que [ ¢ a matriz identidade 33, B € 3x2, O € a matriz nula 2X3 e C € 2x2. Dessa forma, podemos ver A
como uma matriz 2X2 cujos elementos sao matrizes,

Quando se multiplicam matrizes, hd freqiientemente vantagem ao vé-las como matrizes decompostas em
blocos. 1850 nio s6 revela muitas vezes estruturas esconcidas como também quase sempre acelera o caieulo,
especialmente quando as matrizes s#o grandes e t&m muitos blocos de zeros. Fica claro que a multiplicagdo
de matrizes decompostas em blocos € igual & multiplicaciio comum de matrizes.
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Comegarmos considerando alguns casos especiais de matrizes decompostas em blocos. Cada um celes
mostra uim mode diferente de ver o produto de duas matrizes.

Suponha que A seja uma matriz mxn e B, axr, O produto AL, portanto, existe. Se decompusermos B
em termos de seus vetores coluna, como 8 = B ib2 -1 ] entdo

AB = Afb i by i1 b ) = [Ab, § Ab, - i Ab)

Esse resultado € uma conseqiiéncia imediata da definigéio de multiplicagio de matriz, A forma da direita ¢
chamada de representaciio matriz-cofuna do produto.

EXEMPLO 2 Sc

entio

. T4 7 . .

) 13 {32 5
1b e e ) 4 = A ==
dat LJ -1 }; {2} ¢ Ab, L) — 'z} 2 [2‘

0

—

wnB>  Portanto, AB = [{Ab,

Abyl = {l; Mg] {(Verifique fazendo a multiplica¢@io usual.)

Observagio: ¢ Note que a representaciio matriz-coluna de AB nos permite escrever cada coluna de AB
A como wma combinacio das colunas de A, tendo os elementos de 8 como cocficientes.
- _ Por exeraplo,

[1_31_{1 3 2
C2) e -1

IRBEREH

(Veja os Exercicios 23 ¢ 26.)

Suponha que A seja uma matriz mxn ¢ B, axr. O produto AB, portanto, existe. Se decompusermos A
em termos de seus vetores linha, como

entiio
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Novamente, esse resultado é uma conseqiidneia da definigio de multiplicagiio de matriz, A forma da direita ¢
chamada de representaciio matriz-linha do produto.

EXEMPLO 10 Usando a representaciio matriz-linha, caleule AB para as maltrizes do Exemplo 9.

SOLUCAQ: Calculamos

4 -1 4 -1
AB=10 3 201 2]=[13 5] ¢ AB=10 ~1 1]j1 2[=[2 -2]
3 30
_ A 13 3 .
Portanto, AB = | =t = 1577 75 1, como anteriormente.

A delini¢do da matriz produto AB usa a parti¢io natural de A em linhas ¢ de B em colunas; essa forma
pode ser chamadla de represertagiin linha-coluna do produto. Podemos também decompor A em colunas ¢
B em linhas; essa forma ¢ chamada de representaciio coluna-finha do produto.

Nesse caso, Llemos

Assim,

Observe que essa soma se assemelha a uma expansio de produto escalar; a diferenga é que seus termos séo
mafrizes, e nio escalaves, Tenhamos certeza de que isso [az sentido: cada termo a;B; ¢ o produto de uma ma-
triz. mX 1 por uma matriz 1x<r. Assiny, cada ;3; ¢ uma matriz mxr da mesma ordem que AB. Os produtos
a;18; sdo chamados de produtos externos, ¢ (2) ¢ chamada de expanséo em produto externo de AB.

EXEMPLO Il Caleule a expansiio em produto externo de AB para as matrizes do Exemplo 9.

SOLUCAQ: Temos

LT 32 Sl I
A=y iningl= ol _1iqlo¢© Ba=|By1=}11 2
B 13 0

Os produtos externos sio

e L{I}H “'””[3 o) “-’-“2"“{_”{1 2¥‘l? o)

W) 6 0
b }-’— . =
B H“ ol [3 ()J

&
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ta & _ (Observe que caleular cada produto externo é exatamente como preencher uma tdbua de multil.)licagﬁo)
: Portanto, a expansio em produto externo de AB € '

4 -1 36 6 0 13 5
a By + B, + a8, = + + = Af
uBy gy Al [() {}} {| ?1 {3 {}} {2 ?} AB

Usaremos a expansao em produto externo nos Capitulos 5 ¢ 7, quando discutirmos o Teorema Espectral
¢ a decomposiciio do valor singular, respectivamente.

Cada uma das parti¢des mencionadas € um caso particular da partigio em geral. Uma matriz A € dita de-
composta se linhas horizontais ¢ verticais forem introduzidas subdividindo A em submatrizes chamadas de
blocos. A particio permite gue A seja escrita como uma matriz cujos elementos $&0 seus blocos.

Por exemplo,

ma L0 0:2 4 300 2
S @ (11(1:[ 3 —1 2§2l§|
A=100 14 0| ¢ B=} 1t ~5:3 311
g 0 0! 7 1 i 0i2
6o 07 2 0 Liy 0:3
sdo matrizes decompostas em blocos. Elas t&8m a estrutura em blocos
Ay An By By B
A= | e B=
Ay Ap By By By
(2) Se duas matrizes tém a mesma ordem e sio decompostas em biocos da mesma forma, € claro que elas podem
' ser adicionadas e multiplicadas por escalar, bloco por bloco. Menos evidente € o fato de que, com uma partigio
_ adequada, matrizes podem também ser multiplicadas por blocos. O préximo exemplo ilustra esse processo.
- EXEMPLO i2 Considere as matrizes A ¢ B que acabamos de ver. Se ignorarmos por um momento ¢ fato
08 i de que seus elementos sdo matrizes, A assemetha-se 2 uma matriz 2%2 ¢ B, a uma matriz 2x3. O produto de-

las deve ser, entdo, wma matriz 2X3, dada por

Ay A:?.NBH By Bu'l

AB =
[A:n Anli By By By

. [/\H‘BH 4 /Elll-')_}.x}?_l A‘Ilfglfl + /‘1|2823 /1;]{3]3 4 Am)qgjjt
/“lﬂ[f“ -} Aggfg:“ Aztlgtz -+ f‘l:);g.Bzg /12!]3” -+ /1231823

No entanto, fodos os produtos nesse caleulo sdo na verdade produtos de madrizes; precisamos nos asseglirar
de que todos cles estio definidos. Uma investigagfio vdpida revela que esse ¢ realmente o caso, pois o
nimero de colunas nos blocos de A (3 ¢ 2) é igual ao ndmero de linkas nos blocos de 3. Dizemos que as ma-
trizes A ¢ B fovam decompostas adequadamente para multiplicagéo por blocos.

Explicitando os cdleulos indicados, temos o produto AB na forma:

4 3 2 =1 6 Z
AuBuy + ApBy = LBy + Aply = By + Ap=| -1 2|+ L 3]~ 0 >
S I PR B
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(Quando alguns dos blocos sfo matrizes nutas, ou mairizes identicdade, como no nosso caso, esses cilculos
podem ser feitos muite rapidamente.) Os cdlculos para o0s outros cinco blocos de AR sio semelhantes,
Verifique que o resultado é

6 2L 2 2
6 s5i2 Li
5 =503 3:9
T
7 2:i0 020

meB> (Observe que o bloco do lado superior esquerdo € o resultado do nosso itimo céleulo.)
Verifique gue vocé obtém a mesma resposta multiplicando A por B da forma usual.

Poténcias de Matriz
Ouando A e B forem duas matrizes # X5, o produto delas também serd uma matriz axsn. Um caso especial

ocorre quando A = B. Faz sentido definir A% = AA ¢, em geral, definit A* como

A= AA - A
[

k Faloves

sendo k um inteiro positivo. Assim, A= A, e é conveniente definir A=,

Antes de fazer muitas suposicdes, precisamos nos perguntar com que extenséio as poténcias de matrizes
se comportam como as poténcias dos niimeros reais. As propriedades a seguir originam-se imediatamente
das definigbes que acabamos de dar ¢ sio matrizes andlogas das propriedades correspondeuntes para potén-
cias de numeros reais.

Se A ¢ uma matriz quadrada e r e § sio infeiros ndio negalivos, entiio
1 AZAY = AT
2.(AY = A7

Na Segiio 3.4, estenderemos a definigio ¢ as propricdades pava incluir poténcias com niimeros inteiros negativos.

EXEMPLO 13 (a)Sexu:ﬁ 1},61}&"\0

1

CoTr a0 11 22 Lo, 22 )[4 4
A [i i}{l 'J‘{,z 2}' AT= A= {_2 2”1 1] L 4J

e, em geral,

"1 -t
AT = {?”_._] 2?,__;] para tode n =1

Essa afirmagiio pode ser provada por indugfio matemdtica, j4 que ela € dada para uma coleglo infinita de
afirmagdes, uma para cada niimero naturai 2. (O Apéndice B mostra uma breve revisfio de indugio matemdtica.)
O primeiro passo é provar gue a formula vale para n = 1. Nesse caso,




o8
Las,

ial

N (D
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\ 21...] 2;..|‘ ‘20 .2‘]- I 1
Al glel b = g0 o0 = P =4
COMO (Uerfamos.

A hipétese de indugiio € assumir gue

. zk--l zk---l
AR = nk-t gkl

para algum namero inteiro & = 1. O passo de induglio € para provar que a férmula vale para n =k -+ 1.
Usando a delinicio de poténcia de matriz e a hipdtese de indugiio, caleulamos

T P ISP S T
AR = AR A = ok ke[ l]

"2&'---i + zk -1 21.' -1 ¥+ 2.‘(---!'
_2.‘.’---I + 2.&'--! 2&--! I 2.‘.’--!]
(2% 2k

2 zk]

2(;\ 131 2{;\ bt
gtk 2{:\‘;-1)4}

Assim, a formula vale para todo n = 1, pelo principio da indugiio matematica.

(b)Se B = [0 M'l}, entdo B> = {{} mi”_[) mlJ = {1 _” I Continuando, encontramos
0 3 0]t 0 0 -1,
-1 o]fo -t 0 L
d 3’3_ ? = —
B Bl IV 0 -miHl UJ 1_-—1 ()J
o o -t} _[1 o
: B = BB = = { J
© ' [—1 0_”1 ()J O

Assim, 8% = B, e a seqiidncia de poténcias de 8 se repete em um ciclo de quatro:
[o 1] {1 UH 0 z} {1 n] t‘n |
ool o —if -1 or'to i af

A Transposta de uma Matriz

Até agora, todas as operagdes com matrizes que definimos sio andlogas a operagdes com nlimeros reais,
embora elas nem sempre se comportem da mesma maneira. A préxima operagio nio tem essa analogia.

A transposta de uma matriz A mxn ¢ uma matriz n>m A " obtida pela permutagiio das linhas de A pelas
suas colunas — isto ¢, a i-ésima coluna de A7 € a i-ésima linha de A para todo £

EXEMPLO 14 Scjam
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Entdo, suas transpostas 8&o

t 5 Fa 5
¢

AN =13 0], B”—‘L ] ¢ V=
h d

21 2

A transposta é algumas vezes usada como uma delini¢iio alternativa para o produto escalar de dois ve-
tores, em termos de multiplicagdo de matriz. Se

£y ¥

251 L)

u= . c v
..“'.ra VH-

entao
Uev gy toagyy B R,
¥y
vy
R |
VH
= gly

Uma <efiniciio alternativa (itil para a transposta é dada elemento a elemento:
(AT}, = A; paratodos ief

Em palavras, o clemento na tinhaie coluna j de A7 ¢ ignal 2o elemento na linha jecolunaide A.
A transposta & também usada para definir um tipo muito importante de mairiz quadrada: a matriz
simétrica. Uma matriz & simétrica quando € igual a sua transposta.

EXEMPLO 15 Sejam

1 3 2 {2
A=13 5 Ot ¢ B= lwl ,J
2 0 4 " i

~4

D e e e 1l
Batio, A ¢ simétrica, pois A! = A; entretanto, B ndio € simetrica, ja que B = [2

Uma mairiz simétrica tem a propriedade de ser a sua prépria “imagemn refletida” através da diagonal
principal. A Figura 1 ilustra essa propriedade para uma matriz 3X3. As formas geométricas correspondentes
representam elementos iguais; os elementos da diagonal (representados em linha tracejada) sdo arbitrdrios.

L O
Oy <)

Figura | Uma matriz simétrica




Uma defini¢fio de matriz simétrica elemento a elemento também € (il Ela é simplesmente

algébrica da propriedade da “reflexdo”.
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a descrigio

Uma matriz quadrada A € simétrica se, e somente se, Ay = Ay para todos i ¢ /.

¢ EXERCICIOS 3.2 9

Sejan
. . I 2
300 4 -2 1
A= !: ] ]} = [ J’C' = 134 ,
-1 5 0 2 3
5 6

D:{wg _Hf = {4 2, F _{—é]

Noy Exercicios de I a 16, calcule ¢ mairiz indicada (se

possivel).

oA +2D 2. 3D =24
3 B-C 4. B-C”
5. AR 6. BD

1. D+ BC 8. BB

9. EAF) 10. NDF
1. FE 12, LF

13. BlC-{CRY 4. DA-AD
15, Af 16. ([~ DY

17. Dé um exemplo de uma matriz A 2X2 nio nula tal
que A2 =0,

5

18. Seja A = [(_ ;] Encontre as matrizes 2X2 B ¢ C tais
3 .

que AB = AC, mag B# C.

19, Uma fdbrica produz trés produtos (banheiras, pias e
tanques) ¢ o8 envia para armazenamento em dois depdsi-
tos. O nimero de unidades enviadas de cada produto pa-
ra cada deposito ¢ dado pela matriz

200 75
A= 150 100
100 125

{em que ¢y ¢ o nimero de unidades enviadas do produto §
para ¢ depdsito /, ¢ os produtos s&o colocados em ordem
alfabética} O custo de remessa de uma unidade de cada
produto, por caminhio, é: § 1,50 por banheira, $ 1,00 por
pia ¢ § 2,00 por tanque. Os custos unitdrios correspon-
dentes a0 envio por trem sio: § 1,75, § 1,50 ¢ § 1,00.
Organize esses custos em uma matriz B e use essa matriz
para mostrar como a fibrica pode comparar os custos de

remessa — por caminhio e por trem — de seus produtos
para cada um dos dois depdsitos.

20, Em relagio ao Exercicio 19, suponha que o custo
unitdrio de distribuicio dos produtos pata as lojas seja o
mesmo para todos os produtos, mas que varie dependenco
do depdsito por causa das distineias cuvolvidas, Custa §0,75
para distribuir uma unidade do depdsito T e $ 1,00 para
distribuir nma unicdade do depdsito 2. Organize csses cus-
tos em wma matriz C ¢ use mudtiplicagiio de matcizes para
caleular o custo lotal de distribuiciio de cada produto,

Nos Exercicios 21 ¢ 22, escreva o sistema de equacoes
lineares dado na forma de equagio matricial, Ax =h,

2L xy - Qxy ok 3xy =0
2xy 0 %, o Sy w4

22, — Xy - 2.\'3 = l
LS = =
Xy b oxy= —1

Nos xercivios de 23 a 28, sefam

I S

A= =3 | |

A

F 2 3 0]

¢ B=| 1 -1 |
-1 6 4]

23. Use a representaciio matriz-coluna do produto para
eserever cada coluna de AB como combinagio linear dag
colunas de A.

24, Use a representagio matriz-imba do produto para escrever
cadla linha de AB como combinagfo linear das nhas de 4.

25, Caleule o produto externo da expansio de AB.

26. Use a representagiio matriz-coluna do produto para
aserever cacla coluna de B4 como combinacio linear das
colunas de B.

27. Use a representagiio matriz-tinha do produto para escre-
ver cada linha de BA como combinaciio linear das linhas
de A.
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28, Caleule o produto externe da expansiio de BA.
Nos Exercicios 29 e 30, assupma que o prodito AB faz sentido.

29, Prove que, sc as colunas de B sio lincarmente inde-
pendentes, as colunas de A8 também o sdo.

3 Prove que, sc as Huhas de A sdo linearmente indepen-
dentes, as linhas de A8 também o sio.

Nos Fxercicios de 31 a 34, coleule AB wsando multipli-
cagiio por blocos com a parti¢io indicada.

> 3

1T —1:0 @ f 153
BLA=10 110 0l B 0'31'5‘”&

0 ‘203 :

- 02 0 0l

0:1 0

(2 31 O gl

32_ 4 = : -
A=l sio 1}’ A §
-2 2.

(1 23 1 0 ol
SRR TE T SO L (NP SN 5 SO
AT P e eio -1

0t L L 001 0

T 0 0t L 2 3

D1 02 oo 4
WA Y 0 i3l P o0 L

L0 0 04 [T T R

{
35, Seja A = __: : .

(a) Calcule A% A%, ..., A7

3.3 A Algebra de Matrizes

m certos aspectos, a aritmética das matrizes generaliza a aritmética dos vetores. Nio esperamos sur-
presas com respeito i adigdo ¢ & muitiplicagdo por escalar de matrizes, e de fato elas nfo existem. Isso
{ nos permitird estender para matrizes vrios conceitos com os quais ja temos Lamitiaridade, pelo nosso
trabalho com os vetores. Em particular, combinagtes lincares, conjuntos geradores ¢ independéncia lincar
serdo definidos sem nenhuma dificuldade para matrizes.

Malrizes, entretanto, admitem outras operagdes — a multiplicag@io, por exemplo — que vetores ndo tém.
N#o devemos esperar que a multiplicagio de matrizes se comporte como a multiplicagio dos nimeros reais,
a menos que possamos provar isso; de fato, ela ndio se comporta como tal, Nesta segdo, rESUIMIMOS ¢ provi-

1) O que ¢ A7 Por qué?

| 1
36, Seja B = \{“ \{)“ , Bocontre 8297 Justiligue,
Vi V2

|
3" N ‘_‘ ‘.;_ s [
7. Seja A ’.0 |

!. Encontre wma formula para A" 1= 1)
¢ prove a sua férmula usando indugiio matemdtica,

cos

' —senf
38. Seja A = [ sen -l
| sen )

cos i

cOs 20

a) Mostre que A2 = A% =
{a} Mostre que A~ = £ iscn 20

—sen ¥ ]
cos 20 |

{b) Prove, usando indugio matemidtica, qie A =

[cos aft  —sen nd

para n = L.
sen nf

cos 1l

39, Em cada um dos ilens a seguir, ache a matriz 4X4 A =
[ 4] Que satisfaz a condigiio dada:

{a) = (—'.l.)""'f
() ay =~ 1)

(b) ((,'j ‘j —

40, B cada um dos itens a seguir, ache a matriz 6X6 A =
fag] que satisfaz a condigfio dada:

it jse Q=g 1 se
{a) a; = { s (b} @ = {

¢ se fC 0 seli—jl=1
1
(€} ay = {0

41, Prove o Teorema a).

it6=i+j=8
nos outros casos

mos algumas das propriedades principais das operagdes com matrizes ¢ comegamos a desenvolver uma dlge-

bra de matrizes.
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Propriedades da Adigio e da Multiplicacdo por Escalar

Todas as propriedades algébricas da adigio e da multiplicagdo por escalar dos vetores (Teorema | da
Seciio 1.2) valem para matrizes. Resumimos essas propriedades no proximo teorema,

& TEOREMA | Propricdades Algébricas da Adigiio de Matrizes e da Multiplicagio por Escalar
Sejam A, £ ¢ C matrizes de mesma ordeny, € ¢ ¢ d, escalares. Entdo;
a A+ B=B+ A Comutativa
b{A+B+C=A4+{B+ Q) Associativa
cA+O=A
d A+ (-A)= 0

e.cf{A+ By=cA v B Distributiva
[{c+ A =eA+dA Distributiva
g c{dAY = {ed)A

holA = A

As demonstragies dessas propriedades sio andlogas s demonstragdes correspondentes das propriedaces
dos vetores. Da mesma forma, 08 comentdrios que seguem o Teorema | da Se¢io 1.2 sdo igualmente vélidos
aqui, ¢ nio deveremos ter dificuldades para usar essas propriedades para fazer maniputagbes algébricas com
matrizes. (Consulte o Exemplo 5 da Se¢iio 1.2 e veja os Exercicios 17 e 18 no final desta secio.)

A propriedade associativa nos periite combinar a multiplicagdo por escalar € a adig&o sem fazer uso de
parénteses. Se A, B ¢ C silo matrizes de mesma ordem, entdo

(2A +3B)- C=2A + (38~ C)

¢ assim podemos simplesmente escrever 24 + 38 — C. Mais geralmente, se Ay, Ay, L, Ay sfo matrizes de
mesma ordem e ¢y, ¢, . . ., ¢ 80 escaltaves, fazemos a eombinagdo linear

A+ eaAr L+ ey

Chamaremos ¢y, ¢, . . ., ¢ de coeficientes da combinacio linear. Vamos agora elaborar e responder (uestdes
sobre combinagdes lincares de matrizes.

[H
I

EXEMPLO | Sejam A, =| | '{'}],A.ﬁ L‘} _ﬂem “ :]

(@) B = {; ﬂ & combinagio linear de Ay, As e Ay?

by = é 2] ¢ combinagfio linear de A, Ay e A3?

4

SOLUGAO:
(2) Queremos cacontrar escalares ¢, ¢z € ¢3 tais que ¢+ oy + Ay =8B Assim,

{ 0 1}} [i n'} 1 6{1 l] F 4]
o o -1 \ o5
-t 0 Hood oL 2 1

O lado esquerdo dessa equagiio pode ser eserito na forma:

[P S AT A
—¢y ey €y h sl
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Comparando os elementos e usando a definigio de igualdade de matrizes, temos as quatro equagdes fineares

C-‘g + (.'3 = l
o Ao =4

e oy = 2

45} RE [ %a 1

A eliminacio de Gauss-Jordan nos da

0o 1 1]t o0 1
VIR N N 01 02
—1 0 ti2 0 0 1 3
o 1 Ll 00 ol 0

wisi> (verifique issol), assim, ¢ = |, ¢y = =2 ¢ ¢3 = 3. Portanto, Ay =24, +3A3 = B, oque pode ser
facilmente veriticado.

(b) Desta vez queremos resolver

L 'i
ool _l‘l U] N ‘V 1h“_ [i 2]
ab .y ool To TP ) 134 ;

Procedendo como na parte {a), obtemos o sistema iinear
e ey =l
C] - Cj == 2 ':
_WC! - C.‘ o= 3 I,
L) + Oy = 4
O escalonamento por linhas nos dd |
01 tlt 01 Ll |
[ I T 4 ;__1..;,; L O 142 kl
-1 0 113 -1 0 113 ‘l
0 L 14 00 03 1
l
N#o precisamos continuar: a dltima linka implica que o sistema nédo tem soluciio. Portanto, nesse caso, C nio 2
¢ combinaciio linear de Ay, Az e A ':
H
Observagho! » Note que as colunas da matriz completa contém o0s clementos das malrizes que nos l

foram dadas. Se lermos os elementos de cada uma das matrizes da esquerda para a direi-
ta ¢ de cima para baixo, obtemos a ordem em que cles aparecem na matriz corpleta. Por
exemplo, lemos Ay como “0, 1, ~1, 07, o que corresponde & primeira coluna da matriz
completa, B como se tivéssemos “asticado” a matriz. dada formando um veior coluna.
Dessa forma, terfamos obtido exatamentc 0 Mesmo sistema de equagdes lineares da

parte (a) com esta pergunta: \
W 0 1 1 1
O vetor 1 ¢ combinacao I [ ' 0 L i
veton 3 ¢ combinagdo near de ~1iio ¢ i IF i
| ¢ 1 t.
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Encontraremos tais paralelos repetidamente daqgui por diante. No Capitulo 6, eles
mais detalhes,

serdo explorados com

Podemos definir o conjunto gerado por um conjunto de matrizes como o conjunto de todas

TUR ) as conibi-
nacdes lineaves dessas matrizes.

EXEMPLO 2 Descreva o conjunto gerado pelas matrizes Ay, Ay e A3 do Exemplo 1.

SOLUGCAO: Um maneira de fazer isso ¢ simplesmente escrever uma combinagdio Hnear genérica de A, A, e

/13. ASSilTl,
BV to0 Lo
oA Foeyds b oAy = Ci\‘—'l {}} + (:2[0 J + c:J[_l 'l}
. [ ey oo + C_»,]
T hey 6k

(que € andlogo & representagio paramétrica de um plano). Porém, suponha que queiramos saber quando a matriz

W - - v P
{ ] estard no ger (A, Ay, Az) Da representagiio que acabamos de ver, sabemos que esse fato se dard quando
y oz
e tey oo b c;} Fﬁ! .\‘W
A R A ST Ly z.

para alguma escolha de escalares ¢, ¢y, €2, Isso dard surgimento a um sistema de equagdes lineares cujo lado
esquerdo serd exatamente o mesmo do Exemplo 1, mas cujo lado direito serd genérico. A matriz completa
desse sistema serd

0 1 1]w
I 0 1}«
w0 Ly
0t Lz
¢ 0 escalonamento por linhas produzird
o l|w 1T 0 0
(VR — 0 1 0
-1 0 1|y 00!
1 1]z 0 0 0

i (Verifique isso cuidadosamente.) A dnica restrigéo se refere a Gltima linha, onde claramente de-
vemos ter w — z = 0 para que haja solugdo. Portanto, o conjunto gerado por Ay, A, € A consiste
WX . . 1% .\"
} pata as quais w = z. Qu seja, o ger{Ad;, Ay, Az) = {{ J}
. v

em todas as matrizes {
W

S A

e . . . p L ] 1 4]
Nota: Se tivéssemos observado isso antes, othando o Exempio 1, terfamos visto imediatamente que 3 = {

2 1 i

. o . . o _ 1 2] :
€ uma combinagio linear de Ay, Aj e Az, pois B tem a forma necessdria (tome w =1, x =4ey= 2), mas ¢ = [,3 ‘
4 !

ndo pode ser uma combinagio linear de A, A ¢ Ay, pois ndo fem a forma apropriada(l %4).
1> 172 R
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A independéncia linear também faz seutido para as matrizes, Dizemos que matrizes Ay, Az, oy Ay de
mesma ordem sio linearmente independentes se 8 inica soluglio da equagio

e A F Ay L A= 0 (1)

¢ a solucdo trivial: ¢;= ¢y = ... = ¢ = (. Se existirem coelicientes n&o triviais que satisfagam (1), entdo A, Ay,
..., Ay seriio chamadas de finearmente dependentes.

EXEMPLO 3  Determine se as matrizes A, Ay ¢ Aa do Exemplo | séio lincarmente independentes.

SOLUCAQ: Queremos resolver a equaciio cpd + c24y + c3Az = O, Bscrevendo as matrizes, temos

{ o], _{1 {}] . ‘{1 i]_ [0 0}
St o) "o TR 1 T e o

Desta vez, obtemos wn sistema linear homogéneo cujo lado esquerdo é o mesmo que o dos exemplos 1 ¢ 2,
(Vocd ja estd conseguindo vislumbrar um padriio?) A matriz completa escalonada por linhas dé

01 1310 L ¢ 010
b0 1]0 — 01 4]0
-L 0 110 0 0 110
01 110 ¢ 0 010

Portanto, ¢; = ¢; = ¢3 = 0, € concluimos que as matrizes Ay, Az € Aj sio linearmente independentes.

Propriedades da Multiplicacio de Matrizes

Sempre que enconiramos uma operagio nova, tal como a multiplicagéo de matrizes, devemos ser cuidadosos
para nio presumir muito sobre ela. Seria bom se a multiplicagiio de matrizes se comportasse Como a muitiphi-
cacio de niimeros reais. Embora em muitos aspectos isso acontega, cxistem algumas diferengas signilicativas.

EXEMPLO 4 Considere as matrizes

Multiplicando-as, temos

2 43T 0 6 4 I ol 2 4 2 4
ABM{"--I »--2][1 1}‘{-»-3 --2} ¢ BA {1 1“—4 w'-z}_{z 2J

Portanto, AB # BA. Assim, em contraste com a multiplica¢iio de ndimeros reais, a multiplicagfio de matrizes
nio é contativa — a ordem dos fatores no produto & importante!

0
0
A = O (diferentemente da situagio para nimeros reais, em que a equagdo x* = 0 tem somente
x = 0 como solugiio).

. £, "~ . 0 . . ~ s .
we> {1 fécil verificar que A* = ()J {faga-ol). Assim, para matrizes, 2 equagio A% = O ndo implica que

Apesar de coisas obscuras poderem aparecer depois do 1ltimo exemplo, a situagdo néo € tdo ruim —
vocd precisa somente acostumar-se a trabathar com as matrizes ¢ lembrar-se constantemente de que elas néio
sd0 niimeros. O préximo teorema resume as propriedades principais de multiplicagio de mairizes.
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€& TEOREMA 2 Propriedades da Multiplicaciio de Matrizes

Sejam A, B e C matrizes {cujas ordens possibilitem que as operacdes indicadas sejam realizaclas)
e & um escalar. Entio:

a. ABC) = (AB)C Associntiva

b.A(B )+ O)=AB + AC Distributiva & esquerda
c.(A+B)C=AC+ BC Distributiva & direita

d. k(AB) = (kA)B = A(kB)

e DA = A=Al se AformXn fdentidade da multiplicagio

DEMONSTRACAQ: Provamos (b) & encaminhamos a prova de (¢). Deixamos a prova da propriedade (a) para a
Se¢lo 3.6. As demais propriedades siio consideradas nos exercicios.

{b) Para provar que A(B + C)= AB + AC, denotaremos as linhas de A por A; e as colunas de B e Cporb; e g, res-
pectivamente. Entéo, a j-Ssinta coluna de B + C ¢ b; -+ ¢; (jd que a adigho ¢ feita elemento a elemento), ¢ assim

[AB + Ol = A; . (b + ¢)
= AL bj I A,- Y
= (/l B)‘J' + (/1(,')_,;
= (/1 B -}-AC););

Como isso é verdadeiro para todo i ¢ j, devemos ter A(B+ C)=AB + AC.
(e) Para provar que Al, = A, observamos que a matriz identidade f, pode ser decomposta em colunas por

"{ar = [01 : €, T B,,:]
ent que ¢; € um vetor candnico unitdrio. Portanto,

Al, = [Aey | Aey i+ -1 Ae,l
= [aging |- -ia,]

=
pelo Teorema I(b) da Segfio 3.2. $
Podemos usar essas propriedades para explorar mais profundamente o quanto a multiplicagio de ma-
trizes se assemelha & multiplicaciio de nimeros reais.
EXEMPLO 5 Se A e B sio matrizes quadradas de mesma orden, 6 verdade que (A + BY = A2 + 248 + 8%
SOLUCAO: Usando as propriedades de multiplicagio de matrizes, calculamos
(A + BY = (A + B){(A+B)

=(A+ B)A +(A+ BB Bistributiva d esquerda
= A2+ AB + BA + B? Distributiva & diveita

Portanto, (A + 8)2 = AY + 2A8 + B% se, e somente se, A2 - BA + AB + B? = A%+ 248 + B2
Subtraindo A% € B2 dos dois lados, temos BA = AB = 2AB. Subtraindo AB dos dois lados temos

==2>  BA=AB. Assim, (A + BY = A2+ 2AB + B% se, e somente se, A ¢ B se comutan, (Voeé consegue

achar um exemplo de um par de matrizes que satisfaga essa condigio? Voed pode dar um exem-
plo de um par de matrizes que nio satisfaga essa propriedade?)
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Propriedades da Transposta

& TEOREMA 3 Propriedades da Trassposta
Sejam A € B matrizes (cujas ordens sao tais que as operagdes indicadas podem sei realizadas) e K
um escalar. Entio:
a. (AN = A b (A B) = AT+ BT
e (kAY = k(AT) QAR = BTAT
e. (AN = (AT) para todos os inteiros ndo negativos #

DEMONSTRACAQ: E relativamente fdcil provar as propriedades (a) — (¢} (veja o Exercicio 30). Provar a pro-
priedade (g} € um bom exercicio de indugio matemdtica (veja o fixerefcio 31). Provaremos (d), ja que essa é
uma propriedade que vocé ndo deve ter esperado. [Voed achou que (A By = ATB" poderia ser verdadeira?]

Primeiro, s¢ A for mxn e B for.nxr, B & rn, e AT, pan. Portanto, o produto BTAT estd definido ¢ é
e, Como AB & mxr, (AB) & rxpi ¢, assim, (AB) e BTAT t8m a mesma ovdem. Devemnos provar ((ue os
elementos correspondentes sdo iguais.

Denotamos a i-ésima linha de uma matriz X pot ling(X), e sua j-8sima coluna, por col;{X). Usando essas
convengies, vemos gue

(AB)Y;j=(AB);
= lin(A) - col; (B)
= col{A") - lin; (BT)
= ling(B") - coli(A”) = [BTAT);

(Note que usamos a definigio de multiplicagio de matriz, a definigio de transposta € © fato de o produto es-
calar ser comutativo.) Como i ¢ f $20 arbitravios, concluimos que (ABY = BTAL &

Observagio: o As propriedades (b) ¢ {d) do Teorema 3 poden ser generalizadas para somas © produtos
de um nimero finito de matrizes:

(A + Ayt -k A= AT+ Al AL e (A AT = AL ALAL

assumindo que as ordens das matrizes sdo tais que as operagdes indicadas podem ser rea-

tizadas. Fica para voc€ provar esses [atos usando indugiio matematica nos Exercicios 32 ¢ 33.

EXEMPLO 6 Sciam
12 4 -1 0
A"’L& 4} ¢ 3_[2 3 -1}
Eatdo, A" = [’l 3}.901‘ isso A+ AT = [2 5], uma matriz simétrica.
2 4 5 8,
Temos

4 2
B'=i—-1l 3
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assim,
. 1
B 13! . 4 - 1 U' 1 i {E? S
T2 3 _ 5 14
0 1
e
4 2" ; 20 2 2]
y 4 =1 0
BB=1-1 3 E ,'5 1J“ 2 1 3
o0 14" 2031

=«5>  Portanto, BB' ¢ BB sfo simétricas, embora B nem mesmo seja quadradal (Verifique que AAT
& ATA sio também simétricas.) &

O préximo teorema diz gue os resultados do Exemplo 6 so em geral verdaderos,

<& TEOREMA 4

a. Se A ¢ uma matriz quadrada, entdo A + A7 ¢ uma matriz simétrica.
by, Para toda matriz A, AAT e ATA sdo matrizes simétricas.
DEMONSTRACAQ: Provamos (a} ¢ deixamos para provar (b} ne Exercicio 34. Simplesmente observamos gue
(Ar AN = AT LAY =AT+ A=A+ AT

(usando propriedades da transposta ¢ a comutativa da adi¢io de matrizes). Assim, A + A7 § igual 3 sua trans-
posta, por iss0, por defini¢io, é siméirica. @

& EXERCICIOS 3.39

2° 3001 0 -
5 £ srcicios 2 y it ¥ 5 A= 7 7. B == N = »
Nos Exercicios de 1 a 4, ache X, duadas A {,5 " ¢ [0 . ()J A [{} | (J

-1 0
Bﬂ 1: ]. . . 1
~ 1 i
L1 A, = { 2 {}}! A, = [1 i J

0t 0 ¢ 0 0
1. X=2A+38=0

. 2 -2 3 Tt 00
2, 2X=A-8
: 8. B=|0 0 -2[A=[0 1 0}
3 2(A+28)=3X 0o 0 2 o 0
4 AA- B+ X)=3(X-A) 0 1 1 -1 0 -1
Nos Exercicios de 5 a 8 escreva B como combinagiio lineay Ay=10 0 1], Ay=¢ 0 L 04,
das outras matrizes, se possivel, 0 0 ¢ 0 -1
2 3 2 01 -1 1
5 B= \ A= 4 Ay =
o shasl o] aefo Tt
2 3 1 0] 0 -1 L0 0
. B = A e LA, = ,
o4 [4 2] " tn 'IJ ? [1 0}
A = ['l 1] Nos Exercicios de 9 a 12, encontre a expressio geral do con-
! 01 junto gerado pelas matrizes dadas, como no Exemplo 2.
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9. ger{Ay, Ay) do Exercicio 5
10. ger{A,, Ay As)do Bxercicio 6
1 go(A,, Ay, Ag) do Exercicio 7
12, ger(A), Ay, As, Ag)do BEsereicio 8

Nos Evercicios de [3 a 16, determine se as nratrizes dadas
sdo linearmentie independentes.

o214 3
a0

o 2 1y 2
14. ; .
N 1}{[ 0} LI 3}

0 ][t el -2 - Po-3
15 5 2042 3|, © (i1 9
B 0 1 0 2 4 5
1 Lotz 1o L 2 0
6 |lo 2 o0Llo 3 0olLl0 1 0]
0 2 6110 4 9310 3 3]
| L0
0 -1 4]
0 0 -4

7. Prove o Teorema Ha)~ (d).

18, Prove o Teorema e}~ (h).

19, Prove o Teorema 2e)

20. Prove o Teorema Z{d).

21, Prove a parte do ‘Teorema 2{¢) que ndo foi provada no
texto,

22. Prove que, para malrizes (uadradas A ¢ 8, AB = BA
se, ¢ somente se, (4 - BYA + B)= A? - B2,

a b .
/1 encontre condi-
£

¢oes emt a, b, ¢ e d para que AB = BA.

bt i1
23_ A i) . A
A [U J 24, A { ‘

{2
25 A = [3 4}

. _ a b
26, Fncontre condicdes em a, b, c e d paraque I8 = L J
[() 0
0ot

- . ¥
27, Bncontre condigdes e o, b, ¢ e d paraque B = {
&

o
samle T ¥
comute com [() {}} C

b

comute com todas as mairizes 2X2.

28, Prove que, se Al ¢ BA cstiveren definidas, AL ¢ 84
sfio matrizes quadradas.

Uma matriz quadiada é chamada de trigngular superior

guendo todos os elementos abuixo da diagonal principal sio

zerox. Assim, a forina de wna mairiz triangudar st iperior é

0= E
0 0 :

., o e
0 0 0

ent que os elemenios marcadas por * sio arbitrdrios. Uma
definivio mais forina dessa matriz A ={a] € que az= Oseis]

29, Prove gue o produto de duas matrizes triangulares su-
periores nXa é mma matriz tiangular stuperion

0. Prove o Teoremia 3{(a) -{c).
3. Prove o Teorema 3(e).

32. Usando indugiio, prove que (A + Az + 0 7 Al =

AU+ AL b Al para todo = 1.

33, Usando induciio, prove que (A Ay -+ AT = AL ...
ALAY paratodon = 1

34, Prove o Teorema 4(b).

35, {a) Prove que, se A ¢ 8 sdo matrizes #Xn simétricas,
A 4 B também é,

{b) Prove que, se A € uma matviz aXn simétrica, kA tam-
bém ¢ para todo escalar k.

36, (2) D& wn exemplo para mostrar gue, se A e B sio ma-
trizes 71X 0 simétricas, A8 ndo ¢ necessariamente simétrica.

(b) Prove que, se A e B sho mattizes nXn simétricas, AB ¢
simétrica se, e somente se, A# = BA,

Una matriz quadrada é chamada de anti-simétrica se AT=-A.

F7, Quais das seguintes matrizes sdo anti-simétricas?

() {é i ) [(l] W(ﬂ

a 3 -1 0 1 2
@i-3 0 2 @i~ o5
t -2 0 205 0

38, Dé uma deliniciio de matriz anti-simétrica elemento a
elemento.

39, Prove que a diagonal principal de uma matriz anti-
simélrica ¢ formada inteiramente por zeroes.

40, Prove que, s¢ /A ¢ B sdo matrizes nXn anti-simétricas,
A+ B também &

41, Se A ¢ B siio matrizes 2X2 anti-simétricas, sob que
condigtes A B € anti-simétrica?

42. Prove que, se A ¢ wma mateiz aXn, A - AT ¢ anti-
stmétrica,




34 Alnversa do umg Matriz 151

'v’*"fi"‘ 43. (@) Prove que tedda matriz quadrada A pode ser escrita 44, Se A ¢ B silo matrizes nxn, prove as scguintes pro-
| sdo come a soma de uma matriz simétrica com uma matriz priedades do trago:
¢ anti-simétrica. (Sugestio: use o Teorema 4 ¢ o Exercfeio 42}, () (A + B) = (e{A) + ta(3)
P23
{b) Hustre o item usando a matriz A = [ 4 5 6 |. (b) trfkA) = kir(A), em que & € um escalar
7 8 9 45. Prove que, se A ¢ B sdo matrizes aXn, {AR) = ti{BA),

O trace de uma matriz nXa A = [ag) é a soma dos elemen-
tos da sua diagonal principal ¢ é denotado por t{A):

46. Se A ¢ uma matriz qualquer, o gue & ti(AATY?

47. Mostre que ndo existem matrizes 2X2 A ¢ B tais que

Bt A} = ap) gz £+t AB-BA = £
=
Shi-
L
3.4 A Inversa de wma Matriz
B . yesta se¢hio, retornamos para a descrigiio matricial Ax = b de um sistema de equagdes lineares ¢ apre-
2 { sentamos melos de usar a dlgebra das matrizes para resolver o sistema. Para fazer uma analogia, con-
L. N sidere a equagiio ax = b, em que g, b € x representam ntmeros reats e queremos resolver a equagio
em x. Rapidamente, vemos que x = b/t ¢ a solugiio, mas precisamos nos lembrar de que isso $6 ¢ verdade se g
# (. Calculando mais lentamente, assumindo que a # 0, acharemos a solugiio nesta seqiténcia de passos:
15, 1 1 ! 7 b b
ax = b=r—{ax) = ~(b)=> (-—(a))x e o DR S
4] 14 @ 14 14 [
1~
(Esse exemplo mostra quanto nossa cabega faz e quantas propriedades da aritmética e da algebra assumimos!)
1 : Para imitar esse procedimento para a equagio matricial Ax = b, do que precisamos? Precisamos encon-
1. : trar uma matriz A’ (a andloga a 1/a) tal que A’A = I, a matriz identidade (andloga a 1). Se tal matriz existir
é ; (analogamente a imposigio que a # 0), entdio podemos fazer a seqiiéncia de caleulos:

>

Ax=b=AA) = Ab=>(A'A}x=Ab=>Ix=Ab=>x=4"b

(Como se justifica cada um desses passos?)

Nosso objetivo, nesta seciio, ¢ determinar precisamente guando podemos achar a matriz A’
Vamos insistiv um pouco mais: nio queremos somente que A'A = /, mas queremos também que
AA"= [ Bssa imposigiio lorga A € A” a serem matrizes quadradas. (Por qué?)

Definicio  Se A € wna matriz axa, uma inversa de A & uma matriz nXn A’ que satisfaz a
seguinte propriedade:

A =1 ¢ AA=T

em que [ = [, ¢ a matriz identidade #xr Se essa matriz A existir, A serd chamada de invertivel,

2 5 3 =51, . .
EXEMPLO | Sc A= ﬁ 3}, entiio A’ = L ] ¢ ainversa de A, pois

2

A {2 J[ 3 s} __{l {1} s oaael 3 —5“2 5}3{1 0}
S TR Y | ST i RS A PSRN | PR B T
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EXEMPLO 2 Mostre que as seguintes matrizes nio sfo invertiveis:

00 A
(a) O = L) UJ b) B = [2 4}
SOLUC;AO

(a) E Facil ver que a matriz nula O ndo tem inversa. Se tivesse, existiria uma matriz O tal que 00 =1=00,
Entrotanto, o produto da matriz nula por qualquer outra matriz € a matriz nuia, e assim OO nunca serd igual
A matriz identidade /. (Observe que essa demonstragio néo faz referéncia 4 ordem das matrizes, por is30 ¢la
¢ verdadeira para matrizes #Xn em geral.)

W

(b) Suponha que B tenha uma inversa 8 = [ ) t A equagio BB = [ nos dd

¥

Ll -l

da qual obtemos as equagdes

w + 2y =]
x 2z =4

2w + 4y = {)
2x +dz = |

Subtraindoe duas vezes a primeira equagfio da terceira, obtemos 0 = -2, que obviamente € um absurdo, por
isso ndo existe solucdo. (O escalonamento por linhas fornece o mesmo resultado, mas ele ndo ¢ reaimente
necessdrio nesse caso,) Deduzimos que a matriz B’ no existe, ou seja, que B nfio & invertivel. (De fato, da
nio tem nem mesmo uma inversa em um dos lados, imagine entéio nos dois!)

Observagdes: o BEmbora tenhamos visto que a multiplicagiio de matrizes ndo é em geral comutativa, A’
(se existir) deve satisfazer A'A = AA".

» Os exemplos (ue acabamos de ver levantaram duas questdes que iremos responder nesta segao:
(1) Como podemos saber quando uma matriz tem uma inversa?
(2) Se uma matriz tem uma inversa, como podemos encontra-la?

» Nio questionamos ainda a possibifidade de wna mairiz A ter mais de uma inversa. O
préximo teorema nos assegura gue isso néo pode acontecer.

£ TEOREMA |

Se A é uma matriz invertivel, entfo a sua inversa € dnica.

DEMONSTRACAQ: Em matemdtica, um modo padiiio de mostrar que existe apenas uma de alguma coisa é
mostrat que nio pode existiv mais de uma. Assim, suponha que A tenha duas inversas — digamos, A e A"
Enatéo:

AA =I=A'A ¢ AA"=T=A"A
Assim, A= A= AAA Y = (A A)A" = [A" = A"

Portanto, A" = A", ¢ a inversa € dnica. %
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(ragas a esse leorema, podemos agora nos referir d inversa de Ltma matriz invertivel, De agora em dian
an-
te, quando A for invertivel, denotaremos a sua inversa (inica) por A~ | (chamada “inversa de A’ .

Aviso: Ndo pense em escrever Al = 11 Nao existe a operagiio “divisio por matriz”, Mesmo que ela exis-
.“
: tisse, como poderiamos dividir o escalar | pelﬂ matriz A? Se vocd alguma vez se sentir tentado a “dividir” por
Q. uma matriz, o que vocé realmente quer fazer € multiplicar pela sua inversa,
atl Podemos agora completar a analogia que mencionamos no comego desta segio.
la
v
€ TEOREMA 2
Se A é uma matriz invertivel aXn, o sistema de equagdes lineares dado por Ax = b tem uma
Gnica solucio x = A™'b para todo b em R”,
DEMONSTRACAQ: O Teorema 2 essencialmente formaliza a observagiio que fizemos no comego desta segio.
Voltaremos a efa mais cuidadosamente desta vez. Precisamos provar duas coisas: que Ax = b fem uma
solugdio e que essa solugiio & dnrica. (Em matematica, essa demonstragio € chamada de “demonstragio de
existéncia e unicidade”.)
Para mostrar gue uma soluciio existe, precisamos apenas verificar que X = A-'b funciona. Calculamos
AATID)=(AA Y =Ib=b
! : Assim, A" satisfaz a equacio Ax = b, que, portanto, tem pelo menos essa solugdo.
{_’ f Para mostrar que essa solugiio é Gnica, suponha que y seja uma outra solugdo. Fatéo, Ay = b, ¢, multipli-
' cando & esquerda ambos os fados da equagiio por A”!, obtemos
: ' ANAY) =A D= (A A=A =Ty=A"b=y=A"h

Portanto, y é a solugiio que tinhamos, por isso a solug#o ¢ Unica, @
Agora, retornando 33 questdes que levantamos nas observagdes anteriores ao 'feorema 1, como podemos -
saber quando uma matriz tem uma inversa ¢ como podemos achar a inversa quzmdo a matriz ¢ invertivel?

' Paremos brevemente um procedimento geral, mas a sitnagdo para matrizes 2X2 ¢& suficientemente simples
para ser destacada.

€ TEOREMA 3

¢ d.

Se ad - be =0, A nilo serd invertivel.

A expressiio ad — be, chamada de determinante de A, € denotada por det A. A [6rmula para a inversa de

a ! - TR, ,
[ ] {quando ela existe) €, portanio, S vezes a matriz obtida permutando-se os elementos da diagonal
. det /
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principal ¢ trocando-se os sinais dos outros dois clementos. Além de dar essa formula, o Teorema

que uma matriz 2X2 ¢ invertivel se, e somente se, det A # 0. Veremos, no Capitulo 4, que © determinante
pode ser detinido para todas as matrizes gquadradas e gue €sse resultado permanece verdadeiro, embora ndo
exista uma formuta simples para a inversa de matrizes guadradas de ordem maior.

3 nos diz

DEMONSTRACAO: Suponha que det A = ad - he 7 0. Entéo;

a bl o b ad — be  —ab + ba’ ad — be g P 0
= = = clat A
¢ d]i—c¢ a ed ~ de —ch b da §; ad -~ bc 0t

Analogamente,

d —ﬂ{a b}:detz‘.ll {}]
— alle d 0 |

J4 que det A # 0, podemos mutiiplicar ambos 08 tados da equagéio por 1/det A e obter
[a bK___'tM__L d ----!)D - [t 0}
¢ dildet AL —¢ ¢ .

. 1 d —b a b T 0
ou, equivalentemente, [ e - = _
det A —¢ al/le d 0 1

[Note que usamos a propriedade (d) do Teorema 2 da Sec¢iio 3.3.) Assim, a matriz

1 { d ~~b1
det AL —c¢ i

satisfaz a defini¢fio de inversa, por isse A & invertivel. Como a inversa de A ¢ finica, pelo Teorema 1, devemos ter

Reciprocamente, assuma que ad — be = 0 Consideraremos separadamente os casos em que ¢ # 0 e ¢ = .
Se a # 0, entdo d = be/u, ¢ assim a matriz pode ser escrita da forma

,».1:{“ b}z[n b}m{a b]
X) acla betal ™ Lka kb

sendo k = ¢/a. Em outras palavras, a segunda linha de 4 ¢ um mdltiplo da primeira. Voltando ao Exemplo

et
»

. WX -
2(b), vemos que, se A tem uma inversa { } entio
- y z

1:(.' b Mw ,\’} R
ka kblly =zl 10 1

|
:
E
!

s T T
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e o sistema de equagtes lineares correspondente

aw + by =]
ax + bz =0

kaw -+ kbhy = ()
fax + bz = 1

weB>  nA0 tem solugio. (Por qué?)
Se a =0, ad — be = ¢ implica que be =90, e, portanto, b ou ¢ ¢ G. Assim, A é da forma

{0 0] {0 b]
¢ o 0 d

No primeiro caso, {U UHW x} = {{} 0} o Ll 0}_ Analogamente, [U b]nﬁo pode ter
c dily 2 K 0 1 0 d

o> uma inversa, (Verifique isso.)
Conseqilentemente, se ad — be = 0, A ndo ¢ invertivel. ©

12

~15 -
A —S}‘ se elas existirent.

EXEMPLO 3 Ache as inversas de A= H ij e B= [

SOLUCAQO: Temos det A = 1{4) - 2(3) = -2 # 0, portanto, A € invertivel, com

1 4 =2 -2 1
At e =
A ~20 -3 'ij [ : w_.'iJ

e (Verifique iss0.)
Por outro lado, det B = 12(-5) ~ {(~15){4) = 0, portanto, B nio é invertivel.
EXEMPLO 4 Use a inversa da matriz dos coeficientes para resolver o sistema linear

xk2y= 3
3x -4y = —2

X . . < 1 2 . : -
SOLUGCAO: A matriz dos coeticientes ¢ A = [3 J, cuja inversa calculamos no Exemplo 3. Pelo Teorema 2,
£

s e . . 3 - . .
Ax = b tem a solugfo tinica x = A7 b, Aqui, temos b = [ 2]; portanto, a selucao do sistema dado €

[ -

Ohbservagéo: » Resolver um sistema linear Ax = b via X = A-'p pode parecer um bom método.
Infelizmente, exceto para matrizes dos coeficientes 2X2 e para matrizes gue tenham cer-

tas formas especiais, ¢ quase sempre mais rdpido usar © método de escalonamento de

Gauss ou Gauss-Jordan para encontrar a solucao. (Veja o Exercicio 13.) Além disso, a

técnica do Exemplo 4 funciona somente quando a matriz dos coeficientes ¢ quadrada e

invertivel, enquanto o método do escalonamento pode sempre ser aplicado.

D R
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Propriedades das Matrizes Invertivels

O teorema seguinte enuncia algumas das propricdades mais importantes das matrizes invertiveis.

€ TEOREMA 4

a4 Se A ¢ uma matriz invertivel, entdo A™! 8 invertivel e

b. S A ¢ uma matriz invertivel € ¢ € um escalat 2o nuto, entio cA ¢ uma matriz invertivel e
T .
(cA) = AT
&
. Se A e B sao malrizes invertives, entdo AB é invertivel ¢
(AB) =B 1A
4 Se A ¢ uma matriz invertivel, entdo A T g invertivel e
ATyt = (AT
e. Se A ¢ uma matriz invertivel, entdo A” & jnvertivel para todo inteiro nio negativa s €

(An)--i . (A-—E)n

DEMONSTRACAQ: Vamos provar as propriedades (a}, (c) © {e), deixando as propriedades (b) ¢ (d) para serem
provadas nos Exercicios 14 ¢ 15,

(a) Para mostrar que A~ 6 invertivel, devemos procurar por uma matriz X tal que
AVX = (= XA

A matriz A certamente satistaz, essas equaghes, por isso A-1 g invertivel ¢ A é uma inversa de A~Y Como in-
versas o dnicas, temos que (A7 = A,
{c) Aqui, devemos mostrar que existe uma matriz X tal que

A afirmacio diz que, substituindo-se B1A™! por X, teremos as ignaldades satisfeitas. Verificamos que
(AB)(B“A""):_ ABB A e ATA = AA =T

onde usamos a associatividade para mudar os paréateses. Analogamente, (BANAB) =1
wg>  (verifiquel), portanto, AB ¢ invertivel e sua lnversa ¢ Bla-l
(e} A idéia bésica aqui & relativamente facit. Por exemplo, quando 7 = 2, tlemos

AAAT = AAAT AT = AIAT = AAl =1

1
]
§
%

|
i
3
i
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- : 132 N2 L s e en s
Da mesma forma, (A"1YA? = L Portanto, (A~'Y ¢ a inversa de A%, Nio & dificil ver (que um argumento ang

. . . . . . . - 4 eiklel-
fogo funciona para todos os valores matores do inteiro a. Entretanto, a indugiio malematica & a forma de
fazer a demonstra¢iio corretamente.

O primeiro passo ¢ para # = 0, no qual devemos provar que A" ¢ invertivel e que
(/110)“! - (A---i)n

Isso ¢ equivalente a mostrar que / & invertivel e que ! = 1, 0 que é claramente verdadeiro.

maz>  (Por qué? Veja o Exercicio 16.)

Agora assuma que o resultado seja verdadeiro para i = k, sendo & um inteiro ndo negativo especifico. A
hipétese de indugio diz que A% € invertivel ¢ que

(AR) = (amhE

O passo de indugio requer que provemos que A & invertivel ¢ que (A% = (A=) Sabemos, por (),
que A= A4 ¢ invertivel, j4 que A ¢ (por hipdtese de indugio) A sio invertiveis. Mais ainda,

(Av--l)k-ivl - (A—l)kA-—l

= (Ak)_l/-l"l Por hipotese de indugio
={AA k ¥l Pela propricdade (c)
— (Ak-i-l)---i

Portanto, A" € invertivel para todo inteiro nfio negativo #, ¢ (A"Y = (A%, pelo principio da indugio matemadtica. ¢

Observacdes: o Apesar de todas as propriedades do Teorema 4 serem titeis, a () € a de maior destaque:
ela ¢ talvez a propriedade algébrica mais importante das matrizes invertiveis. £ também a
mais facil de ser aplicada erroneamente. No Exercicio 17, vocé deve dar um contra-exem-
plo para mostrar que, ao contrério do que imagindvamos, em geral (ABY! 2= 4181, A
propriecade correta, {AB)' = B'A™!, & algumas vezes chamada de regra da meia e sa-
pato: apesar de calgarmos as meias antes dos sapatos, nds os retiramos na ovdem inversa.

¢ A propriedade (c) ¢ generalizada para produtos de um ntimero finito de matrizes invertiveis:
se Ap, Az, .., Ay, 580 matrizes invertivels de mesma ordem, entdo A4, ... A, & invertivel e

(A A AN = AT AT A

(Veja o Exercicio 18.) Assim, podemos enunciar:

A inversa de um produto de matrizes invertiveis € o produto das inversas na ordem reversa,

- . . S R .

¢ Como, para niimeros reais, s 5 1o devemos esperar que, para matrizes
a L {3 2

quadradas, (A4 + B! = A=l + B! (e isso realmente ndo ¢ verdade em geral; veja o
Exercicio 19). Na realidade, exceto para matrizes especiais, néo existe nenhuma férmula
pata (A + Byl

+ A propriedade (¢) nos permite definiv poténcias inteiras negativas de uma matriz invertivel;
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Se A € uma matriz invertivel ¢ a é um inteiro positivo, entfio A7 ¢ definida por
A= (A—- )(! - (Au)--l

Com essa definigio, podem ser demonstradas as regras para exponenciagio, A'AS = A™ ¢ (A7) = A, para
todos os fnteiros # e s, quando A ¢ invertivel.

Um dos objetivos das propriedades algébricas das matrizes € a resolugfo de equagdes que envolvem matri-
zes. O préximo exemplo ilustra o processo. Note que devemnos dar uma atengiio especial & ordem das ma-
trizes no produto.

EXEMPLO 5 Resolva a seguinte equagio matricial em X (assuma que as matrizes séo tais que as operagbes
indicadas estao definidas):

AYBXYY =(ATIBYY

SOLUCAO: Existem vdrios procedimentos aqui. Uma solugio &

ATYBX = (AR = (BX) A) ! = (A 1532
= [(BX) AT = (A B
= (BX) A =[(4"1BHA-1BH
= (BX)A =B (A ') L Bia-ty !
= BXA = B3AB3A
= B IBXAA = B B3 AB AA
= IXI = B AR
= X=B1A8"

~=>  (Vocd consegue justificar cada passo?) Observe o uso cuidadoso do Teorema 4(c) ¢ a expansio de
(A~ B*. Fizemos também um uso liberal da associatividade da multiplicagio de matrizes p:‘lld
simplificar (ou eliminar) a colocag@o de parénteses.

Matrizes Elementares

Vamos usar multiplicagio de matrizes para ter uma perspectiva diferente do escalonamento de matrizes.
Nesse processo, voc descobrird muitas idé€ias novas e importantes da natureza das matrizes invertiveis.

Se
1 0 0 5 7
E=10 0 1 c A=71-1 0
o | 0 § 3
calcutamos
! 5 7
FA = 8 3
-1 {

Em outras palavras, multiplicdr A por E (A esquerda) é equivalente a permutarmos as linhas 2 ¢ 3 de A, O
que 8 mg,mfmantc em £? E é simplesmente a matriz obtida aplicando-se a mesma operagio (,l(,mt,nlal nas
linhas, L <> La, & matriz identidade /3. E fato que isso sempre funciona.
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Definigio Uma marriz elementar ¢ uma matriz obtida por meio de operaghes elementares nas
linhas de uma matriz identidade.

Como existem tids tipos de operagdes clementares nas linhas de uma matriz, hé trés tipos correspon-
dentes de matrizes clementares, Apresentamos mais algumas matrizes elementares.

EXEMPLO 6 Scjam

1000 001 0 {0 0 0
. 03 00 = 0100l Bt 00D
‘! 0o 1o 7 1 0 0 0 o 0 010
00 0 000 1. -2 001

Cada uma dessas matrizes foi obtida da matriz identidade Iy, pela aplicagdio de uma {inica operagio clemen-
tar em suas Hinhas. A mairiz £ corresponde a 3L, 57 corresponde a Ly > La, € [, a Ly — 2Ly Observe
que, quando muttiplicamos a esquerda uma mattiz AXp por uma dessas matrizes elementares, a operagio
clementar é realizada nas finhas dessa matriz. Pot exemplo, s€

ap d A

fdyy n iy

A=
i ﬂ'"\,z (3%
Ay gy
entao
r fiy A o x4
30, 3ty 3 yy fyy O
- 2L p -Man . 2 ) 23
FLA = z o EA= T ,
51 [12%] s tyy iy
| an ap da g g i
ity iz 3
a » 1G]] L) iy
e A =
fty iy i3
Ly 20y dp Qaiyy A 2tigy

O Exemplo 6 e 08 Exercicios de 24 a 30 devem convencé-lo de que foda operacio elementar nas linhas
de qualguer matiz pode ser realizada por uma multiplicagéio a esquerda por uma matriz elementar ade-
quada. Fnunciamos esse fato em um teorema cuja demonstragio omi{imos.

& TEOREMA 5

Seja £ a matriz clementar obtida [azendo-se uma operagac etementar nas Hnhas de 1. Se a
mesma operagio clementar Loy feita nas linhas de uma matriz 21Xr A, o resultado serd igual &
matriz £EA

Observagio: Do ponto de vista computacional, ndo € boa idéia usar matrizes elementares para fazer ope-
ragfes elementares — faga-as diretamente. Entretanto, matnizes clementares nos dio algumas idéias valiosas
sobre matrizes inveriiveis e na resolugiio (e sistemas de equacdes lineares.
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Ja observamos que toda operacio elementar pode s er “desfeita”™ ou “reverticdla”. Essa mesma obser-
vagiio, aplicada a matrizes elementares, nos mostra que elas s&o invertiveis.

EXEMPLO 7 Sejam

1 ¢ 00 Il 00
Ev=l0 0 14 FE,=|0 4 0] ¢ £={ 010
01 0 ¢4 0 I -2 0 |

Entdo, £y corresponde a Ly > L, que é desfeita fazendo-se £y <> Lg novamente. Assim £y = £
weB> (Verifique isso provando que £}7 = Ef5) = LY A matriz F5 estd relacionada com 41, que pode
ser revertida fazendo-se 1[5, Assim,

¢ a

que pode ser [acilmente verificada. Finalmente, £3 corresponde a operagiio elementar £z — 24, que pode ser
desfeita pela operagio elementar L3 + 2Ly, Assim, nesse caso,

I o0

==>  (Novamente, ¢ ficil verificar isso conlirmando que o produto dessa matriz por £3, em ambos os
lados, serd igual a 1)

Note que nio s6 toda matriz elementar é invertivel, mas a sua inversa & também uma matriz elementar e
do mesmo tipo. Enunciamos esse resultado no préximo teorema,

€ TEOREMA 6

Toda matriz elementar ¢ invertivel, ¢ a sua inversa ¢ uma matriz elementar do mesmo tipo.

O Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis

Estamos prontos para provar um dos resultados principais deste livro - uma lista de caracterizagtes
equivalentes do significado de matriz invertivel. De certa forma, grande parte da dlgebra linear estd rela-
cionada com esse teorema, no desenvolvimento dessas caracterizaghes ou nas suas apiica¢des. Como vocs
deve esperar, depois dessa introdugdo, usaremos muito esse teorema. Familiarize-se com ele!

Referimo-nos ao Teorema 7 como a primeira versio do Teorema Fundamental, i& que ele serd amphiado
nos proximos capitulos, Lembre-se de que, quando dizemos que afirmagdes sobre uma matriz sio equiva-
lentes, isso significa que, para uma matriz A dada, as afirmacgdes sdo todas verdadeiras ou todas falsas.

» TEOREMA 7 O Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis: Versao 1

Seja A uma matriz nxa. As seguintes affrmacoes sdo equivalentes:

a. A € invertivel,

b. Ax = b tern uma tinica solugiio para todo b em &7,
¢. AX = @ tem apenas uma solugdio trivial.

d. A forma escalonada reduzida de A & [,

. A € um prodito de matrizes elementares.

o
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DEMONSTRAGAQ: Provaremos o teorema fazendo a cadeia circular de implicacdes
(a) = (b) = (&) = () = (&) = (a)

(a) = (b) J4 provamos (ue, se A ¢ invertivel, entiio Ax = b tem uma tnica solugho X = A~b para todo b em Y
{Teorema 2},

(b) = (c) Assuma gue A = b tem uma linica solugfio para todo b em R". Isso implica, em particular, que Ax =0
tem uma tinica solugfio. Mas um sistema homogéneo Ax = 0 tem sempre X = 8 como wna sotucdo. Portanto,
nesse caso, x = 0 deve ser a solugao.

(¢) = (d) Suponha gue Ax = 0 tenha apenas uma solucdo trivial. O sistema de equagdes lincares correspon-
dente €

iy + 2.0y R 8 iy, X, = 0
[T + [{EYRe) s b flay Xy = {}
i Xy + ot o b ax, = 0
e assumimos que a soluglo seja
Xy ={)
151 =)
v, =0

Em outras palavras, o escalonamento de Gauss-Jordan aplicado & matriz completa do sistema dd

ay @y - My, 1 90 Lo ... 010
Co 01 .. 0]0

ZOE S H e N M R Y
1 ﬂ.”‘a' - {.} {) (.) I (i

Assim, a forma escalonada reduzida de A € [,

(d) = {e) Se assumirmos que a forma escalonada reduzida de A é I, A pode ser transformada em [, poz meio
de uma seqliéncia finita de operagdes elementares em suas linhas, Pelo Teorema 5, cada uma dessas opera-
cOes elementares pode ser realizada pela multiplicagio a esquerda por uma matriz clementar adequada. Se a
seqliéncia dessas matrizes elementares for £y, £, ..., Ex (nessa ordem), teremos

Ek ._*_:2}3“(1 = f”

Conforme o Teorema 6, essas matrizes elementares sfo todas invertiveis. Portanto, o produto delas também
0 ¢, e temos

A={Byp. . BE L= (.. BB =EC Bt Ey!

Novamente, cada £;! é uma matriz elementar pelo Teorema 6, por isso e5CIEVEmMos A como um produto
de matrizes elementares, como queriamos.

(©) => () Se A é um produto de matrizes clementares, A & invertivel, ja que matrizes elementares séo in-
vertiveis ¢ produtos de matrizes invertiveis sdo invertiveis. %
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iste € um teorema extremamente poderoso. Para ilustrar sua forga, consideraremos duas de suas conse-
gliéncias. A primeira € que, embora a defini¢io de matrizes wnvertiveis afirme que uma matriz A € invertivel
s¢ existe wma matriz B tal que anbas as equagdes, AB = [ e BA = I, sejam satisfeitas, precisamos verificar so-
mente mma delas. Pessa forma, eliminamos metade do nosso trabalho!

TEOREMA 8

Seja A uma matriz quadrada. Se 8 ¢ uma maitriz quadrada tal que A8 =7 ou BA = ], entiio A €
invertivel e B = A~

DEMONSTRACAOC: Suponha que BA = /. Counsidere a equagiio Ax = 8. Multiplicando-se & esquerda por B,

temos BAx = B0, Isso significa que x = /x = 0. Assim, o sistema representado por Ax = ¢ tem a Gnica solucéo :

x = §. Da equivaléncia entre (¢) e (a) no Teorema Fundamental, sabemos que A € invertivel (A~ existe e satis-

faz AA™ = 1= A7\ A), :
Se multiplicarmos agora ambos os lados de BA = I por A™! peia direita, obtemos

BAAT =T A = Bl=A"= B=A"
(A demonstragiio no caso de AB = [ fica como Exercicio 41.) 4
A proxima conseqiiéncia do Teorema Fundamental ¢ base para um méiodo eficiente de cdleulo da in-

versa de mna matriz.

& TEOREMA 9

Seja A uma matriz quadrada. Se uma seqgiiéncia de operagdes elementares nas suas linhas reduz
A a1, a mesma segiidneia de operagdes elementares transforma [ em 47/,

DEMONSTRACAQO: Se A for linha equivalente a I, podemos conseguir essa redugio multiplicando A  es-
querda por uma seqiiéneia Fy, £y, ..., Ej de mairizes elementares. Portanto, temos Ey ... EyfA = L
Denotando B = £ ... FyF|, temos BA = [ Pelo Teorema 8, A ¢ invertivel ¢ A~ = B, Agora, aplicar a
mesma seqliéncia de operagoes clementares em / é equivalente a multiplicar 7 a esquerda por £, ... Fpfy =
B. O resultado ¢

Ey... E2B\I=Bl=8=AR" .

Dessa forma, /  transformada em A"! pela mesma seqiiéncia de operages clementares de linhas. €

O Método de Gauss-Jordan para o Célculo da Inversa

Podemos efetuar operagdes linha em A ¢ / stmultaneamente, construindo uma “matriz supercompleta” [A ] 1]
;‘ O Teorema 9 mostra que, se A ¢ linha equivalente a /[o gue, pelo Teorema Fundamental (d) < (a), significa
que A & invertivel], operagoes clementares em suas linhas resultardo em

[A{}] = [11A™]
Se A néo pode ser reduzida a [, o Teorema Fundamental nos garante gue A nio é invertivel.

O método que acabamos de descrever € simplesmente o escalonamento de Gauss-Jordan cfetuado em uma
matriz completa #X2x, nfio em uma matriz completa nX(z + 1). Outra maneira de encarar esse método ¢ olhar
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para o problema de encontyay AV através da resolugio da equagio matricial AX = [, para uma matriz X X0,
(Isso € suficiente pelo Teorema Fundamental, j& que uma inversa de A A diveita deve ser a sua inversi) Se deno-
tarmos as colunas de X por xy, ..., X,, essa equacio matricial serd equivalente & resolugio nas colunas de X,
uma de cada vez. Agora, sendo as colunas de 7, os vetores candnicos unitdarios ey, ..., €,, lemos # sistemas de
equagdes lineares, todos com A sendo a matriz dos cocficientes:

Axy=eq, ..., A%, = ¢,

Como ¢ necessaria a mesma seqiténcia de operagdes linha para transformar A na sua forma escalonada
reduzida, as matrizes completas desses sistemas, [4 f e/}, ..., {A | e}, podem ser combinadas por

[Aie!e?. T en_; = [A“u]

Agora efetuamos operagdes linha para tentar reduzir A a [, as (uais, se bem-sucedidas, transformaréo f,, em
AL
Jlustramos com trés exemplos esse uso do escalonamento de Gaugs-Jordan.

EXEMPLO 8  Encontre a inversa de

12 -1
A=|2 2 4
{3 -3

se ela existir

SOLUCAQ: O escalonamento de Gauss-Jordan fornece

12 =1L 00
[Alfl=12 2 4(0 1 0
13 -3]|0 0 1

fo-2h

coTr 2 -] Lo 0]
—> |0 -2 6{-2 1 0
o 1 -2=1 01

{=3)y ) ’
— |0 1 -3 L “i 0]

1 2 1 1 0 0

[IREY
—> |0 1 =3 t 40
o0 1| ~-2 4 1
faths o ‘
Fa 36, t20]|-1 31
— 81 0151 3
00 1]-2 51
r 3
o, [P0 09 -5
—>i0 1t 0]-5 1 3
o0 11-2 4 1
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Portanto,
g —% -5
At=1-5 1 3
~2 3 1

(Vocé deve sempre verificar que A4-! = J peta multiplicagio diveta. Pelo Teorema 8, ndo precisamos verificay
gque A A = 1)

Observagiio: Note gue usamos uma variante do escalonamento de Gauss-Jordan que introduz primeiro
todos os zeros abaixo dos pives 1, da esquerda para a direita e de cima para baixo, ¢ s depois conseguimos os
zeros acima dos pivds 1, da direita para a esquerda ¢ de baixo para cima. Essa forma economiza cdleulos,
come ji observamos no (,<1p1tulo 2, mas vocé pode achar mais fécil, quando fizer as contas & mio, criar toa’os'
os zeros e cada coluna conforme lor trabathando. A resposta obviamente serd a mesma.

EXEMPLO 9 FEncontre a inversa de

2 1 -4
A=|-4 -1 6
-2 2 -2

se ela existin

SOLUCAO: Procederemos como no Exemplo 8, colocande a matriz identidade ao tado da matriz A ¢ mani-
pulando [A | I } tentando transformé-la em [I] A~}

fA]=1—4 -1 610 1 0
-2 2 210 0 %

Loty o
Latdy

-0 L 212 1 0
L0 3 =6t 0 |

s ] U2 -0 L 000
et =3z 1o
00 0|-5 -3 1

Nesse ponto vemos que niio & possivel reduzir A a /, j4 que eacontramos uma linha de zeros do lado asquel-
do da matriz completa. Conseqiientemente, A nao € invertivel.

Como o préximo exemplo ilustra, tudo funciona da mesma maneira em Z,, em que p € um inteiro primeo.

EXEMPLO 10 Encontre a inversa de

sobre Z3, se ela existir.
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SOLUGAO |: Usamos o método de Gauss-Jordan, lembrando que os calculos sio feitos em 73,
2 2000
N
(A1) [-z olo 1
a1, [1 (12 0
ey
12 0l0 1]
1
iy {E { 2 0
T
0 L2 1]
) 2t {1 010 :2}
° 0 112 1
5,
s 0 2
Portanto, A" = L? l}* e 6 fcit verificar que, em Zs, AA™Y = 1.

SOLUGCAQC 2: Como A é uma matriz 2X2, podemos calcutar a sua inversa usando a formula dacla no Teorema 3.
O determinante de A €

det A =2(0)-2(2)=~1=2

em Zs (pois 2 + 1 = 0). Portanto, A~ existe e é dada pela Bsrmula do Teorera 3. Devemos ser cuidacdosos aqui,
jd que a férmula introduz a “fraciio” t/det A, e nfio hi fragdes em 7. Precisamos usar inversos multiplicativos.
. I ' ol e A ' . . : N o

No tugar de lidet A = 3, usamos 2 I . isto &, achamos um nitmero x em Z3 que satisfaz a equagao 2x=1E

- facit ver que x = 2 € a soluglio que queremaos: em Za, 27! =2, pois 2(2) = 1. A férmula para Al é

0 -2 0 ! 0 2
I— -t = =
AT =2 [w-z 2J 2[1 2} L} '1}

(ue concotda com a nossa primeira solugfio.

& EXERCICIOS 3.4 ¢
Nos Exercicios de | a 10, ache a inversa da metriz dada (se Nos Fxercicios 1 e (2, resolva os sistemas dados wsando o
ela existir) usando o Teorema 3. método do Exemplo 4.
P 7 4 2
- [‘* 2] > L’ {}] 1 2y + =l 12, x - x5=t
X Sx-k3y= 2 b= 2
3 [3 4] . [0 -—1}
i & i1 0 3. Sei . 1 2 {3 ! [Filcb B [2}
S OB = = ¥y = SELE N .
5 [:} :] 6 {\/272 _'\/ij camA =, oI =isp™ o L2l Lo
BREAE “l2vZ V2
“ —15 42 8 [2‘54 8,128 {a) Encontre A7t e use-n para resolver o5 rés sistemas Ax
1035 24 "lo2s 08 =hy, Ax =Dy ¢ Ax =ha.
g 1@ T (b) Resolva todos os trés sistemas simultaneamente redu-
g b oa zindo por linhas a matviz completa [A | by by bal por meio
Ya WO do escalonamento de Gauss-Jordan.
10. L”f—’ 'Ud}' em que a, b, ¢ ¢ d ndo sdo . (¢) Conte cuidadosamente o atmero total de multiplicagdes

N
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individuais que vocd efetuou em {(a) ¢ em (b). Vocd deve
descobric que, mesmo para esse exemplo 2X2, um
método usa menos operagdes, Para sistemas maiores, a
diferenga ¢ ainda mais acentuada, e isso explica por gue
sistemas computacionais ndo usam um desses métodos
para resolver sistemas lincares,

4. Prove o Teorema 4{b).

15, Prove o Teorema 4{d).

16, Prove que a matriz identidade [, nxn é invertivel e
que £, =1,

17. (a) D& um contra-exemplo para mostrar que, em geral,
(ABy1# A B,

(b) Sob que condigtes em A ¢ B & verdade que (AB)™ = A
B~1? Prove sua resposta.

18, Por indugiio, prove que, se Ay, Ay, ..., A, sflo matrizes
invertivels do mesmoe tamanho, o produto Aydy -4, €
invertivel e (A Ay~ A = A, - Ay tAyL

19, & uwm contra-cxemplo para mostrar que, em geral,
(A+BY ! AP+ B

Nos Exercicios de 20 a 23, resolva a equagiio mafriz para
X, Simplifique suas respostas tanto quanto possivel, (Nas
palavras de Albert Einstein, “Tudo deve ser feito tdo sin-
ples quanto possivel, mas ndo mais simples”.) Assuma que
todas as matrizes séo tnvertivels.

20, XA' = A"
22, (ALY = AT A

2L AXB = (BAY

23, ABXA'Bl=17+ A

Nos Exercicios de 24 a 30, sejamn

L2 -t 1 -1 0]
A=l 1Lt B=1L 1 1
R B L 2 —1
12~ T2 i
c=|ltv v . p=|-3 -1 3
(2 1 -1 2 1 -l

Em cada caso, encontre a matriz elementar E que satisfaca
& equagdo dada.

.\

24, EA =B 25. EB = A 26, EA = (
21, EC = A 28, FC =D 29 ED=C

30. Existe uma matriz elementar £ tal que £A = D? Por qué?

Nos Exercicios de 31 a 38, encontre a inversa da metriz ele-
mentar dacda.

30 [
3. 0 1} 32 () .I_I
01 10
33 I ”] a4, - J
[t 00 00 L]
3BL01 =2 .00 t 0
L0001 it 0 0
L0 0 (1 0 0]
IL|0 ¢ 0Oc#0 B0 1 cler0
00 00 1.

Nos Exercicioy 39 ¢ 40, encontre a seqiiéncia de matrizes
clementares By, Fa, ..., Ep tais que By --- 3By A = [ Use
essa seqiténeia para escrever A e A como produtos de
matrizes elementares.
2 4
40, A = {

1 0
t =
39. A {—'l __2] L

41. Prove o Teorema 8 para o caso de A3 =

42, (a) Prove que, se A é invertivel ¢ AB = O, entlio B = 0.
(b} D& um contra-exemplo para mostrar gue o resultado
da parte {a) pode falhar se A nilo for invertivel.

43, (a} Prove que, se A ¢ invertivel ¢ BA = CA, entdo B = (.

(b) D& um contra-exemplo para mostrar que o resultado
da parte {a) pode falhar se A uio for invertivel,

44, A matriz quadrada A & chamada idempuotente se A = A,
{A palavra fdempotente vem do Latim idem, que significa
“mesmo”, ¢ pofere, que signilica “ter poténcia”, Assim,
algo que é idempotente tem a “mesma poténeia” quando
clevado ac quadrado.)

(a} Ache trés matrizes 2X2 idempotentes.

2

(b) Prove que a dnica matriz nXn idempotente invertivel é
a matriz identidade.

45, Mostre gue, se A ¢ uma matriz quadrada que satisfaz a
equagio A2~ 24 + [ = O, entio A1 =2/ - A,

d6. Prove que, se wma matriz simétrica ¢ invertivel, sua in-
versa também é simétrica,

47, Prove gue, s¢ A ¢ B siio matrizes quadradas e AB ¢ in-
vertivel, A ¢ B sho invertiveis,

Nos Exercicios de 48 a 63, use o método de Gauss-Jordan
parg achar a inversa da matriz dade (se existir),

oy [ -2 47
48, 2 5} 49, | 3 '—'lJ
T 6 —4 Sl o«
58, J 51.
| 3 2 | —a l.]
7 3 {} 1N 2
52,11 -2 -1 53,13 1 2
2 0 -~ L2 3 -1




L8 (e O 0
s4. 11 0 1 BBt oa 0
b 1. 1o
[0« 0 oo-tre
_ 2 r 0 2
56. 16 0 ¢ 57,
0 d 0 l b3 0
0 [ |
Tov2 0 2vV2 0
a2 V2 0 o
58,
0 {} I 0
B { 0 3 b
T 0 0 0
59, E; (l} '(l} 3 6l L(l) : sobre #;
la b ¢ d.
02 (2 1 0
GL. 3 4 sobre £5 62. |1 1 2{sobres
N : 0 21
1 5 0
63, | L 2 4 sabre Zy
36 1

Decompor matrizes quadradas grandes pode ds vezes
toraar stas inversas mais ficeis de se caleudar, pardcndar-
mente se os blocos tiveresm wma fora adequida. Nos
Exercicios de 64 a 68, verifique, por multiplicagio por blo-
cos, que a inversa de yma mairiz, decomposta como apire-
sentado, resulta na mairiz dada. (Assuma que todas as in-
versas existeny, gquando necexsirio.)
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” A B'l"‘:_:[zr‘ = AT BD

“lo b e D! l

» Ke 3]";_ {----(BC‘)“] (BCY 'R 1

Tl o By - CBOY B,

6 Bi f.;'l"' [ {{ — BCY ~(f - BCY'B

e 1 T ey - BOY £+ CU - BCO)Y'B
(o B!

67.
PO DJ

L “.,(B[J"IC'}--]
priepiey!
A BYT [P o _
68. | em que P=(A - BDICY!, Q=
8 [C :’.)_1 [ R .S'J' emque P={s Y,
POV R=-DICPeS=0" 4 OCPBD

(BD'CY ' BD J
Dt DUCBDICY'BDT!

Nos Exercicios de 69 a 72, divida ay matrizes dadus de modo
quie voed possa aplicar uma dus formadas dos Lxercleios 64 a
68, ¢ entdo caleule a inversd usando a formula.

1000
0O 1 0 0
69. 23 10
L1 2 0 1
78, A matniz do Exercicio 58.
] 1T 1
[y 3 {1 0 ¢ 1
R 0 -1 10 T2, 1 3 1
10t 132

3.5 Subespacos, Base, Dimensao e Posto

g

. sta seqdio introduz Lalvez as idéias mais importantes de todo o livro. Ji vimos que hd uma interagdo
entre geometria e dlgebra: freqiientemente, podemos usar intuigo geoméirica e fogica para obter re-
4 sultados algébricos, e o poder da dlgebra normalmente nos permite estender nossos achados bem

além das configuragdes geométricas em que eles primeivamente surgiram.

Em nosso estudo de vetores, jd encontramos informalmente todos os conceitos desta segio. Aqui,
comegaremos a nos tornar mais formais, dando delinicGes para as idéias-chave. Como vocé verd, a nogdo de
um subespaco ¢ simplesmente uma generatizagio algébrica dos exemplos geométricos de retas e planos gue
passam pela origem. O conceito fundamental de uma base para um subespago ¢ entdo derivado da idéia de
vetores diretores para tais retas ¢ planos. O conceito de base nos permitird dar uma defini¢do precisa de di-
mensdo que estard de acordo com uma idéia ituitiva ¢ geométrica do termo, apesar de ser sulicientemente
flexivel para permitir a generalizagéio de outras configurages,

Vocé também comecard a ver que essas idéias dio mais luz ao que voce 4 sabe sobre as matrizes ¢ a
soluciio de sistemas de equagdes lineares, No Capitulo 6, cacontraremos tocdas essas iéias fundamentais no-
vamente, mais detalhadas. Considere esta segfio uma “introdugio ao pensamento abstrato”.

. “Ania de B2 itivamente. ¢
Um plano que passa pela origem em 13 “assemolha-se” a uma cépia de RS Intuitivamente, concor-
darfamos que ambos sdo “bidimensionais”. Aprofundando-nos, podemos dizer também que todo cdleuto
gue pode ser feito com vetores em 182 também pode ser feito em um plano que passa pela origem. HEm

R S
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particular, podemos somar e muitiplicar por escalares (e, mais geralmente, Fazer combinagoes lineares) de ve-
~ . .

tores em tal plano ¢ os resultados serao vetores 1o 7Hesmo plano. Dizenos que, como em R¥, um plano que

passa pela ovigem ¢é fechado em relagdo as operagdes de adigio ¢ de multiplicagio por escalar. (Veja Figura 1.)

Figura |

Os vetores dlesse plano sdio objetos bi ou tridimensionais? Podemos argumentar gue cles sio tridimen-
sionais, porque estdo em R e, conseqiieniemente, tém trés coordenadas. Por outro lado, csses vetores po-
dem set descritos como combinagtes lincares de apenas dois vetores — o8 vetores diretores do plano -, ¢
desse pouto de vista eles sio objetos bidimensionais dentro de um plano bidimensional. A nogdo de subes-
pago & a chave para resolver essa guestan,

Definicio  Um subespago de B ¢ uma colegiio § de velores de R” tal que

1. O vetor § pertence a S

2.8e we v pertencem a S, entio w+ v também pertence a S. (§ & fechado pela adicdo.)

1, Se v estd em S e ¢ 6 um escalar, entiio cv também pertence a S, (§ € fechado pela multipli-
eacdio por escelar.)

Podemos combinar as propriedades (2} ¢ (3) e exigir equivalentemente que S scja fechado por combinagaes
lineares:

Seny, U, ..., W pertencema Se ), ¢, ..., G sio esealares,

entdo ¢yl + el + ...+ ¢l pertencema s,

EXEMPLO | Toda reta ¢ todo plano que passam pela origem em R sdo um subespago de R Geometrica-
mente, deve licar claro que as propriedades de (1) a (3) estdo satisfeitas, Vamos dar uma demonstragio al-
gébrica para o caso de um plano que passa pela origem. Deixamos para voct a demonstragiio correspon-
dente para o caso de uma reta que passa pela ovigem, no Exercicio 3.

Seja @ um plano que passa pela origem com vetores diretores vy € ¥, Botdo, @ = gex(vy, vp). O vetor nulo
¢ pertence a %, pois 0 = Ov) + Ovp. Agora, considere

=¥ ¥y € Y= vy + drva

como dois vetores em P, Entlo:

n+ v = ey b o)k (dyvy - dova) = (et di)vi+ {3+ dy) va

Portanto, u + v & uma combinagio tinear de vy € vz, e por isso pertence a 9P,
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Agora, considere ¢ um escalar, BEnldo:
ou = c{evy + eava) = (ce)vy + (cealva

que mostra que cu € também uma combinacio linear de v ¢ ¥ e estd, portanto, em %, Mosiramos gue 9
satisfaz as propriedades de (1) a (3), ¢ por essa raziio € um subespago de ¥, o

Se voct olhar cuidadosamente os detalhes do Exemplo 1, notard que o fato de v e vp serem vetores em
23 ndo tem infludncia nenhiama na verificagfio das propriedades, Dessa maneira, 0 método algébrico que uti-
lizamos deve generalizay além de 12% ¢ ser aplicavel em situagdes que ndo mais podemos vigualizar na geome-
tria. Ele 0 é. Além disso, o método do Fxemplo | pode servir como “modeto” para sttuacdes mais gerais.
Quando generalizamos o Exemplo T para um conjunto arbitrario de vetores em R, o resultado & suficiente-
mente importante para ser chamado de teorema.

TEOREMA |

Scjam vy, vo, ..., ¥ vetores em R, Entéo, ger(vy, vo, ..., vi) € um subespago de (.

DEMONSTRACAC: Seja S = ger(vy, vy, ..., vg). Para verificar a propriedade (1) da definigdo, simplesmente
observamos que o vetor § estd em S, jaque 0 = 0vy + Ovy + ...+ Ovy.
Agora, considere

W ¥y +CVp b oo b gy € Yadpyy+davy b gy
como dots vetores em S, Enltdo:

A+ v={ev +evy oo o) Fdivp o davad o divy)
= (e + dvy + oy + da)vy + oo {cr o dpdve

Dessa maneira, u + v ¢ uma combinagio linear de v, va, ..., Vg logo, estd em 8. Isso verifica a propriedade (2).
Para mostrar a propriedade (3), considere ¢ um escalas. Entéo:

ew = clepvy +eva .o o)
= (ee vy F{eeva oo {cep)ve

gue mostra que cu é também uma combinacho linear de vy, 3, ..., ¥, € estd, portanto, em 5. Mostramos que
$ satisfaz as propriedades de (1) a (3), ¢ por essa razéo ¢ um subespago de RY, €

Vamos nos‘referir a ger(vy, Yo, ..., ¥g) como o subespago gerado por vy, v, ..., v;. Podemos [regiiente-
mente economizar bastante trabalho reconhecendo quando o Teorema | pode ser aplicado.

X
EXEMPLO 2 Mostre que o conjunto de todos os vetores | y | que satisfazem as condligdes x = 3y ¢ 2 = ~2y
forma um subespago de [, z
X
SOLUGCAO: Substituindo as duas condigdes em | y |, obtemos
rd
3y 3
yl=y !
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3
Como y € arbilrdrio, o conjunto dado de vetores € ger e ¢, desse modo, um subespago de 13%, peio

[
Teorema 1. -2

Geometricamente, o conjunto de vetores do Exemplo 2 representa a reta que passa pela origem em [

3
com o vetor diretor l
: -y
. ¥ :
EXEMPLO 3 Determine se o conjunto de todos os vetores | y | que satisfazem as condigbes x =3y + l e z = !
-2y é um subespago de R, s
SOLUCAO: Desta vez, temos todos os vetores na forma
3y + 1
y
_ 3y + 1 0
m=B> () yetor nulo ndo possui essa forma. (Por que ndo? Tente resolver y = | 0 {) A propriedade
-2y 0

(1), portanto, nfio é vélida; esse conjunto néo pode ser um subespago de 1§,

EXEMPLO 4 Determine se o conjunto de todos os vetores {\} em gue y = x2, é um subespaco de R,
¥
SOLUGAQO: Esses siio 0s vetores da forma {1,,

} — chame esse conjunto de §. Desta vez, 0 = {SJ pertence a S
2

-

. . 4N . St X X g
{assuma x = ), por isso a propriedade (1) ¢ vilida. Scjam ¢ = { §] Cy = { ;,}, pertencentes a S, Cntéo:
b

Xy X3

Xt x
0y = [ ! }
X7+ a3
que, em geral, ndo estd em S, jd que ndo tem a forma correta, ou seja, ¥ + x3 # (x; -+ ,\:3)'2. Para sermos es-
pecificos, procuramos um contra-exemplo. Se

SHERSH

« = 3
entao u e ¥ estao em S, mas sua soma w - v = {'i

w ndo estd em S, jd que 5 7 32 A propriedade (2), portanto,

falha ¢ S ndo ¢ um subespago de 12,

QObservagio: e Para que um conjunto S seja um subespago de algum R, é necessdrio que se prove que
as propriedades de (1) a (3) sfo confirmadas genericamente, Entretanto, para S nfo ser um
subespago de R”, é suliciente mostrar que apenas uma das trés propriedades néio é con-
lirmada. Normalmente, o caminho mats fdcil é achar um tnico ¢ especifico contra-exem-
plo para ilustrar a fatha da propriedade. Feito isso, nfio hd necessidade de considerar as
outras propriedades.
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Subespacos Associados a Matrizes
Muitos exemplos de subespagos existem no contexto de matrizes. Jd encontranmios o mais mportante deleg

no Capituio 2; agora, nds os revisamos com a nogiio de subespaco.

Definicdo Seja A uma matriz m X,

L O espago linha de A ¢ o subespaco hn(A) de R gerado pelas linhas de A,
2. O espago coluna de A € o subespago col{A) de R gerado pelas colunas de A.

EXEMPLC 5  Considere a matriz

L -1
A= 0 1
3 -3
’ 1
{a) Determine se p = | 2 [ estd no espago coluna de A.
3
{b) Determine se w = [4 5] estd no espago linha de A. )

{¢) Descreva lin{A) ¢ col(A).

SOLUGAQ: (a) Pelo Teorema 1 da Seqéio 2.4 ¢ sua discussiio precedente, b é a combinagéo linear das colunas
de A se, & somente se, o sistema linear Ax = b for possivel. Escalonamos por linhas a matriz completa da
seguinte forma:

P =171 1 013
0 L|2}— |0 | |2
3 ~313, 0 o)

O sistema, portanto, € possivel (e, de fato, tem uma dnica solugdo), ¢ b estd em col{A). (Este ¢ simplesmente o
Exemplo 1 da Segiio 2.4, utilizando-se a terminologia desta segfio.)

{b) Como vimos também na Se¢iio 2.4, operaghes clementares com lnhas simplesmente pro-
duzem combinagOes lineares das linhas de wma matriz — elas produzem vetores apenas no es-
paco linha da matriz. Se o vetor w estd em lin(A), entdo w é uma combinacio linear das linhas de
' A. Logo, se completarmos A com w como

A , P . . . .
[“:} serd possivel aplicarmos operagdes elementares com linhas a essa matriz completa para

!

. ;- . N A . " - . o
: weal>  reduzi-la A forma [_0 sem fazer nenhuma permutacéo envolvendo a iiltima linha. (Por qué?)

Neste exemplo, temos

1 =17 3. 1 —1 S

{_{‘_] RS CINE PN
wlop2.od 0.0 N
4 5 0 9 0 5
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e Portanto, w ¢ uma combinagio linear das linhas de A (de Fato, esses cdleulos mostram que w = 4
[t -1+ 90 1]— como?), e, portanto, w estd em lin{A).

é reduzida a

sem permutagio das linhas envolvendo a Gltima linha. Portanto, todo vetor de 8% estd em hin{A), por isso
lin(A) = R,

Achar col(A) ¢ um processo idéntico 2 solugao do Exemplo 4 da Segio 2.4, no qual determinamos que ele
coincide com o plano (que passa pela origem) em %3 com equagio 3x — z = 0. (Descobriremos logo oulras
maneiras de responder a esse lipo de questio.) :

Comentério: Poderfamos também ter respondido a parte (b) e & primeira parte da parte {¢} observando
que qualquer pergunta sobre as linhas de A é a questio correspondente sobre as colunas de AT, Entéo, para
exemplificar, w estd em lin{A) se, e somente s, w' estiver na col(A7). Isso é verdade se, e somente se, 0 sis~
toma Ax = w' [or consistente. Podemos agora proceder como na parte {a). (Ver Exercicios de 17 a 20.)

As observacdes que fizemos sobre a relagio entre as operagdes elementares com linhas ¢ o espago linha
estAo sumarizadas no seguinte teorema:

TEOREMA 2

Scja B qualquer mattiz linha equivalente a uma matriz 4. Entdo: in(B) = tin{A).

DEMONSTRACAGC: A matriz A pode ser transformada em B por uma seqiiénceia de operaghes em suas linhas.
Consegiientemente, as linhas de B sdo combinacdes Hineares das linhas de A; por essa razio, combinagdes
lineaves das linhas de B sdo combinagdes lineares das linhas de A. (Veja o Fxercicio 21 na Seglo 2.4} Segue
que lin(B) ¢ lin{A)

Por ouiro lado, a reversio dessas operagdes nas linhas transforma B em A, Portanto, o argumento do
pardgrafo anterior mostra que fin{A) C lin{B). Combinando esses resultados, temos que in{A) = lin(B). &

Eixiste outro subespago importante que ja encontramos: o conjunto de solugbes de um sistema homogé-
neo de equagdes lineares. E facil provar que esse subespago satisfaz as trés propriedades de subespago.

TEOREMA 3

Scjam A uma matriz mxn e N o conjunto de solugdes do sistema linear homogéneo Ax = (.
Entio, N é subespago de R

DEMONSTRAGAQ: [Note que x precisa ser um vetor (coluna) em &7 para que Ax seja definida, e que 0=, €
o vetor aulo de R".]J4 que A0, = 0, 0, esta em N. Agora, estejam w e v em N, Com isso, Au=0¢ Ay =10,
Segue que

Au+v)=Aur Av=0+0=0
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Por essa raziio, » + v estd em N, Finalmente, para qualquer escalar ¢,

Alen) = (A = ¢l = O

e cu tanibém estd em M. Conseqlientemente, N € subespago de R, &

Definicdo Scja A uma matriz mxn. O espaco anulado por A € o subespago de RY que consiste
nas selugdes do sistema linear homogéneo AX = . E denotado por anul{A}.

O fato de um espago anulado por uma matriz ser um subespago nos permite provar o gue a ntuigdo ¢ os
exemplos nos levaram a entender sobre as solucdes de sistemas lineates: eles t&m ou nenbuma solugédo, ou

1580 uma Gnica solugdo ou infinitas solugdes.
: ele
itras > TEOREMA 4
Seja A nma matriz cujos elementos sdo ndmeros reats, Para qualquer sistema de equagoes linea-
ndo res Ax = b, apenas uma das seguintes alirmacdes € verdadeira:
a. Nio ha solugio.
para vy L .
. b. H4 uma dnica solugio.
 Sis- PN ]
c. Hé infinitas selugdes.
inha A primeira vista, ndo fica muito claro como devemos proceder pava provar esse teorema. Uma peguena
reflexdio deve persuadi-lo de que a guestdo ¢ provar que, se (a) ¢ (b} ndo séio verdadeiros, (c} ¢ a tnica ;
possibilidade, Se existe mais de uma solugio, nfio é possivel que existam apenas duas ou um nimero finito —
tem ce haver infinitas solucGes. ’
DEMONSTRA(;AO: Se o sistema Ax = b tem exatamente uma solucfio, ou nenhuma soluciio, estamos feitos.
Assuma, entdo, que existarn pelo menos duas solugdes distintas de Ax =B — digamos, x; ¢ X3. Assim,
Axi=b e Axp=b
has. ! 2
0es .
gue com ¥ 7 %, Segue que
y do Ay~ %y = AX —Axp=Db-Db=0
»od Chame xg = X} - X9. Logo, o # 0 ¢ Axg = 0. Por essa razflo, o espago anulado por A € ndo trivial, ¢, ja que
8 anul{A) ¢ fechado para multiplicagho por escalar, exy estd em anul{A} para qualquer escalar ¢ Conseglien-
temente, o espago anulado por A contém um niimero infinito de vetores (4 que contém pelo menos todo ve-
tor dla forma ¢xy, € existem infinitos deste).
Agora, considere os vetores {infinitos) da forma x; + ¢xg, com ¢ variando no conjunto dos numeros reais.
Temos
A+ cXg) = AX| + cAXg=Db+c0=b
Portanto, existem infinitas solugdes para a equagio Ax =b, $
}Hl é
= ().

Dase

Podemos extrair um pouco mais da idéia intuitiva de que subespagos sao generalizagbes de planos que pas-
sam pela origem em R*, Um plano é gerado por quaisquer dois vetores paralelos ao plano, mas nio pavaielos
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entre si. Na linguagem algébrica, esses dois vetores geram ¢ plano ¢ sdo linearmente independentes, Néo da
certo com menos de dois vetores, € mais de dois vetores nAo sio necessarios. Fssa é a esséneia de uma base
para um subespago.

Definicio Lima base de um subespago de {7 € um conjunlo de vetores em S gue

b, Gera S,

2. B linearmente independente.

EXEMPLO 6 Na Seciio 2.4, vimos (ue os velores candnicos unitdrios ey, €3, ... €, em [ sdo lincarmente
independentes e geram 17, Portanto, eles formam uma base para (8%, chamada de base candnica.

3

N S o2 i ) : .
EXEMPLO 7 No Exemplo 2 da Se¢iio 2.4, mostramos que B = gcl'Q__J, {3]) T que {?I} e [IJ s&o

também linearmente independentes (pois ndo sfo maitiplos), eles formam uma base de 2,

. : 72 A
Um subespago pode (e vai) ter mais de uma base. Por exemplo, acabamos de ver que R° tem a base cand-

o {[g 1]} emvee {0
nica , ¢ a base ,
oL -1

emt uma base para um dado subespago serd sempre 0 mesmo.

! : "
LH De qualquer modo, provaremaos em breve (que o amero de vetores

EXEMPLO 8 Ache uma base para S = ger(n, v, w), onde

3 2 il
w=f -], v=|1} ¢ w=|-3
5 3 {

SOLUCAQO: Os vetores w, v ¢ w jd geram 5, por isso serdo uma base de § se também forem ii-
nearmente independentes. i facil determinar que eles ndo sdo; de fato, w = 2u - 3v. Portanto,
podemos ignorar w, jd que qualquer combinacio linear envolvendo u, v ¢ w pode ser rees-
crita envolvendo apenas u ¢ v. (Veja também o Exercicio 47 da Secio 2.4.) Isso implica que
wi> S = ger(n, v, w) = ger(w, v), €, 4 que certamente u ey sio linearmente independentes {por qué?),
cles formardio uma base para S. (Geometricamente, isso significa que », v e w pertencem 2o
mesmo plano, e w e v servem como um conjunto de vetores diretores para esse plano.)

EXEMPLO 9  Ache uma base do espago linha de

I 13 1 6
el 2o
-3 21 -2 1

4 16 1t 3

SOLUCAQ: A forma escalonada reduzida por linhas de A ¢

i oL g -t
¢ 12 0 3
006 i 4
g 000 0
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A . Pelo ‘Teorema 2. lin{A) = lin{R), entdo ¢ suficiente achar uma base do espago linha de R, Mas lin{R) ¢ clan
i A 4 FAct i : . - ) ) : Clarg.
e mente gerado pelas linhas ndo nulas, e € facil verificar que a forma escalonada [orea as trés primeiras linh;q

de R a serem fincarmente independentes. {Isso ¢ um fato geral, que vocg precisard verificar para provar o
Exetcicio 29.) Portanto, uma base do espago linha de A €

Lo L0-1}[01203L10001 4]

Podemos utitizar o método do Exemplo 9 para achar uma base do subespago gerado por um conjunto de
vetores dado,

o
: EXEMPLO 10 Refaga o Exemplo 8 usando o método do Exemplo 9.
. SOLUCAQ: Consideramos os transpostos de n, v ¢ w para obter vetores linha ¢ entdo formar uma matriz com
' esses vetores como suas linhas:

3 -1 5

=2 13

0 -5 1

$

roo ¥
0 1 -t
00 0

e usamos os vetores de linha nio nulos como uma base para o espago linha, Jd que comegamos com vetores
coluna, precisamos transpor de novo. Desse modo, uma base para ger(u, v, w)é

Observagdes: ¢ De [ato, ndo é necessario chegar até a orma ¢ alonada reduzida por linhas — a forma
escalonada por linhas jd & o suficiente. Se U ¢ uma forma escalonada reduzida por linhas
de A, entdo os vetores livha ndo nulos de U formardo uma base para Hn{A) {veja ©
Exercicio 29). Esse eafoque tem a vantagem de (freqlientemente) nos permitir evitar o
uso <le fracoes. No Exemplo 10, B pode ser reduzida a

3 -1 5
=0 -5 1
0 00
que nos i a base
3 0
w] bt -5
5. I

para ger(u, v, w).

Y T
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o Observe que os métodos usados no Exemplo 8, no Exemplo 10 ¢ nos comentarios gue
acabamos de ver irdio geralmente produzit bases diferentes.

Veremos agora o problema de achar uma base pata 0 ¢$pago coluna de uma matriz A. Um método con-
siste e simplesmente transpor a matriz: 0s vetores coluna de A se transformam nos velores finha de A7 e
podemos aplicar © método do Exemplo & para achar uma base para lin(A"). Transpondo esses vetores, tere-
mos wma base para col{A). (Vocé fard isso nos Fixereicios de 17 a 201 Bssa abordagem, entretanto, requer a
realizagao de um novo conjuato de operagoes com tinhas em A7

Em vez disso, preferimos utilizar woa abordagem (ue nos permita usar a forma escalonada reduzida de
A que jd calculamos. Lembre-se de que um produto Ax de uma matriz & um vetor corresponde a uma combi-
nagio linear das colunas de A com as entradas de x como coelicientes. [Jessa maneita, uma solugdo ndo tri-
vial para Ax = § representa wma relaciio de dependéncia entre as colunas da A. JA que as operagoes ele-
mentares com linhas ndo afetam o conjunto solugao do sistema, se A § linha equivalente a R, as colunas de A
o as mesmias relacoes de dependéncia que 4s colunus de R. Bssa observagio importante é a base (nenhum
trocadiliho intencionall) para a téenica que usamos agora para achay uma bhase pasa col{A).

exEMPLO 11 Encontre uma base do espaco coluna da matriz do Exemplo 9,

ST S
5 -1 0t -t
A4 4 2 =2
4 1L 6 1 3

SOLUCAO: Sejam a; um vetor coluna de A e g um vetor cotuna da forma cscatonada reduzida

T S B R |
0 1 2 0 3
o0 4
0 00 0 08

Podemos verificar facitmente que 13 =¥+ 2y € ¥ e v+ BE ARy (Vertfique que, cOmo previsto, 0s velores
coluna de A correspondentes satisfazem as MESmMAs refagdes e dependéncia.) Dessa maneira, 13 € ¥s nao
coniribuem ent nada para col(R). Os vetores coluna restantes, Xy, ¥z € ty, SA0 linearmente independentes, por
serem apenas vetores unitdrios candnicos. As afirmagdes correspondentes sio, portanto, verdadeiras para 08
vetores coluna de A.

Dessa maneira, dentre 08 vetores coluna de A, eliminamos 0% dependentes (a3 ¢ as) © os restantes serac
linearmente independentes, por isso formario uma base para col{A) Oual é o modo mais rapido de achar
uma base? Use as colunas de A que covrespondem ag colunas de R que contém 0s 1 {ideres, Uma base para
col{A) €

i | l
2 -1 |
{ny, @y, 24} = b N
4 i i

Aviso: As operaghes clementares com tnhas alteram o espago colunal Em nosso exempto, col(A)
col(R), ja que todo vetor em col(R) tem scu quarto componente igual a 0, mas iss0 certamente nio € verdade

para col(A). Entdo, precisamos voltar 2 matriz original A para obter o8 vetores coluna para uma base de
col(A). Para ser mais especitico, no Exemplo 11, 1y, vy € ¥y do formam uma base para © cspago cotuna de A.

i
§
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. [ & HiQ) i It l'_( Illl{f
”I]‘ LY \CS o] 05 O ]C IZ ﬂnc{) - Limna l 2% L10 0 an { (™ 1 4 ‘.fl 3 I DAL

Na de b . Na verdade, néio ha nada de novo acui a ndo ser a terminologia. Simplesmente temos de encon-
a4 Malriz A, '

ransforny, Um My aver as solucdes do sistema homogéneo Ax = 0. J& temos a [orma escalonada reduzida R de A

* '!1 . e a0 H - H H o ; "1 - - o4 P TR AP 4 * .,

(A ?‘) PI‘I‘"II:‘,HOS \;um @8 Ik o que resta ser feito pelo método de eliminagio de Gauss-Jordan € expressar as varidveis que i-
) »transponda ¢

Ex

85y SSCS vegermos das trés vartdveis. A matriz completa final ¢
G r.]b()l‘dagetn. en

tretant
1 l{sr! -, [* .

) U;nl :1. forma escalonada re

Des vetor LorTesponde a y, e
. l‘lsll - .\. ..
o c* Maneira, yng solugs
Hm;. da /1 J& que ag oper;

qequivalente 4 R, as col

UVACH ¢ o ’

lclgcm 'Mportante ¢ 4 page
' Dase pary col(A).

. {

g1 20 340
¢ 0 0 1 410
0000 00

plo g,
X3
X =Xy
Xy
s
1 lideres estiio nas colunas 1, 2 e 4, por isso expressamos xy, X, € x4 em termos das varidveis livres xy
emMos X| = —X3 + X5, X2 = ~2x3 ~ 3x5 € Xy = —4ys. Colocando x3 = § ¢ x5 = {, temos
scalonadla reduzicy
x SR -1 1
X ~28 — 3t -2 -3
XK= x| = 5 =g Tl+f Of=su-+iy
X ~dt 0 —4
X ¢ 0 1

& gue o . .

(_fq)uc,,(,omo Previsto og forma, w e v geram anul{A), e, por eles serem lnearmente independentes, formam uma base de

Cl1i. [)egqa ’ ’
Aessa my

) MEry, p2 0"
linge & r3e

armente independe

‘ ht:
% portanto, verq

adeiry eguir, apresentamos um resumo do procedimento mais efetivo para achar bases para o espaco linha, o
-iras :
coluna ¢ a espago anulado por uma matriz A,
C8 {1 Yo
8 4‘3 3 (_5) ¢ Oy resi

antes
0 modo mais :

) ! dpido e
08 1 lideres. Um

1. Encontrar a forma escalonada reduzida R de A.

a bas;iz_ Use os vetores linha nao nulos de R (que contenham os 1 lideres) para formar uma base de
lin(A).
’% Use os vetores coluna de A correspondentes &s colunas de R que contenham 08 1 lideres
{colunas pivd) para formar uma base de col(A). o
4. Expresse as varidvels Hderes de Rx = 0 em termos das varidveis livres, cologue as vanavels
livres iguais a parfmetros, substitua novamente em X ¢ escreva o resultado como uma combi-
Inagiio tinear de vetores f(em que fé o ntimero de varidveis livres). Esses vetores flormam tma
‘base para anul(A).

m NosSso exem :

() Lertamente n

5 colina pyy

plo, colf,

A6 6 ver < . 4 mate ranido apenas reduzir A A sua formge
U C Yehuando nio hé necessidade de achar o espago anulado, & mais rapido apenas reduzir A 4 sua forma
Sonada por linhas para achar bases dos seus espacos linha ¢ coluna. Os passos 2 ¢ 3 que acabamos de ver
: . . T [ e A b6 £ E !

a dnuam validos (com a substituigio da palavra “pivd” no lugar de L lideres™).

@ U by
Para o espaco colun
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Dimensdo e Posto

Observamos que, embora um subespaco tenha diferentes bases, cada base tem o mesmo niimero de vetores.
Esse fato fundamental serd de vital importancia a partir dagui neste livro.

& TEOREMAS O Teorema da Base

Seja S um subespaco de R™. Logo. quaisquer duas bases em S terdo o mesmo ntmero de vetores.

DEMONSTRA(;AO: Scjam B = {u wy, ..., wte = {¥1, v2, ..., v} bases em S. Precisamos provar que » = s,
Fazemos isso mostrando que nenhuma das duas possibilidades, r <5 ou r > 3, pode ocotrer.?
Admita que » < 5. Mostraremos que isso forga C a ser um conjunto de vetores linearmente dependentes.
Com essa finalidade, seja
¥R vy GV =10 (1)

Ja que B8 ¢ uma base para §, podemos escrever cada v; como uma combinacio linear dos elementos

Y = Wy R a2y kL T,
AN S L VR (2 | I S /D ¢ (2)

Ve = gty ok (n‘.\-_';‘ll-g o Fag,
Substituindo as equacdes (2) em (1), obtemos
cleyimy + oL F a4 Glapy + .. Fapa )+ Refagug R +agn,) =0
Reagrupando, temos
(cyany + ooty + .o+ Caay H{Cpaya + Catn + . F ety .k (Crag, F Gty b L F G, =0

Agora, Jd que B € uma base, os u;s sdo linearmente independentes. Logo, cada expressio dentro dos parén-
teses deve ser igual a zero:

epty) T oCatty Foe o ey = 0
Cpdlys + Ol +oe 4+ Lty = {i
Cyely, + Collyy BRI Coll = 4

Esse ¢ um sistema homogéneo de r equagdes lineares nas s variaveis ¢y, ¢z, ..., ¢. (O fato de as varidveis
aparecerem a esquerda do coeliciente néo faz diferenga nenhumal) Jd que r < s, sabemos, pelo Teorema 3 da
Segiio 2.3, que existem infinitas solugdes. Em particular, existe wma solugfio nfo trivial, que resuita em uma
relaglio de dependéncia nfo trivial na equagio (1), Desse modo, € € um conjunto de vetores lincarmente de-
pendentes. Mas isso contradiz o fato de ¢ ser uma base e, portanto, linearmente independente. Concluimos
que r < s nfo ¢ possivel. Analogamente (invertendo os papéis de B ¢ C), vemos que » > s nos leva a uma con-
tradigéo. Pot isso, precisamos ter r = §, como descjado. @

Como todas as bases de um subespago devem ter o mesmo ndamero de vetores, fixaremos um nome para
esse nimero,

Came Shertock Holmes dizia: “Quando vocé elimina o impossivel, o gue sobra, mesma (ue improvéivel, necessariamente é g verdade”
{em O signo dos guairo, de Sir Arthur Conan Doyle),
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Definicdo Se .5 ¢ um subespago de R, o ndmero de vetores em uma base de $ ¢ chamado de

. eli-
menséo de S, denotado como dim S,

w=f>  Observagiior ¢ O vetor nulo § por ele mesmo ¢ sempre um subespaco de R (Por qué?) Porém,

qualguer conjunto que contenha o vetor nulo (e, em particulay, {0}) é linearmente
dependente, por isso {8} ndo pode ter uma base. Detinimos dim {0} como 0,

EXEMPLO 13 Jd que a base candnica de R tem n vetores, dim RB” = 1, (Perceba que esse resultado con-
corda com nosso entendimento intuitivo de dimenséio para n = 3.)

EXEMPLO 14 Nos Exemplos de 9 a 12, achamos que lin{A) tem uma base com trés vetores, col{A) tem uma
base com t1és vetores e anul(A) tem uma base com dois vetores. Por essa raziio, dim (in(A)) = 3, dim (col{A)) =
3 ¢ dim (anul{A)) = 2.

Um dnico exemplo ndio ¢ o suficiente para especularmos, mas o fato de os espagos licha e coluna, no

Exemplo 14, terem a mesma dimensio nio ¢ acidental. Nem mesmo o fato de a soma de dim (col{A)) e dim
(anul(A)) ser 5, o nimere de colunas de A. Provaremos agora que essas relagoes sio verdadeiras em geral,

TEOREMA 6

Os espacos linha e coluna de uma matriz A t8m a mesma dimensio,

DEMONSTRACAQ: Seja R a forma escalonada reduzida por linhas de A. Pelo Teorema 2, lin(A)} = lin(R), entdo

dim (lin{A})) = dim (lin{R})
= ntimero de linhas nde nulas
= nlmero de 1 lideres de R

7423

O posto de uma matriz foi definido pela primeira vez
por Georg Frobenius (1849-1917), embora ele o
tenha definido utilizando determinantes, e nic como
fizarnos aqui. (Veja o Capitulo 4.) Frobenius foi um
matematico alermio que obteve seu doutorado & ensi-
nou na Universidade de Berlim. Mais conhecido por 2
suas contribuicdes A teoria de grupos, utilizava ma-
trizes em seu trabatho em representacio de grupos.

R S A e S R e e ety

G R ek

Chame esse ndimero de r.

Agora, col{A) # col(R), mas as colunas de A e R
possuem as mesmas relagdes de dependéacia,
Portanto, dim (col(A)) = dim (col(R)). J4 que exis-
tem » 1 lideves, R tem r colunas que sfio vetores
candnicos unitdrios, ey, ¢, ..., ¢, (Estes serfo ve-
tores em {7 se A ¢ R forem matrizes mxn.) Esses »
vetores sdo linearmente independentes, e as cofunas restantes de R sdo combinagdes lineares deles. Dessa
maneira, dim (coi(R)) = r. Segue que dim {lin{A)) = » = dim (col{A)), como querfamos demonstrar, ¢

&

&
%

Definigao O posto de uma matriz A, denotado por posto{A), ¢ a dimensfio de seus espagos linha
¢ coluna.

Para 0 Exemplo 14, podemos entdio escrever posto{d) = 3.

Observagdes: s A definigio anterior concorda com a definigio mais informal de posto introduzida no
Capitulo 2. A vantagem de nossa nova defini¢fio é que cfa ¢ muito mais flexivel.

¢ O posto de uma matriz nos da simultancamente informagdes sobre a dependéncia linear
entre os vetores linha da matriz ¢ entre seus vetores coluna. Particularmente, nos diz o
nimero de linhas ¢ colunas linearmente independentes (e esse nimero € o mesmo em
cada casol}.

J4 que os vetores linha de A sio os vetores coluna de A7, o Teorema 6 tem o seguinte coroldrio imediato:
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TEOREMA 7

Para qualguer maltiz A,
posto(A”) = posto(4)
DEMONSTRACAQ: Temos

postofA”) = dim (col(AT)
= dim (Hn{A))
= posto(A) %

Definicao A nulidade de uma matriz A, denotada por nulidade(A), € a dimensio do espago anu-
taclo por A.

Em outras palavras, nulidade{4) é a dimensio do espago solugio de Ax = 0, que § o mesmo nlmero de
varidveis livres na solugiio do sistema. Podemos agora rever o Teorema do Posto (Teorema 2 da Segiio 2.3) em
fungiio das nossas novas definigoes.

€ TEOREMA 8 O Teorema do Posto

Se A é uma matriz mXa, entio

posto{A) + nulidade(A) = n

DEMONSTRAGCAQ: Considere R a forma escalonada reduzida por linhas de A e suponha que posto(A) = r.
Entiio, R tem r 1 lideres, por isso hd » varidveis dependentes ¢ n -7 varidveis livres na solugio para Ax = 0.
Como dim (anul{A)} = # ~ r, temos

posto{A) + nulidade(A) = r + (1 —7)
=R &

Geralmente, quando precisamos saber a nulidade de uma matriz, 080 ¢ necessdrio conhecer o conjunto
solucio de Ax = 0. O Teorema do Posto ¢ extremamente Giti em tais situacdes, como o exemplo a seguir ilustra.

EXEMPLO 15 Encontre a nutidade de cada uma das seguintes matrizes:

—_—pd
el

fy’::

5
e
7




A

|
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SOLUGCAQ: Jd que as duas colunas de M sfo, ser divida, lincarmente independentes, POSLO{M} =
pelo Teorema do Posto, nulidade(M) = 2 - posto{M) =2 -2 = (.

Nio hd nenhuma dependéncia Sbvia entre as linhas ou colunas de N, por isso aplicamos operacies em
suas linhas para reduzir V a |

2. Assim,

21 -2 -~
0 2 l 3
0 0 0 0

Reduzimos a matriz o suficiente (ndo precisamos da forma escalonada reduzida por linhas aqui, j& que nédo
estamos procurando uma base do espago anulado) Vemos que existem apenas duas linhas ndo nulas, logo,
posto{N) = 2, Por isso, nulidade(V) = 4 — posto(V) = 4 - 2 = 2. B

Os resultados desta secfio nos permitem estender o Feorema Fundamental das Matrizes Invertiveis
(Teorema 7 da Sec¢io 3.4).

& TEOREMA 9 O Teorema Fundamenial das Matrizes Invertiveis: Yersiio 2

Seja A uma matriz 1> n. As seguintes alirmac0es sao equivalentes;

a. A ¢ invertivel,

h. Ax = b tem uma solugdo Gnica para todo b em R,

¢. Ax =0 tem apenas a solucio trivial,

d. A forma escalonada reduzida por linhas de A €/,

¢. A &um produto de matrizes elementares.

. posto(A)=n

g nulidade(A) = 0

1. Os vetores coluna de A sio linearmente independentes,
i, Os vetores coluna de A geram R,

i Os vetores cotuna de A formam uma base de B,

kK. Os vetores linha de A sfie linearmente independentes,
L Os vetores finha de A geram {7

m. Oy vetores linha de A formam uma base de R7

DEMONSTRACAO: J4 verificamos a equivaléucia de (a) até (e). Precisamos mostrar que as afirmacoes de (f) a
(m) sio eguivalentes as primeiras cinco.

() <> (g) Como posto{d) + nulidade{A) = # quando A é uma matriz #Xn, segue, do Teorema do Posto, que
posto{A) = n se, e somente se¢, nuiidade{A) = 0.

(F) = {d) = (¢} = (1) Se posto(A) = 1, a forma escatonada reduzida por linhas de A tem 1 lideres ¢ ¢ entdo
I, De (d) = {¢) sabemos que Ax = 0 tem apenas a soluglo trivial, o que implica gue os velores coluna de A
sdo linearmente independentes, j4 gue Ax & uma combinagiio linear dos vetores coluna de A.

(h) = (i) Se os vetores coluna de A sio linearmente independentes, Ax = # tem apenas a solucio trivial.
Dessa forma, por (¢) = (b), Ax = b tem uma tinica solugio para cada b em R Isso significa que todo vetor b
em [R" pode ser escrito como uma combinagio linear dos vetores coluna de A, provando (i
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(i) = (j) Se os velores coluna de A geram 17, col(A) = R por deliniciio, logo, posto{A) = dim (col(A)} = rt. Is50
& (), ¢ ja provamos que (f) = (h). Concluimos, entio, que 0§ vetores coluna de A g0 lincarmente indepen- ;
dentes ¢ formarm uma base de #7%, i4 que, por hipotese. gles também geram R |

(j) = (f) Se os vetores coluna de A formam uma base de IR, entdo, em particular, eles ¢%0 tinearmente inde-
pendentes. Segue (uC 2 forma escatonada veduzida por tinhas de A contém n 1 lideres, ¢ dessa maneita,
posto{A) = n.

. DE
Besa discussio mostra que (1) = (@) = (c) = E; no
A nulidade de uma matriz foi definida em 1884 por h = @O =0=0= (). Agora, lembre-se de
James Joseph Sylvester (1814~1887), que erd interes- que, pelo Teorema 7, posto(Al) = posto{A), por
sado om invariantes - propriedades de matrizes Gue ¢ isso 0 que acabamos de provar nos dd resultados 55 A
nio se alteram sob certos tipos de cransformagdo. I correspondentes sobre os velores coluna de A7, ¥
Nascido na Inglaterra, Sylvester se tornou © segundo Esses sio resuttados sobre 0s vetores linha de A, |
presidente da London Mathematical Society. Em trazendo (k), {) ¢ (m) para a rede de equivaléneias € e
1878, enquanto ensinava a Universidade  john completando a demonstragao. ® D

Hopldns, &m Baltimore, fundou o American Jovrnal
Of Mathematics, o primeiro jornal de rnatematica
dos Estados Unidos.

Teoremas coma o Teorema Fundamental nio
atingem inferesse tedrico apenas, Eles também $80
poderosos instrumentos “geonomizadores” de tra-
batho, O Teorema fundamental jd nos permitiu
cortar pela metade © trabalho necessério para yerificar que duas mairizes quadradas s@o inversas uma da
outra. Também simplifica a rarefa de mostrar gue alguns conjuntos de vetores sio bases de R, De fato,
guando tivermos um conjunto de i vetores em R ele serd uma base de R se apenas uma das propriedades
necessarias de independéncia lincar ou de conjunto gerador for verdadeira. O exemplo seguinte nos mosira
quiio fdcels 08 caleutos podem se tornat,

EXEMPLO 16 Mostre que o8 velores

! -1 4
25, b ol e |9
3 1 7

formam uma base de &M,

SOLUCAC: De acordo com o Teorema Fundamental, os vetores formario uma base de IR s¢, ¢ somente $€, a
matriz que apresentar 8SeS vetores como suas colunas (ou tinhas) tiver posto 3. Fazemos entdio apenas O
minimo de operagdes nas linhas para deteyminar 8o

. L -1 4 R B
A=l2 0 9l—l0 2 1
3 17 00 -7

Vemos que A tem posto 3, logo, 0s vetores dados sdo uma base de R pela equivaléncia entre Hye ()

-

O préximo leorema & uma aplicagio do Teorema do Posto ¢ do Teorema ¥ undamental. Precisaremos
desse resultado nos Capitulos 5 e 7.

i
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TEOREMA 10

Seja A uma watriz m X Botdor

a. posto{A T A) = posto(A)
b. A matriz nxn ATA serd invertivel se, e somente se, posto(A) = n.

DEMONSTRACAC: (a) T4 que ATA é nxa, ela tem o mesmo niimero de colunas que A, O Teorema do Posto
nos diz que

posto(A) + nulidade(A) = 1 = posto(A’A) + nulidade(A TA)

Assim, para mostrarmos que posto{A) = posto{A’A), & suficiente mostrar que nulidade(A) = nulidade{A”A).
Faremos isso verificando que os espagos anulados por 4 ¢ por AT A sio os mesmos.

Para isso, considere x em anul{A), de modo que com 1830, Ax = ¢ Assim, ATAx = A70 = 8, ¢, portanto, X
estd em anul{A7A). Reciprocamente, considere x em anul(A”A). Entio, ATAx = 9, logo, x'ATAx = xT0 = 0.
Mas entéio

(Ax) - {(Ax) = (Ax)(Ax) = x"ATAx = 0

e concluimos que Ax = 8, pelo Teorema 1(d) da Segio 1.3. Portanto, x estd em anul{A), logo, anul{A) =
anul{A7A), como queriamos. )

(b) Pelo Teorema Fundamental, a matriz aXn ATA serd invertivel se, e somente se, posto(A A} = n. Mas por
(a) isso serd verdade se, ¢ somente se, posto(A) = n. &

Coordenadas

Voltamos agora a uma das questoes propostas logo no infcio desta seciio: como descrever vetores de R
que pertencem a um plano que passa pela origem? Eles t8m duas ou trés dimensdes? As noghes de base ¢ di-
mensio nos ajudarioe a deixar as coisas mais claras.

Um plano que passa pela origem € um subespago de dimensdo dois de R®, com qualquer subconjunto de
dois vetores com direcdes diferentes servindo como base. Os vetores da base dio a direciio dos eixos coordena-
dos no plano/subespago, ¢ assim nos permitem ver o plano como uma “copia” de R2. Antes de ilustrarmos essa
abordagem, provaremos um teorema (ue garante gue as “coordenadas” que surgem desse modo sio (nicas.

€ TEOREMA ||
Cousidere § um subespago de B € B = {vivi....%} uma base de S. Para todo vetor v em S,
existe exatamente um modo de escrever v como combinagio linear dos vetores da base emy I

Y=Yk Cova kL R OV
DEMONSTRACAQ: Por ser uma base, B gera S, logo, v pode ser escrito de pelo menos wma forma comao uma
combinacéo linear de ¥, ¥2, .+ -y Vie Considere uma dessas combinaghes como

V=¥ Fopvp . R OV

Nossa tareta € mostrar que essa ¢ a Gnica forma de escrever ¥ como combinacéio linear de vy, vy, ..., v Para
isso, suponha também qgue

v=d\vy+dava+ oo+ divy
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Entio: CV| F CaVy koo FCRVE S dyvy 4 davy o vy
Rearranjando (usando pro priedades de dlgebra vetorial), obtemos
()~ dvi + (62 dayvy b .o k(g - dive = 0
Ji que B ¢ uma base, vi, ¥a, ..., V4 580 linearmente independentes. Portanto,
(cr~d)={ea—dp=... ={ —di)=0

Em outras palaveas, ¢; = dy, €2 = dp, -+ Gk dy, ¢ as duas combinagdes sdo exatamente a MESTA. Desse
modo, existe exatamente um modo de escrever ¥ CoOmo uma combinagio linear dos vetores base em B. €

Definicio Scjam § um subespaco de e B = {v.vs.... %} umabasedeS. Considere v um ve-
for em S e escreva v = ¢pyp b Cavr b b GV Entdo, ¢y, ¢, . . .. Cg $80 chamadas de coorde-
nadus de v em relagéo & base B, ¢ 0 velor coluna

[vls =

<
¢ chamado de vetor das coordenadas de v em relagio a base B.

EXEMPLO 17 Considere £ = {e,, e, €3} a base candnica de R3. Encontre o vetor das coordenadas de

2
yoe= | 7
4
em relagfio a base &.
SOLUCAQ: Ja que v = 2e; + Tep + 4es,
2
fvle= |7
4

Deve ficar claro que o vetor das coordenadas de um vetor gualquer {cotunaj em R, em relagio a base
candnica, ¢ simplesmente o préprio vetor.

3 2 0
EXEMPLO 18 No Exemplo 8, vimos que =1 ~1},v= 11} ¢ w= -5 1 siio trés velores pertencenics ao
3 3 ]

mesmo subespago {plano que passa pela origem) § de R, ¢ que B = {u, v} ¢ uma base de S, J& que w =2u~3v,
temos




5S¢

Veja a Figura 2.
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T

Figura 2 As coordenadas de um vetor em relagio a uma base

4 EXERCICIOS 3.5 ¢

Nos Bxercicios de 1 a 4, considere § o conjunto de vetores
X
v | e B que satisfazern a propriedude dada. Em cada caso,

L
prove que S forma um subespago de R, on dé um contra-
exemplo para mostrar que ele ndo forma.

lLx=my=z 2oz=2x,y=0
Jox~ytz=l A fx-yl =]y~

5. Prove que toda reta que passa pela origem em R 6 um
subespago de [,

6. Suponha que S consiste em todos os pontos em R que
estiio no eixo das abscissas ou das coordenadas (ou am-
bos}. (5 é chamado de wnide dos dois eixos.) § é um subes-
pago de R?? Por qué?

Nos Exercicios 7 ¢ 8, determine se b estd ent colfA) e se w
estd em lin(A), como no Exemplo 3.

7. A= “ [: ”,b = B},w =[-1 1 1]
1 1 -3 1

8. A={0 2 itlb=|1Lw=[2 4 -5]
I -1 —4 i

9, No Exercicio 7, determine se w estd em lin{A), utilizan-
do o método descrito na Observagiio apds o Exemplo §,
14, No Exercicio 8, determine s w estd em lin(4), utilizando
o método deserito na Observagio apds o Exemplo 5.

L

11 Se A & a matriz do Exercicio 7, entiio v = 3| estd

em anui(A}? =
g

12. Se A & a matriz do Exercicio 8, entfo v = | —1 | esta

em anul{A)? 2

Nos Exercicios de 13 a 10, dé bases para lin{A), colfA) ¢
anul{A).

Lo -1 Lo
13, A = L1 1 W A=[0 2 1
- l -1 -4
1 0 1
15 A={0 1 -1 1
Lo 1 -1 =1
(2 ~4 0 2 1
6 A=|~1 2 1 2 3
L -2 1 4 4

Noy Exercicios de 17 a 20, ache bases para lin{A) e col(A)
dos exercicios citados nsando AT

17, Exercicio 13
19. Exercicio 15

21. Expligue cuidadosamente por que suas respostas para os
Exerelcios 13 ¢ 17 estdo ambas corretas, embora parecamn
diferentes.

18. Exercicio 14

20. Exercicio 16

22, Expligue cuidadosamcente por gue suas respostas paza o8
Exercicios 14 ¢ 18 estio ambas corretas, embora parecam
diferentes.

Nos Exercicios de 23 a 20, ache unta base para o conjtunto
gerado peloy vetores dados.

1] -t 0 RN R
23. | ~t|,] of,] 1 24. | =12 1]

0 1) -1 1] lol L1 [2
25.{2 -3 1),{t -1 0L{4 ~4 1]

1
26. [0 -2 1L[3 1 -1 0L{2 1 5 1]
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Para o5 Exercicios 27 ¢ 28, encontye bases, entre os proprios
velores, para o8 conjittos gerados pelos vetores nos exerci-
clos citados,

27, Exercicio 25 28. Exercicio 26

29, Prove que, se R € uma matriy escalonada, entdic uma
base para lin{A) cousiste nas linhas nfio nulas de &
30. Prove que, se as colunas de A siio incarmente indepen-

dentes, entiio elas formam necessariamente uma base de
col{A).

Para o5 Exercicios de 31 a 34, dé o poste e a nulidude das
matrizes nos Exercicios citudos,

31, Exercicio 13 32. Exercicio 14
33. Exercicio 15 34. Exercicio 16

35. Se A € uma matriz 3X5, explique por que as colunas
de A devem ser lincarmente dependentes,

36. Se A & wma matriz 4% 2, explique por gue as Jinhas de
A devem ser linearmente dependentes.

37. Se A é wma matriz 3X5, quais sio os possivels valores
tle nulidade{A)?

38. Se A ¢ uma matriz 4X2, quais sde os possiveis valores
de nulidade{A)?

Nos Exercicios 39 ¢ 40, encontre todos os valores possiveis
de posto(A) em fungéio de a.

1 2 4 i 2 -l
39, A= -2 4y 2 46, A = 3 3 =2
a =2 1 A | o«

Responda aos Exercicios de 41 a 44 considerando a matriz
com as velores dados como suas colunas.

[ ] ToT
4L, |0, )1 formam uma base de R
LO il 1
F 37177 1
A2.1 =14t 5.1 -3 | formam uma base de B?
L 3] [
1 I 0
| 1
43, ; . {1} , _? . forntam uma base de 347
() 1 | i 1

| 0 0 -1
-1 l )] ,
dd, 0l o]~ | forimain wna base de [
0 a | {i_

Nos Exercicios 45 ¢ 46, mostre que w estd em ger(B) e ache
o vetor das coordenadas [w]g.

I 1 !
45, B = 2, 0 w6
0 | 2
3 5 |
46. B = THE ] pow=]3
4 0. 4

Nos Exercicios de 47 a 50, calenle o posto ¢ a nulidade day
matrizes dacas sobre o 7 » indicado.

110 O )
4, |0 1 1}sobre#, 48, {2 L 2 ]sobre#,
10 200
1 3 1 4
4. 12 3 0 1|sobreZs
L0 4 0
"2 001
6 3 5 1 0
01y g g 5 g fsobed
EI T U

51, Se A € uma matriz mXu, prove que todo vetor em
anul{4} é ortogonal a todo vetor em lin{A).

52. Se A ¢ 8 silo matrizes #Xn de poste #, prove que AR
tem posto n.

53. (a) Prove que posto{4 B) = posto(H). (Sugestdo: veveja o
Exercicio 29 da Seqido 3.2.)

(b) D& um exemplo em que posto{A B) < posto(B),

54, (a) Prove que posto{AB) = posto(A). [Sugestio: reveja o
Exercicio 30 da Seqan 3.2 ou use transpostas ¢ o Exercicio
53(a)]

(b) D% um exemplo em que posto{A B} < posto(A).

55, {a) Prove que, se U ¢ invertivel, entdo posto(UA) =
posto(A). [Sugestio: A = U-(UAY]

(b} Prove que, se V € invertivel, entio posto{AV) = pos-
to{A).

56. Prove que uma matriz A mXn tem posto 1 se, e sa-

mente se, A pode ser escrita come o produto externo uv?
de um vetor w em R ¢ v em B

57. S¢ uma matriz mXn A tem posto r, prove que A pode ser
escrita como a soma de » matrizes, cada uma tendo posto 1.
(Sugestdo: cncontre um meio de utilizar o Exercicio 6.}

38. Prove que, para matrizes mXn A ¢ B, posto(A + B) =
posto{Ad) + posto(B).
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3.6 Introducio as Transformagoes Lineares

~esta secio, comegamos a explorar um dos temas da introdugio deste capitulo. L4, vimos gue matrizes
podem ser usadas para transformar vetores, agindo como um tipo de “funcio” da forma w = 7'(v), em
| que a variavel independente v ¢ a varidvel dependente w sdo vetores Tornaremos agora mais precisa
essa nOGAo, ¢ veremos diversos cx&.mplos de tais translormagdes de matrizes, que nos guiaro para o conceito
de transformacéo linear — uma idéia poderosa que encontraremos constantemente daqui em diante.

Comegamos por relembrar alguns dos prineipais conceitos associados a fungdes. Voce se sentivd familia-
rizado com a maior parte das idéias, vindas de outros cursos nos quais vocg encontrou fungdes da forma
£ — Rtal como f(x) = ¥}, que transformam ntimeros reais em NUMEros reais.

O que ¢ novo aqui é que os vetores estiio envolvidos e estamos interessados somente em tungdes “com-
pativeis” com operagdes vetoriais de adicfio e de multiplicagio por cscalar,

Considere um exemplo. Sejam

1 0 L
A=12 —-1] e v= {“'l]
3 4
Entao
i 0 1 1
Av =12 -1 [—-Jﬁ 3
3 4 -1
1
Isso mostra gue A transformavemw = | 3
-1

Podemos descrever de forma mais geral essa transformagfio. A equagio matricial

2 -1 {rJ =l 2% =y
3 41 L3y sy
5
de R2em um vetor { 2x — ¥
) 3x + 4y

gera uma férmula que nos mostra como A transforma um vetor arbitrario [
de R, Denotamos essa transformagéo por T4 & escrevemos

X

(5)-[25

3x b+ dy

(Embora tecnicamente incorreto, omitir os parénteses em definigdes como e55a ¢ wma convengio commn
que cconomiza escrita. A descrigio de T4 passa a ser

com essa convengio.)
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Com esse exemplo em mente, consideramos agora alguma terminologia. Uma transformacgdo (ou apli-
cagdo ou func@io) T de B em " é uma refagio que designa, para cada vetor v de R”, um Gnico vetor T (V) em
R, O dominio de T é R, e o contradominio de T é B Indicamos isso escrevendo T3 B — R, Para um ve-
tor v no dominio de 7, o vetor T (¥) no contradominio é chamado de imagem de v sob (a agdo de) T. O con-
junto de todas as imagens possiveis 7 (v) {(com v variando pelo dominio de 7°) ¢ chamado de imagem de T.

Em nosso exemplo, o dominio de T, é #2, e seu contradominto € R3. Escrevemos, portanto, Ty {7 — R,

A imagem de v = { J Ew="T\v)=1 3| Qualéaimagem de T,? Ela counsiste em todos 08 vetores no

contradominio R que sdo da forma

) X l it
T,.{'\ = | Zx—y p=xl 2] 4y~
. r
Yo lsx+ay 3 4
1 0
que descreve o conjunto de todas as combinagdes lineares dos vetores coluna | 2 1 ¢ | —1 | de A. HEm outras
3 4

palavras, a imagem de T ¢ o espago coluna de A! {Falaremos mais sobre i8so; por enquanto, detxamos como
uma simples observagio.) Geometricamente, isso mostra que a imagem de 7,4 € o plano que passa pela
origem em [ com vetores diretores dados pelos vetores coluna de 4. Note que a imagem de T, € estrita-
mente menor que o coniradominio de Ty.

Transformacdes Lineares
O exempto T4 que acabaros de ver é um caso especial de um tipo mais geral de transformacdio chamado

transformacdo linear. Consideraremos a defini¢fio geral no Capitulo 6, mas sua esséncia € que essas transfor-
macdes “preservam” as operagdes vetoriais de adigio e de multiplicagie por escalar.

-

Definicao Uma transformacio T2 & —» R" ¢ chamada de transformacéo linear se

LT +v)= T+ T'{v)paratodoueyem R,
2. T{ev) = ¢T(v) para todo v em " ¢ todos os escalares ¢.

EXEMPLO ! Considere novamente a transformagiio 70 R? — R?, definida por
¥ ¥
{.|: } = 2y - ¥
Y 3x 4+ dy

Vamos verificar se 7 ¢ uma transformagio linear. Para verificar (1), considere
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FEntdo

e = ([ ]

Xyt Yo+
B I O R o) B € T 0 29 B il S VYR S Bl Rl
L3y, b o) Ayt o) 3xy ok dxg b Ay b dy;
) XN X Xy
= 2y -y 2o -y [ =i 2non (] 2non
L (3x, +dy)) + (Bag + Ay Ix, + 4y 3x; 4 Ay
X X2
Y. Y2 ) )

} e ¢ um escalar. Entio:

e =7(df3) - 7{([5}])

. .A\'
Para mostrar (2), considere v = L

cx cx
= 2((.‘-\') - (LV) = C(Zl - y)
3ex) + dey) c(3x + 4y)
X
X .
= pp QX ey o= cT[ ;] = ¢T(v)
3x +dy v

Dessa maneira, T ¢ wma transformacgao linear.
Observagio: A definigio de uma transformagéo linear pode ser resumida por combinagio de (Lye @)
COMO A SeEUT.
T2 R W & uma transformacio linear se

T{eyyy + cavg) = oy T{v)) + T (vy) para todo vy, vy em " e escalares ¢, ¢z

No Exercicio 53, vocé precisard mostray que essa afirmagio é equivalente  definicao original. Na prética,
essa formulagiio equivalente pode economizar alguma escrita — fentel

Embora a transformagio linear T do Exemplo 1 tenba originalmente surgido como uma transformacio
por meio da matriz T, € simples recuperar a matriz A a partir da defini¢do de T dada no exemplo.
Observamos que
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| 0
entio, T = Ty, em que A =12 —1 | {Perceba que, quando as varidveis x ¢ y estdo alinhadas, a matriz A &
3 4

simplesmente a matriz dos seus coeficientes.)

Reconhecer que uma transformagio dada ¢ uma ransformagio por meio de uma matriz ¢ importante, ja
(ue, como © proximo teorema ird mostrar, todas as transformacdes por meio de uma matriz sdo transfor-
macdes lineares,

& TEOREMA |

Considere A como uma matriz s, Entéo a traosformagio por meio da matriz A, T B — R,
definida por

Ta(x) = Ax (parax em R”)

& uma transtformagio linear

DEMONSTRACAQ: Considere u ¢ v como vetores em R7 ¢ ¢ como um escalar. Bntio:
Talw + ¥y = Al + ¥) = Au+ Av = Ta(w) + T a{v}

e Talev) = Alev) = ¢ (Av) = cT{v)

Por essa razio, T, ¢ uma transformagio linear. $

EXEMPLO 2 F R’ — B2 ¢ a transformacio que leva cada ponto ao seu simétrico em relagiio ao eixo Xx.
Mostre que ¢ uma transformagéo linear.

Figura | Simetria em relagiio ao eixo x

SOLUCAQ: Pela Figura 1, fica claro que £ leva o ponto (x, y} ao ponte (x, —y). Dessa forma, podemos escrever

Bl

Poderfamos continuar a verificagdo de que F ¢ linear, como ne Exemplo 1 (este € ainda mais facil de se
verificar!), mas € mais rdpido observar que

SR IR
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I x X Lo L o
Portanto, Fl ] = A[ ] em gue A = L.) J, logo, F é uma transformacio por meio de wmna matrz. Segue
v Y B
agora, pelo Teorema L, que F¢é uma transformagso linear,

EXEMPLO 3 Seja R: 82— R a transformagio que faz a rotagio de dngulo 90° ng seatido anti-hordric em
relagdo a origem. Mostre gque R € uma transformagio finear.

_ (.

¥

Figura 2 Uma rolagio de 90"

SOLUCAQ: Como a Figura 2 mostra, R leva o ponto (x, y) ao ponto (-, x). Dessa [orma, temos

-2 L

Assin, R ¢ uma transformagéo por meio de uma matriz e, portanto, € linear,

Observe que, se multiplicarmos uma matriz por vetores da base candnica, obteremos as colunas da ma-
triz. Por exemplo,

a b { a b b
O

¢ od [(l} =lcf e d [l} =1

e/ ¢ et !

Podemos usar essa observagiio para mostrar que toda transformaciio linear de B em R” surge como uma
transformacio por meio de uma matriz.

TEOREMA 2

Considere 73 8 - f* uma transformagiio linear. Entdo, T ¢ uma transformagiio por meio de
uma malriz. Mais especificamente, T = T4, em que A € uma matriz mXA.
A={Te) i T(e) | - 1 T(e,)]

DEMONSTRACAQ: Sejam ey, €3, ..., €, os vetores da base candnica de R? € x um vetor de B, Podemos

BSCIEVEr X = x(e| + X2€ + ... + X,€, (em que os x;’s 5740 as coordenadas de x). Sabemos também que T{ey),
Tey), ..., Tle,) sdo vetores (coluna) em B, Considere A = [T'(e) | T{e) |+ - | T{e,)] uma mattiz mXn que

tem esses vetores como suas colunas, Entio:
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T{x) = T{xe + ¥+ 1 X,
=, Tl +xale)+. - +x, T (e,)
Y ' di
[T TR L TR e
T

como querfamos. €
A matriz A do Teorema 2 € chamada de matriz canonica da transformagdo linear T.

EXEMPLO 4 Mosire que uma rotacio de Angulo ¢ em torno da origem deline uma transformagio linear de
%2 em [¥2 e ache sua matriz candnica. ‘

SOLUCAO: Seja Ry uma rotagao. Daremos um argumento gcométrico para provar que Ryé

linear. Considere n e v como vetores em 2. Se eles ndo forem paralelos, a Figura 3(a) mostra a

regra do paralelogramo que determina # + v. Se aplicarmos Ry, todo o paralelogramo € yo-

dado de angulo #, como mostra a Figura 3(b). Mas a diagonal desse paralelogramo precisa ser -

Rp(w) + Ry(v), novamente pela regra do paralelogramo. Por isso, Ry(a + v) = Ro(w) + Ry (¥).
wmi> (O que acontece seUC Y forem paralelos?) '

y ¥
:du A
ey R.(n - ¥) .
/f R
e e X Rt - X
(a) (b)

Figura 3

Analogamente, se aplicarmos Ryem v e cv, obteremos Ry(v) e Ry{cv), como mostra a Figura 4.
Entretanto, como as rotagdes 1o afetam o comprimento, precisamos fer Ry(cv) = cRy(y), como
wei>  exigido. (Desenbe diagramas para os casos 0 <c¢ < {,-l<e<Oec<~1)
Ry, portanto, € uma transformagio linear. De acordo com o Teorema 2, podemos achar sua ma-
triz pela determinagio de seu yalor nos vetores da base canbnica, € € €, de B2, Agora, como
I cos f
mostra a Figura 5, Rn[n} = [ 9]-

sen

T _‘_(ws(} csenf)

1-/’\

Figura 5 Rg{ey)
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0 . . £ * o
Podemos calcular R,J[J simifarmente, mas ¢ mais rapido observar (ue RH[G é necessariamente perpen-
1 8

" —sen 0
- cos @

. , e L - , 0 '
dicular (no sentide anti-hordrio) a R”L)J e, entfio, pelo Exemplo 3, R,j[_l} o J (Figura 6).

de ' e e,

f-send , cosd)

i _
[
\ P >\
Cy
' Figura 6 R, {cy)

] . [cos® —send

A matriz candnica de Ry, portanto, € .

send cosf

O resultado do Exemplo 4 pode agora ser utilizado para o céleulo do efeito de qualquer rotagio. Por exem-
plo, suponha que queiramos fazer a rotagéio do pento (2, ~1) de dngulo 60° em torno da origem. (A convengio
& que um éngulo positivo corresponde a uma rotagio no sentido anti-horério, € um éngulo negativo, a uma
rotagio no sentido hordrio.) JA que cos 60° = % e sen 60° = V3/2, calculamos

X [ 2} . [cosﬁm *53:160"][ 2} _t 2 w\/jz'sz 2} . { (2 + \/3'):’2}
8l —1]  Isen60° cos60° || ~1 V372 v2ll-1 " lv3-12

Figura 7 Uma rotagdo de dngulo de 60°
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Dessa maneira, a imagem do ponto (2, ~1) sob essa rotagio ¢ o ponto (2 + V32, V3~ Y2y = (187, 1.23),
como mostra a Figura 7.

EXEMPLO 5 (a) Mostre que a transformagdo P 82 — R, que projeta um ponto sobre 0 gixo x, € uma trans-

Figura 8 Uma projegiio
formacio linear, ¢ ache a matriz canodnica da transformagao.
(b) Genericamente, se £ € uma reta que passa pela origem em R?, mostre que a transformagio Py R* —>
R2, que projeta um ponto sobre £, ¢ uma transformacio linear, ¢ ache sua matriz candnica.

SOLUCAQ: (a) Como mostra a Figura 8, P leva o ponto (x, y) no ponto (x, 0). Dessa torma,

AR HEENER NI

Conscglientemente, P € uma transformacio por meio de matriz (e por isso uma transformagdo linear), com

0 0
(b) Considere que a reta £ tem vetor diretor d ¢ que v é um vetor arbitrdrio. Entdo, P & dada por proje(v), a
projegio de v em d, da qual vocé se lembrard da Segdo 1.3, ¢ cuja fdrmula ¢

oy = (A
projg(v) = (dw{l)d

Assim, para mostrar que Py é tinear, procedemos da seguinte forma:

. o i 0
matriz canomcea [ .

Plutv)-=

= Pyw) + Pi(y)

Analogamente, Pe(cv) = ¢P¢(¥) para todo escalar ¢ (Exercicio 52). Por isso, P¢ ¢ uma transformagao linear.

. . . y "o
Para encontrar a matriz candnica de Pe, aplicamos o Teorema 2. Sendo d = { 11 1
iy |

d-e,) d, [d;] i [ d? l
_ S e} 1= oo o e
Pder) ( d-d ‘ di + dildy dr + dildd,

d-e-,;) d, [a‘,} ' [d]d,'}
c P 3 = | = d . S [ — -
de) ( d-d @ v dildy] & L&
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Pessa maneira, a matriz candnica da proje¢iio é

. M__Z_l____i' ot a’,dz'J . [ Bd + &) ddd{dy dfﬁ)}
’ didy & dif(d} + a3y dHd} -+ d)

Como verificagfio, note que, na parte (a), poderiamos considerar d = e como um vetor diretor para o eixo x.

3
, como anies.

(
Dessa forma, oy = | ¢ dy =0, ¢ obteriamos A = { 00

Novas Transformagdes Lineares a partir de Antigas

Se 71 K — R e § : R ~» B sio transformagdes lineares, podemos aplicar 7" ¢ depois § para formar a
composta das duas transformagdes, que serd denotada por $o 7. Note que, para que So T faca sentido, o con-
tradominio de T e o dominio de S devem ser o mesmo (neste ¢aso, ambos sdo B”), e a transformagio com-
posta resultante S 7 vai do domfnio de T ao contradominio de S (neste caso, §o 7 R" — R A Figura 9
mostra esquematicamente como essa composta funciona. A definigio format da composta de transformagdes
pode ser tirada diretamente dessa figura, e ¢ a mesma que a definigdo correspondente da composta de
fungdes ordindrias:

{($ Ty} = S(T{v))

" [ ®
T s

. m\ /"_\.\\ﬁ

| ?'fv'} STy = (S = Tl

Se ¥
Figura 9 A composta de transformagoes

Obviamente, gostariamos que § o 7' também fosse uma transformagiio linear, ¢ descobrimos que ela €.
Podemos demonstrar isso verificando que § o 7 satisfaz a delini¢fio de transformagio linear (0 que faremos no
Capitulo 6), mas, como no momento assumimos que transformagdes lineares ¢ transtormagdes por meio de
matriz s40 a mesma coisa, § suficiente mostrar que S 7 ¢ uma transformagfio por meio de matriz. Usaremos
a notagio[ T]para a matriz candnica de uma transformagiio linear 7.

TEOREMA 3

Sejam 71 Y — [ ¢ § : B — B transformagdes lineares. Entéo, §» 1 B - ¥ ¢ uma transfor-
macio linear. Além disso, suas matrizes candnicas sfo relacionadas por
(S 1) = [S)T]

£

DEMONSTRACAQ: Scjam [§]= A ¢ [T]= B. (Note que A é pxn e B énxm]}Sey ¢ um vetor em R™, simples-
mente calculamos
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(S ° ?}(V) = S(T(V)) P S(BV) = A(BV) == (AB}Y

==5>  (Perceba que as dimensdes de A e B garantem que o produto AB faz sentido.) Dessa forma, ve-
mos que o eleitode S« 7é a multipticagéo de vetores por AB, de onde segue imediatamente que
S T ¢ uma transformagio por meio de matriz (fogo, lincar) com [§ = 7] = {S}{T]. %

Esse ndo ¢ um grande resultado? Diga ¢ palavras: “A matriz da composta € o produto das matrizes”,
Que [brmula encantadoral

EXEMPLO 6 Considere a transformacdao linear 7° & — [/} do Exemplo 1, definida por

- X
71[-\;1} - 2.1'! - X3
= 3x, + 4y,
¢ a transformagiio linear S ®° — R*, detinida por
2yt oy
M 3 _
_ V2~ V3
Siwa|=
y DT &
e yt oyt oy
Ache §e 7' % - R,
SOLUCAQ: Podemos ver que as matrizes candnicas sio
2 0
0 3 Lo
[S] = e [T]=i{2 -1
i -1 0 3 4
1 1 1
por isso, peto Teorema 3,
2 5
¢ g —: \ 0 3 —f;
el =181l =1 0 o2 -1 1
3 1
Lo Yo 6 3
Consegiientemente,
5 4 5.\'.| - 4.‘{'3
X 3 -7y (= Tx
(.S'oT){"} ~ | 37 [,1,} {3 Ty
? X3 -1 1 X3 —-xy Xa
i 6 3 6x; + 3x;

(No Exercicio 29, vocs verificars esse resultado caleulando:
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4 H L | o v g X ' -
¢ substituindo esses valores na definigéio de S, desse modo calculando (S« 7 ){ '} diretamente.)
X

2.

EXEMPLO 7 Encontre a matriz canduica da transformagdo que primeiro faz a rotagiio de 90° no sentido
anti-hordrio em torno da origem de um ponto ¢ gue depois reflete o resultado no eixa x.

SOLUCAO: A rotagdo R e a reflexdio F foram discutidas nos Exemplos 3 e 2, respectivamente, nos quais

: s B L1
achamos suas matrizes candnicas { R} = [ w eflF] = l 0

0 S
| olet -—I J Portanto, a fungdo composta F = R tem por

matriz

R I B

e (Verifique que esse resultado estd correto, considerando o efeito de Fo R nos vetores ¢ ¢ ey da
base candnica. Note a importincia da ordem nas transformacoes: R é efetuada antes de I, mas
escrevemos # o R, Neste caso, R o F também faz sentido. Vale a igualdade R» £ = £« R?)

Inversas de Transformacgoes Lineares

Considere o cfeito de uma rotagio de 90° no sentido anti-hordrio em torno da origem, seguida por uma
rotagfio de 90° no sentido hordrio em torno da origem. Sem divida, isso deixa nalterado qualquer ponto de
R2 Se denotarmos essas transformacgdes por Rgg ¢ R_gy (lembre-se de que um dngulo negativo corresponde a
uma rotagfio ne sentido hordric), poderemos expressar isso por (Ry ° Rogg)(v) = ¥ para todo v em (82, Note
que, neste caso, se fizermos a £i‘ansf0r1m1(;e"10 na ordem inversa, obteremos o mesmao resultado final: (R.gp ¢
Ryyv) = v para todo v em 2,

Dessa maneira, Ry » R.gp (¢ R.on° Ryp também) é uma transformagho linear que deixa todo vetor de 2
inajterado. Bssa translormagiio ¢ chamada de transformagdo identidade. Geralmente, temos uma transfor-
magiio desse tipo para cada RY — a saber, I f — R” tal que (v} = v para todo vetor em ®&”. (Se for impor-
tante manter a idéia de dimensio, podemos escrever [, para uma mator clareza,)

Com essa notacio, temos Ry e Ry = { = R.gp° Ry Duas transformagdes gue estdo relacionadas desse
modo s&o chamadas de fransformuacées inversas.

Pefinicio Considere S ¢ T como lransformagdes lineares de B em . Entdo, § ¢ T s80 trans-
Sormagoes inversasse So U= [, e To 8§ = [,

Observagéo: o Jd que nessa definigio hd uma simetria em relagio a S e 7, dizemos que, quando essa
situaciio ocorre, $ € a inversa de 7' e 7' € a inversa de S. Além disso, dizemos que Se T
sfio invertiveis.

_ Em termos de matrizes, vemos imediatamente que, se S ¢ 7 sfo transformagdes lineares inversas,

wf> (ST =[8o T)={{] = £ sendo o dltimo [ a matriz identidade. (Por que a matriz candnica da trans-

formacio identidade ¢ a matriz identidade?) Precisamos ter também [T]S} = {7'> S} = [F1= 1 Isso

mostra que [§] ¢ {7 sdo matrizes inversas. & mostra algo mais: se uma transformagao lincar 7'¢

fnvertivel, sua matriz canduica [T] tem que ser invertivel, e, jd que malrizes inversas sao Unicas,

isso significa que a inversa de T também é (inica. Portanto, podemos usar sem ambigiiidade a

notagiio 7' ! para nos referirmos ¢ inversa de T. Dessa forma, podemos reescrever as equagoes

anteriores como [T} (7] = { = [TY][T], a qual mostra que a matriz de T 1 é ainversa de [T)
Acabamos de provar o teorema a seguir.
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€ TEOREMA 4

Seja T: 8" > R uma transformacio linear invertivel, Entdo, sua matriz candnica [71¢ uma ma-
triz invertivel, ¢

Observaciio: Diga também egsa expressio em palavias: “A matriz da inversa ¢ a inversa da matyiz”,
Fabuloso!

EXEMPLO 8 Encontre a matriz candnica de uma rotagio de angulo de 60° no sentido hotdrio, em torno da
origem em [2,

SOLUCAO: Vimos que a matriz da rotagio de Anguio 60° no sentido anti-hordrio em torno da origem é

{ /2 —-\/3}*2}
ool = | a1 172

Considerando que uma rotagio de 60° no sentido hordrio ¢ a inversa de tma rotagio de 60° anti-hordria,
podemos aplicar o Teorema 4 pata obter

_ 112 —V3n] 172 V372
[Reco] = [{Re) "' = {\/3';2 1;2] ” I~-—\/3‘12 uz}

o> (Verifique o cdleulo da matriz mversa. O caminho mais rapido, neste caso de matriz 2X2, é usar
0 Teorema 3 da Secio 3.4. Além disso, desenhe um diagrama para verilicar que a matriz resul-
tante tem o efeito desejado na base candnica de R2)

EXEMPLO 9 Determine se a proje¢iio sobre o eixo v ¢ uma transformaciio invertivel, Caso seja, encontre
8ua inversa.

x . . - 10 N ., . . .
SOLUGAO: A matriz candnica dessa projecio, P, 6 (U {}], a qual ndo ¢ invertivel, J4 que seu determinante 6
0. Portanto, P também niio & invertivel. “ :

Observagio: ¢ A Figura 10 nos d4 alguma idéja de por que a transformagio P do Exemplo 9 niio é in-
vertivel. A projecio “esmaga” 12 no eixo x. Para que £ fosse invertivel, precisarfamos de
um modo de “desfazer” isso e recuperar o ponto {¢, b) com o ual COMecamos.
Entretanto, existem infinitos candidatos para serem a imagem de (a, 0} sob tal “inversa”
bipotética. Qual deles deverfamos usar? Nao poderfamos simplesmente dizer que P
precisa tevar (a, 0) até (a, b). isso nio seria uma defini¢io, pois nio terfamos meios de

saber o que b deve ser. (Veja o Exereicio 42.)

2la by

-g:‘(a, b')

4';((!, i)

Figura 10 Projegaes nio sio invertivels
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Associatividade

O Teorema 2{a) da Seglio 3.3 mostrou a propriedade associativa da multiplicagio de matrizes:

B> ABC) = (ABC. (Se voct ndio teatou provar isso, tente agora. Mesmo (ue seja apenas com ma-
trizes 2X2, vocd terd a noglo da complexidade envolvida em uma demonstracio “clemento a
elemento™ isso o fard apreciar a demoustragdo que daremos.)

Nossa abordagem & prova serd via translormagoes lincares. Vimos que toda matriz A mXa produz uma
transformacao linear 71 B8 —» 1% reciprocamente, roda transformaciio linear 7: RY — B™ tem uma mattiz ¥l
mxn correspondente. As duas correspondéncias sfio inversamente relacionadlas; dado A, [Ta}= A, e dado T,
lipy=T.

Considere R = Ty, § = Ty e T'= T¢. Entio, pelo Teorema 3,

A(BC) = (AB)C se, ¢ somente s¢, Ro(§oT)=(ReS)T

Provaremos agora a igualdade das transformagoes. Considere 3 no dominio de T (e por 1850 no

we>  dominio de Re(Se The(Re $)e T — por qué?). Para provar que R (S¢ T) = (R S)e T, & suliciente
mostrar que essas transformagbes t&m o mesmo efeito em x. Aplicando-se repetidas vezes a
definiciio de compostas, temos

(Ro (S o T = RS > T)x))
- R(S(T(0)))
(Ro $YT(x)) = (R° 8) > 7))

H

[

==5>  como desejado. (Verifique cuidadosamente como a delinicio de compostas foi utilizada quatro Ve7es.)

Esta seqlio serviu como introdugdo s transformaghes lineares. No Capitulo 6, daremos uma othada mais
detalhada e mais geral nessas transformagoes. Os exercicios a seguir contém algumas exploragoes adicionais
desse importante conceilo.

& EXERCICIOS 3.6 ¢
1. Seja Ty: B2 —> ¥ a transformagio por meio de matriz cor- P - _ .y
| 3. '1‘{ ] = { y] 4. T{' } =1 x+2y
tespondente a A = 3 41‘ Ache T4u) e Talv) em que Y X ¥ ¥ 3y — dy
1 3 X ' _ X X+
w= eyl ol 5,7l y| - {2", -yt g } 6. Thyl=1y+z
"n -{_ y - SZ Z “' -!— y

2. Seja T,¢ B — B a transformagio por meio de mattiz

4 0 -1 P .
correspondente a A = { b« 3]_ Ache Tam) € Nos Exercicios de 7 a 10, dé um contra-exemplo para

-2 1 mosirar que a transformagio dada ndo & linear.
1 S0 - )
Tavhemquen = | -1 e v=| 3| 7. 7-{“'] . l‘r’} 3 [1‘-1 . [5—" 51
5 i y & Ty vl
Nos Exercicios de 3 « 6, prove que a transformagiio deda é . o " S
tinear, usando a definicdo (on a Observagiio) que apurece v, [];‘)’1 Lf J 10, ] yJ = L _1]

depois do Fxemplo 1.
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Nos Foxercicios e 1 a H, encontre a matriz candtiica da
transformacio linear no exercicio dado.

11, Exeveicio 3 12, Exercicio 4
13, Exerelcio § 14. Exercicio 6

Nos Exercicios de 15 a 18, mostre que a transformacio
dada de R em B2 & linear, mostrando que ele é wna trans-
Jormacdo por meio de matriz,

L5. Fretlete uny vetor e torno do eixo v,

16. R faz a rotagio de 45° no sentido anti-hordrio em
torno da origem de um vetor,

U7, D estende wm vetor por um fator de 2 na componente
X ¢ por um fator de 3 na componente y.

18. P projeta wm vetor na reta y = x.

19, Os trés tipos de matrizes elementares produzem cinco
tipos de matrizes 2X2 com uma das seguintes formas:

[k 0}0 1 o
i‘() %o &

[U 1'}
o)
bk 10
[(} 1}0“ [k |]
Descreva geometricamente o eleito da transformagiio por
meio de matriz de R? em [{? que corresponde a cada uma

dessas matrizes elementares. Faga desenhos para ilustrar
SUAS Iespostas.

Nos Exercicios de 20 a 25, encontre as matrizes candmieas
. - - 3 v
das transformacdes lineares dadas de B em 1@,

20, Rotagda de 120° no sentido anti-hordrio em toruo da
origen.

21, Rotagiio de 30" no sentido hordric em torno da origem.
22, Projegiio sobre a reta y = 2y,

23. Projecdio sobre a reta y = .

24, Reflexdio em torno da reta y = x.

25, Reflexfio em torno da reta y =,

20, Sejam € uma reta que passa pela origem em R2, P, o
transformagiio linear que projeta um vetor sobre £ ¢ Iy a
transtormagiio que reflete um vetor em temeo de €.

(@) Desenhe diagramas para mostrar que £ ¢ lincar,

(b) A Figura 11 sugere um modo de achar a matriz de #,
usando o fato de que as diagonais de wn paralelogramo se in-

tercepiam no pomnto médio. Prove que F(x) = 2P:(X) - X € use
esse resullado para mostrar que » matriz candnica de Feé

[ﬁ~£

2(3](!‘2 }
2,

—d &

d? v d3

. ) d
fem que o vetor diretor de £ é d = { [' ])
25

{¢) Se ¢ Angule entre € ¢ 0 semi-cixo positivo x & €, mostre

P

que a matriz de Fr é

{cos 20

sen 2()}

sen 20 —cos 26

e
Figura |1

Nos Exercicios 27 ¢ 28, aplique as partes (b) ou (¢) do Exercicio
20 para encontiar & matriz candnicea da transforniagiio.

27. Rellexdo em torno da reta y = 2x,
28. Reflexiio em torno da reta y = iy

29, Veritique a formula para S » 7' no Exempie 6, fazendo
diretamente a substitui¢io sugerida.

Nos Exercicios de 30 a 35, verifique o Teorema 3 achando
a matriz de §© T por (a) substituicdo direta e (b) multipli-
cacdo pela matriz [SI[T].

S REHREARES
.42 Ay by Y2 Y

3L ?.J.-"s:! . [ X+ 2% }‘S{)’t} - {}’1 + 3)’2]
Xs ~3x + x 2 A




< lse

stre

- ¥ k3w
] X2 4 ¥
32. 1 . )} [ .\:]j| v, g ¥a
} ¥y Ma
M e ] o . . ) .
i} F v b Xy G gPI i ’4.1’1 - 3}’2}
. X = [ B
3 : RATI S Y =y oty
IREN
‘.t - r B r o ] ]
) 1 X 4 Z.Vg I Wi ¥a
M = 8 = vty
L2xy Xy ¥
ER E CH T
x| X b ¥ Y ¥l
A A R I O S A I D Al &
L X3 LSRN S ¢ ¥y Sl A e AN

Nos Exercicios de 360 a 39, encontre o matriz candnica da
transformaciio composta de R* em R2.

36. Rotagiio de 607 no sentido anti-hordrio em torno da
origent, seguida por uma reflexdio em torno da yeta y = &,

37. Reflexdo em torno do ¢ixo y, seguida por uma rotagio
de 30° no sentido hordrio em torno da origem.

38. Rotagdo de 45° no sentido hordrio ¢m torno da origem,
seguida por uma projecio sobre o eixo y ¢ depois por uma
rotacio de 45° no sentido hordrio em torno da origem,

39, Reflexiio em torno da reta y = x, seguidda por uma ro-
tacdo de 30° no sentido anti-hordrio em tormo da erigem e
depois por uma reflexfio em torno da reta y = —x.

Nos Exercicios de 40 a 43, use matrizes para provar is afir-
- - v
macdes sobre ansformacoes de R em R

40, Se Rp denota uma rotagio (em torno da origem} de
um dngulo 4 entdo Ry o Ry = R ip

41, Se 4 ¢é o dngulo entre as retas £ ¢ (que passam pela
origem), entio £, o Fy = R .oy (Veja o Exercicio 20.)

42. (a) Se P ¢ uma projegiio, entiio Pe P = P,

{b) A matriz dc uma projegio nunca pode ser invertivel.

3.7 Aplicacoes

Cadeias de Markov

3.7 Aplicacdes

201

43 Se €, m ¢ n slio trés retas que passam pela origem, en-
tio F, = F,, ° Fy € também uma reflexio em wma reta que
passya pela origem,

44, Seja T uma transformagfo linear de 1 em 82 (ou de
B} em ). Prove que T leva uma reta ou em outra reta ou
em um ponto. (Sugestdo: use a cquagio vetorial de uma
reta,)

45, Seja T wima transformagio linear de (8 em 82 (ou de
' em RY. Prove que 7 leva retas paralelas ou em retas
paralelas ou em uma reta tinica, ou et um par de pontos
ou um pouto dnico,

Nox Exercicios de 46 a 51, considere ABCD como wm qua-
drado cont vértices (<1, 1) (1, 1} (1, -1 e{~1, =1} Use os re-
sultados dos Exercicios 44 e 45 para encontrar e desenhar o
imagem de ABCD sob a transformacio dada.

46, T do Exercicio 3

47. D do Exercicio 17

48. P do Exercicio |18

49. A projegio do Exercicio 22

50. T do Exercicio 31

51. A transformacio no Exercicio 37

52, Prove que Pley) = ¢P(¥) para todo escalar ¢ [Exemplo
5(b)].

53, Prove que T [ — 7 ¢ uma transformagio lincar se,
¢ somenie sc,

Tlewvp+ vy = T{w) + 21{vy)

para todos vy, v2 em I ¢ escalares ¢, ¢

54, Prove que {como observado no inicio desta segio) a
imagem de uma transformagio lincar T B — B & 0 es-
pago coluna de sua matriz{T'].

55 5¢ A ¢ uma matriz invertivel 2X2, o que o Teorema
Fundamental {Teorema 9 da Segiio 3.5) afirma sobre a trans-
formaciio linear correspondente 74?2 {Veja o Exercicio 19.)

+ ma equipe de pesquisa de mercado estd conduzindo um fevantamento para determinar a preferéocia
das pessoas em relagio a pastas de dentes. A amostra consiste em 200 pessoas; cada uma experimenta
duas marcas durante varios meses. Baseada nas respostas do levantamento, a equipe de pesquisa com-

pila a seguinte estatistica sobre as prefer@ncias quanto a pastas de dentes:




