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a6 CARITLILEY 2 Sisternas de Faragdes Lineores

2.4 Conjuntos Geradores ¢ Depend@ncia Linesy

O semunlo dos teds enminhios em nossas Clrés viay” do cstudo de sistemay de cquaghes lineares & voltade
pura as combinagies Bocares duovelores, Vimes gue podemos ehearar & cesolugdo de um sistenn de
cuagies Hneres como amn Lestilo sobie possilicade di expressar g velor como conmdnnagao linear
e cnitrog vetores dados. Vames explorar essa 1déia ent mais detalhes nesta segio. o coudbue a algung con-
ceitos mllite iuporlantes, gue serdo encontrados regetidamenle on capittios posterionss.

Conjuntos Ceradores

Podemes aporn responder facihvente 3 guestiio [evintda na Segao 1:2: quando um daco vetor @ combinagio
linesar eler outeos veloves dadoys?

hE 11 -1]
EXEMPLO ¢ () O vetor | 2 | ¢ uma combinagio lingar dos vetores gl BE
3 ) -2,
R Tt -1
(1) €2 wetor | 3 | ¢ umi combinagao linear dos vetares | ) b e WL
4 3l -

SOLUCAD: (&) Chuereamos encontray excalares v ey tais que

[l 1Y [
RN Y I I I
l.' 1 )

A

- . L

Dcsenvelvendo, oblemns o sistenta

- v=i
3o 2z
T - 3y 3
cujie malriz complete &
fEo-1 |
0 L]
33

(CHbaervis que as cobunas dhis matriz completa sao Justisncnte of veiores dades; repare na ovdem Jdos vetores —
e praticadar, qual vetor & o velor constante.)’ ’
A forma gsealoneda reduidta dessa matriz &
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44 Lonjuntos Geradores ¢ Depondéngia f s a7

- Voriliene case fatody Assim, a soducio & r = 3, v 2, e o comidnagio Ineor correspandente ¢
g L . 1 e

I =1 1
=2 1 ;
A -3 3

(b} Litilizando nossa observagao feita no item (), obtewtos um sistema fincar cujs matviz complets ¢

1 2]
i 1|23

i
i 43
gle s redug o
{t r]| a
oL 3
i
oo 2.
- fy
revelando gque o sistwems ndo em soligio. Assim, neste caso, | 3] odo & wnn combinagiio finear de fg | @
L L3

1
]
A

(3 problema de verificar se um conjunte ¢ gerador estd intimamente relscionado com o problema da
existéncia de solugho de sistemas lincares. Veja novamente o Hxenyplo 1. Nele, vimes gue um sistema com
mastriz complets [A | B dem solugio exatwmente guando b £ uma combinagio linear das colunus de A, Bxse &
unt fato peral, resumicdo no proxiime leorenta.

£ TEOREMA |

Llm sistema de eqguiedes lincares com matriz completa 14 § b} d possivel se, o somente se, b for
U combinaciio ingar das cobanas de A,

Vamos revisitar o Hxemplo 4 da Secdo 2.2, interpretando-o & luz do Teorema b

fay (3 sistema

beetee witka Gendcar srdugao v = 2, v - [0 Assii,
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i) CAPITLIGY 2 Sisbertog de Equagdes Lineares

" W L
T A A
5 5 5
Ab a |
| . 33
/ /

P -] i B B T Lttt SRS g
-2 1= / ? -l (I R
I ; I-[ 13
.'r.l
-] Lo | -7
-3 =R 3
e i) ic)

Figura |

(1) O wistema

Xx- y=32
-2y =4

tent infinias solugdes da forma x = 2+ 1. v+ & Esso significa gue
. L fel] (2
T REY I

. ) AR
para todoy o vabores de ¢ Creommeticamente, of velores | 2 ‘ [ 7J = [
I # e

;] a0 todos paralelos, por isso wodos estio
afinhados 2o longe da mesma reta que passa pelic origem jveja a Figura 1{tl,
(0] (3 sistens

A - r= 1

Xy 3

nio tem solugies, o poriimta, ndo existem valotes ¢ o ¥ que satisfzem
il f-1t 1
.'l'[ R | ==
; Ll 3

- L " P

D sio paralelos, mas L nie estd abnhado ao longo da mesnuy reta que passa pels
, i

d =

H
Miesse caso, [1 el

i

origem ¢ sobre a quat su alinham os vulros vetores [veja a Figura 1{e]]

Estaremos froglientemente inlercssados na colegiio de fodus as combinagoes linedres de um Jade con-
ikttt ¢fe vetores,
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24 Comjuntos Geradores o Dependfneia Lyear 3

Definigiao Su b = {vy vn ... ¥, 1€ wm conjunta e vetores em 52 o conjunio de wdas i EHOLIE
pagies lincares te vy, vaoo vy ¢ chamado confunto gerado porv. vy, ¥io ¢ & denotudo por
ger(¥ i va, o v on peS) Se ger(S) = 1878 ¢ chamado de confunes gerador de 37

- T2
EXEMPLO 2 Mostre que B- = ,f:_,ct'( ’:-| [;] )
pemde ser eseribo como una eoandinacio linear de
B

. ] e
SOLUCAD: Precisaimios mosdrar e iy velor aebitrdrio |
[

‘* 2

] . I il f .
: J @ L‘L PrEcisaios, porlanlo, moster que 4 ciuagiio .rl : ] o J " [; pode sempre ser resolvida

! 3
para x ¢ ¥ (om termoes de g e B independentemente dos vakores de o e b,

2

4

A matriz completa ¢ [ - a redagio por inhas produs

& |

——\
- —
- &
—_

weat> il modo gue fica claro que o sistema tem unea (Anica) solugiio. (Por qué? Se continuanmos, obteremos

LS SO e B

e 20070 0

(b - 3ay7
(ot + 20075

A

de vaade veremes que x = 3o - B ey ={o v 26W7. Assim, para sealgoer eseolha de 2 ¢ b, teremos

(""“?f’){ﬂ ' (”f”’)m [EJ

wegr (Verifique isso.)

Observagion [ verdade também que 1B = gur(;’ _

EEAT [
[ ) Se, dado ';

Lir

J, pudermos enconivar ¢y

, Poa ; t - . . [ 2 [t [5' (o
tals que x; -l -+ y[ 3 hl, erdie nds fambdm ferentos Xl | Ay : 1 1} {

l_ Pe fato, quabguer con-

junte di vetores gue cestenfs 1 conjunto gerador de B* serd rambém wm comjunto gerador de T (veja o
Exereicio 20).

() pracime exemplo & um case importante (¢ (Gedl) de om conjunto perador. Encontraremos versoes dele
ey vezes.

—-

.
EXEMPLO 3 Sefum ey, £2 ¢ €3 08 velores unitavios candmicos em B Barg qualguer vetor "w [2Imos

B

-

I 1 '] fn I
I B VIR ST G B I B P S T
Lz lof Lo |
Portantn, R* = gerfe), e, e3 ).
Vocl nio deverd ter difteuldade para verificar que. i geral, 87 = perle), ¢, .0, e, ) »



90 CARNULG? Sistemes de Equacdes Linearos

Cuando o conjuntae gerado POE R conjunto de vedores i B9 nio for todo o B serd ravosivel precirar
ror vma descrigio do conjunto gerado.

REEL
EXEMPLO 4 Encontre o conpimlo serade por e I (Vein o Excoplo 1)
(2] | -3

SC!LUQZE\D: Racioaeinamnedo o Pkt de vista peométrice, podemaos ver gue o conjunio de todas as combinagaes
RS i i

linesres de [0 | o || € justamente o plano gue passa peli oripem e em [y | ¢ b | come vetorey dirclores
Ai -3, 3. 3

el

Py B ;
(Figura 25 A equacio vetoraf desse plang & | | = 8|0 ] + rl 1|, & essa & apenas v oulea nwncita de dizer

e FER e
que | p | ¢ gerndopoy | ||
_Id EJF I R I
Suponha gue queiramoy obter 1 eguagac gerad desse plaoc HE viriag waneiras, Ui & wsar o Fato de
UE @ CqUAGE ax o+ By e e s dove ey satisfeita pelos pontes (6.0, 3 e (-4, 1, =3) determinados pelos ve-
tores diretores, A substituigiio nos leva a um sistema de cquagtes em a, b e o, {Weja o Exercicio 17.)
Uma outre maneiva ¢ wsar o sistema de equagdes originado pela cquagio vetorial:

b f=3
£y
Y e

Flgura 2 Daols vorores nda paralelos peram W lan

Se redidirmos o mately completa, olterenos

| H 1] R I B T
0 oy SR NE f v
i -3z At e - 3xi
¥ I_!' C -

Sabemos agora que esse sistema & possivel. jd que v | € o conjunto gerado por o | ¢ 1-], Assint, devenoy

iz LE {3

ter 2 - dv = Oou 3y - 2 = 0, ma [orma mais wsual), fornecendo-nos a eguagio freral gug procusames.

ot e et i i g e

T S Wy v

R B e

et A e

Pt

e o s o T e A T I



24 Lonjuntos Geraifores © Dependéncia Linpg a4
Dependéncia Linear
e e e
Mo exenphe Lovimos que 3000 P 2] L= [ 2 [ Vanos alreiar cssy equagio para 3k 2y < w0 vietor w
3 -1 3

sgepende™ de w e de v por ser uss combinagio linear deles. Dizemos que um conjunta de vetores ¢ Huegr-
mrende deprereelente seoum dos veloves i comjunto pode sor escrilo comg combinagio Huear dos demads, Noe
gLic Lambém temes o= -~ Py lwe v s - fuck D Par contormr @ questilo de descobrir gquasd dos vetores ¢
expresso e lermos dos restantes, a definigho formal ¢ eolocada da segninte maseira:

Defirigio Um conjunte de velores v, v, ..., v & fincanmente dependee Quabdo existem es.
cidares oy, ca oL O pefer FRests I elos gpeils eniler fiede L que
LA I A SR L S it
Ll conjunte de vetores pio Bncarmente dependente ¢ chumado finearmente independeirte,
Ohservacies; o Ma definigho de depepd@neia lincar, o requisite de que pelo menos um dos escalares ¢y,
Ca vev. Cp SEi ndio nulo abre a possibilidade de algwm ser zero, No oexemplo gue

deabamos de ver, v, v e wsdo linearmente dependentes, Ji gue 3o+ 2y - w =8, ¢, de T,
ferekers os exeniares sio ndo nulos. Por outre lado.

2 e 4 T
R
[(,] |-_3J i_l_‘ ‘,ﬂl

2] 7! 41 . .. _ .. .
tooge, all s c | sAa0 lincwrmente dependentes, ji que pelo menos um (de falo, dois)
Lk i

dos trés esealares 1, -2 ¢ 0 ¢ pdo nulo. (Note gue a dependéncia verdadeira vent simples-
menle do [ de o primeire velor ser midltiplo do segundo) (Veja o Exercicio 44.)

o Como v, 1+ 0wy + - (b o O pava greaisguer wolores ¥, vy, ., ¥, a depend@ncia lincar elix
esseneialmente que o vetor nulo pode ser expresso coma uma combinagiio licear sade
triviad de v, Vo, ... . ¥ Portanto, independéneis Hncar signilica que o vetor milo pode
SET CXPessO como nma combinacdo Baear de vy, v, ..o, ¥y apentas di maneits trivind:
Y]+ ea¥e b vy = Bsomenie se oy = Qe =00 ey =

A telagio entre a nogdo intuitiva de dependiacin ¢ o definigio lormal ¢ dada no praxime teorema.
Felizmente, ps duas nocies sio eguivatenios!

4 TEQREMA 2

Valures ¥, Va, oo, ¥y, 01 5 she linearments dependentes 5o, ¢ somente s, pela menos gm clews
volores pedir ser cserito como wms combinagiin Hrear dos demais,

DEMDNSTRA@:E.D: Se um dos vetores - digames, ¥) — for uma combinagdo lincar elos demeais, enliio exis.
Lem cscalares oo, ..., Oy Lais QUG ¥y o= ¥ ek Y Rualrrmljund:}, olabernds ¥ - Cavr — - - Coq¥or = Tk 0
gue implica gue v, va. ..., ¥, 500 linearmenie dependentes. pois pelo menos um dos escalares (a saber, o coe-
ficiente 1 de v) € ndo nulo, .

Reciprocaments, suponla gque ¥, v, .. .. v, sejam linearmenie dependenics. I“:!‘.Iiﬂtz ::?ilﬂtﬂt“ cscillares o),
En -+ s B NEO LORON WLERGS, LIS GUE €¥] + E3¥g 4 - o T = (1 Suponba que &y # 1. Entaex

V) -V - o Cor¥im

-—-h‘——“—‘l




92 CAPITIMGZ  Sistemeas de Equogdas Lingares

¢ podemos multiplicar ambos os lados da equagio por Vo para ok ¥ coma untl comiinagdo linear dos
OLELYOR veloTes:
T
SR (R A
|

Notu: Pode parecer qoe estamos {rapaceandn am pouco ressé demonstragio. Adinal de contay, nao sabe-
mos a0 cerle se vy & vma combinsgiio Baear dos ouitos YOS, nem s o § 0io nule, Enlreimie, o argu-
mertba & andlopo pard alguny outto vetor v; Ol parg um cscalar ¢ Podemos, alfernativismente, apends
renomenr os indices de mods gue eles funciogem comoe aa demonstracio, B ums SHcio como essis, um
matenuitico pode comegar dicemdo “Sem perda da gcnm‘n]idudu, podemos ussamir gue ¥ & uma combinagin
linear dos ooiros vebores™, o enlio conbinear como scabamos de ver,

EXEMPLO 5 Qualguer conjunlo de votores que conlenha o vetor nuto € linearmente dependente. Se 0, ¥;,
¥ 25l em 129, podemos encontrar uma combinagio linear ndo triviad da forms cpyp - oovz 4L EY

=0cotpudo ey =Te e == 0 s, =10

EXEMPLO & [etermine se 08 sepuinles conjuntos de vetores sio linearmente independentes:

T Fepie] |
() H } (b) { | jr]elo
4 2 =
] . Livf [4 L.
[ 0] f-r RS
@ (-1 rlei o] D |af] 1]eis
ol L-1] L 1 ol L-1] iz

SOLUCAQ: Ao responder a qualquer questio desse tipo, uma boa iddia & ver se vood pode delerminar por
nspegio se um dos vetores ¢ wma cominugio linear dos outrns. Com um pouco de observagio, ¢ possivel
coonomizar muitas conlfas!
fu) O tindeo modo de deis velores serom linearmente dependentes ¢ quando v € mudltiplo do oetre.
e (o gud?) O vetores dados obvigmente ndio sdo miltiplos, logo. 530 lingarmente imdependentes,

b} Mo hid uma relagio de depend@neta dlvia neste caso, por isso, lentamos encontear csealares o). v, o
tals que

A oo A S0 O T = e e L e s T -
e E e e s e s R e e T T S

I 0 [l 'H'l
1 [ | |- &2 ] t l::':{t (’ = {J E
E 0 l fr] o |od
O sistema binear corresponcdente &
L £y 0N
L =i

A ey = 1§]

o0 matriz compteda &

Loo1 o3
ll | n§n
oL L

Movamente, fazemos a observaciio fredamental de que as colunas dos coeflcientes da matviz ko exptamecie
o velores em guestao!
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24 Canpstos Geradures & Dependgocia Lo o

A Torma cseabonadie reduzida é

RIS
POl i
i rin

i {vcrifiqucj, leagrer, ey wx 0, e O, e = 0 Pootanto, os veloves dados sfio lincarmenle Independentes,

fo) Uten peguend eeflesio revela gque

P B N | ff:
- b BE 1 .} fH] = 7 [}
f -1l L1 o

el £, poTtanta, o s vetores sdo lincannenle dependentes. [Monte i sistema lineae como ng
parte (b} para verificar jsso algebricamente. |

(el) Novamente, observamos que ndo d dependénela dbvis, Logo, passomos imediatamente 3 reducio
a um sistoma lincar homogénes cuja madriz completa tom como colunas o8 vetores dados:

1L 1, I A O A
R L Lo =1 2 oo |0k 2|0
0ol Rk ino-F 20 0o ol
Ses chamarmaos os escalares de o, or & oy, fE210M0S
) - 3'!:’.3_1 =z ]
Cr o 2&-'_1 = ]

tle onde viemos que o sistema {em infinitas solugdes, Em particulat, deverd existit anta solucio nio nuha o,
portanto, o8 velores dados sdo linearmente dependentes,

S continuarmes, poderemos descrever essas solmgdes exatamente: ¢ = - 3ey e ¢p = 205 Logo, pars qualquer
valor ndo oulo de ¢, temos @ relagdo de dependéneia inear

i [ | it
cAe ] oF Bl V| by d ] = | )
] -1 2. i

e (Mais uma veu, verifique gue isse st correlo.}

Hestmimos esse procedimento de verificagio de depend@neia bincar oo teorema a sepuin

4 TEOREMA 3
Sejam vy va, oo, v vetores (coluna) em B e A o omatriz o WiV Yoo Yl quie dem esses ve-
wores come sikas colenas, Bntio, vyova o v,, serio linsarments dependentes se. e somente se,

1 : 3 ; - [T P i T -
o sistema linewr homogénea cuja matriz completa for (A | 0 tver uma solugio ndo trivipd,




94 CARITULLG 2 Sistenigs de Equapdes Ueedres

DEMOMSTRACAD: O velores ¥, ¥a, ... ¥, serilo lingarnenie dependentes se. ¢ somente se, existivem es-
CATAEGS €], €1, 000 O EI0 10005 1RI0S, TS GRac o %y - €a¥e bk G ¥y = 0, Pedo Teorema L, dsso & couivatente a

.r e

. . Fen | e . . . ;
dizer que o vietor ndo nulo € | é uma solugho do sistemae cuja malri: edmpleta © [¥y va-- ¥y | & |

1
-
|'I'-I

L,

EXEMPLO 7 O veltores unilivios cantinicos oy, By, € ©3 sdo lincarnente independenles cm 12, {rols O §is-
tema cuja mabviz complheta ¢ fey e a5 0] 4 ostd na forma esealonada redurida, porkasio,

1o ool
1 un
UV B Y

claramcnte admite apenas a solugdo (rivial, o geral, vemos gle ¢, G, ... Gy serd linearmoente indepen-
tlente cm 3T o

A reabbzagdo de operagies elementares com linhis ene tima matriz consird] combinacdes lineares day linhas.
Podemos usir csse Fto para trazer mmais am modo de testar o dependBncia lincar de velores.

EXEMPLO B Considero os trés velores o Exemplo 6(d) como vetores-firnfu:
[12.0L[E 1, =1je [l 4,2

Constraines tma mattiz tendo csses vetores como suas linhes o passamos so escalonamento, Cada vez
gue uni linka muda, denotamas a nova linha adicionaudo um apostrofo;

-3 - a .J “E
.fl - tt I % l 7 (t [T AN | - il
AT I AR | e LS B
a4z HtE |_::u 2 al b

[isso, vemes yue

PR RPPR AN, § RS SRR 0 WR T S 0 IS TR o ¥ AR S
on, et termos dos vetores originais,

SRR E 20T, 1]k [k 2 e [T
[Mere gue essa ahordagem corresponde o LOIMAET ¢a = | aw sobighio do Exemplo gi¢l).]

As linhas de mma matri, portanto, serio linearmente depencdentes se operagies clementares com linhay
poderermn ser wsaday pais Criar Lmad linha nula. Resumimos essa descoberta da sepuinte nymeiva:

£ TEOREMA 4

Sepm vy, va, ..., ¥y, vetores by em 3% oA a matriz m 2|0 L QUE RO CESeS velares conto

sttas linkas, FIntdo, vy, ¥ - .. ¥ Serdo inearmente dependenies se, ¢ somente se. postolA) < a1,




A4 Comuntos Gerndorss o Dvhendnein Lhpear 95

DEMDNSTM(;-E’QZ Adsin que ¥, ¥, oo Y sepin incarmente dependentes. Fotdo, pelo Teovema 7 o
Secdo 2.3 polo menes i dos vetores pode ser eserio como comlanagio linear dos denis, Se NECessario,
reindexanmes ox velotes de modo gRe possamos BReTever vy, = Oyl G b E S Y . B, as vpe-
riglies elemenlaves com as lnlws, L - o)Ly, Ly - ooloy oo £y oy Ly o oaplicadas & iz A, crbariio
ara finba noda oo linle m. Logo, poste{A < m.

Reciprocamente, assting que postalA) < s Existe endfio wna segiléncia de operagies cont finhas que irg
criie ey Binda oulas Eim arpamento de substitwigdo sieessiva, omtlopo jo usade go Exemplo B pode ser
asado pava mstsar que 0E uma combinagio Bnear ufie tovvial de vy, vy, L0 v, ASSine, ¥1.0 ¥a, o, ¥y, 880 8-
ncaenente dependentes. &

P algumag steesgdes, podemns deduziy sem neshinn tesbatho que am conjonde de vetores ¢ broar-
tente dependente, Essy sitnagiio ocorre, por exemplo, guatdoe o volor nule pertence ao conjunie (como oo
Exemple 31 Outro exenne & goandeo ba “vetores demais”™ para serom independentes. €0 weorenta & seguir
restime esse caso, (Weremaos unut veesiio mais agugada desse resultade no Capituto 6.)

& TEOREMA 5§

Chisbgquet conjunbo de e veteres oon 8 6 lacarmente dependente se pe = n.

DEMONSTRACAC: Sejatn ¥y, v, ..., ¥, vetores (coluna) em 87 e A « oalele n 20 v, v, oo v Com esses
vetores como swas colunas, Pele Teovema 3, vy, va, oL, v S0 Hncarmaente dependentes se. ¢ somenle se, 0
sistery linear homopéneo de matriz completa (A | 8] tGver solucio nfo trivial. Mas, de acordo com o Teorema
3 da Secio 2.3, csse serd scorpre o easo scosl Biver mais colunas de quee linhas; & esse o caso agul, §3 gque o
afmero de cobunas peé mator que o oimero de linhas »,

S -2 I Y : , .
EXEMPLQ 9 D vetores | 5 i { 1J i [] ] sio linearmente dependentes, pois nfio pode haver mais do gooe deds

. - a2 . -
vetores linearmente independentes em 32 (Nole que, sequisermes eucontrar 4 refagiio de de-
pendincia enlre exses r8s vetores, deveros resobver o sistema lincar homogéneo cuja matriz

il chos coeficientes tem os vetores dados como colunas. Faga issol)

& EXERCICIOS 2.4 @

New Frerefvias de § a6 deternning ge o veper v & i co- BB it i 0 I

hinugdo Tiewr dos derraiy vetares. 5 v [2hom = 3 T B TP R
i L 3 Lo l |

o e [ [

R T T LU =
|2 1 | - -] . . - - s -
. . £ oa2 1,0 3 -2

Ao : I = [ ” u; - {_-2] hoov e T R e E W e A2
L 2 ] b dH ~fed 1413
1 E e

v |2 Pl

X v |2 - m I, - E [ Moaw fovereloias 7o 8 determiine s oo oveior b Porteitee e
L34 R il crmtftire greredlt prelas cofneres o peerteis A
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CARTLILG 2

Sisteenas de Soagdes Lindores

T o203 !'u]'1
B, A= |4 5 6| h=7Fl
78 9 |12
, RN
&, Mostre gque B - gﬂr( L b )
. o3| o
L diostre guoe T8 = ‘_’l.:l'( Al
INEEREEE
£l Mastre que 1Y = weef [ I[.]1 ‘
LU L] L,
_l.l AR
12, Mostre gue B - ger| (2 2 yLi ot
v il owd g

Mo Exercicion de L3 [8, desceera o einfennio severde pefos
vetarey divdfis (o) geametricednente ¢ () algeheiciiienls.

_ AR ] [3
- [1J 2] e lt:J".-ﬂ!
['l' [ 3 ERREIERE: ¥
15 ;200 2 w | ol | 1[] -1
ol |- | -1 UJ .

17. A cytiagie yeral do plioo e conén os porlos (1, 0,3,
(=1, 1, =3 e a origem & Ju forma wx - by ez =80 Ache o,
free

L&, Provve qle o v 2w oestdio Lodos e gerlin, v, wh
19. Prove que w, v, & w ostiin touos s gl u & v ey e w),

20, (20 Prove qui, se o, W, ..o, Wy S vetores de 1Y 8 <
S TORE R 114 R v TR || PR
ger(S) ¢ per 1) (Supestdo: refraseic esta questiio e ter-
mos de combinagdes lingares.)

Ug, Bppg, -0 -« Wb, w11

(b} Dedazs gue, se 137 = per®), entdo #7 = per{ T} cunbéim,

2L () Supanha que o velor w sejs umiceanbinacie locar
eless vebares iy, .., W, & dque cadi g se lmi conIthnegio
binear dos velores vy, .., Y Prove gue o & umi combi-
sagiioe Heewr de va, oo, ¥ @, pOIIATHY, ST P ugl o

ﬁ‘.ﬂl'l:'*']. I )

1) Noy parte (o), suponrha tambdm que cada v seji ol
magiio Jinear de up, L, e Prove gue gerfe, o WG s
BENY L e Yk

() s o pesultade da parte (b) pary provar gue
IENERERE
= et [f0] L J, 1 ‘
ol Lol L1

[Supestio: sabomas que = were), e el

i3

Eiser oo iidteaeder el Mxemaplo 6 i o Teaegana 3 pone deterininar

s o conthiatos de velires nos Exerefciox e X3 3 o

finearmente indepenidentes. Se, pare slgrim deles, @ resposta

patder ser determitivda pov Dispregio (St 4, sem EHNAL),

i por gué. Pase 05 conpintos frevrments doprendeites,

enconire unie relagio de dependinetea vitee 08 velores,

ST
A4

2] '31 [ 1
24, |24, | 14| -5
_|] 2] 2
2 [ 4’ [J'
. 3|l foit
LTl s s,
1Y A
g L 2
4. 2 e b
L 1] L+,
V-] 7
1 ;
20, Ll .l
L ool L ot} L
0l o [ﬂl
_ i 0 3
. i 2|13
BEAREREE
~F 5 3 1
31, .
1 L 3
-1 | --+] Lt

IR I
b NN I A R
g la 2
o [y [y
2w UL
2] e3 ] 0L
73l (e Jol
a7 0
EIREERRIN

New Exercicios de 32 a0 4F, determing se oz confuittor e ve-

pares e evercioii dledn sifo fipearsnente lindependentes,

crarverfenda a8 vednres em veteres-linfl @ esnnede o Hid-

virefer der Foxemgdo 8 ¢ o Teareart £ Pare os cofiertos §-

nearamiite deperdentes, ooty e refapio de depen-

AR SHIE O VEIOFES,

32, RExerofein 72
34, Bxercicio 24
36 Bxercicio 26
M, Lixercicio 28

G0, Fxercicio M

33, Exercicio 23
35, Exercicin 25
3T Lnercivio 27
3. Eaxercion 29

44, Excreicio 3
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2.5 Aphzacdas wr

2 () Qual serd o posto Se L MBI A X S SUas eolu-  meate independenies? Tustilogue sun cespostu
ni, Vistas come vetorss om BY lorem Bnearmente inde- g, Prove que dois vetores sio lineormente e ndens
WOt chilendes se
poendentes? Expligue. & dannante se, wn deles B mdltiple do outes, (S

) Oual serd o posto de wma amalvis naor se swas Tinbias, comsiclere separaeli Pl o LR S UG O gy vetores & 0

vistas oo welores cm 189 forem Sinearmwnte indepen- A5, PR o elernondst ragio vetor il pord o Teoremg, 5.
. 't i . - . . .
dumges? Espligie. A, Lrernomstve o oo swhocnianta de wm conjuate len-
&4 (1) Se o8 yetares u, ¥ o w forem lincirmenie indepen- merle independents & Hneacmente independenle.
wrtteres w1 ¢ A ™ . v v . & - | 7 i
entes, SOTFD 08 VEIORLS Wk v ¥ bW e a kW ambam gy Supuntie gue 8 = v, oo, ¥, ¥ oSl um conjunio de

lineavmente indepeodentes? Fustifigus sua resposla, vetares em abpum 139 ¢ gue v scja uma combinagiio linear

) Se ws vetores o, v o w torem linesrmente Indepen- e vy, vi, S 8= v oo, v ouestee e el -
Jdentes, Serio o8 VEIOres 1- ¥, ¥ — W ot - w Runliém [facpr- gerfs") [ Segexfol o Eercicio 21(b) & eitil agpei.)

2.5 Aplicagoes

Mz uma guactidade muito pronde de aplicagdes de sistemas de cquagbes lineares pata (e se possi Lo
justica a elos em wma tnica segilo. Esto secho introduzind algumas poucas aphicagOes, com o objetive de ilus-
trar diversas sitiacies cm gue chas surgent.

Alocacido de Recursos

Uma grande quantidade de aplicagbes dos sistemas de eguagies lincares envolve @ alocagio de recursos -
facdos sujeitos a wm conjinte de restrigics,

EXEMPLO | Eim hidlogo colocnn trés espécies do bactéria (denotadas por L H ¢ [) cw uin tubo de ersie,
oncle elas seriio atimentadas por (135 fontes dilerentes de alimentos (AL B e C) A coda diaserio colocadas ne
ulsey dle ensaio 2300 unidades de A, S0 unidades de B e £500 wadades de O Cacda bactéria consome am
corlo mimere de unidades de enda alimento por din, como mestra o Tabela 1. Guantas bactérias de cada vs-
pocte podem coexistin o tuba de ensaio de modo o comsumir odo o altmentoe?

Tabela |

Brctérin da UBactiérin da Uactéria da
Fapecic ] Lsptaedl ] bspécic ITE__
Alinento A L2 2 o _
;;L]inm“m - _ .. .E T ___U T
Alintenen C i A ] . _ o

SOLUCAC: Sejam &y, ¥y € x: 08 nfimetos de bactérins das espécies [ 1T e L8], respectivamente, Come eada
uma des 1, bactéring du espéeic T eousome duns unidades de A por dia, o grupo I consome um katal de 2y
wiidades por dia, Avsogamente, os grepos B e [T consomem um total de 2xs ¢ Ax, unidades do alimento A
dinrimnenie. Como gueremos bsar todis as 2300 unidagles de A, temes o S TH T

vy b 2xg ok dry = 2300




OB  CAPITULE E Sistereas de Egiagdes Loeares

D)a e Eorma, obtemos 55 coligbes covresponsdentes ao eonsume de B e €3
v = A

FORTRT SRRUR S B

Assit, obtemos nm sistema de 1rés equagdes Hoprires e (riis varidveis, A redugio por linTiis cli mastriz coem-
plets iwssoctada ao ststen fornece:

T2 b | 23 l'I o 1m
U I i T B W VO 11
13 b | LEo 0o 1| 350

Portanle, x, « 100, x; = 350 ¢ 1, « 350, (3 bidlogo deve colocar LU bactérias da caploie Te 356 de cuda uma
chas cspéeies 11 e T no tube de ensajo para que oda o alimento sugar punsLmido.

EXEMPLO 2 Repits o Exenplo 1 wsando os dados de consiimn didirier de alimento (unicdades por dia}
mestracdos na Fabeka 2, Assanay desla ver que serio codocados no tibe de crsaie 1300 unidades de A, 3000
unidades de B e 4500 unidades de £ por dii

Tabela 2
Bactéri da Tiagtdrin o Hactérin do
speciel Faptcic || Lo Bspecie HE
Adimienta A A e 1
h]tmum} " . T . | : .
ﬂlinmn.[.” T l. . ___ S - 3

SOLUCAD: Sejam x), x; ¢ ¥y novamente os agmeros de baclérias de cada sypéie. A matriz complela do sis-
tema linear resaltante ¢ a mairiz escalonada veduzida correspondente sio

I I T 1) RO | i
12 3| 3| -— |0 2| ka0
L1353 a0 t

Wemes e, nesle cast, 16mas mais de uma solgdio. As solugies sdo il porr
x| e D
Xl 2..\‘.'_1_ = LA
Fazendo 1, ~ £ obemos x) =g, = L5000 - 27 ¢ x5 = ¢, Hm qualquer problema aplicudn, devemos ser cutda-

dosos para interpretarmos solugies adegquadamente, Certamente, o nimero de lawetérias nflo pode ser napa-
bvo, Assine, £ 2= 0 1300 2 2 00 A dltima desipan klsde implien gue £ 22 T30 temos, portanto. (5 =750,

i €3 niimere Je baclérias deve ser inleiro, lopo, hi exatamente 731 valores e 7 que satsfzem a desiguaidade.
3 Portartto, nossas 751 solucdes sio da Formg

Iy t i |
Ty b e | LAGE- A0 s | 1A R opd -2
i otoor o] o

umit paka cada valor inteivo de ¢ tal gue (== 12 750 [Assing, emborn matematicaments ¢sse sistema lenha in-
{indtas solughos, fivicamrente i e guantidade finita ) :
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Balanceamenio de Equacdes Quimicas

Craaneler L reagin guimica ocoere., certas mokéeutay (os Fedgeattes} s combingm par Foemar novgs Neskdony-
bas {os produtos), Uma equagito qrimica balasceada ¢ uma equacio algébrica gue dd o abmero refative ge
resgentes ¢ produlos na reagio o lem o nesnw odamero de dtomos de cacla teper dos tades csgquerde e direito,
A eguacan & usualmente cserite con ns repgenles i caguerda, os peodietos & direita ¢ wms sels entre oy oy
laclos para mostrar a diveciio da reacdin.

Par exemplo, para o resglio na quak os gases hidrogéngo (Fla} e oxiggnio (Og) se combinam pary formar
dotae [H0Y), unea egquacdo guimica balaneeada ¢

2, ok 0y — b0
indicande gque dias moléenias de hidrogénie se combinam com uma molécula de oxigEnio para formar (duay
molécuias de dgua. Observe gue o equangiio ¢ balanceada, pois ha guatre alomeos de hidrogénio e dois dtomos
de oxigénio em cads Eido, Note gue nunea haverd uma dnics equagio balanceada para uma reagho, (4 gue
todbo mutlliplo inteiro positivo de wma equagiio balancenck sers Laumbém vma eruican Dalanveads, Por exom-
plo, 6F + 30, —— » 60 ¢ também balanceada. Assim, uswalmente procuramos g eellligdo balaneeada
safy SEpfey para uma reagio.

Embora o método de tentativa ¢ erro reglientemente funcione em exemplos siaples, o processo de
bolanceamento de equagbes quimicas na verdade envolve a resolucin de um sistema de egpuacies lincanes
Eomogénco, ¢ por essa razdio podemos usar as 1denicas que desenvolvemos Pary evilay o8 Yehites™

EXEMPLO 3 A combustio de amdnia (NFL) em oxipéniu produz nitrogBnie (Mo} e dpea, Enconire uma
eotuagdo quittice balanceads pare essa reagiio,

SOULLICACK Se denolarmas os ndmeros <le moléeulss de wmédmia, oxigénin, nilreEdnin ¢ dpea por w X, ¥ Gz,
respectivamente, estaremos procurando uma eguagio da forma

Wbl 1 ¥ s P L

Comparande os ndmeras de dlomos de nifrogénio, bidrogénio o oxteénio nos reagentes ¢ nos produtos,
ohiemas 0 sepuinle ststema e equaches:

Mitrogénio: w2y

Fidrogfnie: Jw =2z

Dxipénin: Ire
Reeserever essiy cepugies na forma padyiio ves [ornece i sistema homuogéiee de trés cruagios lneares

em quadro varsiveis. (Repare gque o Teorema 3 da Segiio 2.3 garinte que al sistema terd indinitas solughes
ndo trivis.) Reduzimos a mateiz completa correspondente pelo método di climinaggio de CGavss-Tordan,

w - 2y =4 Moo -2 0ind L0 i
08 AR e T I (R TV B A e A
T S A ¢ Lu A T Rt K IR

Logo, w = 5i, 6 = lz ey = |z, O menor valor positive de 2 que fornecers valores infeiros para todas wy gua-
irey vartiveds & o moenor denominador comim das {racoes iobad - i bor, 6@ — gque forteee w =4, v = 3

& E )
¥=2ez =00 Assin, A cquacio gquimica balancends &

ANHL, + 30, -

5 2N, o+ GHLO



