coes

O mundo estava cheid de equagdes...

Deve haver uma resposta para todas as coisas, se
pelo menos vocg souber como colotdr as questoes.
S iwAnne Tyler

The accidental tourist

Alfred A. Knopf, 1985, p. 235

2.1 Introducao: Trivialidade

A palavra trivial deriva das palavras latinas i (“trés”) e via {“caminho™). Assim, literalmente, uma triviali-
dade se refere a um lugar onde trés caminhos se encontram. Esse ponto de encontro comum d4 origem a um
outro significado, mais comum, para trivial: lugar-comum, ordindrio, insignificante.

Nesta se¢30, comecamos a examinar sistemas de equagdes lineares. O mesmo sistema de equacdes pode
ser visto de trés modos diferentes, mas igualmente importantes — esses serdo nossos trés caminhos, todos
levando 4 mesma soluciio. Vocé precisard acostumar-se com essas trés maneiras de interpretar sistemas de
equacdes lineares para que isso se torne ordindrio (trivial!) para vocé.

O sistema de equagdes que iremos considerar ¢

2vx+ y= 8
x— 3y = -3

Problema 1: Desenhe duas retas representadas por essas equagdes. Qual € o seu ponto de intersecio?

-~

-2

. 2 1 ) .
Problema 2: Considere os vetores u = l:l ev=  Desenhe o sistema de coordenadas determinado por u

e v. (Sugestiio: desenhe, de leve, primeiro o sistema de coordenadas padrao e use-o como ajuda para o de-
senho do novo sistema.)

: 3
Problema 3: No sistema u~v, encontre as coordenadas de w = [ ﬂ].
-3
Problema 4: Uma outra maneira de colocar o Problema 3 é pedir que se determinem as coordenadas x e y
para as quais xu + yv¥ = w. Escreva as duas equagoes is guais essa equacao vetorial ¢ equivalente (uma

equacio para cada componente). O que vocé observa?

Problema 5: Retorne agora &s retas que vocé desenhou no Problema 1. Vamos nos referir a reta de equacio
2x +y = 8 como reta 1, ¢ a reta de equacio x — 3y = ~ 3 como reta 2. Marque 0 ponto (0, 0) em seu gréfico do
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Problema 1 e chame-o de P,. Desenhe um segmento de reta horizontal de P, até encontrar a reta 1 e chame
esse novo ponto de Py Em seguida, desenhe um segmento de reta vertical de P, até encontrar a reta 2 e
chame esse novo pento de Py, Agora, desenhe um segmento de reta horizontal de P, até a reta 1, obtendo o
ponto Ps. Continue desenhando segmentos verticais até encontrar a reta 2, seguidos de segmentos horizon-
tais para a reta 1. O que parece estar acontecendo?

Problema 6: Usando uma calculadora com duas casas decimais de precisio, encontre as coordenadas (aproxi-
madas) dos pontos £y, Py, P, ..., P (Vocé achard itil primeiramente resolver a primeira equagfio para x em
termos de y ¢ a segunda equagdo para y em termos de x.) Registre seus resultados na Tabela 1, escrevendo as
coordenadas x e ¥ de cada ponto separadamente.

Tabela |

Ponto X

Py 0 0
P

Tt

Os resultados desses problemas mostram que a tarefa de “resolver” um sistema de equagdes lincares pode
ser vista de vérias maneiras. Repita o processo descrito nos problemas com os seguintes sistemas de cquagdes:

{aYdx —~2y =0 b)3x +2v= 9 {C)x+y=35 (d) x+ 2y =

i

X+ 2y =

x+3v=10 x—y=3 2e— y=

Todas as suas observagdes feitas nos problemas 1 a 6 sio ainda vélidas para esses exemplos? Repare em
qualquer similaridade ou diferenga. Neste capitulo, iremos explorar essas idéias com mais detalhe.

2.2 Introducao aos Sistemas de Equacoes Lineares

Lembre-se de que a equagfio geral de uma reta em R? ¢ da forma
ax + by =¢
e que a equagdo geral de um plano em R ¢ da forma
ax + by + ez =d

Equacdes como as acima sdo chamadas equagaes lineares.
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. Definigao

_ v, € uma equacao que pode ser escrita

. onde os coeficientes ay, az; .- ., d,, €.0 fermo independente b sdo constantes, -

EXEMPLO |  As seguintes equagdes sao lineares:

3y —dy=~1 r=is-5r=9 i +S5n=3-xn+2y

1

VIx v - (scn ==t 32v — 00lx, = 4.6
4 3 -
Observe que a terceira equagdo ¢ linear porque pode ser reescrita na forma x; + 5x3 + x3 - 2x4 = 3. E tam-
bém importante notar que, embora nesses exemplos (e na maioria das aplicagbes) os coelicientes e termos
constantes sejam ndmeros reais, em alguns exemplos e aplicagdes eles serao nimeros complexos ou elemen-
tos de Z,, para algum ntmero primo p.
As seguintes equagdes ndo sio lineares:

xy +2z=1 Xi—x=3 — =2

V2% +

L:; —scn(z:) =1 senx, -3y +20=0

Equagdes lineares, portanto, ndo contém produtos, reciprocos ou outras fungoes das varidveis; as varidveis

aparecem somente na poténcia 1 e multiplicadas apenas por constanies. Preste atencdo especial no quarto

exemplo de cada lista: por que a quarta equagao na primeira lista € linear, mas a quarta equagao na segunda

lista ndo €7
Uma solucio de uma equagio linear ayxy + axxo +... +dy Xy = b é um vetor {5, 52, . .., 3}, cujas coorde-

nadas satisfazem a equagao guando substituimos xj =S, X3 =82, .. .. Xy = Sp.

EXEMPLO 2 (a)[3, 4] € uma solugio de 3x — 4y = -1 porque, quando substituimos x =5 ¢ y'= 4,
a equacio é satisfeita: 3(5) - 4(4) = -1. O vetor 1, 1] € uma outra solucdo. As solugdes simplesmente
correspondem aos pontos da reta determinada pela equagdo dada. Assim, colocando x = £ e re-
solvendo para y, vemos que o conjunto completo das solugbes pode ser escrito na forma
paramétrica [¢,} + if]. (Poderiamos também colocar y igual a algum pardmetro — digamos, s —
e resolver a equacio para x: as duas solugdes paramétricas pareceriam diferentes, mas seriam
equivalentes. Tente isso.)

(b) A equagfo lincar x| — X3 + 2x3 = 3 tem [3, 0, 0} [0, 1, 2] e [6, 1, ~1] como solugdes particulares. O
conjunto completo das solugdes corresponde ao conjunto dos pontos perlencentes ao plano de-
terminado pela equagio dada. Se colocarmos x; = s € x3 = {, uma solucio paramétrica serd dada
==3  por[3+s-21 5 ] (Quais valores de s e de ¢ produzem as trés solugdes especificas apontadas?) &

Um sistema de equacées lineares é um conjunto finito de equagdes lincares, cada uma com as mesmas
varidveis. Uma solugio de um sistema de equagOes lineares é um vetor que ¢ simultaneamente solugio de
cada uma das cquacdes do sistema. O conjunto solugdo de um sistema de equagdes lineares ¢ o conjunto de
todas as solugdes do sistema. Vamos nos referir ao processo de encontrar o conjunto solugdo de um sistema
de equacgdes lineares como “resolver o sistema’.
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EXEMPLO 3 O sistema

tem {2, 1] como solugdo, pois esse vetor € uma solugdo de ambas as equagdes. Por outro lado, [1, 1] ndo é
uma solugio do sistema, j4 que ele satisfaz apenas a primeira equacio. :

EXEMPLO 4 Resolva os seguintes sistemas de equagdes lineares:

{a) x —v=1 b) x— y=1 fc) x—y=1

X4+ y=3 2y — 2y =4 x—y=23

SOLUCAQ:
(a) A soma das duas equagdes dd 2x = 4, logo. x = 2, de onde concluimos que v = 1. Uma rapida conta con-
firma que {2, 1] ¢ na verdade uma solugio de ambas as equagdes. O fato de essa ser a dnica solucédo pode
ser confirmado quando observamos que ela corresponde ao (tinico) ponto de intersecio {2. 1) das retas
com equagbes x —y = 1 e x + y = 3, como € mostrado na Figura 1(a). Portanto, [2, 1]é uma solucdo iinica.
(b) A segunda equagdio nesse sistema & exatamente o dobro da primeira, por isso as solucdes sio as
solugdes da primeira equagio apenas — a saber, os pontos da reta x — y = 2, Estes podem ser representa-
dos na forma paramétrica por {2 + 1, 1. Assim, esse sistema tem infinitas solugées [Figura 1(b)].
(c) Dois nimeros x ¢ y niio podem ter uma diferenca de 1 e de 3 simultaneamente. Portanto, esse sistema
néo tem solugdes. (Uma forma mais algébrica de aproximagio pode ser subtrair a segunda equacdo da
primeira, levando & absurda conclusio de que 0 = --2.) Como a Figura 1{¢) mostra, neste caso as retas cor-
respondentes as equagdes sdo paralelas.

Figura |

Um sistema de equagdes lineares € chamado de possivel* quando tem pelo menos uma solucdo. Um sis-
tema sem nenhuma solucio é chamado impossivel. Embora sejam pequenos, os (rés sistemas no Exemplo 4
tlustram as dnicas trés possibilidades para o nimero de solugdes de um sistema de equacdes lineares com coe-
ficientes reais. Provaremos mais tarde que essas mesmas trés possibilidades valem para gualquer sistema de
equacoes lincares sobre os ndmeros reais.

"NT: Em portugués, os termos consistente ¢ compaiivel também sio usados para nos referirmos a um sistema possivel, Um sistema im-
possivel também pode ser chamado de inconsistente ou incompativel,
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_Um sistema de equagoes lineares com coeficientes reais ten

(o niea solugi (um sstema posivel),
" (b) infinitas solugdes (um sistema possivelou .~ - -
* (¢) nenhuma soluco (um sistema impossivel). - -

Resolucdo de um Sistema de Equacdes Lineares

Dois sistemas lineares sao chamados equivalentes quando tém os mesmos conjuntos solugéio. Por exemplo,

x—y=1 ¢

,.-
|
-
i

_

x b y=

i
Ll
vz
|
-

—=5> 330 equivalentes, j4 que ambos t8m {2, 1] como dnica solugio. (Verifique.)

Nossa estratégia para a resolugio de um sistema de equagdes lineares ¢ transformar o sistema dado em
um sistema cquivalente que seja mais facil de resolver. O formato triangular do segundo exemplo que
acabamos de ver (no qual a segunda equacdo tem uma variavel a menos que a primeira) € 0 que teremos
como meta.

EXEMPLO 5 Resolva o sistema

x—y— z= 12
yv+3z= 5
5z=10

SOLUGAQ: Comegando com a ultima equagdo e trabalhando de trds para a frente, encontramos sucessiva-
mente z =2, y = 5—3(2) =1 ¢ x =2 +{-1) + 2 = 3. Portanto, a Gnica solucfo é[3, -1, 2}

Esse procedimento usado para resolver o sistema do Exemplo 5 é chamado substituicdo de tras para a
frente.

Voltemos agora a estratégia geral de transformar um sistema dado em outro equivalente que possa ser
resolvido facilmente por substituigdo de tras para a frente. Esse processo serd descrito mais detalhadamente

na proxima se¢iio; por ora, vamos simplesmente observa-lo em agio em um Gnico exemplo.

EXEMPLO 6 Resolva o sistema

x— y= = 12
3x—3v+2z=16
2x— y+ =9

SOLUCAO: Para transformar esse sistema em um que exiba a estrutura triangular do Exemplo 3, precisamos
primeiramente eliminar a variavel x das Equagdes 2 e 3. Observe que a subtracio de multiplos apropriados
da Equagéo 1 das Equacdes 2 € 3 produz o resultado desejado. Em seguida, observe que estamos operando
com os coeficientes, nio com as variaveis, por isso podemos economizar alguma escrita se registrarmos ape-
nas os coeficientes e os termos constantes na rmatriz

P -1t =1 2
3 -3 2116
2 -1 1y 9
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A palavra matriz deriva da palavra latina mater, que ¢
“significa “mae”. Quando o sufixo -iz é acrescentado,
‘o significado torna-se “(tero”. -Assim como um: L’;t_g_;c’a
envolve um feto, os. colchetes de uma matriz en
volvem seus elementos, e-assim .como o (tero dd .
origem a um bebé&, uma:matriz, 'ggr_aﬂ'_cé_rt_c_:_s :'t'i'po's._d_c_e'::-
funcdes, chamadas transformacdes lineares..Uma ma
triz com m linhas e 11 colunas & chamada matriz m kn o

(pronuricia-se “m-por ).

x— y— z= 12
3x—3y+2:=16
2~ y+ = 8§

Subtraindo trés vezes a primeira equagiio da
segunda equacéo:

XxX=y= = 2
Sz=10
Zx—y+ z= 9

Subtraindo duas vezes a primeira equacio da
terceira equacio:

x—yv—- z= 2
Sz =10

Trocando as Equacdes 2 ¢ 3:

Y—y— 7= 2
v3z= 3
5z =10

na qual as trés primeiras colunas contém os coefi-
cientes das varidveis na ordem, a dltima coluna
contém os termos constantes e a barra vertical
serve para nos lembrar do sinal de igual nas
cquagdes. Essa matriz é chamada de matriz com-
pleta do sistema.

Hé vdrias maneiras de converter um sistema
dado em um com a estrutura triangular que estamos
buscando. Os passos que iremos usar aqui sio o0s
mais proximos ao método geral descrito na proxima
se¢iio. Realizaremos a seqiiéncia de operagdes no sis-
terna dado e simultaneamente na matriz completa,
Comecaremos eliminando o x das Equagdes 2 e 3.

r -1 -1 2
3 -3 2116
2 -1 H

Subtraindo trés vezes a primeira linha da
segunda linha:

1 -1 -1 2
0 ( 5110

2 -1 119

Subtraindo duas vezes a primeira linha
da terceira linha:

-1 -1 2
0 0 S0
o 1 3| s

Trocando as linhas 2 e 3;

1 -1 -1 2
0 1 35
00 510

Esse ¢ o mesmo sistema que resolvemos usando substitui¢iio de trds para a frente no Exemplo 5,
em que descobrimos que a solugio era [3, ~1, 2] Portanto, essa também é a solucio do sistema
dado neste exemplo. Por qué? Os calculos que acabamos de ver mostram que qualquer solucao
do sistema dado ¢ também uma solucdo do sistema final. No entanto. como os passos que
acabamos de dar sdo reversivels, poderfamos recuperar o sistema original, comegando pelo sis-

w=2>  tema final. (Como?) Assim, qualquer solugdo do sistema final é também wma solugdo do sistema

dado. Portanto, os sistemas sdo equivalentes (assim como sdo todos os sistemas obtidos nos pas-
sos intermedidrios que acabamos de ver). (Trabalhar com matrizes é o assunto da préxima
se¢do.) Além disso, podemos trabalhar com matrizes tdo bem guanto com equagdes, jd que se

trata apenas de recolocar as varidveis antes de fazer a substituicdo de trds para a frente.

Observacao: Calculadoras com recursos para operar com matrizes € sistemas computadorizados aigébri-
<0s (CAS — computer algebra system) podem facilitar a resolucio de sistemas de equagdes lineares, particular-
mente quando os sistemas sdo grandes ou tém coeficientes que nio sdo “agradaveis”, como freqiientemente
ocorre nas aplicagbes encontradas na vida real. Como sempre, entretanto, vocé deve fazer tantos exemplos
quanto puder com ldpis e papel até que se sinta confortdvel com as técnicas. Mesmo quando uma calculadora
ou um CAS for utilizado, pense sobre como vocé faria os cilculos manualmente antes de fazer qualquer
coisa. Depois de obter uma resposta. néo se esqueca de avaliar se ela é razodvel.
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Nio se iluda pensando que a tecnologia sempre lhe dard a resposta de modo mais répido ou mais {4cil do
que fazendo os cdlculos & mao. As vezes ela pode néo fornecer nenhuma resposta! Erros de arredondamento
associados & aritmética de ponto flutuante usada por calculadoras ¢ computadores podem causar sériog proble-
mas e conduzir a respostas completamente erradas. Veja Investigagdo: Mentiras que meu Computador me
Contou para ter uma idéia do problema. {(Vocé foi avisado!)

¢ EXERCICIOS 2.2 ¢

Nos Exercicios de [ a 6, determine quais equagdes siao li-
neares nas varidveis x, y ¢ 2. Se alguma equagdo néo for
linear, explique o motivo.

Lx—av+ Vaz=0
3. 7t TJv+z= Scn(%)

4. 2%x—xy~52=0
6. (cos3)x — dy + z = /3

5 3cosx—dy+z=V3

Nos Exercicios de 7 a 10, encontre wma equagiio linear qgue
fenha o mesmo conjunto solugdo que a equacdo dada
(possivelmente com alguma restricido nas varidveis).

X =y
T2x+y=T7-3y B, — =1
X~y
1 4
9. —+ —=— 0.1 x -1 r=2
Xy 1y 10. logipx ~ logip

Nos Exercicios de 11 a 14, encontre o conjunte solucio de
cada equacdo.

1. 3x -6y =0
13 x+2v+ 3z =4

12. 2x; + 3x, =

5
14 dxy + 30 + 25 = 1

Nos Exercicios de 15 a 18, desenhe grificos correspondentes
aos sistemas lineares dados. Determine geometricamente se
cada sistema tem wma dnica solugdo. Entdo resolva cada sis-
tema algebricamente para confirmar sua resposta.

15, x+y=10 6. x -2y =
2v+y=3 Ix+ y=7
17, 3x -6y =3 18, 010x — 005y = 0,20

i

—0.12

—x + 2y ~0.06x + 0,03y

Nos Exercicios de 19 a 24, resolva o sistema dado usando
substituicao.

19, v - 2y = 20 2u-3v=5
y= 3 v =6

2Ly — v+ z= ( 22, xp + 200 + 3x3 =0
v— z= 1 =5x%7 + 2x5 =0

(%)
o
i
i
—

436_‘; = (}

23. Xy XXy oy = 1 24, x — 3} +z= 5
Xad Xy +Fxa=1 y—2r=—1
Xa—xy=1
Xy = 1

Os sisternas dos Exercicios 25 e 26 exibem um padrao “tri-
angular inferior” que torna ficil resolvé-los por substituiciio
de frente para trds. (Encontraremos substituicio de frente
para trds de novo no Capitulo 3.) Resolva esses sistemas.

25. X = 2 26. Xy = —]
2y + v = -3 ~tx 4 x = 3
—3x—dy+z= -1 %xl + 2xy b xy = 7

Encontre as matrizes completas dos sistemas lineares dos
Exercicios 27 a 30.

27 x~-v=10 28, 2xy +3x— n=1
v+ v = 3 X -+ X3 = 0
—x; + 2xy — 2x3=10
29, x+35y= -1 30. o2k + od=2
—x+ y=-3 —at b—¢—3d=1
2y +dy = 4

Nos Exercicios 31 e 32, encontre wum sistema de equagoes li-
neares que tenha a marriz dada como sua matriz completa.

0 T 111 1 -1 0 3 112
3.0t -1 011 32,11 1 21 =144
2 -1 1]t 0 10 2 240

Nos Exercicios de 33 a 38, resolva os sistemas lineares dos
exercicios indicados.

33. Exercicio 27 34. Exercicio 28

35. Exercicio 29 36. Excreicio 30

37. Exercicio 31
39. (a) Encontre um sistema de duas equagdes lineares nas
varidveis x e y cujo conjuato solugdo seja dado pelas
equagdes paramdétricas y=fe y =3 -21,

38, Exercicio 32
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62  CAPITULO2  Sistemas de Equacdes Lineares

(b) Encontre uma outra solugiio paramétrica para o sis-
tema do item (a) na qual o parimetrosgja s ¢ y = 5.

40. (2) Encontre um sistema de duas equagdes lineares,
nas varidveis x,, x> e x3 cujo conjunto soluciio seja dado
pelas eguagdes paramétricas vy =, xa=1+fex;=2~+
(b) Encontre uma outra solugao paramétrica para o sis-
tema do item (a) na qual o pardmetrosgjasex; =s.

Nos Exercicios de 41 a 44, os sistemas ndo sdo sisternas de
equacdes lineares. Encontre substituicées (mudangas de va-
ridveis) que convertam cada sisterna em um sisterma linear ¢
use esse sisterma linear para ajudar a resolver o sistesmua dado.

41.

2 3
— == 42, :c3+2_\-'2ﬁ6
roy 2 2
2 . - =3
3 4
= i
Xy
tgx ~ 2seny = 2
tgx— senytcosg= 2
seny —cosz = |

T 2(3(‘;) =1
329 - 4(3%) = 1




Mentiras que meu Computador me Contou

Computadores ¢ calculadoras armazenam ntimeros reais em uma representacdo en ponto flutuante. Por exem-
plo, o nimero 2001 ¢ armazenado como 0.2001 x 10, e o nimero -0,00063 ¢ armazenado como —0,63 x
107*. Em geral, uma representagiio em ponto flutuante de um namero real é =M X 108, onde & é um inteiro
e a mantissa M ¢ um numero real (decimal) que satisfaz 0,1 = M < 1.

O niimero médximo de casas decimais que podem ser armazenadas na mantissa depende do computador,
da calculadora ou do sistema computacional algébrico. Se o nimero maximo de casas decimais que podem
ser armazenadas for d, dizemos que ha d algarisinos significativos. Muitas calculadoras armazenam oito ou
12 algarismos significativos. Computadores podem armazenar mais, mas ainda estio sujeitos a um limite.
Algarismos nao armazenados sdo omitidos (neste caso, dizemos que o niimero foi truncado) ou usados para
arredondanento, de modo que o nimero fique com « algarismos significativos.

Por exemplo, 7 = 3,141592654, e sua representagéio em ponto flutuante é 0,3141592654 % 10! Em um
computador que reduz a cinco algarismos significativos por truncamento, o nimero o ¢ armazenado como
0.31415 X 10! {mostrado no visor como 3,1415); um computador que arredonda para cinco algarismos signi-
ficativos armazenaria 7 como 0,31416 X 10° (mostrado no visor como 3,1416). Quando o algarismo des-
prezado € um 3, o arrendondamento ¢ feito de modo que o ultimo algarismo que permanece seja par. Assim,
arredondando para dois algarismos significativos, o nimero 0,735 torna-se 0,74, enquanto 0,725 torna-se 0,72.

Toda vez que um truncamento ou um arredondamento ocorre, um erro de arredondamento é iniciado,
podendo ter um eleito dramdtico nos célculos. Quanto mais operacdes forem realizadas, mais o erro se acu-
mulard. As vezes, infelizmente, ndo ha o que possamos fazer a esse respeito. Esta investigaciio ilustra esse
fendmeno com um sistema de equacgdes lineares bastante simples.

_ L. Resolva o seguinte sistema de equacdes lineares exatamente {isto €, trabathe com nimeros fracionérios
durante os célculos).

L0t
X T @y i

i —

2. Na forma decimal, £} = 1,00125. Portanto, se arredondarmos para cinco algarismos significativos, o sis-
tema passard a ser

X+ v =

x+ 10012y =1

Usando sua calculadora ou CAS, resolva esse sistema, arredondando o resultado de cada calculo para cinco
algarismos significativos.

3. Resolva o sistema mais duas vezes, arredondando primeiramente para quatro algarismos significativos
¢ depois para trés algarismos significativos. O que acontece?

4. Sem divida, um pequeno erro de arredondamento (menor ou igual a 0,00125) pode levar a erros bas-
tante grandes no resultado. Explique o motivo geometricamente. {Pense nos graficos dos vdrios sistemas lineares
que voce resolveu nos problemas de 1 a 3)
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Sistemas como esse que vocé acabou de ver sdo chamados malcondicionados. Eles sio extremamente
sensiveis para arredondamentos e nao hd muito que possamos fazer. Encontraremos sistemas malcondi-
cionados nos Capitulos 3 e 7. Aqui esta outro exemplo para praticar:

4,352x + 7,083y = 1,931
L731x + 2,693y = 2,001

Brinque com varios nimeros de algarismos significativos para ver o que acontece, comegando com oito alga-
rismos significativos (se puder).
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2.3 Métodos Diretos de Resolucao de Sistemas Lineares

Nesta se¢io, veremos um procedimento geral e sistemadtico de resolugio de sistema de equagdes lineares,
Esse procedimento € baseado na idéia de reduzir a matriz completa do sistema dado a uma forma que possa
entdo ser resolvida por substituicdo de trds para a frente. O método € direto no sentido de que leva direta-
mente a solucio (se existir) em um numero finito de passos. Na Secdo 2.5, consideraremos alguns métodos in-
diretos que funcionam de um modo completamente diferente.

As Matrizes e a Forma Escalonada

H4i duas matrizes importantes associadas a um sistema linear. A matriz dos coeficientes contém os coefi-
cientes das varidveis, e a marriz completa (que ja vimos) é a matriz dos coeficientes acrescentada de uma coluna

extra que contém os termaos constantes.
Para o sistema

a matriz dos coeficientes é

21 -1
1 0 3
=1 3 -2
¢ a matriz completa &
21 —-1]3
1 0 301
-1 3 -21]0

Note que, se uma varidvel estiver faltando {como a
A palavra escalonar vem da palavra fatina scala, que variavel y na segunda equaciio), seu coeficiente 0 seré
- significa “escada” ou "degraus S Escalonar uma matriz. % colocado na matriz na posicio correspondente. Se
sngmf icadara ela a forma de escada. . - denotarmos a matriz dos coeficientes de um sistema
linear por A e o vetor coluna dos termos constantes
por b, a forma da matriz completa serd [A | bl
Na resolugiio de um sistema linear, nem sem-
pre serd possivel reduzir a matriz dos coeficientes & forma triangular, como fizemos no Exemplo 6 da Segao
2.2, Entretanto, sempre podemos conseguir um formato de escada nos elementos ndo aulos da matriz final.

‘Definicao Uma matriz esta na forma esca!mzada por. lmhm quando SatlbelZ as segumtes pro—:_ L
prledades s S : A R

1. Todas as S linhas que consxstem mte; amente 'em zeroe estdo na p’zrtc, mfuior da mattiz.

2_ ;Em cada Tinha ndo nula, o prlmelro' slemento o nulo (chamado de’ elemento l:der) esta em i
uma coiuna a esquerda de quaiquer outro elemento hder abatxo dele ' FRE
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Note que essas propricdades garantem que os elementos lideres fiquem posicionados formando uma es-
cada. Em particular, em qualquer coluna que contenha um elemento lider, todos os elementos abaixo dele

s40 nulos, como itustram os exemplos a segur.

EXEMPLO | As seguintes matrizes estdo na forma escalonada por linhas:

Se uma matriz escalonada por linhas for a matriz completa de um sistema linear, serd ficil resolver o sis-
tema usando apenas o método de substituicao.

EXEMPLO 2 Supondo que cada uma das matrizes do Exemplo 1 seja uma matriz completa, escreva os sis-
temas de equagOes lineares correspondentes e resolva-os.

SOLUCAQ: Vamos primeiramente lembrar que a dltima coluna de uma matriz completa € o vetor dos termos
constantes. A primeira matriz entdo corresponde ao sistema
2xy+4x;=1
—X7 = 2
(Note que desprezamos a tltima equacio 0 = 0, ou Ox; + Ox; = 0, que ¢ claramente satisfeita por quaisquer valores

de x; e de x».) A substituicdo fornece x; = -2 e entéio 2x; = 1 - 4{-2) = 9, logo. x| = %, A solucio é[¥, -2]
A segunda matriz corresponde ao seguinte sistema:

i
-

Xy

0 =4
A dltima equagio representa Ox; + Ox; = 4, que claramente nio tem solucdes. Assim, o sistema nio tem

solugdes. Analogamente, o sistema que corresponde 4 quarta matriz ndo tem solucdes. Para o sistema que
corresponde & terceira matriz, temos:

Xi+ X+ 2x3=1

X_'.;=3

logo, xy = 1 - 2(3)~ x5 = -3 - x,. Hd infinitas solugbes, ji que podemos associar x» a qualguer valor 7 e encon-
trar a solucao paramétrica [-5 1, £, 3].

Operacées Elementares com as Linhas

Vamos agora descrever o procedimento pelo qual qualquer matriz pode ser reduzida a uma matriz na forma
escalonada por linhas. As operacoes permitidas, chamadas operagbes elementares com as linhas, correspon-

dem as operagdes que podem ser realizadas em um sistema de equacles lineares para transformd-lo em um
sistema equivalente,
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_'Def' mgao As scgumtes opemgaes elementares com as !mkas podem ser redhzadas em urm mam 7

5 1. Trocar duas linhas. : o
Rex Multxphcar umal nha por uma; constante néo nuh
3 Somar um muitlpio dc, uma lmha com outra hnha

Observe que dividir uma linha por uma constante ndo nula é uma propriedade que estd incluida nessa
definiciio, jd que, por exemplo, dividir uma linha por 2 € o mesmo que multiplicd-la por !, Analogamente, sub-
trair de uma linha um muiltiplo de outra linha € o mesmo que somar a uma linha um multiplo negativo de outra.

Usaremos a seguinte notagiio para as trés operacdes elementares com linhas:

1. L; <> L;significa trocar as linhas i e J.
2. kL; significa multiplicar a linha i pelo ntimero real .
3. L; + kL;significa somar k vezes a linha j & linha i (e trocar a linha { pelo resultado).

O processo de aplicar operagbes elementares com linhas para transformar uma matriz em uma matriz
escalonada é chamado escalonamento.

EXEMPLO 3 Reduza a seguinte matriz & forma escalonada:

1 2 -4 -4 3
24 0 02
23 2 13
-1 1 3 65

SOLUCAQ: Trabalhamos coluna por coluna, da esquerda para a direita e de cima para baixo. A estratégia ¢
criar um elemento lider em uma coluna e usa-lo para criar zeros sob ele. O elemento escolhido para ser o ele-
mento lider é chamado pivé, e essa fase do processo é chamada piveteamento. Embora nio seja estritamente
necessario, as vezes € conveniente usar a segunda operacfio elementar para transformar o elemento lider em 1.
Comecgamos por anular os elementos da primeira coluna, abaixo do lider 1 na primeira linha:

1 2 —4 -4 57e2w 1 2 -4 -4 3
24 0 0 2|ttni0 0 8 8 8
_..} .
23 2 135 0 -1 10 9 -5
~11 3 65 0 3 -1 2 10 .

A primeira coluna agora estd como queremos; o proximo passo ¢ criar um elemento lider na segunda linha,
com o objetivo de chegar & forma escalonada. Neste caso, fazemos isso trocando as linhas. {Poderiamos tam-
bém somar a linha 3 ou 4 & linha 2.)

1 2 -4 -4 5
Letl 0 =1 10 9 =5
0 0 8 8 -8
0 3 -1 2 10

Desta vez o pivé é —1. Criamos zeros no restante da segunda coluna usando o elemento lider -1 na linha 2:

1 2 -4 -4 5
Lavdly | —~1 10 9 =5
—

0 0 8 8 ~8

0 0 29 29 =5
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agora esta pronta. Notando que jd temos um elemento lider na coluna 3, nés o escolhemos como

A coluna 2
amos 2 tarefa de colocar zeros sob ele. Isso ficard mais fdcil se primeiramente dividirmos a linha

pivd e comeg
3 por &

1 2 -4 —4
0 0 29 29 -5

Agora usamos o clemento lider 1 na coluna 3 para criar zeros sob ele:

L=l 0 -1 10 9 -5

Com esse passo final, reduzimos a matriz dada & forma escalonada.

Observacoes: + A forma escalonada da matriz ndo € Gnica. (Encontre uma forma escalonada diferente
para a matriz do Exemplo 3.)
¢ O elemento lider de cada linha € usado para criar zeros abaixo dele.

¢ Os pivés nao sdo necessariamente 0s elementos que estavam originalmente nas posicdes
ocupadas pelos elcmentos tideres. No Exemplo 3, os pivos eram i, -1, 8 e 24. A matriz
original tinha 1, 4, 2 e 5 nessas posicdes.

¢ Uma vez que tenhamos realizado o pivoteamento e anulado os elementos sob o elemento
lider em uma coluna, aquela coluna ndo muda mais. Em outras palavras, a forma escalonada
por linhas é construida da esquerda para a direita e de cima para baixo.

Operagdes elementares com linhas sdo reversiveis — isto €, podem ser “desfeitas”. Assim, s¢ uma opera-
o elementar sobre as linhas converte A em B, existe também uma operacio elementar sobre as linhas que
converie B em A, (Veja os Exercicios 15 ¢ 16.)

‘Definigio As matrizes A e B serdio linha-equivalentes se existir uma sequencxa de operaqoes eie—
mentares com as lmh'is que converta /A em B. ERR It SRS R

As matrizes do Exemplo 3,

1 2 -4 -4 5 1 2 -4 -4 3
2 4 0 0 2 . a0 -1 10 9 -5
2 3 2 1 35 0 0 1 1 -1
-1 1 3 6 3 0 o 0 0 24

sdo linha-equivalentes. Entretanto, em geral, como podemos dizer se duas matrizes sdo linha-equivalentes?
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& TEOREMA |

-As matrizes AeB sao linha- equwalentes se, e somente se puderem ser reduz:das a mesmq
forma escalonada por linhas. : -

DEMONSTRAGAQ: Se 4 ¢ B s@o linha-equivalentes, operagdes adicionais com linhas reduzirio B (e conse-
qiientemente A) a {mesma) forma escalonada por linhas.

Reciprocamente, se A ¢ B tém a mesma forma escalonada por linhas K, entdo, por meio de operagdes ele-
mentares por linhas, podemos converter A em R e B em R. Revertendo a Gltima seqiiéncia de operacdes,
podemos converter R em B, ¢, portanto, a seqli€ncia A — R — B produz o efeito desejado. @

Observacédo: Na prética, ¢ mais facil usar o Teorema 1 se R for a forma escalonada reduzida de A e de B,
como serd definido na pdgina 72. Veja os Exercicios 17 e 18.

O Método de Eliminacio de Gauss

Quando uma redugdo por linhas € aplicada a4 matriz completa de um sistema de equagdes lineares, criamos
um sistema equivalente que pode ser resolvido por substituicio de trds para a frente. O processo inteiro €
conhecido como método de eliminacéo de Gauss, ou método de eliminacdio gaussiana.

€ O Método de Eliminagio de Gauss

1. Escrevaa matru compieta do sistema de equagoes hneares IO o :
20 Use's operagoes elementares com as linhas p"zm reduz1r ’l rmtriz. completa a form‘i escaionadmi
~“por linhas. _ : A R e e
3. Usando: subst:tmcao de trds par'z a frente resolva o SIStemd equIVdIente que:corresponde Y
S -/ matriz linha-reduzida. R S o '

EXEMPLO 4 Resolva osistema

W+ x.+ oxy= 3
o) A1 3;(: X, = 3
\l - X» — 21‘3 = “5
SOLUGAQ: A matriz completa é
l l { 3
2 3 1 5
1 -1 =2}-5

Continuamos o processo reduzindo essa matriz A forma escalonada por linhas:

£a-21
v 377 Tt 1 1) 3] bbb
2 03 1| s|— 0 1 -1|-1| |0 ~bp -l
-1 =21 -3 0 =2 -3 -8 o 0 -5 10
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: 5 O sistema correspondente € agora
: Cari Friedrich Gauss (E777—|855) é consxderado um.;

'_dos trés maiores: matematicos: de. todos. o5 tempos

[+ xp= 3

- juntamente com Arqmmedes e Newton: E frequente- ' t+x+x :
mente chamado de “principe dos: matemat[cos ape-" Xy— x3=-— 1
lido que ele merece. Cnanga prod:g:o contase - que 53 = 10

Gauss” conseguia’ fazer: aritmética antes: de. consegun_
“falar. Com. trés anos de |dac£e, ele. COI’I“FgIU Ut erro & .
nos caEcqus feltos por seu pal para a fo}ha de paga-
mentos da ccmpanhla =9 quando ]ovem ‘estudante,
deduz;u a formula n(n _ _i)/?. para a soma dos'n
) prlmelros niimeros: natura! . Comi 19 anos, provou-'
“que um ‘poligono de {7 lados * podena sercons
©_truido’'com 0. uso’ de apenas uma régua e um com
"_"passcy aos 2}, provou, e sua dissertagio de dou-
torado, que todo pohnomlo de grau n com coeficientes
“reais ou _complexos tem exatamente n raizes, con-
“tando suas multlp!lc:dades -0 Teorema Fundamentai' De agora em diante, escreveremos solugdes vetoriais
vda AIgebra : ' e _ de sistemas de equagdes lineares como vetores-colu-
A pubhcagzo de Gauss Drsqu:srtrones ar rthmetrcae. de--- na. (O motivo disso ficard claro no Capitulo 3.)
180, & em geral conmderada o fundamento da teoria -
“moderna dos hiimeros, mas ele fez contribuicdes em
praticamente todos o5 ramos da materndtica, bem::
como 4 estatistica, fisica,: astronomla e agrimensura.’

A substituiqe’lo de trds para a frente nos dé x3 = 2,
x: = 1, x; = @, e, portanto, a solugiio pode ser es-
crita pa forma vetorial como

[

i

g mm\v&

m

SO

EXEMPLO 5 Resolva o sistema

Gauss ndo pubhcou todos. os' seus’ resuitados pos W Xy 2= ]

swelmente or ser: muito critico a respato de seu | 2w ~2x—y+3z= 3
3 . )

proprao trabaihc Ele tambem nio - ;gostava: de: dar : W X -y =3

aulas e frequentemente era. critico. de outros ‘mate- |

miticos, talvez por.ter descoberto :
cado 08! resultados antes: deEes. EEES
Q. método de ehmsnagao de Gauss era conhec:do pe

SOLUGCAQ: A matriz completa é

los ¢hineses no terceiro: século a.C.,imas carrega o 1 -1 ~-1 2 1
_ nome ‘de Gauss por ‘causa de sua redescoberta em um: 2 -2 -1 3 3
_ 'artlgo no qual efe resolveu.um sistema:de- equagoes.j —1 t -1 01 -3

' hneares para descrever a érbita de um asteroade

I -t -1 2 1 L -1 -1 2 l I -1t -1 211
2 -2 -1 3 3¢ —— 0 Q -1 1 0 0 1 =171
-1 I -1 0}|-3 0 0 -2 21 -2 0 0 0 010

O sistema associado agora €
w—y—y+2r=1

}.‘w = i

que tem infinitas solugtes. H4 mais de uma maneira de atribuir pardmetros, mas continuaremos usando a
substituicio de trds para a frente, escrevendo as varidveis correspondentes aos elementos lideres (as varidveis
dependentes) em termos das outras varidveis (as varidveis livres).

NUT: Ne original, o autor escreveu apenas *poligono de 17 lados™, mas “poligono regutar de 17 lados™ seria mais apropriado.
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Neste caso, as vartavels dependentes sao w e y, e as variaveis livres, x e 2. Entdo. y = 1 + 1. e dics .
] ) %, € disso obtemos

wo=1 v 2z
=1+ x+(1+z)-2z
=2+x-z

Se atribuirmos par@metros ¥ = 5 ¢ 7 = £, a solucfo pode ser escrita na forma vetorial como

W 2+s5—1t 2 1 -1
Yo ¥ _ 0 iy 1 L 0
¥ 14+t i 0 i
z t 9] 0 i

O Exemplo 5 destaca uma propnedade muito importante: em um sistema possivel, as varidveis livres sfio
justamente as que ndo sdo varidveis dependentes. Como o ndmero de varidveis dependentes € igual ao
ntimere de linhas nao nulas na forma escalonada da matriz dos coeficientes, podemos predizer o nimero de
varidveis livres (pardmetros) antes de acharmos a soluciio explicita usando substitui¢do de trds para a frente.
No Capitulo 3, provaremos que, embora a forma escalonada da matriz nfio seja dnica, o nimero de linhas
nio nulas é o mesmo em gualquer forma escalonada de uma matriz dada. Portanto, faz sentido atribuir um
nome a esse namero.

Dei‘ n;gao 0 posm de uma matru o numelo de Imhas _nc:o nul

. de qualquer uma de suas fo
mas escaionadas por_lmhas. e T

Denotaremos o posto de uma matriz A por posto(A). No Exemplo 4. o posto da matriz dos coelicientes €
3: no Exemplo 5, o posto da matriz dos coeficientes ¢ 2. As observagdes que acabamos de fazer justificam o
teorema a seguir, que demonstraremos com mais generalidade nos Capitulos 3 e 6.

© TEOREMA 2 O Teorema do Posto

Se;a A'a matriz dos coeficientes de tim sxstemq de. c—:qmgocs lineares com n varmvus 'Se 0 sis-
tema ior posswel entao o NSRRI : :

ntimero de variaveis livres = 1 = posto(4).

Assim, no Exemplo 4, temos 3 — 3 = 0 varidveis livres (em outras palavras, uma dnica solugio). ¢, no
Exemplo 3, temos 4 — 2 = 2 varidvels ln res, como haviamos encontrado.

EXEMPLO 6 Resolva o sistema

1 -1 2 3 P -1 2 3
1 2 -1 =310 3 -3 -6
0 2 -2 I U 2 =2 |
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. -1 2] 3

Slo 1 -1 =2

L0 2 -2 i

-1 2 3
fn IR

0 e

L0 0 y 5

levando & equagio 1mposswal 0 = 3. (Poderiamos também ter leito L3 — § L como segunda operagio elemen-

tar, o que nos teria levado 4 mesma contradicdo, mas a uma forma escalonada diferente.) Assim, o sistema
ndo tem soluc¢@o — cle ¢ impossivel.

O Método de Eliminacdo de Gauss-Jordan

Uma modificacdo do método de eliminacio de Gauss simplifica bastante a fase de substituiciio de trds para a
frente e é particularmente Gtil quando os cdlculos estdao sendo feitos & mao em um sistema com infinitas
solugdes, Essa variante, conhecida como mérede de eliminagio de Gauss-Jordan, baseia-se em reduzir ainda
mais a matriz completa.

Def‘ mgao Uma ma[n/ estd na forma escalonada redu;.fda (po; Imhds) se eid satistdz as Scoumtes
: '_piopmdqdes . : B .

1 Quaisquer lmhas que conmst&,m mteiramente de ZETos estdo na partc inferi ior da matr:z
2¢O elemento lider em cada linha nao niila ¢ igual a 1 {chamado 1. l:der) R -
T3, Cada Loluna que contem um: 1 11der tem zeros em todas as outras posxqoes.:;:

A seguinte matriz estd na forma escalonada reduzida:
I 200 -3 1 0
6 o 1 90 4 -1 0
6001 3 -2 0
G000 0 01
0000 0 0 ¢

Para matrizes 2 X 2, as formas escalonadas reduzidas possiveis sdo:

[ 0] i1 } {0 '1} {n ()}
o & (0 o oo oo

onde * pode ser qualquer nimero.

E claro que, depois de uma matriz ter sido re-
duzida a forma escalonada, mais operacdes ele-
mentares com as linhas irdo levd-la a forma es-
calonada reduzida. O que nédo é claro (embora a
intuicdo possa sugerir) € que, diferentemente do
que ocorria com a forma escalonada por linhas, a
forma escaionada reduzida de uma matriz é rinica.!

Wilhelm jordan (i842—[899) era um professor‘ale-
mio de geodes:a Sua contribuicdo a resolugdo de sis- |
‘temas lineares foi'um método sistematico de substi-
tutgao de tras para a frente estrentamente refacionado
.:"com o metodo descrito aquu ' :

.(‘MP’ e e AW% T

3&/-:.»« e

U Para uma pequena prova desse fato, veja o artigo “The reduced row echelon form of a matrix is unique: A simple proof”, de Thomas

Yuster, na ediciio de margo de 1984 da revista Mathematics magazine (vol. 57, 0. 2, p. 93-94),
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mo no método de eliminacao de Gauss, mas

No método de eliminagio de Gauss-Jordan, procedemos co
duzida.

reduzimos ainda mais & matriz completa até a forma escalonada re

Método de eliminacao de Gauss-Jordan

completa do sistemia de equagdes lineares. - - R B
a‘matriz completa a forma escalonada re-

- 1. Escreva a mattiz
- 2. Use operagdes, elementares com linhas. para reduzir

©duzidal

3. 'Se o sistema fesultante for possive resolva-o.

, Tes para as varidveis dependentes em termos de
0 'quaisquer variaveis livres gue tepham sobrado. Lo SR

plo 5 pelo método de eliminagiio de Gauss-Jordan.

EXEMPLO 7 Resolva o sistema do Exem

SOLUCAQO: A redugao ¢ feita como [izemos no Exemplo 3, até chegarmos a forma escalonada:

t -1 -1 211
¢ 0 1 -1 11
Lo € 0 010

Agora, devemos criar um 0 acima do 1 lider da segunda linha, terceira coluna. Fazemos iss0 somando a linha

7 4 kinha 1, obtendo:

1 -1 0 112
0 ot ~L]1

O sistema foi entéo reduzido a

Agora ¢ bem mais facil resolver o sistema em funcd@o das variaveis dependentes:

w=2+x-z € y=1+2
Se atribuirmos pardmetros x = € 2 = {, COMO anteriormente, a solugio pode ser escrita na forma vetorial da
seguinte maneira:

W 248t
X §

V h i+t
z t

» Do ponto de vista computacional, & mais eficiente (no sentido de requercs menos caleu-
Jos) primeiro reduzir a matriz 4 forma escalonada por linhas e, depois, {rabathando da di-
a elemento lider em 1 @ criar Zero
achard mais facil trabalhar da gsquerda
que tor trabalhando.

Observacam
reita para @ esquerda, transformar cad A

lideres. Entretanto, pals cdleulos a mao, vocé
para a direita e criar o 1 lider e 08 ZE1OS em suas colunas 2 medida
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Retornemos 4 geometria que nos trouxe até este ponto. Assim como equacdes lineares* com duas varidveis
correspondem a retas cm %2, equagdes lineares em trés variaveis correspondem a planos em [R’. De fato, muitas

questdes sobre retas € planos podem ser respondidas através da resolugdo de um sistema linear apropriado.

=1I.

&1

EXEMPLO 8 Encontre a reta intersecdo dos planosx + 2y —z =3¢ 2x + 3y +
SOLUCAQ: Observe primeiramente que Aaverd uma reta intersecio, ja que os vetores normais aos planos —

i,2,-1je2,3, 1] — néo sdo paralelos. Os pontos gue estdo na intersegio dos planos correspondem aos pon-
tos do conjunto solucfo do sistema

x+2v—z=3

2v+3v+z=1

O método de eliminacio de Gauss-Jordan, aplicado 4 matriz completa, fornece:

3}1421;{1 2 -1 3}
1 0 -1 315

'
"
o —
LYE I (V]

|
—_

Lo+ 2
i [1 0 3 —7]
PR o ~
0 1 -3 3
Colocando novamente as variavels, temos
X +5r=-7
y—-3z=35

fgualamos a varidvel livre z a um parametro ¢ e entdo obtemos as equactes paramétricas da reta intersegio

dos dois planos:

X =-7-5¢
y =3 +3t
= !
Na forma vetorial, a equacio &
X 7 ]
y|= 3+ 3
Lz 0 i1

Veia a Figura 1.

"NE: No original estd escrito “Assim coma sistemas de equactes lineares...”. mas nio € correto: o autor certamente quis dizer
“equagdes™, e ndo “sistemas de equagdes”.
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Figura | A intersegiio de dois planos

1 0 1 3
EXEMPLO 9 Sejfamp=| 0. g= 2| u=|1.ev=|-1{ Determinese as retas x = prmex=q+1v
-1 1 i —1

s¢ interceplam e, em caso afirmativo, encontre o ponto de intersecio.

SOLUGAO: Precisamos ser cuidadosos aqui. Embora a letra  tenha sido usada como pardmetro nas equacoes

das duas retas, as retas s@o independentes ¢, portanto, seus pardmetros também o sdo. Vamos usar outro

pardmetro — por exemplo, s — para a primeira reta; sua equacdo torna-se X = p + su. Se as retas se inter-
X

ceptarem, precisaremos encontrar um X = | v | que satisfaga ambas as equacoes simultaneamente — isto &,

I

X=P+SU=q+IVOUsu—Iv=q-p.

Substituindo p, g, u e v dados, obtemos as equagdes

§— 3= -1
s+ =2
s+ t= 2

3

cuja solugéo, ficil de encontrar.és= 3 e 1 =1. O ponto de intersegdo €, portanto,

x 1 1 2
vi=| ofssli=|:
z -1 L i

== Vejaa Figura 2. (Verifique que a substituicdo = § na outra equacio dd o mesmo ponto.)

Figura 2 Duas retas concorrentes”

TTr————

NT: Retas concorrentes $RO retas que se interceptam.
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o Em 1%, duas retas distintas ou podem se interceptar em um ponto, ou set paralelas, ou
podem estar em uma posicdo relativa diferente das anteriores. Retas nédo paralelas que
nio se interceptam sio chamadas refas reversas.

Observacdo:

Sisternas Homogéneos

Vimos que todo sistema de equacdes lineares ou ndo tem nenhuma solucéo, ou tem uma dnica solugao, ou
tem infinitas solugdes. Porém, existe um tipo de sistema linear que sempre tem pelo menos uma solugdo.

Definicio Um sistema de equagdes lineares é chamado homageneo se 0 termo. ccmstantt, em
 cada equagio ¢ igual a zero. o -

Em outras palavras, um sistema homogéneo tem uma matriz completa da forma [4 | 0]. O seguinte sis-
tema é homogéneo:

2
P
+
)
Yt
|
&)
Hi
-
=

|
e
4-
A
far
+
I~
I
i
<

Como um sistema homogéneo ndo pode nao ter solucio (perdoe a dupla negacio!), ele terd ou uma tnica
solugiio ou infinitas solugdes. O proximo teorema diz que o Gtimo caso ocorrerd sempre que o numero de
varidveis for maior que o numero de equagoes.

€ TEOREMA 3

. Se [A 1 0] for a matriz compleh de um sistema homogéneo dc m cquagoes 1meares com n va-
‘ridveis, onde m < n,’entdo o sistema terd infinitas solugdes.” :

““"9 DEMONSTRACAQO: Como o sistema admite pelo menos a solugiio nula, ele é possivel. Além
disso, posto{A) = m {por qué?). Pelo Teorema do Posto, temos:

numero de varidveis livres = n — posto{A} = n - m > 0.
Existe, portanto, pelo menos uma varidvel livre e, conseqlientemente, infinitas soluctes. €

Nota: O Teorema 3 nio diz nada sobre o caso m = n. O Exercicio 42 pede a vocé exemplos (ue mostrem
(que, nessa situac@io, tanto pode haver sistermnas com uma Unica solucdo quanto sistemas com infinitas solugdes.

Sistemas Lineares sobre 4 p

Até aqui, todos os sistemas lineares que encontramos envolveram ndmeros reais, ¢ as solugdes, em con-
cordancia, tém sido vetores em algum &', Vimos como outros sistemas numéricos podem surgir — notada-
mente, Z,. Quando p € um nlmero primo, Z, comporta-se como & sob muitos aspectos; em particular,
podcmos somar, subtrair, multiplicar e dividir (por niimeros nio nulos).” Assim, podemos também resolver

& ¢ Z,, sAo exemplos de uma estrutara algébrica chamada cerpo. O conjunto dos nimeros racionais & e o conjunto dos atmeros com-
plexos T sfio outros exemplos. Corpos sio ensinados com detalhes em cursos de dlgebra absirata.
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sistemas de equacdes lineares quando as varidveis e os coclicientes pertencem a algum 7
dizemos resolver um sistema sobre Z,.

Por exemplo, a equagdo linear x; + x2 + x3 = 1, quando vista como uma equacio sobre 7,
mente quatro solugdes:

»- B tais situacdes,

em exata-

X i [x, [0 J_.ri [0 I x 1
X | = 4] . Xa i = 1. i Ta | = O e Xy} = 1
X3 0 Xy ( [_ Xy i X3 1

(A tltima solugdo surge porque. em Z>, 1 + 1+ 1= 1.)

Xy
Quando olhamos a equagdo x; + x3 + x3 = | sobre Z3, as solugdes x, | S80

i 0 0 2 0 2 ( 1 I 2
0 1 0 20, 12hL (0 [1 2 e 1
0 0 1 ) 2 2 2 L L1

=3  (Verifique.)

Mas nos nado precisamos usar métodos de tentativa e erro; os métodos de escalonamento de matrizes
completas funcionam tdo bem sobre Z, como sobre R.

EXEMPLO 10 Resolva os seguintes sistemas de cquagdes lineares sobre Zx:

Xy + 2_1'2 + X3 = 0
Xy + _1'3:2

Xo+2xy =1

SOLUCAO: A primeira coisa a notar em exemplos como este ¢ que subtragio ¢ divisdo ndo sfo necessdrias:

podemos conseguir os mesmos efeitos usando adigio e multiplicacio. (Isso, contudo, requer que estejamos

trabalhando sobre Z,, onde p € primo; veja o Exercicio 58, no final desta seciio, e o Exercicio 33, na Secfio 1.5.)
Vamos agora reduzir a matriz completa do sistema usando célculos méduio 3.

e i), 2o
1O 12 =210 1 0|2
01 2101 L0 1 2] 1]
Loy N

pea, |10 12

— 0 1 02

00 22

[T _

L [T 00

— 0 1 0,2

00 11}

A soluggo, portanto, éx; =1, 0 =2, 03 = 1.
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EXEMPLO 11 Resolvao seguinte sistema de equagdes lineares sobre £:

Xy -+ Xa -+ Xy -+ Xy = 1

R + oy = 0

,\'1 -+ .".‘,4 = I

SOLUCAO: A redugio por linhas € feita da seguinte maneira:

S R R S A
1 Lo oty |00t 110
O 11 0o —10 1 1 00
00 Lo 001 t]o
L oo t]l 011040
R - -
L 00 1]l

Lyl
01 1 00
Lot Ly _
~— 0 0 1 10
00 1 110
000 oo

oo 1t
Lot o o
i) 01 D
000 00
00 0 0l0
Assim, temos
Xy + Xy ™ 1
Xa “.":_14(}

Fixando a varidvel livre x,; = ¢, obtemos

1, 1+t l 1
s { U 1
= = 4t
X3 H 0 1
Xy t 0] 1

1 0]
0 ) 1
R 1
0 1

==£> Obscrvagio ¢ Sistemas lineares sobre Z, nunca podem ter infinitas solugdes. (Por que nio?) Mais pre-
cisamente, quando hd mais de uma solucfio, o nimero de solugdes € finito e ¢ funcao
tanto do ndmero de varidveis livres como de p. (Veja o Exercicio 57.)
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¢ EXERCICIOS 2.3 ¢

Nos Exercicios de 1 a8, determiine se a matriz dada estd na
forma escalonada por linhas. Se estiver, indigue se ela tamn-
bém estd na forma escalonada reduzida.

R 70 10
.0 03 201 -1 4
Lo 10 L0 0 00
00 0]
0
3 8 (1] [3; 1 4. |0 0 0
Lo 0 0
103 -4 0 0 0 1]
50 0 0 00 6. |0 1 O
0 i 5 01 L1 0 0
12 3 21 3 3
. T ¢ 0 g 0 0 1 -1
1o 1 oo o0 3
Lo 01 Lo 0 0 0
Nos Exercicios de 9 a 14, use operacdes elementares para

reduzir a matriz dada as formas (a} escalonada por linhas
e (b} escalonada reduzida.

(0 ¢ 1 -
o 4

910 1 1 19, 5 ﬂ
111 -

I35 ]

1.5 -2 o L 6}
2 4 |3 i 6 6
3 -2 -] ; [~2 —4 7

B2 -1 ~1|! 14. | -3 —6 10
L4 —3 -1 L 1 2 -3

15. Reverta as operagdes elementares com as linkas usa-
das no Exemplo 3 para mostrar que podemos converter

L2 -4 -4 5 1 2 -4 —4

5
0 -1 1 9 -5 2.4 0 02
00 o1 1 1| | 23 2 15
0 0 9 0 24 -1 1 3 65

16. Em geral, quat € a operagfio clementar com linhas que
desfaz cada uma das trés operacodes elementares com linhas
Lies Ly kLo £+ kL

Nos Exercicios 17 ¢ 18, mostre que as matrizes dadas cdo
linha-equivalentes ¢ encontre uma segiiéncia de Opericdes

elermentares com as linhas que convertent A em B,

7oa=1" 2 = 7
ERAE E Y S BRI
[ 2 ¢ -1 21 -1
8. A= 1 1 0lB= 35 1
-1 1 1 22 0

19.:0 que estd errado com a seguinte demonstraciio de
que toda matriz com pele menos duas linhas ¢ linha-
equivalente a uma matriz com uma linha nula?

Efetue Lo + Ly e L + Ly Agora as linhas 1 ¢ 2 sdo
idénticas. Efetue agora Ly — L| para obter uma linha
de zeros na segunda linha,

20 Qual o efeito resultante ao efetuar as seguintes operagdes

elementares sobre linhas em uma matriz (com pelo menos
duas linhas)?

Lj_ + Ll, Ly- L:, Lo+ Ll - Ll
21.-Qual ¢ o posto de cada uma das matrizes dos Exer-
cicios 1 a 87
22. Quais sio as possiveis formas escalonadas reduzidas

de matrizes 3 X 37

Nos Exercicios de 23 a 32, resolva o sisterna de equagaes
dado usando o mérodo de eliminacio de Gauss ou o mé-
todo de eliminacao de Gauss-Jordan.

23, x, v 2 -3x,=9 24 x— y+ z=0

i
LA

2.‘:; - X -+ Xy = 0 X - 3__\" + 0z

I

4y, — X2+ xa=4 3x+ v+ Tr=2

25, x; -~ 3% - 20 =0 260 2w+ 3y -y Hdr=10

—x b2k xy =0 Iw— x + =1

2xp +dx, 4+ By = 0 3w —dy+v— =2
27. 2r+ s= 3

4r+ s= 7

2r+ 53 = —1

28, —x; + 30 — 2 A= 0
2y —6x, + oy Zxy =3

X 3 b da, = Sxp = 2
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(E\’l““ix« — 3xy + vy = —1
11 - 2 — 43_-5 = 8
I VIx by 2T 1
Vi - 3z=-V2
oy V2= 1
Mow+x+2vtz= |
wox= y+ro= 0
vy o=l
W+ X = 2

R.oa+ b+ -+ d= 4
a+ 26+ 3¢+ 4d = 10
a-+3b+ b+ 10d =20

a -+ dbh -+ e + 20d = 33

‘IM

Nos Exercicios de 33 a 36, determine, sem efetwar nenhum
calcilo, se wm sistema linear com a matriz completa dada
tem uma tnica solugdo, infinitas solugdes ou nenhuma
solugio. Justifique suas resposias.

00 112 3 -2 01 1

3.0 1 311 34, 41 2 -3 1-1

L1010l 2 4 -6 2 0
L2 3 40 1 2 3 4 516
/.15 6 7 8|0 36. |6 5 & 3 211
LY 10 1t 2o T 77 77

37. Mostre que, sc ad — be % 0, o sistema

ax + bw

il

ex + dy

I
[

tem uma tniica solugio.

Nos Exercicios de 38 a 41, para que valor(es) de k, se hou-
ven o sisterna terd (a} nenhuma solugdio, (b) uma dnica
solugdo e (¢} infinitas soluges?

38 kx+2y= 3 39, v+ hky=}
Zx = 4y = —f kx o+

40, x —~ 2y + 3z =2
X+ oyd o=k x+hkv+ z= 1

k

2x - v+ 4z

[
il

1l

42, Dé exemplos de sistemas homogéneos com m equa-
¢hes lineares em # varidvels, com m = n ¢ com m > n, que
tenham (a) infinitas solucdes e (b) uma Gnica solugiio.

Nos Exercicios 43 ¢ 44, encontre a reta inrersecdo de cada
par de planos dados.

43.3v+2y+z=-le2x-y+4z=5
4 4rv+v—z=0e2x—y+37=¢«

45, (a) D€ um exemplo de trés planos cuja intersecio seja
uma reta (Figura 3).

Figura 3

{b) D& um exemplo de trés planos que nio tenham nenhum
ponte em comuin, mas s¢ interceptem dois a dois (Figura 4).

Figura 4

{c) D& um exemplo de trés planos, de modo que exata-
mente dois deles sejam paralelos (Figura 5).

Figura 5

SRR e U "-.,-;‘\-

et ety
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(dy P& um exemplo de trés planos que se interceptem em
um Unico poento (Figura 6).

Figura 6

Nos Exercicios 46 ¢ 47, determine se as refas x = ptsuex
= g + [¥ S¢ Interceplam e, nesse caso, eHconire o ponto de

interseqdo.
-1 2] 1 -1
46. p = 2hg=12|,u~= 2 v= 1
L1 0 -1 0
3 =t 1 2
4T.p=|1lLgq= Lbu= 0v=]3
L0 -1 1 1
1 i 2
48. Sejamp = |2 | u= 1, ev=11] Descreva to-
3 -1 0

dos os pontos Q =(a, b, ) tais que areta que passa por e tem
adiregdo do vetor v intercepte a reta de equaciio X = p + su
49. Lembre-se de que o produto vetorial dos vetores u e v
¢ um vetor u X v ortogonal a ambos os vetores u ¢ v. {Veja
Investigacao: O Produto Vetorial, no Capitulo 1.) Se

iy Vi
U= |l € ¥ ooV,
15 V3

Mmostre que existem infinitos vetores
X
X = X2

X3

2.2 Meétodos Diretos de Resolucdo de Sistemas Linegres
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que satisfazemu+x = Q¢ vex = simultaneamente ¢ que
Vs = 1y,
sdo miltiplos de u X v = | uv; —

vy — sy

M 0 2 It}
50. Sejamp=i1l|q= liu=]-3|¢ev= 6
0 ~1 1 -1

Mostre que as refas X = p + su ¢ X = q + v sllo reversas,
Encontre equagdes vetoriais de um par de planos parale-
los, de modo que cada vm deies contenha uma das retas.

Nos Exercicios de 51 u 36, resolva o sistema de equacies
lineares sobre o corpo 7, p indicado.

Sl x+2y=1sobre Z, 52 x+ vy = 1 sobre 7,
x+ y=2 y+z=10
x +zr=1
33 x+y = 1 sobre 7,
vt z=70
X +z=1

54. 3x + 2y = 1 sobre Z;

x+dy =1
55. 3x + 2y = 1 sobre 7,
X+ dy =]
50, x, + dx; = 1sobre Z,
Xy + 2.1'2 + 4.\'3 =3
2xy + 2x, + xy=1
Xy + 3.\:":_ =2

57. Prove o seguinte coroldrio do Teorema do Posto: seja
A uma matriz ;m % 1 com elementog em Z,,. Qualquer sis-
tema de equacdes lincares possivel, com matriz dos coefi-
cientes igual a A, tem exatamente p”~postoll) solucdes so-
bre Z,.

58. Quando p nido ¢ primo, um cuidado extra é necessdrio
ao resolvermos um sistema linear {ou, na verdade, gual-
quer equagio) sobre Z,,, Usando o método de eliminagio
de Gauss, resolva o seguinte sistemna sobre Zg. Quai com-
plicacdo surge?

2v + 3y =4
4x +3y =2




