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Apresentacao

Prezado leitor, estas anotacoes de Geometria Euclidiana Plana sao material de notas
de aula da disciplina de Geometria Plana e Desenho Geométrico do Curso de Matematica
da UFSM. Elas servem de sintese para os topicos tratados na disciplina e nem de longe
pretendem ser completas e sem falhas.

Como orientagao para o uso destas notas, queremos chamar a atengao para a necessi-
dade de dar-se uma introducgao sobre o método dedutivo, com énfase ao raciocinio logico e
as regras de logica que sao, em geral, utilizadas ao longo de todo curso. Atencao especial
deve ser dada ao método de redugao ao absurdo (“reductio ad absurdum”).

Ao ler este texto, o leitor deve estar municiado de lapis para poder acom-
panhar o raciocinio com esquemas (desenhos). Os desenhos sao dispensaveis
para as demonstragoes apresentadas, mas revelam-se um bom auxilio para o
entendimento das mesmas. Lembre-se, toda demonstracao devera ser inde-
pendente dos desenhos, o uso destes é somente um auxiliar atil. Argumentacoes
baseadas em desenhos podem levar a resultados absurdos (veja o surpreendente Apéndice
A).

Estas anotagoes constituem uma versao corrigida e ampliada daquelas do inverno de
2001. Todas as sugestoes que visem a melhoria deste texto sao bem vindas, erros que
eventualmente existam no texto devem ser debitados, exclusivamente, aos autores.

Joao Batista Peneireiro (peneireiro@smail.ufsm.br)
Mauricio Fronza da Silva (mfronza@smail.ufsm.br)
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Capitulo 1

A Origem da Geometria e o Método
Axiomatico

Da-se um curto apanhado histéorico da geometria antiga,
introduz-se comentarios sobre método axiomatico e lista-
se os termos nao definidos a serem considerados neste tra-

balho.

A palavra “geometria” vem do grego “geometrien” (yewne(psa) onde “geo” significa
terra e “metrien” medida. Geometria foi, em sua origem, a ciéncia de medigao de terras.

O historiador grego Her6doto (500 a.C.) atribuiu aos egipcios o inicio da geometria,
mas outras civilizagoes antigas (babilonios, hindus, chineses) também possuiam muitas
informacoes geométricas.

A geometria dos povos antigos era uma colecao de regras obtidas a partir de experi-
mentacoes e observagoes de analogias, tentativas e ocasionais lampejos de intuicao. Foram
as necessidades praticas que impulsionaram a busca de respostas as questoes geométricas,
mesmo que so de forma aproximada. Assim, para os babilonios, no periodo de 2000 a 1600
a.C., a drea do circulo era calculada tomando trés vezes o quadrado do raio (isto é, eles
tomavam como 3 o valor 7; este também era o valor de 7 para os chineses naquela época).

Os egipcios de 1800 a.C., de acordo com o papiro de Rhind, usavam (%)2 ~ 3,1604 como
valor aproximado de 7. Muitas vezes, os egipcios tinham calculos corretos; por exemplo,
conheciam a formula correta para o calculo do volume de um tronco de piramide de base
quadrada. Por outro lado, a férmula correta para o calculo da area do retangulo, era por
eles aplicada também a qualquer quadrilatero.

A geometria egipcia nao foi uma ciéncia no sentido entendido pelos gregos, era somente
uma colegao de regras para célculo sem qualquer motivagao ou justificativa.

A matematica babilonica foi mais avancada que a dos egipcios na aritmética e algebra;
além disso, eles conheciam o tradicional teorema de Pitagoras, “num triangulo retangulo o
quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos

dos catetos”, bem antes mesmo do que Pitagoras.

1 As idéias de cunho histérico aqui expostas sdo anotagoes baseadas no excelente livro [10].
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A Origem da Geometria e o Método Axiomatico

Foram os gregos, por volta de 600 a.C. com Tales de Mileto, que iniciaram as in-
vestigacoes de cunho geométrico, estabelecendo a necessidade de se empregar o método
dedutivo no lugar do método de tentativa e erro. Tales, segundo Proclus?, visitou o Egito
e a Babilonia tendo trazido desses lugares os conhecimentos geométricos da época. Com
0 objetivo de verificar a correcao dos resultados executados, ele desenvolveu a primeira
geometria légica. O desenvolvimento organizado dos teoremas através de provas (demon-
stragoes) foi caracteristica da matemética grega, e uma pratica inteiramente nova até
entao.

A sistematizacao iniciada por Tales foi continuada, nos dois séculos seguintes, por
Pitagoras de Samos e seus discipulos. Em Crotona, sul da atual Italia, ele fundou uma
irmandade que ficou conhecida como Escola Pitagérica. Foram os pitagoricos, membros
dessa irmandade, que descobriram os ndmeros irracionais, tais como v/2, criando um
verdadeiro trauma na escola, uma vez que o lema fundamental dessa irmandade era que
“tudo é nuimero”, onde por nimero entendia-se os inteiros positivos e razao entre eles.

A fundamentacao sistematica da geometria plana foi realizada pela escola pitagdrica,
por volta de 400 a.C., em “Elementos” escrito pelo matematico Hipicrates de Chios (nao
confundir com o médico). Um século depois, Euclides de Alexandria, publicou sua obra
“Elementos” [12], onde reuniu, praticamente, quase tudo que se conhecia de matemadtica
até entao. No século 4 a.C., Platao fundou sua famosa academia onde na entrada es-
tava fixado o lema “Que ninguém que ignore a geometria entre aqui”’. Fuclides foi um
discipulo da escola platonica. Por volta de 300 a.C. ele produziu o tratamento definitivo
da geometria grega e da teoria dos niimeros nos seus treze volumes do “Elementos”. Neste
tratado, Euclides colocou os trabalhos de Pitagoras nos livros I-IV e IX; no livro VIII, os
de Architas; os de Eudoxo, nos livros V, VI e XII e os de Teeteto nos livros X e XIII.
O livro “Elementos” se tornou, ao longo do tempo, a obra mais publicada e lida. Sua
abordagem da geometria dominou o ensino desta matéria por mais de 2000 anos.

Fora tudo disso, o método axiomatico usado por Euclides em “Elementos” é o protétipo
de tudo que chamamos hoje de “matematica pura”. Ela é pura no sentido de “puro
pensar”; nenhum experimento fisico é preciso para verificar se suas afirmacoes sao corretas,
somente o raciocinio nas demonstracoes precisa ser conferido.

Os “Elementos” de Euclides é puro no sentido de que esse trabalho nao inclui aplicagoes
praticas. Naturalmente, a geometria de Euclides tem um grande nimero de aplicagoes
a problemas praticos na engenharia, mas eles nao sao mencionados em “Elementos”.
Muitas vezes, resultados puramente matematicos passam a ter importancia em questoes
aplicadas, sendo por isso tuteis a sociedade. Além disso, aquelas partes da Matematica
que nao tem sido “aplicadas” sao também validas a sociedade, tanto como trabalhos
estéticos, comparados a musica e a arte, como contribuicao a expansao da consciéncia e
do conhecimento do homem.

Matematicos podem fazer uso da tentativa e erro, calculo de casos especiais, com-
putadores, ou outros meios para demonstrar teoremas. Para alguns dos mais importantes
resultados em matemética foram, originalmente, dadas provas incompletas (o dltimo Teo-

2Proclus (410-488 d.C.), filésofo neoplatonico, escreveu “Comentédrio sobre o primeiro livro de Os
Elementos de Euclides”.
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A Origem da Geometria e o Método Axiomatico

rema de Fermat, por exemplo). Provas corretas serdo dadas mais tarde e assim o trabalho
matematico estara satisfeito.

As provas nos dao seguranga de que os resultados sao corretos. Em muitos casos elas
nos dao resultados mais gerais. Um exemplo é o Teorema de Pitdgoras, que generaliza
resultados que os egipcios, hindus e outros povos conheciam sé casos particulares. Final-
mente, provas, muitas vezes, nos dao uma visao de relagoes entre coisas diferentes, nos
forcando a organizar nossas idéias de um modo coerente.

Afinal, o que é o método axiomatico? Se quisermos nos persuadir, por meio de
raciocinio da necessidade de alguma afirmacao A;, podemos mostrar como esta afirmagao
segue logicamente de outra afirmacao As que podemos aceitar como verdadeira. No
entanto, se nao temos estabelecido As como verdadeira, podemos mostrar que Ay decorre
logicamente de Az. Podemos ter que repetir este processo muitas vezes até atingirmos uma
afirmacao que ja tenhamos como certa e que nao precise de justificativa. Essa afirmacao,
assumida como certa, toma o papel de um Axioma (ou Postulado). Se nao pudermos
atingir uma afirmacao que sera aceita como base de nossas argumentacoes, estaremos
mergulhados numa “regressao infinita”, dando uma demonstragao apds outra, sem fim.
Assim, dois quesitos devem ser assumidos para que possamos concordar que uma prova
estd correta:

1. Aceitacdo de algumas afirmacgoes chamadas “Axiomas” ou “Pos-
tulados” sem justificacao adicional.

2. Aceitacao de certas regras de raciocinio, isto €, aceitacdo de
como, e quando, uma afirmagao “seque logicamente” de outra.

A grande realizacao de Euclides foi ter estabelecido, a partir de uns poucos postulados,
465 proposigoes (teoremas) mais complicadas e nem sempre intuitivas, onde estd con-
tida toda a geometria conhecida de seu tempo, [12]. Uma razao para ser os “Elementos”
um belo trabalho é que muito foi deduzido de tao pouco.

Tendo combinado as duas regras acima, para se poder concordar quando uma demon-
stragao estd correta, antes de tudo, precisamos fixar certas terminologias e simbolos a
serem utilizados. Assim, combinamos também o seguinte:

3. Os teoremas e simbolos usados no sistema axiomdatico deverao
ter significado compreendido igualmente por todos.

Temos o direito de dar definicoes de termos novos baseados em outros que assumi-
mos como indefinidos. Assim, no desenvolvimento da geometria plana que faremos nos
proximos capitulos, iremos assumir quatro termos que serao bésicos para definir todos os
outros termos geométricos, a saber:
ponto;
reta;
incidente;
estar entre.

Esta lista constitui-se dos termos geométricos indefinidos ou termos primitivos.
Todo corpo axiomatico que construiremos estara baseado nesses termos, e nas nogoes
algébricas de conjunto, correspondéncia, aplicagao, etc.
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Capitulo 2

Axiomas de Incidéncia e da Ordem

O ambiente no qual constréi-se a geometria é chamado
plano, e denominam-se ponto e reta os conceitos
geométricos primitivos (objetos primitivos) do plano.
Assume-se que o plano é constituido por pontos e que retas
sao subconjuntos distinguidos de pontos do plano. Lista-
se um grupo de axiomas, em nimero de sete, que fixarao
relagoes e definirao conceitos relativos aos objetos primi-
tivos (nao se apresenta axiomas relacionando esses entes
no contexto do espacgo por sé estar-se interessado em de-
senvolver geometria de objetos planos).

2.1 Axiomas de incidéncia

. nos dizem sobre a disposicao miitua de pontos e retas;
caracteriza reta.

Axioma 1 Dados quaisquer dois pontos distintos, A e B, existe uma tnica reta que os
contém.

2.1 Observagao. Reservaremos as letras maiuisculas do alfabeto latino para nomear
ponto e as letras mintsculas para nomear retas. Assim, dizemos simplismente “ponto
P” e “reta r”, por exemplo.

2.2 Observagao. Usando a notacao da teoria dos conjuntos podemos, sinteticamente,
escreve o axioma 1 do seguinte modo: A, B,A# B=3|r: A Ber.

2.3 Observagao. As expressoes “um ponto pertence a uma reta”, “um ponto € incidente
em uma reta”, “um ponto estd sobre uma reta” e “uma reta passa por um ponto” sao
assumidas como equivalentes.

13



Axiomas de incidéncia

2.4 Observagao. De acordo com este axioma, somente uma reta passa através de dois
pontos. Segue-se dai, que uma reta estd completamente determinada pela especificagao
de dois pontos. A partir disto, denotaremos entao a reta que passa pelos pontos A e B,
por reta AB.

2.5 Definicao. Se um ponto é comum a duas retas dizemos que elas se interceptam
nesse ponto, ou que esse ponto é um ponto de intersegao dessas retas. Duas retas que
se interceptam num unico ponto sao ditas concorrentes ou mutuamente transversais.

2.6 Definicao. A colecao de todos os pontos chamaremos de Plano. Nomearemos planos
utilizando-se das letras do alfabeto grego. Por exemplo: plano « .

e \
Axioma 2 Em cada reta existem ao menos dois pontos distintos.

- J
4 \
Axioma 3 Existem trés pontos distintos que nao pertencem a uma mesma reta.

N J

2.7 Observagao. O axioma 3 diz que reta é um subconjunto proprio do plano.
2.8 Exercicio. Prove que existem retas concorrentes.

2.9 Teorema. Duas retas distintas ou nao se interceptam, ou se interceptam somente
num ponto.

Prova: Dadas duas retas distintas, suponhamos que elas se interceptam em dois (ou
mais) pontos. Se isso é um fato, essas retas serdo coincidentes devido ao axioma 1, o que
¢ uma contradicao pois, por hipotese, elas sao distintas. Assim a intersecao dessas retas
ou é vazia ou s6 contém um ponto. [ |

2.10 Definicao. Pontos pertencentes a uma mesma reta sao ditos colineares, caso
contrario sao nao-colineares.

2.11 Observacao. E comum darmos uma representacao grafica aos entes primitivos da
geometria euclidiana, imaginando um plano como a superficie de uma mesa que se estende
indefinidamente em todas as diregoes. Nela, a marca da ponta de um lapis representa
um ponto e a parte de uma reta é obtida usando-se uma régua. Cabe esclarecer que, ao
estudarmos geometria, é habito utilizarmos desenhos. (vide apéndice A).

14




Axiomas da ordem

Por exemplo, na Figura 2.1, estao re- b
presentadas duas retas, a e b, e trés pontos A
A,Be P. O ponto A pertence aretaae B,

a reta b; o ponto P é o ponto de intersecao
das duas retas.

Muitas vezes faremos uso desse ar-
tificio, mas chamamos a atencao do leitor B
para o fato de que o desenho é s um ins- a
trumento de apoio a intuicao e a linguagem
mas, em momento algum, deve ser uti-
lizado como dado para demonstragoes. (vide apéndice A).

Figura 2.1: Retas a,b e pontos A, B e P.

2.2 Axiomas da ordem

...nos dizem sobre as propriedades da disposicao miitua de
pontos numa reta; para essa disposicao de pontos usa-se o
termo “estar entre”.

Com os préximos axiomas, estaremos
interessados em caracterizar, exatamente, r
o que significa “dados trés pontos em uma * * *
reta dizer quando um deles se localiza en- A C B
tre os outros dois.” Graficamente, isso esta
ilustrado na Figura 2.2, para pontos A, B Figura 2.2: O ponto C estd entre AeB.
e C' de uma reta r.

Axioma 4 Para quaisquer trés pontos distintos colineares, um, e somente um deles, esta
entre os outros dois.

2.12 Observagao. As expressoes, “um ponto C' esta entre A e B”, “um ponto C separa os
pontos A e B” ou “os pontos A e B estao em lados opostos do ponto C”, sao equivalentes.

2.13 Observacao. Para dizer que “C' estd entre A e B” vamos usar a seguinte notacao:
A-C-B.

[Axioma 5 Se A — C' — B entao estes trés pontos sao distintos, colineares e B — C' — A.J

15



Axiomas da ordem

2.14 Observagao. Em notagao de teoria dos conjuntos o axioma 5 pode ser escrito do
seguinte modo:
A# B, A+#+C,B#C,
A-C—-B&s < Ir:AB,Cere
B—-C - A

2.15 Observagao. Se C' separa A e B, podemos dizer também que B e C estao situados
do mesmo lado em relacao a A.

2.16 Definicao. Dados dois pontos A e B, distintos, o conjunto de pontos constituido
pelos pontos A, B e todos os pontos que estdo entre A e B é chamado de segmento AB,
(ou segmento de reta AB). Se A e B sio coincidentes dizemos que AB é o segmento
nulo.

Os pontos A e B sao denominados extremidades ou extremos do segmento AB.

2.17 Exercicio. Use a notagao da teoria de conjuntos e escreva a definicao de segmento

AB.
2.18 Exercicio. Mostre que AB = BA (observe que esta é uma igualdade de conjuntos).

2.19 Definicao. A todo subconjunto préprio do plano chamaremos de figura geométrica,
figura plana ou simplesmente figura.

2.20 Exercicio. Utilizando somente os axiomas 1 - 5, dé exemplos de figuras planas.

Utilizando-se segmentos podemos construir muitas figuras geométricas no plano. Uma
das mais simples ¢é aquela formada por trés pontos nao colineares e pelos segmentos
definidos por esses trés pontos. (Figura 2.3) A

2.21 Definicao. Sejam A, B,C trés pontos nao-
colineares. Triangulo determinado por A, B,C é
o conjunto ABUACUBC'. Os pontos A, B, C sao os
vértices do triangulo e os segmentos AB, AC, BC
sao os lados do triangulo. B C

2.22 Observagao. Indicaremos o triangulo deter- Figura 2.3: Representacao grafica do
minado pelos pontos A, B, C por AABC. triangulo determinado pelos pontos
A, BeC.

2.23 Exercicio. Prove que existe pelo menos um triangulo (sugestao: use os axiomas e
definiges dados).

EAxioma 6 Dados dois pontos distintos A e B, existe um ponto C entre A e B. ]
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Axiomas da ordem

2.24 Exercicio. Mostre que existem pelo menos sete triangulos.

Axioma 7 Dados dois pontos distintos A e B, existe um ponto D tal que B esta entre
A e D e um ponto E tal que A esta entre E e B.

A partir da nogao de segmento de reta vamos introduzir o conceito de semi-reta através
da definicao seguinte.

2.25 Definicao. Dados dois pontos distintos, A e B, semi-reta de origem A contendo
o ponto B é o conjunto de pontos do segmento AB unido com todos os pontos C' tais
que B esta entre A e C.

—
2.26 Observacao. Usaremos a notagao AB para representar a semi-reta de origem A
contendo o ponto B.

—_— —
2.27 Exercicio. Mostre que existe um ponto na reta AB que nao pertence a AB.
rd . . . %
2.28 Exercicio. Qual o conjunto de pontos definido por AB?
.. — —
2.29 Exercicio. Mostre que AB # BA.

2.30 Definicao. Dada a seml reta AB tomamos um ponto C tal que A esteja entre B e
C. Chamamos a semi-reta AC' de semi-reta oposta a AB.

2.31 Observagao. O conceito de semi-reta nos diz que um ponto de uma reta divide
essa reta em duas semi-retas de mesma origem.

_—_ —
2.32 Exercicio. Mostre que AB = AB N BA.

2.33 Definicao. Dizemos que dois pontos distintos, P e (), estao em um mesmo lado
em relacao a uma reta r se a intersecao do segmento P() com r for vazia.

Caso contrario, dizemos que os pontos estao Q
em lados opostos em relagao a r. p /
2.34 Definigao. Sejam P um ponto e r uma .
reta que nao contém P; semiplano determi- \
nado por r contendo P é o conjunto de todos \
os pontos @) tais que P e () estao em um mesmo \
lado em relacao a reta r. * Q'

A reta r é chamada de origem do semi-
plano. Figura 2.4: Lados em relacao a reta r.
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Axiomas da ordem

O semiplano caracterizado pela reta r e pelo ponto P sera representado por 7,p.

Axioma 8 (Separacao do Plano) Uma reta determina somente dois semiplanos dis-
tintos (ou opostos).

O teorema seguinte afirma a existéncia de uma infinidade (neste texto, os termos “uma
infinidade” e “infinito” significam “tanto quanto quisermos”) de pontos num segmento de
reta AB.

2.35 Teorema. Se A e B sao pontos nao pertencentes a uma reta r, onde A pertence a
um semiplano e B ao outro daqueles determinados por r, entao a intersecao do segmento
AB com r é nao vazia. (Sugestao: prove por redu¢ao ao absurdo).

2.36 Teorema. (de Pash) Se ABC' é um triangulo e r é uma reta que intercepta o lado
AB num ponto entre A e B, entao r também intercepta um dos outros dois lados.

Prova: C pertence a r ou nao. Caso afirmativo, segue a validade da conclusao; isto
é, C intercepta ambos os lados BC' e AC. Consideremos o caso em que C nio pertence
a r (vide figura 2.5). Como A e B ndo pertencem & r e AB interceptam r, segue-se por
defini¢do que A e B estao em lados opostos em relagao a r. Se C nao pertence a r, ou C
estd do mesmo lado de A em relagao a r ou no lado oposto a este (Axioma da Separacao).

Se C' e A estao do mesmo lado em relacao A
a r, entao C' e B estao em lados opostos em r
relacao a r. Isto significa que r intercepta
BC e nao intercepta AC. Se C e B estdo do
mesmo lado em relagao a r, de modo analogo
a conclusao anterior, temos que r intercepta
AC, mas néo intercepta BC. Assim, em con-
clusao a todas as hipoteses para r, chegamos
que r intercepta um dos outros dois lados do Figura 2.5: r intercepta outro lado do
triangulo. triangulo que nao AB.

B C

2.37 Lema. Se A— B—C e B—C — D, entao B e C pertencem ao segmento AD.

Prova: Seja E um ponto que nio pertence a retaAB. Seja F' um ponto da reta CE,
tal que C — E — F. Sendo AEC um triangulo e A — B — C, temos que BF intercepta o
segmento AE ou a retaCE. Como C — E — F, F nao pode estar entre C e E. Dos dois
fatos anteriores, segue-se que a reta BE tem que interceptar o segmento AE (Teorema
de Pash). Considerando-se agora o triangulo BFC e a reta AFE, temos novamente do
Teorema de Pash que o ponto de intersecao das retas AE e BF estéd entre os pontos B e
F. Chamemos de G esse ponto de intersecdo. Analogamente, prova-se que C'F intercepta
0 segmento GD em algum ponto H.
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Axiomas da ordem

Como H deve estar no segmento GD, e F
E ndo pertence ao segmento AG, entdo a
retaFH terda um ponto em comum com o
segmento AD (Teorema de Pash aplicado ao
AGH). Assim, C estd no segmento AD. Da
mesma forma, pode-se facilmente mostrar que H
B também pertence a AD. (Exercicio!)

A B C D

Figura 2.6: B e C estdo contidos em AD.

2.38 Lema. Se A—-C—-DeA—-B—-C,entaoA—B—-—DeB—-C-—D.

Prova: Seja G um ponto nao pertencente a reta AB e F um ponto tal que B—G — F.
A reta CF nao tem ponto em comum com F
AB, nem com BG. Assim, CF nao tem ponto
em comum com AG. Como A —C — D e AGD
¢ um trinangulo, temos do Teorema de Pash
que C'F intercepta GD em algum ponto H (vide
figura 2.7). Pelo mesmo modo, sendo BGD um G H
triangulo, segue-se que FH intercepta BD. Ve-
mos assim, que B — C' — D, e dai concluimos a
veracidade da segunda afirmacao do lema. Das
hipdteses, e, da afirmacao e do lema anterior, A B C D
segue-se que A — B — D.
Figura 2.7: A—B—-—Deb—-C—D.

2.39 Teorema. Entre dois pontos distintos , existe uma infinidade de pontos.

Prova: Seja r uma reta e a e B dois pontos distintos desta reta. Entre A e B existe
um ponto C', tal que A — C' — B. Do mesmo modo, existe D tal que A — D — C. Assim,
do lema anterior, segue-se que A — D — B, e consequentemente A, B, C', D sao pontos
distintos de r. De maneira andloga, pode-se afirmar que existe um ponto E em r, tal
que A— F—C e A— F — B, de forma que os pontos A, B, C, D, E sao distintos e
pertencentes A r. Continuando este mesmo raciocinio, podemos obter entre A e B um
conjunto infinito de pontos C, D, E, ... Isto prova o teorema.

2.40 Observacao. O teorema acima nos diz que qualquer segmento de reta é um con-
junto infinito de pontos.

2.41 Corolario. (a) Em uma semi-reta existe um conjunto infinito de pontos. (que nao
aquele de um segmento que tenha a origem como extremidade).

(b) Em uma reta existe um conjunto infinito de pontos. (que nao aquele de um segmento
particular).

19



Exercicios complementares

2.42 Observagao. A representagao usual para reta, semi-reta e segmento, que estamos
habituados a fazer, nao se justifica pelos axiomas e teoremas até aqui apresentados. A
idéia de continuo de pontos s6 sera introduzida na geometria a partir dos axiomas sobre
medidas (préximo capitulo).

2.43 Exercicio. Mostre que:

a) Se A — C — B, entdo todos os pontos de AC pertencem a AB. (Sugestdo: use o
lema 2.38)

b) Se A—C — B, entdo nenhum ponto interior de AC' pode ser ponto de CB. (Sugestéo:
Use reducao ao absurdo, o lema 2.38 e o axioma 6)

c¢) Se A—C — B, entdo cada ponto de AB, diferente de C, pertence ou a AC ou a CB.
(Sugestdo: Suponha M pertencente & AB e M # C. Agora, considere M nao pertencente
a AC, nem a OB. Procure argumentar usando o lema 2.37 e a segunda afirmacao do lema
2.38).

2.44 Definicao. Um subconjunto do plano é convexo se o segmento que liga quaisquer
dois de seus pontos esta totalmente contido nele. Em simbolos: ' C « é convexo se, e
somente se, VA, B € F, AB C F.

2.45 Exercicio. Quanto a subconjuntos convexos, verifique:

a) A intersegao de subconjuntos convexos é um subconjunto convexo.

b) Um semiplano é um subconjunto convexo.

c¢) A intersegao de n semiplanos é um subconjunto convexo.

d) Uniao de subconjuntos convexos é um subconjunto convexo?

e) Um triangulo é uma figura convexa?

f) Um triangulo determina dois conjuntos no plano, um dos quais é convexo. O
conjunto convexo assim obtido, menos os pontos do triangulo é, por defini¢ao, o interior
do triangulo.

2.3 Exercicios complementares

2.46 Exercicio. Considere o conjunto m = {41, Ag, ..., A, }, n > 2 e os subconjuntos bindrios
ri; = {Ai, Aj} 0,7 =1,2,...,n,i # j. Chamemos A; de pontos, 7;; de retas e m de plano.

a) Verifique que, nesta “geometria”, vale o axioma 1.

b) Mostre que, nesta “geometria”’, vale o teorema 2.9.

2.47 Exercicio. Considere um conjunto C' de n (n > 3) pontos de um plano que tem um
subconjunto Cy formado por p (2 < p < n) pontos colineares. Sabe-se que toda vez que 3 pontos
de C sao colineares eles sao pontos de (7. Calcule o niimero de retas determinadas por esses n
pontos (Sugestao: considere o conjunto formado por todos os pontos 3 a 3 colineares).

2.48 Exercicio. Mostre que é impossivel construir um modelo de uma “geometria” com 6,
pontos, em que sejam vélidos os axiomas 1 e 2 e em que todas as retas tenham exatamente 3
pontos.
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Exercicios complementares

—

2.49 Exercicio. Mostre que, se C € AB e C # A, entao AB = _C>', BC C ABec A ¢ BC

—
(sugestao: considere as vérias possibilidades de C' pertencer a AB).

2.50 Exercicio. Considere as afirmacoes:
i) Existem dois segmentos distintos que tém dois pontos em comum.
ii) Existem dois segmentos distintos que tém somente dois pontos em comum.
Diga quais dessas afirmacoes sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta.
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Capitulo 3

Axiomas Sobre Medida de
Segmentos e de Angulos

Baseados nos axiomas de Incidéncia e da Ordem, definiu-se
segmento e semi-reta. O conceito de medida de um seg-
mento, ou a determinagao de seu comprimento, que é in-
troduzido, usualmente, mediante a adogao de uma unidade
de comprimento, é aqui estabelecido através de axiomas.
Introduz-se também o conceito de angulo e sua medida

3.1 Axiomas sobre medida de segmentos

...dizem como medir segmentos; dao uma maneira de com-
parar segmentos.

Com os axiomas de incidéncia e de ordem, vistos nas segoes anteriores, pudemos definir
segmento de reta. Em geral, o conceito de medida de um segmento, ou a determinacao
de seu comprimento, é introduzido mediante a adocao de uma unidade de comprimento.
Neste curso faremos axiomaticamente a introducao de tal medida, relacionando-a com a
pratica usual de adog¢ao de uma unidade. A partir do momento em que soubermos como
medir segmentos estaremos aptos a poder compara-los em tamanho e, dai, dizer se um
segmento é maior, menor ou igual, em comprimento, a um outro.

Axioma 9 Existe uma fun¢ao d que a cada par (A, B) de pontos do plano, associa um
nimero real d (A, B) tal que:

(i) d(A,B) > 0,VA,B,ed(A,B) =0 A= B.

(ii) d (A, B) = d (B, A),VA, B.

3.1 Definicao. O numero d (A, B) é chamado distancia entre os pontos A e B, ou
medida do segmento AB, ou ainda comprimento do segmento AB.
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Axiomas sobre medida de segmentos

3.2 Observacao. Quase sempre indicaremos d (A, B), escrevendo em seu lugar AB.

O axioma seguinte estabelece uma correspondéncia entre niimeros reais e pontos de
uma reta.

Axioma 10 (Existéncia de Sistema de Coordenadas) Para cada reta r do plano
existe um bije¢do = : 7 — R que, a cada ponto P € r, associa um nimero real x (P) tal
que para quaisquer dois pontos A, B € r tem-se |z (A) —x (B)| =d (A, B).

A bijecao x do axioma 10 é chamada sistema de coordenadas para r e o nimero
real z (P), associado ao ponto P, serd chamado de coordenada de P em relagao a r. O
ponto de r associado ao ntimero (0 é chamado de origem do sistema de coordenadas.

A origem de um sistema de coordenadas divide a reta r em duas semi-retas opostas.
A semi-reta que contém o ponto associado ao nimero 1 chamaremos de parte positiva
de r e, a outra, parte negativa.

O axioma seguinte estabelece que a medida de segmentos goza da propriedade de
aditividade.

EAxioma 11 Se A—C — B entao AC +CB = AB. ]

3.3 Observagao. Agora que sabemos determinar a medida de um segmento a partir das
coordenadas de suas extremidades, e lembrando que os niimeros reais sao ordenados pela
relagdo “menor do que” (ou pela relagao “maior do que”), vamos poder estabelecer uma
relagao de ordem para os pontos de uma reta.

Sea<c<b(oub<c<a),dizemos que o nimero ¢ esta entre a e b.

Como preambulo ao teorema 3.5, demonstraremos o seguinte lema:

3.4 Lema. Se um ponto C', distinto de dois pontos A e B, pertence a 1@, e AC é tal
que AC' < AB entao C esta entre A e B.

Prova: Desde que A ¢é a origem da semi-reta Sap) € B € Sap), A nao pode estar
entre B e C. Se B estivesse entre A e C' terfamos (axioma 11) AB + BC = AC e, dai,
AB < AC, contrario a hipétese AC' < AB. Pelo axioma 3 temos entao A — C' — B. |

A correspondéncia entre a relacao de ordem de nimeros reais e a relacao de ordem de
pontos de uma reta fica estabelecida no seguinte teorema:

3.5 Teorema. Sejam x(A),z(B),z(C) as respectivas coordenadas dos pontos A, B, C' de
uma mesma reta. O ponto C' estd entre A e B se, e somente se, o nimero x(C') estd entre

z(A) e z(B).
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Axiomas sobre medida de segmentos

Prova: (Necessidade) Suponhamos que A — C — B. Decorre do Axioma 11 que
AC +CB = AB, isto é:

|2(C) = z(A)| + |2(B) — 2(C)| = [2(B) — 2(A)].
Inicialmente, vamos supor que x(B) > z(A). Neste caso, temos
|2(B) — 2(A)| = 2(B) — z(A)
e, da igualdade anterior, segue que
|z(C) — 2(A)| < 2(B) — x(A) e |z(B) — z(C)| < z(B) — z(A).

Assim:
—x(B) +z(A) < z(C) —z(A) < 2(B) — z(A)

—z(B) +2(A) < z(B) —2(C) < z(B) — z(A).

Logo z(C) < z(B) e z(A) < z(C).

Assim, z(A) < 2(C) < x(B), isto é, z(C) esta entre z(A) e xz(B).

Se z(B) < x(A), um raciocinio andlogo nos leva a mesma conclusao. Deste modo
temos provada a condicao necessaria.

(Suficiéncia) Suponhamos que o nimero z(C') esta entre z(A) e x(B), isto ¢é, z(A) <
z(C) < z(B). Temos entao:

|2(C) = 2(A) + [¢(B) — 2(C)| = [2(B) — 2(A)],

e, em particular, AC < ABe CB < AB.
Consideremos as semi-retas com origem em A; se B e C pertencem a uma mesma
dessas semi-retas e sendo AC' < AB, do lema 3.4, segue que C esta entre A e B.
Resta mostrar que B e C nao podem pertencer a
semi-retas distintas, isto é, o ponto A nao pode separar

B e C. De fato, se isto acontecer entao B — A — C O 1 2 3
e dai BA+ AC = BC, resultando BA < BC, o que )

contradiz a desigualdade CB < AB, ja obtida acima. 0O 2 3 1
Logo, A—C — B. |

O teorema acima justifica que a disposicao dos Figura 3.1: Ordem na repre-
numeros ao longo de uma reta, deve ser como no di- sentacao dos ntimeros como pon-
agrama de cima da Figura (3.4), e ndo como no dia- tos de uma reta.
grama que aparece embaixo.

3.6 Exercicio. Complete a demonstragao do teorema 3.5 considerando o caso = (B) <
z(A).

3.7 Exercicio. Dé uma caracterizacao para segmento e semi-reta, usando as coordenadas
dos seus pontos.
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Axiomas sobre medida de segmentos

3.8 Teorema. Em qualquer segmento AB existe um tinico ponto C' tal que AC' = CB.

Prova: (Existéncia) Dado o segmento AB, aos pontos A e B estdo associadas suas
coordenadas z(A) e x(B) (axioma 10). Consideremos o ntimero real 3 (z(A) 4+ z(B)).
De acordo com o axioma 10, existe um ponto C' da reta determinada por A e B tal que
2(C) = L (z(A) + x(B)). Como

2

AC = 1o() = (C)] = [o(4) = a(4) + 2(5)
=)
2 2
OB = |2(C) = a()] = |3 (o) + 2(B) ~ 2(5)
_ &_@'
2 2 ’

conclufmos que AC' = CB. Como o ntmero 1 (z(A) + z(B)) estd entre z(A) e z(B)
(mostre isto), pelo teorema 3.5 segue que o ponto C estd entre A e B. Mostramos, assim,
que existe um ponto que satisfaz as exigéncias do teorema.

(Unicidade) Suponhamos que, além do ponto C' definido acima, exista um outro ponto,
C', no segmento AB, tal que AC’ = C'B e seja x (C") a coordenada desse ponto. Entdo

2(C") — 2(A)] = |a(B) — 2(C")] e dai
z(C") — x2(A) = 2(B) — 2(C") ou x(C") — z(A) = 2(C") — z(B).

A segunda possibilidade nao pode ocorrer pois implicaria em A = B, o que é um

absurdo. Logo

2(C) = % (2(A) + 2(B)).

Assim, z(C') = z(C") e, pelo axioma 10, concluimos que C' = C". Isto prova a unicidade.m

3.9 Definicao. O ponto C' do segmento AB, tal que AC = CB, é chamado ponto
médio desse segmento.

3.10 Observagao. O teorema 3.8 mostra que todo segmento tem um ponto médio e este
¢ tnico.

3.11 Observagao. A distancia entre pontos satisfaz as seguintes propriedades:
i) AB > 0 para quaisquer pontos A e B;
ii) AB=0< A= B;
iii) AB = BA para quaisquer pontos A e B.
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Axiomas sobre medida de segmentos

Observe que a nocao de distancia satisfaz propriedades que sao as intuitivamente esper-
adas. Uma outra propriedade, que se espera estar satisfeita, é a chamada desigualdade
triangular, dada por:

iv) AC < AB + BC para quaisquer trés pontos A, B e C no plano. A igualdade vale
se C € AB.

Como veremos mais adiante (teorema 5.19), esta propriedade serd uma conseqiiéncia
dos axiomas anteriores e do préximo grupo de axiomas a ser apresentado no capitulo 4.

Com a nogao de distancia entre pontos podemos definir circunferéncia. Seja A um
ponto do plano e R um nimero real positivo.

3.12 Definigao. Circunferéncia de centro A e raio R é o conjunto de pontos B do
plano tais que AB=R. Notagao: C(A,R)

Um ponto C' do plano tal que AC < R é
dito ponto interior & C(A,R); neste caso, dizemos
também que C' esta dentro da circunferéncia. Se
AC > R, o ponto C é dito exterior a C(A,R); neste
caso dizemos também que C' esta fora da circun-
ferencia. O conjunto de pontos interiores a circun-
feréncia é chamado disco aberto ou bola aberta de Figura 3.2: Circunferéncia de
centro A e raio r; que serd indicado por B(A,R). centro em A.

3.13 Exercicio. Use notagao da teoria de conjuntos para escrever, de modo sintético, os
conceitos da definicao acima.

3.14 Definicao. Um subconjunto do plano é dito limitado se existe um disco aberto
que o contém; caso contrario, é dito ilimitado (ou nao limitado).

3.15 Exercicio. Utilizando as definicoes anteriores:

i) Prove que qualquer conjunto finito de pontos do plano é limitado.

ii) Prove que todo segmento ¢é limitado.

iii) Prove que a uniao finita de subconjuntos limitados é ainda um conjunto limitado
(observacao: admita como verdadeira a desigualdade triangular).

iv) Prove que todo triangulo é limitado.

v) Prove que dados um subconjunto limitado M, no plano, e um ponto P desse plano,
existe um disco aberto com centro em P e que contém M.

vi) Prove que retas sdo conjuntos ilimitados.

3.16 Exercicio. Dizemos que o ponto C' de um dado segmento AB é a secao durea de AB

se C é tal que é—g = f‘—g. Neste caso, dizemos também que C' divide AB em média e extrema

razoes.
Mostre que se C é secio durea de AB, entdo AC = @AB eque AB = @AC (o niimero

V541

5 ¢ conhecido como niimero dureo). Mostre que todo segmento possui uma secao durea.
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Angulo e Axiomas sobre medida de angulos

3.2 Angulo e Axiomas sobre medida de angulos

. define-se angulo e diz como medi-los; da-se uma maneira
de comparar angulos.

3.17 Defini¢dao. Angulo é uma figura formada pela uniao de duas semi-retas distintas
que possuem a mesma origem e nao estao contidas na mesma reta.

Angulo raso é a unido de duas semi-retas opostas. Semi-retas coincidentes definem
um angulo nulo.

As semi-retas sao chamadas lados do angulo e a origem comum é o vértice do angulo.

3.18 Observacao. Muitos sao os modos para se representar um angulo; assim, se O é o
vértice e se A e B sao pontos quaisquer distintos de O, um em cada lado do angulo, este
angulo pode ser denotado por AOB ou BOA, (Figura 3.3).

Nesta notacao, a letra que denomina

o vértice deve sempre aparecer entre as

A outras duas. Caso nenhum outro angulo

o tenha o mesmo vértice, podemos utilizar

. sO a letra que designa o vértice para repre-

O B sentar o angulo. Assim, o angulo represen-

N R tado na Figura 3.3 poderia ser denominado

Figura 3.3: Angulo AOB ou O e angulo a. simplesmente por O. Em varias ocasioes ¢é

comum utilizar-se letras do alfabeto grego

para representar um angulo; neste caso, escreve-se, proximo do vértice e entre as duas
semi-retas, a letra que designa o angulo (Figura 3.3).

3.19 Observagao. Dado um triangulo ABC', os angulos ALA?C, BAC e ACB sao ditos
os angulos internos do triangulo ABC.

De modo analogo aquele utilizado para se introduzir medida de segmento, a medida
de um angulo é feita através de alguns axiomas apropriados.

E&xioma 12 Existe uma funcao que a cada angulo associa um nimero real positivo. ]

3.20 Definicao. O numero associado a um angulo, a que se refere o axioma 12, é
chamado medida do angulo.

3.21 Observacgao. Via de regras, representaremos um angulo e sua medida pelo mesmo

simbolo. Assim, os simbolos AOB e « serao usados tanto para denotar um angulo quanto
a sua medida.
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Angulo e Axiomas sobre medida de angulos

Sabemos que uma reta divide um H
plano em dois semiplanos (axioma P
10). Tomemos um ponto O perten-
ce_n)te a uma reta r e uma semi-reta
OP, P contido no semiplano H de-
terminado por . Nessa situagao dize-

. . . . ¢ r
mos que a semi-reta divide o semi- o)
plano H.
Fixemos entdao um nimero real Figura 3.4: Semiplano H determinado por 7.
positivo K.

—
Axioma 13 Existe uma bijecao que a cada semi-reta OP que divide H associa um
nimero real p € |0, K[. Sendo a e b, respectivamente, os niimeros associados as semi-retas

H H A~
OA e OB que dividem H, a medida do angulo AOB é o niumero |a — b|.

Axioma 14 A uma das semi-retas de r com origem O esta associado o niimero 0 e a
semi-reta oposta a ela esta associado o numero K. A medida do angulo nulo é zero e a
medida do angulo raso é K.

3.22 Observagao. No caso em que K = 180 temos o modo usual de medir angulo,
que é aquele onde usamos um transferidor. A medida de angulos feita nesse sistema
de coordenadas d& o resultado em graus. Falaremos em angulo de z graus ou z° onde
0 <z < 180. Quando K = 200 a medida é em grado e quando K = 7 a medida estd
dada em radiano . Daqui por diante, salvo mencao em contrario, vamos assumir que o0s
angulos sao medidos em graus.

3.23 Observagao. Exibida uma correspondéncia caracterizada pelos Ax. 13 e 14, a cada
semi-reta fica associado um ntumero real entre 0 e K chamado coordenada da semi-reta.

-~ . . H % H A 1 -
3.24 D_el)"inigao. Consuie_rgamos as semi-retas OA, OB e OC. Se o segmento AB inter-
cepta OC', dizemos que OC divide o angulo AOB.

— ~

3.25 Exercicio. Mostre que se OC' divide o angulo AOB” é independente a escolha dos
—_— —

pontos A e B nas semi-retas OA e OB, respectivamente.

O proximo axioma vai estabelecer a propriedade da aditividade, coisa que se espera
de uma medida de angulo. Para fazer isso, vamos considerar trés semi-retas de mesma
origem O—/l, O—B> e O—(f , tais que as duas ultimas e_st)ejam contidas, propriamente, num dos
semiplanos determinados pela reta que contém OA.
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Angulo e Axiomas sobre medida de angulos

Axioma 15 Se uma semi-reta OC divide um angulo AéB, entio AOB = AOC + C@B,
e reciprocamente.

3.26 Exercicio. Se a,b sao as coordenadas dos lados do angulo AC/)\B, entao a medida
de AOB é dada por |a — b|. (Resulta diretamente do Ax. 13).

3.27 Teorema. Para qualquer angulo A@B, existe uma unica semi-reta O—(f que divide
AOB, tal que AOC = COB.

Prova: Vide exercicio 3.53.

—
3.28 Definigao. A semi-reta OC' do teorema acima, é chamada bissetriz do angulo

AOB.

3.29 Observagao. O teorema 3.27 mostra que todo angulo tem uma bissetriz e ela é
Unica.

Vamos introduzir, baseados nos axiomas até agora fixados, algumas definigoes que
estabelecerao terminologias 1teis.

3.30 Definigao. Dois angulos sao consecutivos se eles tém um lado em comum. Se os
outros lados dos angulos estao em semiplanos opostos, definidos pelo lado comum, esses
angulos sao ditos adjacentes. (A Figura 3.5 ilustra a diferenca entre angulos consecutivos
e adjacentes)

Prolongar um lado de um angulo significa
tomar a semi-reta oposta a esse lado. A semi-
C A reta assim obtida é dita ser o prolongamento
do lado do angulo. Dados dois angulos, se a
soma de suas medidas ¢ 180° eles sao ditos su-
/o) é plementares.
Se a soma das medidas de dois angulos é 90°
Figura 3.5: Os angulos AOB e BOC ¢les sao ditos complementares. Dizemos que
um angulo é complemento de outro angulo se
eles forem adjacentes e complementares.

sao consecutivos mas nao sao adja-
centes.

3.31 Definicao. Um suplemento de um angulo é um angulo adjacente a esse angulo,
obtido pelo prolongamento de um de seus lados.

3.32 Exercicio. Mostre que um angulo e seu suplemento sao angulos suplementares.

3.33 Exercicio. Mostre que se dois angulos tém a mesma medida, o mesmo ocorre com
os seus suplementos.
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Angulo e Axiomas sobre medida de angulos

3.34 Definicao. Angulos opostos pelo vértice sao aqueles que os lados de um sao as
respectivas semi-retas opostas aos lados do outro.

3.35 Teorema. Angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida.
3.36 Exercicio. Prove o teorema anterior.
3.37 Defini¢do. Angulo reto é um angulo cuja medida é 90°.

3.38 Definicao. Se um angulo mede menos que 90° ele é dito agudo, e ¢é dito obtuso
se mede mais de 90°.

3.39 Exercicio. Mostre que o suplemento de um angulo reto é também um angulo reto.

3.40 Teorema. Se duas retas sao concorrentes e definem quatro angulos tais que um
deles é reto, entao os outros trés também sao retos.

3.41 Exercicio. Prove o teorema anterior.

O teorema 3.40 motiva a seguinte defini¢ao:

3.42 Definicao. Duas retas concorrentes sao perpendiculares se um dos quatro angulos
que elas definem é reto.

3.43 Definicao. Duas semi-retas de mesma origem sao perpendiculares se cada uma
delas estd contida em retas perpendiculares.

O teorema seguinte d4 uma caracterizacao de retas perpendiculares.

3.44 Teorema. Duas retas concorrentes sao perpendiculares se, e somente se, formam
angulos adjacentes suplementares de mesma medida.

3.45 Exercicio. Prove o teorema anterior.

Definimos quando duas retas sao perpendiculares, mas, até agora, nao exibimos uma
situagao mostrando que, de fato, nossa definicao nao é vazia de significado, isto é, ainda
nao mostramos que existem retas perpendiculares (falar de elefante cor-de-rosa nao implica
que exista elefante com essa cor). s

Construcao de retas perpendiculares.

Consideremos uma reta r e tomemos em r um
ponto A (..podemos?). Esse ponto determina em r
duas semi-retas que definem um angulo raso. Além
disso, a reta r determina dois semiplanos. Conside-
remos um desses semiplanos. Dentre todas as semi-
retas com origem em A e contidas nesse semiplano,
existe uma cuja coordenada é o nimero 90. Esta semi- Figura 3.6: As retas r e s sao per-
reta forma com as semi-retas determinadas em r, pelo pendiculares.

A r
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Exercicios complementares

ponto A, dois angulos com medidas iguais a 90 (por que?). Logo, a semi-reta assim con-
struida esta contida numa reta s que contém o ponto A e é perpendicular a reta r dada.
Assim, r e s sao perpendiculares. Os argumentos acima provam que retas perpendiculares
existem.

Unicidade de retas perpendiculares passando por um ponto.

Com um pouco mais de trabalho, podemos mostrar que a reta s passando por A e
perpendicular a r é unica.

De fato, suponhamos que s e s’ sdo duas retas perpendiculares a r passando por A. As
intersecoes de s e s’ com um dos semiplanos sao semi-retas, cujas coordenadas chamaremos
de ¢ e ¢, respectivamente.

Pelo axioma 13 segue que as semi-retas determinadas por A em r, tém coordenadas
iguais a 0 e 180. Como r, s sao perpendiculares e a medida do angulo entre elas é dada por
|180 — ¢| ou por |0 — ¢|, segue que |180 — ¢| = 90 ou |0 — ¢| = 90. Analisemos o caso em
que [180 — ¢| = 90. Como 7, s’ sdo perpendiculares e a medida do angulo entre elas é dada
por |180 — ¢/| temos também que [180 — /| = 90, logo, [180 — ¢| = |180 — ¢/| . Observe que
os numeros ¢ e ¢’ pertencem ao intervalo (0, 180), o que nos permite reescrever a tltima
igualdade como 180 — ¢ = 180 — ¢ e, entao, ¢ = .

Como a correspondéncia entre semi-retas que dividem um dado semiplano e ntimeros
do intervalo (0, 180) é uma fungao injetora, as semi-retas consideradas sao coincidentes e,
dai, s e s’ coincidem.

Os resultados obtidos acima podem ser reunidos no seguinte teorema:

3.46 Teorema. Dada uma reta, por qualquer um de seus pontos passa uma tnica reta
perpendicular a ela.

3.47 Definicao. Dado um segmento AB, a reta ‘perpendicular a AB passando pelo seu
ponto médio é chamada mediatriz do segmento AB.

3.3 Exercicios complementares

3.48 Exercicio. (Generalizagao do teorema 3.8) Em qualquer segmento AB, mostre que existe
um tnico ponto C entre A e B tal que AC = kEAB, onde k é qualquer ntimero real, 0 < k < 1.

3.49 Exercicio. Mostre que se A e B sao dois pontos distintos e £ > 0 é um nimero real,
existe um tunico ponto P € AB tal que AP = kAB.

3.50 Exercicio. a) Prove que dois angulos que tém o mesmo complemento possuem a mesma
medida.

b) Sabe-se que dois angulos sdo complementares. Calcule a medida desses angulos sabendo
que o suplemento do maior é igual a 7 vezes o menor.

3.51 Exercicio. Prove que se um angulo e seu suplemento tém a mesma medida entao ele é
um angulo reto.
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3.52 Exercicio. Mostre que:

a) O suplemento de um angulo obtuso é sempre agudo.

b) O complemento de um angulo agudo é sempre agudo. O suplemento de um angulo agudo
é sempre obtuso?

3.53 Exercicio. Prove o teorema 3.27 (sugestdao: faca uma demonstracao analoga a do teo-
rema 3.8).

3.54 Exercicio. Prove que as bissetrizes de dois angulos opostos pelo vértice sdo semi-retas
opostas.

3.55 Exercicio. Prove que a bissetriz de um angulo e a de um de seus suplementos sao semi-
retas perpendiculares entre si.

3.56 Exercicio. Prove que se as bissetrizes de dois angulos adjacentes sao perpendiculares,
entao os angulos sao suplementares.

3.57 Exercicio. Prove que as retas perpendiculares a bissetriz, com origem no vértice de um
angulo, formam angulos de iguais medidas com os lados do angulo dado.

3.58 Exercicio. Considere o angulo AOB (nao nulo e néo raso). Seja Y04, O semiplano
determinado pela reta OA, que contém o ponto B, e yop .4 o semiplano determinado pela reta
OB e que contém o ponto A. Mostre que o conjunto Yo4,5 NYoB.4 ¢ convexo. O conjunto
Yoa,B NYoB,A — AOB é chamado interior do angulo AOB e ser4 indicado por intA@B, e
cada um de seus pontos é chamado ponto interior do angulo AOB.

rd . . . —) % % _) . .
3.59 Eer‘ClCIO_.> Considere quatro semi-retas, OA, OB £}C’ e OD, de mesma origem, tais que
AOB = COD,OB esta contida no interior de AOC' e OC' esta contida no interior de BOD.
Mostre que AOC = BOD.

3.60 Exercicio. Dado um _é)ngulo AOB e um ntimero real positivo k,0 < k < 1, mostre que
existe uma unica semi-reta OC' tal que COB = k- AOB.

rd . . . % .
3.61 Exercicio. Se tracarmos n semi-retas de mesma origem, OA;, i = 1,2,....,n, n > 2,
quantos angulos elas determinam?

3.62 Exercicio. Pergunta-se: a que horas o ponteiro das horas de um relégio seré a bissetriz
do angulo formado pelo ponteiro dos minutos e a posicao dos mesmos, ao meio-dia.
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Capitulo 4

Axiomas de Congruéncia

A partir das nogoes de medida de segmentos e de angulos
sao introduzidos os conceitos de congruéncia de segmen-
tos, angulos e triangulos. Sao apresentados, também, teo-
remas que dao condigoes suficientes para a congruéncia de
triangulos.

4.1 Axiomas sobre congruéncia de segmentos, angulos
e triangulos

definem o conceito de congruéncia ou “igualdade” de
segmentos de retas, triangulos. e angulos.

4.1 Definigao. Dois segmentos sao congruentes se eles tém a mesma medida.
4.2 Definigcao. Dois angulos sao congruentes se eles tém a mesma medida.

4.3 Observagao. Usamos o termo congruentes, e nao iguais, para distinguir do termo
“igual”, que significa, matematicamente, o “mesmo objeto mateméatico”.

Indicamos congruéncia entre segmentos (angulos) ABeCD (A e B) escrevendo AB =
CD (A= B) assim, AB=CD <AB=CD (A= B A= B) E facil ver que a relacio
= satisfaz as seguintes propriedades:

(i) (reflexiva) AB = AB.

(ii) (simétrica) Se AB = CD, entdao CD = AB.

(iii) (transitiva) Se AB=CD e CD = EF, entao AB = EF.

Assim, a relagao de congruéncia entre segmentos é uma relagcao de equivaléncia.

4.4 Exercicio. Mostrar que congruéncia entre angulos também é uma relacao de equivaléncia.

4.5 Definigcao. Dois triangulos ABC e XY Z sao congruentes se existe uma aplicagao

bijetora
¢:{A,B,C} - {X,Y, 7}
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Axiomas sobre congruéncia de segmentos, angulos e triangulos

com a seguinte propriedade: se X = ¢(A),Y = ¢(B) e Z = ¢(C) entao

A=X, B=Y, C=7,
AB=XY, AC=XZ, BC=YZ.

A aplicacao ¢ é chamada de congruéncia.

Os vértices Ae X, Be Y, C e Z sao ditos correspondentes. Angulos correspon-
dentes sao aqueles cujos vértices sao correspondentes, e lados correspondentes sao os
lados cujas extremidades sao vértices correspondentes.

Se os triangulos ABC e XY Z sao congruentes, escrevemos ABC = XY Z, significando
que a congruéncia leva Aem X, Bem Y e C em Z.

4.6 Exercicio. Mostre que a relacao de congruéncia entre dois triangulos é uma relagao
de equivaléncia.

O axioma seguinte estabelece a existéncia de triangulos congruentes.

Axioma 16 Sejam ABC um triangulo e r’ uma semi-reta. Existe um triangulo A’B’C”,
congruente ao triangulo ABC, tal que A’ coincide com a origem de r’, o vértice B’ pertence
ar’ e C’é um ponto contido num dos semiplanos definidos pela reta r que contém r’.

O lema seguinte nos fala sobre a existéncia de segmentos congruentes.

4.7 Lema. (Transporte de segmentos) Sejam AB um segmento e v’ uma semi-reta.

Existe um tinico segmento A'B’ contido em 1’ onde A’ coincide com a origem de 1’ e tal
que A’B" = AB.

Prova: (Existéncia) Tome um ponto C' que nio pertence & reta AB (tal ponto
existe?) determinando o AABC'. Pelo axioma 16, existe um triangulo A’B’'C’, congruente
ao triangulo ABC, tal que A’ coincide com a origem de r/, o vértice B’ pertence a 1’ e
C" é um ponto num dos semiplanos definidos pela reta r que contém r’. Pela definicao de
congruéncia de triangulos, A'B’ = AB.

(Unicidade) Suponhamos que, além do ponto B’ obtido acima, tal que A’B’ = AB,
possamos marcar outro ponto B” pertencente a 1/, B” # B, tal que A/B” = AB. Dos
trés pontos A’, B', B”, um deve estar entre os outros dois; ele nao pode ser A’, pois B’ e
B” nao sao separados pela origem da semi-reta. Se é B’ que esta entre A’ e B”, entao
A'B" = A'B"+ B'B”, e dai B'B"” = 0 o que é impossivel, pois B” # B’. Assim, B’ nao
estd entre A’ e B”. Conclusao andloga obteremos supondo que B” esta entre A’ e B’. Isto
é uma contradicao; logo, B’ = B” e, dai, temos concluida a prova da unicidade. [ ]

O lema seguinte nos fala sobre a existéncia de angulos congruentes.

4.8 Lema. (Transporte de angulos) Sejam AOB um angulo e r' uma semi-reta.

Existe um tnico angulo A'O’'B’, em que o vértice O’ coincide com a origem de r’', um lado
coincide com ' e AO'B' = AOB.
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Axiomas sobre congruéncia de segmentos, angulos e triangulos

4.9 Exercicio. Demonstre o lema 4.8 (sugestao: considere o triangulo AOB e use o axi-
oma 16; nao esquega que este também é um resultado que envolve existéncia e unicidade).

[ T — _

XeAC=XZ

Axioma 17 Se dois triangulos ABC e XY Z sao tais que AB = XY, A
entao ABC = XY Z.

Y

O axioma acima é conhecido como
Primeiro Caso de Congruéncia de
Triangulos ou simplesmente, caso LAL.

4.10 Observagao. Pela definicao 4.5, para
verificarmos a congruéncia de dois triangulos
temos que verificar seis relagoes: con-
gruéncia dos trés pares de lados corre-
spondentes e congruéncia dos trés pares
de angulos correspondentes. No entanto,
o axioma 17 afirma que ¢ suficiente verificar apenas trés delas, isto é:

A i C X t VA
Figura 4.1: O Caso LAL de congruéncia de

triangulos.

&/ {ABEXYAC’
—

ol
Ql'®
{1l

N

=X

N

Os resultados que seguem sao conseqiiéncias diretas, ou indiretas, do axioma 17.

4.11 Teorema. (Segundo Caso de Congruéncia de ’Ihangulos ou caso ALA)
Dois triangulos ABC e XY Z sao congruentes se AB = XY, A=XeB=Y.

Prova: Sejam ABC ¢ XY Z tridngulos tais que AB = XY, A = XeB=Y. Seja
D um ponto da semi-reta AC tal que AD = XZ (existe este ponto?). Consideremos o
triangulo ABD e comparemo-lo com o triangulo XY Z. Uma vez que AD = XZ, AB =
XY e A X pelo axioma 17 segue que ABD = XY Z. Concluimos daf que ABD =Y.
Logo ABD = ABC.

e
Decorre dai que as semi-retas BD e BC' C VA
coincidem. Logo, pelo teorema 2.9, os pon-
tos C' e D coincidem, e entao os triangulos
ABC e ABD também coincidem e, por-
tanto, ABC = ABD. Como ABD
XY Z, pela transitividade da relagao
segue que ABC' = XY Z.
A seguir, definimos alguns conceitos Figura 4.2: O Caso ALA de congruéncia de
que serao uteis para fixar linguagem sobre triangulos.
triangulos.

. T .
A B X Y
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Axiomas sobre congruéncia de segmentos, angulos e triangulos

4.12 Definigao. (a) Um triangulo que tem dois lados congruentes é dito isésceles. O
vértice comum a esses dois lados é chamado vértice do triangulo iséceles, os lados con-
gruentes sao chamados laterais e o terceiro lado é chamado base. Os angulos adjacentes
a base sao chamados dngulos da base.

(b) Um triangulo que tem os trés lados congruentes é chamado equilédtero.

(c) Um triangulo que tem um angulo reto é chamado retangulo. Os lados que
definem o angulo reto sao chamados catetos e o terceiro lado é chamado hipotenusa do
triangulo.

Seja ABC um triangulo e D um ponto da reta determinada por B e C.

4.13 Definigao. (a) Se D for o ponto médio do segmento BC, o segmento AD é chamado
mediana do AABC relativamente ao lado BC (ao vértice A).

(b) Se D ¢é tal que S(ap) divide o angulo CAB em dois angulos congruentes, isto €,
CAD = DAB, dizemos que AD é bissetriz do angulo A

(c) Se D é tal que a reta determinada por A e D é perpendicular & reta determinada

por B e C, dizemos que AD ¢é altura do AABC relativamente ao lado BC' (ou ao vértice
A).

4.14 Observagao. A existéncia da altura de um triangulo sera garantida no proximo
capitulo.

4.15 Exercicio. Mostre que nas definigoes 4.12 e 4.13, os objetos ali apresentados estao

bem definidos.

4.16 Teorema. Em qualquer triangulo isésceles, os angulos da base sao congruentes.

Prova: Seja ABC um triangulo isésceles em que AB = AC. Queremos provar que
B = C. Para isso vamos comparar o triangulo ABC' com ele mesmo, definindo a seguinte
lei de correspondéncias:

v:{A B, C} — {A B,C}

tal que
p(A)=A, ¢(B)=Ceyp(C)=D8.

Por hipétese AB = AC e AC = AB. Como A= ﬁ, segue, pelo axioma 17, que esta
correspondéncia define uma congruéncia, isto é, ABC = ACB. Logo, B = C. [ |

4.17 Teorema. Se um triangulo tem dois angulos congruentes, entao ele é isésceles.
4.18 Exercicio. Prove o teorema 4.17.

4.19 Exercicio. Prove que em qualquer triangulo isésceles a mediana relativamente a
base também ¢é altura e bissetriz.

4.20 Teorema. (Terceiro Caso de Congruéncia de Triangulos ou caso LLL)
Dois triangulos sao congruentes se eles tém os lados correspondentes congruentes.
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Prova: Sejam ABC e XY Z dois triangulos tais que AB = XY, AC = XZ e BC =
YZ. Mostremos que ABC = XY Z. Consideremos a semi-reta Scapy e escolhamos o
semiplano definido pela reta determinada por A e B e oposto aquele que contém o vértice
C'. Construamos um angulo com vértice A, congruente ao angulo X, tendo por lados Si4p)
e uma semi-reta r’ contida no semiplano escolhido acima. A partir de A, marquemos em 7’
um ponto D tal que AD = X Z (certifique-se de que tudo isso é possivel de ser construido!).

Como AB = XY (por hipétese),

AD = XZ (por construgao) e C Z

DAB = X (por construcio), temos

que ADB = XZY. Consideremos o

segmento C'_D; como AD = X7 =

AC e DB = 7Y = CB, os triangulos L N

ADC e DBC sao isosceles. Segue, A a B X . Y
dai, que ADB = ACB. Pelo axioma

17, temos que ADB = ACB. Mas Figura 4.3: O Caso LLL de congruéncia de
haviamos provado que ADB = XZY triangulos.

logo ACB = XZY ou ABC = XY Z. [ ]

4.21 Exercicio. Enuncie os casos de congruéncia de triangulos utilizando-se somente de
palavras. (Sem uso de notagoes simbdlicas).

4.2 Exercicios complementares

4.22 Exercicio. Estude a possibilidade de construir um triangulo isésceles cujos lados medem
a e bsendo a > b.

4.23 Exercicio. Prove que em qualquer triangulo isésceles as bissetrizes dos angulos da base
sao congruentes.

4.24 Exercicio. Prove que em qualquer triangulo equildtero as trés bissetrizes sdo congru-
entes.

4.25 Exercicio. Prove que em qualquer triangulo isdsceles as medianas relativamente, aos
angulos da base, sao congruentes.

4.26 Exercicio. Prove que em qualquer triAngulo equildtero as trés medianas sao congruentes.

4.27 Exercicio. Prove que em dois triangulos congruentes as bissetrizes dos angulos respec-
tivamente congruentes sao congruentes.

4.28 Exercicio. Prove que em dois triangulos congruentes as medianas relativas a lados re-
spectivamente congruentes sao congruentes.

39



Exercicios complementares

4.29 Exercicio. Detalhe o procedimento que vocé utilizaria para construir um triangulo con-
gruente a um triangulo dado.

4.30 Exercicio. Prove que todo triangulo, no qual uma altura e uma bissetriz sao coincidentes,
é isosceles.

4.31 Exercicio. Prove que todo triangulo, no qual uma altura e uma mediana sdo coinci-
dentes, é isdsceles.

4.32 Exercicio. Prove que todo triangulo equildtero tem os trés angulos congruentes, e recip-
rocamente.

4.33 Exercicio. Sao dados dois angulos adjacentes congruentes: X OY e YOZ. Tracam-se

—_— —_— — — — —
suas respectivas bissetrizes OM,ON e marcam-se sobre as semi-retas OX, OM, OY, ON 0OZ,
respectivamente, os segmentos congruentes OA=0B=0C =0D = OF. Encontre a relacao
entre os segmentos AB, BC,CD e DE. Compare os angulos BAC e DCE.

4.34 Exercicio. Duas estradas retilineas ligam uma cidade A a duas cidades B e C,
conforme indicado na figura 4.4. Indique uma estratégia que permita vocé determinar a
distancia entre as cidades B e C, sabendo que entre B e C' existe um morro (qualquer
medigdo que nao seja através do morro é possivel).

B

Figura 4.4: Exercicio 4.34

4.35 Exercicio. Na figura 4.5, os triangulos ABC' e ABD sao isdsceles com base comum
AB Prove que os angulos CAD e CBD sio congruentes e que C'D é bissetriz do angulo
ACB.

C

A B

Figura 4.5: Exercicio 4.35.
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4.36 Exercicio. Na figura 4.5, o angulo CMA éretoe M é ponto médio de AB.Prove
que AC = BC.

Figura 4.6: Exercicios 4.36.
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Capitulo 5

Desigualdades nos Triangulos

Estabelece-se, usando o teorema do angulo externo, a ex-
isténcia de retas paralelas, a existéncia e unicidade da per-
pendicular a uma reta dada passando por um ponto nao
pertencente a essa reta, e uma condigao necessaria para
que trés nimeros positivos possam ser comprimentos de
lados de um triangulo.

5.1 O teorema do angulo externo e algumas de suas

conseqiiéncias

5.1 Definicao. Os suplementos dos angulos internos de um triangulo sao chamados

angulos externos do triangulo.

5.2 Teorema. (Teorema do Angulo Externo) Um angulo externo de um triangulo
mede mais do que qualquer um dos angulos internos nao adjacentes a ele.

—

Prova: Seja ABC um triangulo qualquer. Na semi-reta AB, marquemos um ponto

D tal que B esteja entre A e D. O teorema estara provado se mostrarmos que CBD > C
e CBD > A. Mostremos, inicialmente, que CBD > C.

Para isso, consideremos o ponto médio
M do segmento BC. Na semi-reta Sianr
marquemos um ponto N tal que A—M — N
e AM = MN. Ficam, assim, definidos os
triangulos CM A e BMN.

_Como CM = BM,AM = MN e
AMC = BMN (por qué?), segue que
os triangulos CMA e BMN sao congru-
entes Logo, C' = MBN. Como a semi-reta

BN divide o angulo ( CBD entao MBN <

© N

A B D

Figura 5.1: O Teorema do Angulo Externo.

CBD e, dai, C < CBD. De modo analogo, o leitor pode provar que CBD > A. [ ]
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5.3 Exercicio. Complete a demonstracao do teorema anterior.

5.4 Corolario. A soma das medidas de quaisquer dois angulos internos de um triangulo
é menor do que 180°.

Prova: Seja ABC' um triangulo qualquer; mostremos que A+ B < 180°. Chamemos
de 6 a medida do angulo externo deste triangulo com vértice em B. Pelo teorema 5.2
temos que A < 0. Como 0 e B sio suplementares, temos que 6 + B = 180°. Logo
A+ B <6+ B=180°. [ ]

5.5 Corolario. Em todo triangulo existem pelo menos dois angulos internos agudos.

Prova: Suponhamos que um triangulo possuisse dois angulos internos nao agudos.
Neste caso a soma deles seria maior ou igual a 180°, o que nao pode ocorrer devido ao
teorema 5.4. Logo, vale o corolario. [ |

5.6 Definicao. Duas retas que nao se interceptam sao ditas paralelas.

5.7 Corolario. Ser e s sao retas distintas e perpendiculares a uma terceira, entao r e s
sao paralelas.

Prova: Se r e s se interceptassem, teriamos definido um triangulo com dois angulos
retos, o que é um absurdo devido ao corolario 5.5. [ |

5.8 Teorema. (Quarto Caso de Congruéncia de Tr1angulos ou caso LAA°)
Dois triangulos ABC e XY Z sdo congruentes se AB = XY, B=YeC=2Z.

5.9 Observagao. O simbolo A° do teorema anterior representa o angulo oposto ao lado
BC' de um triangulo ABC.

5.10 Exercicio. Prove o teorema anterior.

5.11 Exercicio. Mostre que existem retas paralelas (sugestao: use o teorema 3.46).

O teorema seguinte nos fornecera um outro método para construirmos retas perpen-
diculares. Como consequeéncia do corolario 5.7, podemos usar este método para construir
retas paralelas.

5.12 Teorema. Por um ponto nao pertencente a uma reta passa uma tinica reta perpen-
dicular a essa reta.

Prova: (Existéncia) Seja r uma reta e P um ponto ndo pertencente a r. Tomemos
em r um ponto A, qualquer. Consideremos o segmento AP; se AP ja é perpendicular &
r, acabamos de construir a reta procurada, a saber, aquela determinada por A e P.

Caso contrario, observemos que A divide a reta r em duas semi-retas, " e r”. A
semi-reta S(4p) define, com uma dessas semi-retas, um angulo agudo com vértice em A.

Suponhamos que ' seja essa semi-reta e chamemos esse angulo de PAr’.
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Consideremos, agora, o semiplano definido pela reta r e que nao contém P; nesse
semiplano construamos uma semi-reta s’ com origem A e que defina com 7' um angulo
congruente a PAr’. Sobre essa semi-reta tomemos um ponto P’ tal que AP = AP'.

Mostremos que o segmento PP’ é perpendic-

!

ular & r. De fato, uma vez que P e P’ sao pon- P r
tos pertencentes a semiplanos distintos determi-
nados por r, temos que PP’ intercepta r num M

unico ponto M.

Ficam assim definidos dois triangulos, PAM
e PPAM. Desde que AP = AP/, PAM = P'AM ; ,
e AM = AM, os triangulos PAM e PPAM sao A p S
congruentes, e dai, PM MA = P'MA. Tsso implica
que PP’ é perpendicular a r (vide teorema 3.44)
e dai, a reta s determinada por P e P’ é perpen-
dicular a r. Acabamos de provar a existéncia.

Figura 5.2: Teorema 5.12.

(Unicidade) Além de s, suponhamos que exista outra reta, ¢, que passa por P e é
perpendicular a r. Neste caso, terfamos um triangulo com dois angulos retos, o que ¢ um
absurdo de acordo com o corolario 5.5. Logo, a reta passando por P e perpendicular a r
¢ Unica. [ ]

5.13 Defini¢ao. (a) O ponto M no teorema 5.12 é chamado de pé da perpendicular
baixada do ponto P a reta r.

(b) Se N é qualquer outro ponto de r, distinto de M, dizemos que o segmento PN é
obliquo em relacao a r.

(¢) O segmento MN ¢é chamado de projecao de PN sobre a reta 7.

(d) O nimero PM ¢ chamado de distancia do ponto P a reta r.

5.14 Observacao. Na definicao 4.13, definiu-se altura de um triangulo, mas nada garan-
tia sua existéncia; esta é agora garantida pelo teorema 5.12.

5.2 Desigualdades nos triangulos

5.15 Teorema. Se num triangulo, dois de seus lados nao sao congruentes, entao os
angulos que se opoem a esses lados nao tém mesma medida e ao maior lado opoe-se
o maior angulo.

Prova: Suponhamos que no triangulo considerado os angulos que se opoem aos dois la-
dos nao congruentes tenham mesma medida; pelo teorema 4.17, resulta que esse triangulo
¢ isdsceles, o que é um absurdo. Logo, vale a primeira acertiva do teorema.

Mostremos agora que ao maior lado opoe-se o maior angulo. Para isso, consideremos
um triangulo ABC tal que AB > B('; mostremos que ACB > BAC. Sobre a semi-reta
S(Ba), a partir de B, marquemos um ponto X tal que BC' = BX. Pelo lema 3.4, como
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BC < AB, o ponto X pertence ao segmento AB, e dai, a semi-reta CX divide o angulo
ACB. Logo, tem-se R R
ACB > BCX. (5.1)

No entanto, observemos que
BCX = CXB > XAC = BAC, (5.2)

uma vez que o triangulo BC'X é isosceles, e a desigualdade ocorre, uma vez queAC’)? B é
angulo externo do triangulo CAX. Logo, de (5.1) e (5.2), temos que ACB > BAC. =

5.16 Corolario. Se num triangulo, dois de seus angulos nao sao congruentes, entao os
lados que se opoem a esses angulos nao tém a mesma medida e ao maior angulo opoe-se
o maior lado.

5.17 Exercicio. Prove o coroldrio anterior (sugestao: a primeira parte deste corolario
segue diretamente do teorema 4.17; a prova da segunda parte é uma aplicacao “esperta”
do teorema 5.15).

5.18 Teorema. Em qualquer triangulo, o comprimento de um lado é menor do que a
soma dos comprimentos dos outros dois.

Prova: Consideremos um triangulo qualquer ABC'; mostremos que AC' < AB + BC.
Para tanto, na semi-reta S( AB), tomemos

C um ponto X de tal modo que B esta en-

tre A e X, e que BX = BC. Assim, o
triangulo C'BX ¢ isdsceles com vértice B
e AX = AB + BC. Logo, temos BCX =
BXC. Como B estd entre A e X temos
A B X que BXC = BCX < ACX. Logo, pelo
corolario 5.16, segue-se que AC' < AX, e

Figura 5.3: Teorema 5.18. dai AC < AB + BC. [

5.19 Teorema. (Desigualdade triangular) Para quaisquer trés pontos distintos A, B, C
(colineares ou nao) tem-se AB < AC'+ CB. A igualdade vale se, e somente se, A—C — B.

5.20 Exercicio. Prove o teorema anterior.

5.21 Observagao. Para podermos construir um triangulo cujos lados tém comprimentos
dados, tais comprimentos devem, necessariamente, satisfazer a desigualdade triangular.
Assim, é impossivel construir um triangulo cujos lados medem 4, 5 e 11.

5.22 Teorema. Em qualquer triangulo, o comprimento de um lado é maior do que a
diferenca dos comprimentos dos outros dois.

5.23 Exercicio. Prove o teorema anterior.
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5.3 Exercicios complementares

5.24 Exercicio. A soma dos comprimentos dos lados de um tridngulo é seu perimetro, e a
metade do perimetro é o semiperimetro. Mostre que o comprimento de qualquer lado de um
triangulo é menor do que seu semiperimetro.

5.25 Exercicio. Justifique as seguintes afirmagoes relativas a triangulos retangulos:

a) os angulos opostos aos catetos sdo agudos;

b) o comprimento da hipotenusa é maior do que o comprimento de qualquer cateto;

¢) o comprimento da hipotenusa é menor do que a soma dos comprimentos dos catetos.

d) Se dois triangulos retangulos sdo congruentes, os angulos retos devem se corresponder;

e) (Congruéncia de trlangulos retangulos) Sejam ABC e A’ B’C’ dois triangulos retangulos
cujos angulos retos sao Ae A’ respectivamente. Mostre que

i) se BA=B'A e C = C' entio os triangulos sao congruentes,
i) se OB = C"B’ e BA = B'A’ entdo os triangulos sdo congruentes,
i1i) se CB=C'B' e C = (" entao os triangulos sdo congruentes.

5.26 Exercicio. O exercicio 5.25-e-(ii) caracteriza um caso (LLA) de congruéncia de triangulos
retangulos. Mostre que esse nao é um caso de congruéncia para triangulos nao-retangulos.

5.27 Exercicio. Mostre que o lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes de dois pontos A, B,
¢ a mediatriz do segmento AB (a expressao “lugar geométrico dos pontos” significa “conjunto
dos pontos”).

5.28 Exercicio. Mostre que o lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes das semi-retas S04)
e Siop) ¢ a bissetriz do angulo AOB.

5.29 Exercicio. Prove que em qualquer triangulo isésceles as alturas relativas aos lados con-
gruentes sao congruentes.

5.30 Exercicio. Prove que um triangulo que possui duas alturas congruentes é isésceles.
5.31 Exercicio. Prove que um triangulo equildtero tem as trés alturas congruentes.

5.32 Exercicio. Prove que em tridngulos congruentes as alturas relativas a lados respectiva-
mente congruentes sao congruentes.

5.33 Exercicio. Mostre que, num tridngulo retangulo cujos angulos agudos medem 30° e 60°,
o menor cateto mede metade do comprimento da hipotenusa, e reciprocamente.

5.34 Exercicio. Prove que triangulos que tém dois angulos externos congruentes sao isésceles.
5.35 Exercicio. Prove que todo triangulo retangulo tem dois angulos externos obtusos.

5.36 Exercicio. Com relacao & definigao 5.13, mostre que PN > PM ¢ PN > NM.
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5.37 Exercicio. Mostre que o ponto P’ obtido na demonstragao do teorema 5.12, independe
do ponto A escolhido sobre a reta r.

5.38 Exercicio. Na construcao feita no teorema 5.12, o ponto P’, obtido a partir do ponto
P e da reta r, é chamado de reflexo do ponto P relativamente a reta r (ou imagem de P
relativamente & reta ). Mostre que P’ é o reflexo de P relativamente a reta r se, e somente se,
PP’ é perpendicular a 7 e r intercepta PP’ no seu ponto médio.

5.39 Exercicio. Se P € r, por definicao, P’ = P. Seja r uma reta fixada no plano; designemos
por ¢, a fungao que a cada ponto do plano associa o seu reflexo relativamente a reta r. Esta
funcao é chamada reflexao. Prove que a funcao reflexao goza das seguintes propriedades:

i) para todo ponto P do plano, ¢, (¢, (P)) = P;

ii) ¢, é uma isometria, isto é, ela preserva distancia entre pontos do plano. Assim, para
quaisquer pontos P e () do plano, tem-se:

SOT(P)(PT(Q) = PQ;

iii)se Pere@¢re@ =p-(Q) entdao r é a bissetriz do angulo QﬁQ’.

5.40 Exercicio. Mostre que é possivel, utilizando somente uma régua nao graduada e um
compasso, construir um tridngulo cujos lados sao segmentos (dados) com comprimentos a, b, ¢
tais que ¢ < a + b, sendo ¢ o maior lado do triangulo.

5.41 Exercicio. Dados dois pontos, A e B, nao pertencentes a uma reta r, mostre que existe
um ponto X sobre 7 tal que AX + X B é minimo. Considere os dois casos: a) A e B estdao em
semiplanos distintos relativamente a r; b) A e B estao em um mesmo semiplano relativamente
ar.

5.42 Exercicio. Na figura 5.4 (pag.7), = (3; mostre que as retas r e s sdo paralelas.

5.43 Exercicio. Use o exercicio 5.42 para construir duas retas paralelas.

5.44 Exercicio. Na figura 5.5 (pdg.7), r e s sao retas perpendiculares e P, Q) sdo pontos dados.
Determine o caminho mais curto para se ir do ponto P ao ponto () tocando-se uma tnica vez

em cada reta.

5.45 Exercicio. Na figura 5.6 (pdg.7), se ABC é equildtero e AD = BE = C'F, mostre que o
triangulo EDF' é equilatero.

5.46 Exercicio. Prove que em qualquer triangulo, a soma dos comprimentos das medianas
esta compreendida entre o perimetro e o semiperimetro.

5.47 Exercicio. Se ABC é um triangulo e P um ponto de seu interior, mostre que vale a
relagao: PA+ PBj{CA + CB.
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5.48 Exercicio. Se ABC é um triangulo e P um ponto de seu interior, mostre que a soma
das distancias de P aos trés vértices estd compreendida entre o perimetro e o semiperimetro do
referido tridngulo.

5.49 Exercicio. Mostre que, dados uma reta e um ponto nao pertencente a ela, dentre to-
dos os segmentos com uma extremidade neste ponto e outra num ponto da reta, o de menor
comprimento é aquele que é perpendicular a reta dada.

Figura 5.4: t transversal as retas r e s.

Figura 5.5: rLs Figura 5.6: Exercicio 5.45
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Capitulo 6

Axioma das Paralelas

O corolario 5.7 acena para a possibilidade de existirem retas
paralelas; os teoremas 3.46 e 5.12 dao meios de construir retas
paralelas e, dai, permitir afirmar que elas existem. O axioma
seguinte afirma a unicidade de reta passando por um ponto e
paralela a uma reta dada.

6.1 O axioma das paralelas e algumas consequéncias

Axioma 18 Por um ponto nao pertencente a uma reta r passa uma unica reta paralela a r.

Deste axioma decorre que o paralelismo de retas goza da propriedade transitiva, como mostra
o teorema seguinte.

6.1 Teorema. Sejam r,s,w retas duas a duas distintas. Se r é paralela a s e s é paralela a w,
entao r é paralela a w.

Prova: Se r e w nao fossem paralelas, elas seriam concorrentes num ponto P (teorema 2.9);
desse modo teriamos duas retas passando por um ponto e paralelas a s, o que contradiz o axioma
18. Assim, 7 e w sdo paralelas. [ |

6.2 Teorema. Se uma reta intercepta uma de duas retas paralelas, entao ela também intercepta
a outra.

Prova: Se r e s sao retas paralelas e se t interceptasse uma delas, digamos r, num ponto
P, mas nao interceptasse a outra, s, teriamos, passando por P, duas retas, r e t, paralelas a s.
Isto contradiria o axioma 18. [ |

Antes de enunciarmos as proposicoes que garantem paralelismo, vamos, para efeito de nomen-
clatura, dar algumas defini¢oes. Dadas duas retas r e s, cortadas por uma reta transversal t,
ficam determinados oito angulos, como os indicados na figura 6.1.
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t A - Os pares Te 5, 2¢ 6, 3e ?, 4 e 8 sio angulos corre-
8 5 spondentes.
~ (’9\ Os pares 1 e 7, 2 e 8 sao angulos alternos internos.
7 Os pares 3 € 5, 4 e 6 sao angulos alternos externos.
N A Os pares 1 e 8, 2 e 7 sao angulos colaterais internos.
2 1 Os pares 4 ¢ 5, 3 e 6 sao angulos colaterais exter-
A A nos.
N 3 4
6.3 Exercicio. Conclua que 1= §, 2= Z, F=7e6=28
Figura 6.1: Retas r,s e t. - ~ & s~ o

& ’ 6.4 Exercicio. Mostre quese 1 =5entao2=6,3="7e

4=8.

Os teoremas seguintes dao meios de se poder afirmar o paralelismo de duas retas.

6.5 Teorema. Se r e s sao retas cortadas por uma transversal t, de modo que um par de
angulos correspondentes (alternos internos) sao congruentes, entao as retas r e s sao paralelas.

Prova: Suponhamos que r e s se interceptem num ponto P; se A é o ponto de intersecao
de r com t e B o ponto de intersecdo de s com t, os trés pontos A, B, P definem um triangulo
ABP (figura 6.2).

Suponhamos que 3eTéo par de angulos
correspondentes que, por hipdtese, sao con-
gruentes. No tridangulo ABP, 3 ¢ um angulo
externo e 7 é um angulo interno nao adjacente
ao angulo 3. Pelo teorema do angulo externo
(teorema 5.2), teriamos 3 £ 7, 0 que contraria
a hipotese de serem congruentes. Logo, 7 e s
nao se interceptam. |

t r

N>

N>
%)

p A
3 6.6 Exercicio. Prove o teorema anterior, no

caso em que um par de angulos alternos inter-
Figura 6.2: Triangulo ABP. nos sdo congruentes.

6.7 Corolario. Se r e s sao retas cortadas por uma transversal, t, de modo que um par de
angulos alternos externos sao congruentes, entao as retas r e s sao paralelas.

6.8 Corolario. Se r e s sao retas cortadas por uma transversal t, de modo que um par de
angulos colaterais internos (colaterais externos) sao suplementares, entao as retas r e s sao
paralelas.

6.9 Corolario. Se r e s sao retas cortadas por uma transversal t, de modo que um par de
angulos colaterais internos (colaterais externos) nao sao suplementares, entao as retas r e s nao
sao paralelas.

6.10 Exercicio. Prove o coroldrio acima.

O reciproco do teorema 6.5 é também verdadeiro, e é um resultado importante que serd
registrado no seguinte:
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6.11 Teorema. Duas retas paralelas cortadas por uma reta transversal determinam angulos
correspondentes congruentes.

Prova: Sejam r e s duas retas paralelas e ¢t uma reta que corta r e s nos pontos A e B,
respectivamente.

Consideremos 7’ uma reta passando por A e que ¢
forma com ¢ quatro angulos congruentes aos angulos r
correspondentes formados por s e t. Pelo teorema A
6.5, 7’ e s sao paralelas. Pelo axioma 18, r e r’ devem

ser coincidentes. Logo, r forma angulos com a reta r
t congruentes aos correspondentes formados por s e
t. [ |

B S

6.12 Exercicio. Prove o teorema anterior no caso

em que um par de angulos alternos internos sao con-
gruentes. Figura 6.3: Teorema 6.11

6.13 Exercicio. Prove que duas retas paralelas cortadas por uma reta transversal determinam
angulos alternos externos congruentes.

6.14 Exercicio. Prove que duas retas paralelas cortadas por uma reta transversal determinam
angulos colaterais internos (colaterais externos) suplementares.

6.15 Teorema. a) Se uma reta r é paralela & uma reta s e uma reta m ¢é paralela a uma reta
n, de tal modo que m € transversal a r e s, entao o mesmo ocorre com n.
b) Segmentos de paralelas compreendidos entre paralelas sao congruentes.

6.16 Exercicio. Prove o teorema 6.15

6.17 Teorema. Prove que o segmento de paralela a base do AABC' pelo ponto médio M do
lado AB, passa pelo ponto médio do outro lado e mede a metade do comprimento da base BC'.

6.18 Exercicio. Prove o teorema 6.17

6.19 Observagao. O axioma 18 (axioma das paralelas), da forma como estd enunciado, é
atribuido ao matemético escocés John Playfair (1748 — 1819), embora j& fosse conhecido por
Proclus, no século V d.C. e usado por varios autores. FEuclides (300 a.C.) apresentou um
axioma das paralelas (quinto postulado) numa forma “um pouco diferente”, a saber: “Se uma
linha reta encontrando-se com outras duas retas fizer angulos internos da mesma parte menores
que dois retos, estas duas retas, prolongadas ao infinito, concorrerao para a mesma parte dos
ditos angulos internos”. Outros quatro axiomas, fixados por Euclides no “Elementos” sao os
seguintes:

1- Pode-se tracar uma reta passando por dois pontos;

2- Uma reta pode ser continuada até onde seja necessario;

3- Pode-se tracar uma circunferéncia com qualquer centro e qualquer distancia;

4- Todos os angulos retos sao iguais.

No “Elementos” de Euclides, as 28 primeiras proposi¢oes do Livro 1 foram demonstradas
somente com base nos quatro axiomas acima. Pode-se provar que nosso axioma 18, junto com

93



O axioma das paralelas e algumas consequéncias

os quatro axiomas acima, é equivalente aquele enunciado por Euclides. Outras declarages que
podem ser tomadas como axiomas no lugar do axioma das paralelas, e que dao origem as mesmas
proposigoes demonstradas no “Elementos”, podem ser encontradas em [13].

6.20 Teorema. A soma das medidas dos angulos internos de qualquer triangulo é 180°.

Prova: Seja ABC um triangulo qualquer. Pelo vértice C, consideremos a reta paralela ao
lado AB. C determina sobre essa reta duas semi-retas, Scx) e Scy), onde X é um ponto no
semiplano determinado pela reta BC' e que nio contém A, enquanto Y é um ponto no semiplano
determinado pela reta AC e que nio contém B. Temos que:

XCB+ BCA + ACY =1 raso.

Como as retas determinadas por X,Y e por
A, B, respectivamente, sdo paralelas e a reta de-
terminada por A,C é transversal a elas, o teorema
6.11 implica que ACY = BAC. Analogamente, con-
clufmos que XCB = CBA. Logo CBA + BCA +
BACzlrasoou,A\+§+6':180°. [

o =
@
>

Figura 6.4: Teorema 6.20

6.21 Corolario. Em qualquer triangulo, a medida de um angulo externo é igual a soma das
medidas dos angulos internos que nao lhe sao adjacentes.

6.22 Exercicio. Prove o corolario anterior.

6.23 Exercicio. Mostre que, num tridngulo retangulo a soma das medidas dos angulos agudos
é 90°.

6.24 Exercicio. Os angulos internos de um tridngulo equildtero medem 60°. Prove isso.
6.25 Teorema. Se r e s sao retas paralelas, entao qualquer ponto de r dista igualmente de s.

6.26 Exercicio. Prove o teorema anterior (sugestao: utilize o teorema 6.15).

O teorema 6.25 motiva a seguinte definigao.

6.27 Definicao. A distancia entre duas retas paralelas ¢é a distancia de um ponto qualquer
de uma delas a outra. A distancia entre duas retas concorrentes é zero.

6.28 Observagao. Pode-se provar que o teorema 5.4 (ou teorema 5.12), junto com os quatros
primeiros postulados de Euclides, é equivalente ao axioma das paralelas.
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6.2 Construcao de um sistema de coordenadas no
plano

Sejam r e s retas concorrentes num ponto O. Em cada uma delas tomamos um sistema de
coordenadas que tenha o ponto O como origem. Chamamos a reta r de eixo das abscissas
e a reta s de eixo das ordenadas. O par ordenado de retas (r,s) é chamado um sistema
de coordenadas, e o ponto O, é a origem do sistema. Dado um ponto P do plano, a ele
associamos um par ordenado de niimeros reais como segue.

(a) Se P € r, entao associamos a P o par (z,0), S
sendo x a coordenada de P em relacao a r. ,

(b) Se P € s, entao associamos a P o par (0,y), y P
sendo y a coordenada de P em relacao a s.

(c)Se P ¢ reP ¢ s, entao passamos por P uma
paralela a s, que encontra r num ponto cuja coor-
denada chamaremos de x, e uma paralela a r, que

0] X r

encontra s num ponto cuja coordenada chamaremos
de y. Ao ponto P associamos o par (z,y) acima con-
struido. Figura 6.5: Sistema de coordenadas no

O par de nimeros reais (z,y) ¢, por definicao, plano.
as coordenadas do ponto P no sistema de coorde-
nadas (r,s). O nimero = é chamado de abscissa de P e o nimero y de ordenada de P.
Quando as retas r e s sao perpendiculares, o sistema de coordenadas (r,s) é chamado de
sistema de coordenadas cartesianas ortogonais.

6.29 Observagao. A aplicacao que a cada ponto do plano associa um par ordenado de ntimeros
reais, como definido acima, é bijetiva. Isto nos permite identificar pontos do plano com pares
ordenados de niimeros reais, abrindo a possibilidade de resolvermos problemas geométricos uti-
lizando algebra, como se faz normalmente em Geometria Analitica. Por isso muitas vezes es-
crevemos P = (z,y).

6.30 Exercicio. Justifique a afirmacao feita na observacao 6.29.

6.3 Exercicios complementares

6.31 Exercicio. Prove que a bissetriz de um angulo externo, relativo ao vértice de um triangulo
isésceles, é paralela a base desse triangulo.

6.32 Exercicio. Sejam ABC um tridngulo isésceles e P um ponto qualquer da base BC. Sejam
PM e PN os segmentos perpendiculares as laterais desse triangulo. Mostre que PM + PN ¢é
um valor constante, que é a medida da altura relativa a uma das laterais.

6.33 Exercicio. Provar que se P é um ponto interior a um triangulo equildtero, entao a soma
das distancias de P ao lados do triangulo é igual a altura do mesmo.
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Exercicios complementares

6.34 Exercicio. Prove que se r é uma reta cujos pontos sao equidistantes de uma reta s (isto
é, todos os pontos de 7 estdao a mesma distancia de s), entdo r e s s@o retas coincidentes ou
paralelas (este é o reciproco do teorema 6.25).

6.35 Exercicio. Descubra qual o erro na demonstracao do “Teorema”do Apéndice A.
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Capitulo 7

Poligonos

Apresenta-se uma série de definigcoes seguidas de exercicios que
sao, basicamente, consequéncias de resultados dos capitulos
anteriores, principalmente daqueles sobre congruéncia e
paralelismo. Os resultados de muitos exercicios sao in-
formagoes importantes (verdadeiros teoremas), outros sao cu-
riosidades que valem pelo treinamento que eles impoem ao
raciocinio.

7.1 Definicoes gerais

7.1 Definigao. Uma linha poligonal, ou simplesmente poligonal, é uma figura geométrica
formada por uma sequéncia de n (n > 3) pontos distintos Aj, Ag, ..., A, e pelos segmentos A; Ag,

AyAs, ..., A,_1A,. Os pontos sio os vértices e os segmentos os lados da poligonal. Angulo
de uma poligonal com vértice A; é o angulo definido pelos lados que tém A; como ponto comum.

7.2 Definigao. Poligono é uma poligonal que satisfaz as seguintes condicoes:

(i) Apy1 = A,

(i1) os lados da poligonal interceptam-se somente em suas extremidades;

(111) dois lados com mesma extremidade nao pertencem a uma mesma reta.

7.3 Observagao. Um poligono com vértices Ay, As, ..., Ay, serd denotado por AjAs...A,. Ele
tem n lados, n vértices e n angulos.

7.4 Observagao. Uma classificagao para poligonos pode ser feita, facilmente, segundo o niimero
de lados. Os mais usuais sao (para n > 3, onde n representa o nimero de seus lados):
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Defini¢oes gerais

Nimero de lados Nome do poligono

3 triangulo
4 quadrilatero
5 pentagono
6 hexagono
7 heptagono
8 octagono

9 eneigono
10 decigono
11 undecagono
12 dodecagono
15 pentadecagono
20 icosagono

7.5 Exercicio. Quais dos desenhos da figura 7.1, representam poligonos?

(a) (b)
D
C D
>~<1
B
A c A F E
(c) (d)
E D C D
= o)
A A F

Figura 7.1: Exercicio 7.5.

7.6 Definigao. Diagonal de um poligono é um segmento que tem por extremidade dois de
seus vértices que nao pertencem a um mesmo lado.

7.7 Exercicio. (a) Quantas diagonais tém um poligono de: (i) 6 lados; (ii) 17 lados ?
(b) Mostre que um poligono com n lados tem w diagonais.

7.8 Exercicio. Qual o poligono que possui 27 diagonais distintas?

7.9 Definicao. Um poligono que possui todos os angulos congruentes é dito equidngulo. Um
poligono que possui todos os lados congruentes é dito equilatero.
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Defini¢oes gerais

7.10 Exercicio. Mostre que um poligono separa o plano em dois subconjuntos dos quais um é
limitado e outro é nao limitado.

7.11 Definigao. O subconjunto limitado menos os pontos do poligono é chamado interior
do poligono. Se do subconjunto nao limitado excluirmos os pontos do poligono, teremos o
exterior do poligono.

7.12 Definigao. Um poligono é convexo se cada reta que contém dois vértices do poligono
determina um semiplano que contém todos os outros vértices.

7.13 Exercicio. Mostre que o interior de um poligono convexo é uma figura convexa.

7.14 Exercicio. Sejam P um poligono convexo, A um ponto no interior de P e B um ponto
em seu exterior. Mostre que existe um unico ponto comum a P e ao segmento AB.

7.15 Definigao. Angulo de um poligono convexo é chamado de &ngulo interno do poligono.
Angulo externo de um poligono convexo é um suplemento de um angulo interno do poligono.

7.16 Definigao. Um poligono regular é um poligono convexo, equildtero e equiangulo, isto
é, todos os lados sao congruentes entre si e todos os dngulos internos sao congruentes entre si.

7.17 Teorema. A soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo é igual a
[180(n — 2)]°, onde n é o nimero de lados do poligono.

7.18 Exercicio. Prove o teorema anterior.
7.19 Teorema. A soma das medidas dos angulos externos de um poligono convexo vale 360°.
7.20 Exercicio. Prove o teorema anterior.

7.21 Exercicio. Nos dois exercicios anteriores poderiamos tirar o adjetivo convexo e manter a
conclusao das proposicoes?

7.22 Exercicio. Mostre que um poligono convexo nao pode ter mais do que trés angulos agudos.
7.23 Exercicio. Calcule a medida do angulo interno de um poligono regular de n lados.
7.24 Exercicio. Calcule a medida do angulo externo de um poligono regular de n lados.

7.25 Exercicio. Quer-se revestir um soalho com tacos na forma de poligonos regulares. Que
tipo de poligonos, de mesmo formato, pode-se utilizar de modo a cobrir todo o soalho?

7.26 Exercicio. Suponha que para revestir um soalho possam ser utilizadom tacos na forma
de poligonos regulares, mas nao necessariamente de mesmo formato. Estude as possibilidades
para tal revestimento.

7.27 Definicao. Perimetro de um poligono é a soma das medidas de seus lados. Semi-
perimetro de um poligono é a metade do perimetro.
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Quadrilateros convexos

7.28 Exercicio. Seja AjAs...A, um poligono convexo e A} AL... Al outro poligono convexo que
possui cada um de seus vértices sobre os lados do poligono anterior. Prove que o perimetro do
poligono A} A}... Al é menor do que o perimetro do poligono A;As...A,,.

7.29 Exercicio. Mostre que, em todo poligono convexo, a soma dos comprimentos dos segmen-
tos definidos por seus vértices e um ponto no seu interior é maior do que seu semiperimetro.

7.2 Quadrilateros convexos
7.30 Definigao. Quadrilateros convexos sao poligonos convexos que possuem quatro lados.

7.31 Definicao. Num quadrilatero, vértices nao consecutivos sao ditos opostos, assim como
dois dngulos e dois lados nao consecutivos sao ditos opostos.

7.32 Exercicio. A soma das medidas dos angulos internos de um quadrildtero convexo é igual
a 4 vezes a medida de um angulo reto.

7.33 Definicao. Paralelogramo é um quadrilatero no qual os lados opostos sao paralelos.

7.34 Teorema. Em um paralelogramo temos sempre:
(i) angulos adjacentes a um lado suplementares;
(ii) angulos opostos congruentes;
(iii) lados opostos congruentes;
(iv) as diagonais se interceptam em um ponto que é o ponto médio das duas diagonais.

7.35 Exercicio. Prove o teorema 7.34.

7.36 Exercicio. Mostre que:

(i) Se um paralelogramo tem um angulo reto entao todos os demais angulos sao retos.

(ii) Se num paralelogramo dois de seus lados consecutivos sdo congruentes, entao todos os
seus lados sao congruentes.

7.37 Teorema. Um quadrilatero é um paralelogramo se:
(i) os angulos adjacentes a cada um dos seus lados sao suplementares;
(ii) os angulos opostos sao congruentes;
(iii) os lados opostos sao congruentes;
(iv) as diagonais interceptam-se mutuamente em seus pontos médios.

7.38 Exercicio. Prove o teorema 7.37.

7.39 Teorema. Se um quadrilatero possui dois lados opostos congruentes e paralelos, entao ele
é um paralelogramo.

7.40 Exercicio. Prove o teorema 7.39.

7.41 Definigao. Um quadrildtero que possui todos os seus angulos retos recebe o nome de
retangulo.
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7.42 Exercicio. Mostre que todo retangulo é um paralelogramo.
7.43 Exercicio. Mostre que as diagonais de um retangulo sao congruentes.

7.44 Exercicio. Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sao congruentes, entdao o
paralelogramo é um retangulo.

7.45 Definicao. Losango é um quadrilatero que tem os quatro lados congruentes.
7.46 Exercicio. Mostre que todo losango é um paralelogramo.

7.47 Exercicio. Mostre que, num losango, as diagonais sdo perpendiculares entre si e cada
uma é bissetriz do angulo correspondente.

7.48 Exercicio. Um paralelogramo é um losango se:
(i) suas diagonais sao perpendiculares entre si;
(ii) uma das diagonais bissecta os angulos opostos.

7.49 Definicao. Quadrado é um retangulo que também é um losango.

7.50 Exercicio. Mostre que num quadrado,
(i) as diagonais s@o congruentes e perpendiculares;
(ii) cada diagonal é bissetriz dos seus angulos.

7.51 Exercicio. Mostre que se as diagonais de um quadrilatero sao congruentes e se intercep-
tam num ponto que é ponto médio de ambas, e ainda sao perpendiculares, entao o quadrilatero
é um quadrado.

7.52 Definigao. Trapézio é um quadrildtero em que somente dois lados sdo paralelos.

7.53 Definigao. Os lados paralelos de um trapézio sao chamados bases e os outros dois sao
as suas laterais. Um trapézio é dito isdsceles se suas laterais sao congruentes.

7.54 Definigao. Um trapézio que possui um angulo reto é dito trapézio retangulo.

A~ o~

7.55 Exercicio. Se ABC'D é um trapézio isGsceles e AB é uma base, mostre que A=B ,C' = lA),
e reciprocamente (basta A = B ou C = D).

7.56 Exercicio. Mostre que num trapézio isésceles, as diagonais sao congruentes, e reciproca-
mente.

7.57 Exercicio. Mostre que num trapézio isésceles, a mediatriz de uma das suas bases é me-
diatriz da outra base, e reciprocamente.

7.58 Teorema. O segmento determinado pelos pontos médios de dois lados de um triangulo é
paralelo ao terceiro lado e mede a metade do comprimento desse lado.

7.59 Exercicio. Demonstre o teorema anterior (sugestao: se X e Y sdo os pontos médios de
—
dois lados, marque em XY um ponto D tal que XD = 2XY).
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7.60 Exercicio. Prove que qualquer triangulo que possui duas medianas congruentes ¢ isdsceles.

7.61 Exercicio. Mostre que o segmento que liga os pontos médios das laterais de um trapézio
¢é paralelo as bases e que seu comprimento ¢ a média aritmética dos comprimentos das bases.

7.62 Exercicio. Prove que ligando-se os pontos médios dos lados de um triangulo qualquer,
este ficard dividido em quatro tridngulos congruentes.

7.63 Exercicio. Prove que as paralelas aos lados de um tridngulo qualquer, tracadas passando
pelos vértices opostos aos respectivos lados, formam um novo triangulo cujos pontos médios dos
lados sao os vértices do triangulo inicialmente dado.

7.64 Exercicio. Mostre que ligando-se os pontos médios dos lados de um quadrilatero qualquer
obtém-se um paralelogramo.

7.65 Exercicio. Mostre que se num tridngulo qualquer ABC prolongarmos a mediana AM,
relativa ao lado BC', até um ponto D tal que M D = AM, obtemos o quadrilatero ABCD, que
é um paralelogramo.

7.66 Exercicio. Prove que qualquer triangulo no qual uma mediana e uma bissetriz sao coin-
cidentes, é isdsceles.

7.67 Exercicio. Mostre que as bissetrizes de dois angulos opostos de um paralelogramo sao
coincidentes ou paralelas.

7.68 Exercicio. Mostre que as bissetrizes dos angulos internos de um paralelogramo interceptam-
se formando um retangulo.

7.69 Exercicio. Mostre que se o paralelogramo do exercicio anterior é um retangulo, o retangulo
formado é um quadrado.

7.70 Exercicio. Em um triangulo isésceles ABC, com vértice em A, toma-se um ponto P
sobre a base e tracam-se os segmentos PR e PS, paralelos a AB e AC, respectivamente, onde
R e AC e S € AB. Prove que o perimetro do paralelogramo ASPR é independente da posicao
do ponto P sobre a base BC.

7.71 Exercicio. A partir de cada vértice de um quadrado ABC D, cujos lados sdo percorridos
em um mesmo sentido, marcam-se pontos U, F, S, M, tais que AU = BF = CS = DM. Mostre
que o quadrildtero UFSM também é um quadrado.

7.72 Exercicio. Qual a figura obtida quando ligamos os pontos médios dos lados de um
retangulo?

7.73 Exercicio. Pelo ponto de encontro das diagonais de um quadrado, tracam-se dois segmen-
tos perpendiculares entre si e limitados pelos lados do quadrado. Mostre que esses segmentos
sao congruentes.

7.74 Exercicio. Mostre que em um trapézio isdsceles, o angulo formado pelas bissetrizes de
seus angulos agudos é congruente a um de seus angulos obtusos.
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Capitulo 8

Paralelismo e o Teorema do Feixe de
Retas Paralelas

Estabelece-se resultados gerais sobre feixe de retas paralelas
cortado por retas transversais e demonstra-se o teorema da
bissetriz interna.

8.1 Feixe de retas paralelas

A uma colecao de retas paralelas dd-se o nome de feixe de retas paralelas.

8.1 Teorema. Sejamr,s,t retas de um feixe de retas paralelas que cortam as retas transversais
u e v nos pontos A, B,C e A', B',C’, respectivamente.

i) Se A— B —C, entao A’ — B' — C'.

ii) Se AB = BC entao A’B’ = B'C".

Prova: i) Se A— B — C entao A e C pertencem a semiplanos distintos relativamente a reta

s.
Uma vez que 7 e s sao retas paralelas e A, A" per- A | A
R r
tencem a r, segue que A, A’ pertencem a um mesmo
semiplano definido por s. De modo andlogo, con- B B’
s

cluimos que C' e C' pertencem a um mesmo semi-
plano determinado por s.

Assim A’ e C' pertencem a semiplanos distin-
tos, relativamente a reta s. Logo, s intercepta o C C’
segmento A’C’ em um tnico ponto (!). Como B’
é o ponto de intersecao de v com s, e A’,C’ per-
tencem a v (... e dai determinam v), concluimos
que A'CT intercepta s exatamente no ponto B’. As-
sim, B’ pertence & A'C" e dai A’ — B’ — C’. Isto
prova i).

u v

Figura 8.1: Feixe de paralelas r, s, ¢ cor-
tadas pelas transversais u, v.

ii) Passando por B’, consideremos a tinica reta u’ paralela & u.
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Feixe de retas paralelas

Esta reta intercepta as retas r e t, respec- A | A’ | D
tivamente, nos pontos D e E. Como DB'BA e
B'ECB sao paralelogramos (!), entdo DB’ = B / /B'
AB e B'E = BC. Como, por hipétese, AB =
BC, segue que DB’ = B'E (!); por outro lado,
DB'A' = EB'C' () e B'DA' = B'EC’ ()).
Pelo caso ALA de congruéncia de triangulos, C E c
concluimos que os triangulos A’DB’ ¢ C'EB’ /
sdo congruentes. Daqui decorre A’B’ = B/'C". y :
Isto prova (ii).H

Figura 8.2: Prova de (ii).

8.2 Coroldrio. Se a;,(i =1,2,...,k), é um feixe de retas paralelas que interceptam duas retas
transversais u e v nos pontos A; e A, (i=1,2,...,k), respectivamente, e tais que AjAy =
ArAs = ... = Ap_1 A, entao A1 AL = AGA = ... = A AL

8.3 Exercicio. Prove o coroléario 8.2.

O préximo teorema é um resultado basico para se estabalecer uma teoria de semelhanca
de triangulos (préximo capitulo); sua demonstragao fundamenta-se no axioma 10 e no fato do
corpo dos numeros reais ser completo.

8.4 Teorema. (Tales) Se uma reta, paralela a um dos lados de um triangulo, intercepta os
outros dois lados, entdo ela os divide na mesma razao.

Prova: Sejam ABC um tridngulo e r» uma reta, paralela ao lado BC, que intercepta os
lados AB e AC nos pontos P e @, respectivamente. (Ver figura 8.3)
O teorema afirma que:

AP AQ 51) A
AB ~ AC” ‘
p Q
Para mostrar isso, tomemos na semi-reta r
S(apy um segmento AX; de modo que as
AP AB

razoes ax; © Ay nao sejam numeros inteiros
(o caso em que as razoes sao0 numeros inteiros
fica como exercicio para o leitor). Em S 4p)
consideremos os pontos Xo, X3, ..., X}, ... tais
que AX = k- AX; para todo k > 2. Existem
dois ntimeros inteiros m e n, m < n, tais que X,, — P — X411 ¢ X, — B — X141, isto é,

B C

Figura 8.3: Teorema de Tales

m-AX1 < AP < (m+1)~AX1 (82)

n-AX1 < AB<(n+1) - AX;. (8.3)
Da primeira desigualdade em (8.2) segue

m < AP
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Feixe de retas paralelas

Por outro lado, da segunda desigualdade em (8.3), segue que

1 1
(n+1) AX, - AB
e como AP > 0 temos
AP _ AP
(n+1)-AX; ~ AB’
Usando isto em (8.4) resulta

m AP

< —.

n+1 AB

Da primeira desigualdade em (8.3) tem-se

11
AB n.AXl'

Assim,
AP AP

AB S n AX,

Por outro lado, da segunda desigualdade em (8.2) temos

<
n-AX, n-AX, n

AP (m+1)-AX; m+1

Assim, de (8.6) segue que

Ai< m+1
AB n
De (8.5) e (8.7) vem que
m AP m+1
n+1<E< n

(8.7)

(8.8)

Pelos pontos X1 Xo, ..., X, 41, tracemos as retas paralelas a BC (que existem e sdo tnicas);
estas retas cortam a semi-reta S 4y em pontos Y1,Ys, ..., ¥4 (segundo o corolédrio 8.2), de
modo que k- AY; = AYy paratodo k,2 <k <n+1. Além disso Y,, —Q—Yt1e Y, —C—Y,11.

Assim

mAY1<AQ<(m+1)AY1 e TLAY1<AC<(TL+1)AY1

Raciocinio andlogo ao que fizemos anteriormente implica que

m <A£<m+1
n+1 AC n

De (8.8) e (8.9) segue que

m_ m+1 AP AQ m+1

ntl  n “AB AC S n

isto é,
AP  AQ m+1 — m

AB  AC|S n T n+l
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Feixe de retas paralelas

Desde que m < n, temos que

AP AQ <m+n+1< 2n+1 < 2n + 2 2
AB AC nin+1) ~nn+1) nn+1) n

Assim,
AP A
AP AQ < (8.10)
AB AC
Agora, como o segmento AX; é arbitrdrio, podemos tomé-lo tdo pequeno quanto quisermos
de modo que o numero n possa ser tomado suficientemente grande, resultando % tao pequeno
quanto quisermos Como o membro esquerdo de (8.10) independe de n, concluimos que o nimero
j—g — g% deve ser zero e daf ﬁg = ‘28, provando que vale (8.1). |

O teorema seguinte é uma conseqiiéncia direta do teorema 8.4.

8.5 Teorema. Um feixe de paralelas cortadas por duas transversais determina sobre elas, seg-
mentos correspondentes proporcionais.

8.6 Exercicio. Demonstre o teorema anterior.
8.7 Observagao. Os teoremas 8.4 e 8.5 sao conhecidos como Teoremas de Tales.

8.8 Teorema. (Bissetriz Interna) Uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto
em segmentos cujos comprimentos sao proporcionais aos comprimentos dos lados adjacentes.

Prova: Seja ABC um triangulo e AD a bissetriz do angulo A.0 ponto D é tal que B—D—-C

. °Tal B o DY BD _ DC
e determina sobre o lado BC' os segmentos BD e DC'. Mostremos que J5 = Z&-

Na semi-reta BA tomemos o ponto E tal que E
B—A—Fe AFE = AC. O triangulo FAC é is6sceles
com vértice A e, dali, ACE = AEC. Por outro lado,
BAC ¢ angulo externo, donde BAC = ACE+AEC
e, portanto, BAC = 2AEC Como AD é bissetriz
de BAC temos que BAC = 2BAD. Destas duas
ultimas relagoes segue que AEC = BAD.

Pelo teorema 6.5 temos que AD ¢é paralela a EC
e, no ABEC, pelo teorema 8.4, temos que 3 @ =

AB . Deste modo,

BD _ AB _ BD+DC _AB+AE B D C
BD+DC  AB+ AE BD —  AB

Figura 8.4: Teorema da Bissetriz In-

Logo, como gg = AB e AE = AC, segue-se que oo
BD  DC
AB  AC’
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Exercicios complementares

8.2 Exercicios complementares
8.9 Exercicio. Enuncie e demonstre o reciproco do Teorema da Bissetriz Interna.

8.10 Exercicio. Usando o resultado do coroldrio 8.2, crie um método, usando régua e compasso,
para dividir um segmento de reta em um numero dado de parte iguais.

8.11 Exercicio. Mostre que em qualquer triangulo retangulo, a medida da mediana relativa a
hipotenusa ¢é igual a metade da medida da hipotenusa.

8.12 Exercicio. Num paralelogramo ABCD traca-se uma paralela & diagonal AC que corta

AB no ponto E e BC no ponto F . Dos pontos E e F, tracam-se as paralelas a BD que cortam
AD no ponto H e C'D no ponto G, respectivamente. Mostre que AH - CD = AD - CG.
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Capitulo 9

Triangulos Semelhantes e
Semelhanca de Poligonos

Define-se semelhanca de triangulos e de poligonos,
estabelecendo-se condigoes suficientes que garantam semel-
hanca; como consequéncia, obtém-se o famoso Teorema de
Pitagoras e seu reciproco. A semelhanca de poligonos é
apresentada na forma de exercicios no final do capitulo.

9.1 Definicoes e consideracoes gerais

9.1 Definigao. Dois tridngulos sao semelhantes se existe uma bije¢ao (chamada semelhan-
¢a) entre seus vértices, de modo que angulos correspondentes sao congruentes e lados correspon-
dentes sao proporcionais.

A definicao acima tem o seguinte significado: dados dois triangulos, ABC e A'B'C’, seja
¢ : {A,B,C} — {A,B',C"} tal que A’ = p(A),B' = ¢(B),C' = ¢(C);se A=A B =
@, C=0C"e /Iég/ = ﬁg/ = lgg,, os triangulos ABC e A’B’'C’ sao semelhantes.

Quando dois triangulos sao semelhantes os angulos correspondentes sao ditos homolo-
gos, assim como os lados correspondentes sao chamados lados homadlogos.

A razao entre as medidas de dois lados homélogos é chamado razao de semelhanga entre
os dois triangulos.

Se os triangulos ABC e A’B’'C’ sao semelhantes, indicaremos esse fato usando a notacao

ABC ~ A'B'C'. Assim

A=A B=B,C=C
ABC ~ A'B'C' &
AB _ AC _ BC

A'B" T A'CT T B'C"

9.2 Exercicio. Mostre que a relacido ~ satisfaz as seguintes propriedades:
i) ABC ~ ABC (reflexiva),
ii) ABC ~ A'B'C' = A'B'C" = ABC (simétrica),
iii) ABC =~ A'B'C" e AAB'C' = A"B"C" = ABC =~ A"B"C" (transitiva).
Assim, ~ é uma relagao de equivaléncia.
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9.3 Exercicio. Mostre que:

a) Congruéncia de triangulos é um caso particular de semelhanga. Neste caso, qual é a razao
de semelhanca?

b) Se dois tridngulos sao semelhantes, com razao de semelhanca igual a um, entao eles sdo
congruentes.

9.4 Teorema. Toda reta paralela a um dos lados de um triangulo intercepta os outros dois lados
(ou o prolongamento deles), determinando um novo triangulo semelhante ao primeiro (considere
todas as situagoes possiveis).

9.5 Exercicio. Demonstre o teorema anterior.

9.2 C(Casos de semelhanca de triangulos e o Teorema
de Pitagoras

Neste item, veremos que para verificar se dois triangulos sao semelhantes basta que algumas das
relagoes entre angulos e/ou entre lados estejam satisfeitas.

9.6 Teorema. (Primeiro Caso de Semelhanca) Dois triangulos ABC e A'B'C’ sao semel-
hantes se A= A" e B=D".

Prova: Consideremos a correspondéncia
0:{A, B,C} - {A B C'},

definida por A’ = p(A), B’ = ¢(B),C’ = ¢(C). Por hipétese, temos que A = Ae B :AB\’;
como em qualquer triangulo a soma das medidas dos angulos internos é 180°, como, C =
180° — (ﬁ—i— E) e C" = 180° — (A’ + B’) , segue que C = C’. Mostremos agora que os lados

correspondentes sao proporcionais.

C

A B A B

Figura 9.1: Primeiro caso de semelhanca de triangulos.

Para isso, consideremos a semi-reta S(4 gy e sobre ela um ponto X tal que AX = AB
(transporte de segmento). Pelo ponto X, consideremos a reta paralela ao lado B'C’. Esta
paralela corta a semi-reta S 4,y num ponto Y (!). Fica assim determinado o triangulo AXY

congruente ao triangulo ABC, uma vez que A= ;1\’, AB=A'X e AXY =B =B (1). Pelo
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teorema 8.4 segue que % :df,/g,. Como A’X = AB e A'Y = AC, temos % = X}g, De

modo andlogo, prova-se que ﬁC, = BB,—g,. [ |
P : AC _ BC
9.7 Exercicio. Conclua a prova do teorema anterior mostrando que e = 575

9.8 Exercicio. Mostre que:
a) Dois triangulos isésceles que tém angulos do vértice congruentes sao semelhantes.
b) Dois triangulos isdésceles que tém angulos da base congruentes sao semelhantes.

9.9 Exercicio. Mostre que se dois triangulos tém os seus lados dois a dois paralelos ou perpen-
diculares, entao eles sdo semelhantes.

9.10 Exercicio. Mostre que dado um triangulo, é sempre possivel, usando régua (nao gradu-
ada) e compasso, construir outro triangulo semelhante a ele (conclua que é possivel construir
uma infinidade de triangulos semelhantes ao triangulo dado).

9.11 Teorema. (Segundo Caso de Semelhanga) Dois triangulos ABC e A'B'C" sao semel-

hantes se A=A e ,ﬁg' = ;{38.

Prova: Consideremos a mesma correspondéncia entre vértices usada no teorema 9.6.

C

A B A B’

Figura 9.2: Segundo caso de semelhanga de triangulos.

Construamos um tridngulo XY Z tal que XY = A'B', X =AeY = B (conforme o exercicio
9.10). Pelo teorema 9.6, os triangulos XY Z e ABC sao semelhantes; logo,

AB AC

XY X272 (9-1)
Como XY = A'B’ (por construcao) e % = % (por hipdtese), temos que

AB  AC

Assim, de (9.1) e (9.2), vem que XZ = A'C’. Como XY = A'B’ e X=A=A (1), segue,
pelo Primeiro Caso de Congruéncia de Triangulos, que A’B'C’ ¢ XY Z sao congruentes. Assim,
XYZ ~ AB'C’. Como sabemos que ABC ~ XY Z, segue que ABC ~ A'B'C". [ ]

9.12 Exercicio. Enuncie e demonstre os reciprocos dos teoremas 8.4 e 9.4.
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A | B A, ' B/

Figura 9.3: Terceiro caso de semelhanga de triangulos.

9.13 Teorema. (Terceiro Caso de Semelhanga) Dois triangulos ABC e A'B'C’ sao semel-

hantes se Iﬁg, = ﬁg, = lf,g,-

Prova: Consideremos a mesma correspondéncia entre os vértices usada no teorema anterior.
Construamos um tridngulo XY Z tal que XY = A'/B' X = Ae XZ = A'C' (mostre que esta

construgao é possivel). Como, por hipdtese, ﬁg, = X}g,, segue que % = §Z Logo, pelo
teorema 9.11, os trlangulos ABC e XY Z sao semelhantes. Dal decorre que % A— = 5% Como
por hipétese, ﬁ—g, = B,C, (e XY = A'B’) temos que B%g’ = YZ’ logo = B’C’

Assim, XY = A'B', XZ = A'C’ (por construcao) e YZ = B'C’ implicam (pelo Terceiro Caso
de Congruéncia de Triangulos) que XY Z = A’B'C' edal XY Z ~ A'B'C’". Como ABC ~ XY Z
(por construgao, lembra?), segue que (transitividade) ABC' ~ A'B'C". ]

O exercicio seguinte nos da trés condigoes suficientes para que dois tridngulos retangulos
sejam semelhantes.

9.14 Exercicio. Verifique que:

a) Dois triangulos retangulos sao semelhantes quando um angulo agudo de um é congruente
ao angulo agudo, correspondente, do outro.

b) Dois tridngulos retangulos sdo semelhantes quando tém os catetos correspondentes pro-
porcionais.

c¢) Dois triangulos retangulos sao semelhantes, quando um deles tém a hipotenusa e um dos
catetos proporcionais a hipotenusa e ao cateto correspondentes, do outro.

9.15 Exercicio. Escreva, usando palavras (sem notagao simbdlica), os enunciados dos teoremas
sobre semelhanca de triangulos.

9.16 Teorema. Em qualquer triangulo retangulo, a medida da altura relativa a hipotenusa é
a média geométrica entre as medidas das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

Prova: Consideremos um triangulo ABC, retangulo em A. Tracemos a altura AD relativamente
ao lado BC' (hipotenusa). O ponto D estd entre B e C (!) e define os segmentos BD e DC.
Para efeito de simplificagao, vamos fixar a seguinte notacao: BC = a, AB = ¢, AC = b, AD =
h,BD =m,DC =n, (v1de figura ?7?). Os triangulos ADB e ADC sao retangulos em D. Como
CAD+C =90°e B+C = 90°, segue que CAD = B. Analogamente, temos que BAD = C.
Assim, os tridngulos ADB e CDA sao semelhantes entre si e semelhantes ao triangulo CAB.
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Usando a definicao de semelhanga, podemos escrever vérias relagoes entre as medidas a, b, ¢, m,n

e h. Assim .
ADB~CDA= S="=",
b n h

A

I a I

Figura 9.4: Triangulos retangulo ABC.

9.17 Teorema. (Pitdgoras) Em todo triangulo retangulo, o quadrado do comprimento da
hipotenusa é igual 4 soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Prova: Usando a notacdo estabelecida, temos que mostrar que a®> = b + ¢2. De fato, ji
sabemos que os triangulos ADB,CDA,CAB sao semelhantes. De ADB ~ CAB, segue que
c __

m.
2 ¢ 10g0

am = 2. (9.3)
De CDA ~ CAB, segue que 2 = % logo,
an = b*. (9.4)

Assim, de (9.3) e (9.4), temos: a(m +n) = ¢ 4 b?. Desde que m + n = a, temos, finalmente,
a? = b + 2. n

9.18 Teorema. (Reciproco do Teorema de Pitagoras) Se um triangulo possui lados medindo
a,b,c e se a’> = b®> + ¢2, entdo esse triangulo é retangulo e a hipotenusa é o lado com medida a.

Prova: Seja ABC um triangulo com lados que medem a,b,c e sdo tais que a? = b% +
c?. Construamos um triangulo retangulo com catetos medindo b e c¢. Nesse triangulo, pelo
teorema de Pitdgoras, temos que sua hipotenusa mede vb? 4 ¢2, que é igual a a (por hipétese).
Assim, este novo triangulo (que é retangulo) tem lados medindo a,b,c. Pelo Terceiro Caso
de Congruéncia de Tridngulos, segue que ele é congruente ao triangulo ABC. Logo, ABC é
tridngulo retangulo e sua hipotenusa mede a. [ |
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9.3 Exercicios complementares

9.19 Exercicio. Demonstre os trés casos de semelhanca de triangulos, utilizando o teorema
9.4.

9.20 Exercicio. Dois poligonos convexos, A1 As...A, e B1Bs... By, sdo semelhantes se existe uma
correspondéncia bijetiva (chamada semelhanga) entre seus vértices, A; <> B;, i = 1,2,...,n tal
que A; = B;,i=1,2,....n

A1As  AsAs A 1An, ApAr
BBy BsBs " B,.1B, B,Bi

O ntumero k é a razao de semelhanca entre os dois poligonos. Dois poligonos semelhantes,
cuja razao de semelhanga é igual a 1, sdo ditos congruentes (note que, pela definigdo, dois
poligonos sao congruentes quando possuem todos os lados e todos os angulos, respectivamente,
congruentes).

k.

a) Mostre que dois poligonos semelhantes podem ser decompostos no mesmo nimero de
triangulos ordenadamente semelhantes.

b) Dois poligonos compostos por um mesmo numero de tridngulos ordenadamente semel-
hantes sao semelhantes.

9.21 Exercicio. Mostre que a razao entre os perimetros de dois poligonos semelhantes é igual
a razao de semelhanca.

9.22 Exercicio. Chamam-se pontos homdlogos de dois poligonos semelhantes os pares de
pontos P e P’ tais que, ligando-se P a dois vértices quaisquer A, B do primeiro poligono e,
P’ aos correspondentes A’, B’ do segundo poligono, os tridngulos PAB e P'A’B’ sao semel-
hantes.Segmentos homdlogos sao aqueles que tém como extremos pares de pontos homélogos.

Mostre que em dois poligonos semelhantes a relacao de comprimento de segmentos homologos
é igual a razao de semelhanga.

9.23 Exercicio. Demonstre que em dois triangulos semelhantes,

a) a razao entre os comprimentos das bissetrizes de angulos correspondentes é igual & razao
de semelhanca;

b) a razao entre os comprimentos das medianas relativas a lados homdlogos é igual a razao
de semelhanca;

c) a razao entre os comprimentos das alturas relativas a lados homoélogos é igual a razao de
semelhanca.

9.24 Exercicio. Determine o comprimento do lado do quadrado inscrito num triangulo ABC,
cuja base BC mede [ e a altura AD, relativa & base BC, mede h.(suponha um lado do quadrado
paralelo & base BC)

9.25 Exercicio. Dado um triangulo ABC, calcule a que distancia x que o vértice B deve estar

de um ponto P quando os segmentos PQ (PQ =7) e PR (PR = s) paralelos aos lados BC
(BC =a) e AC (AC =b), respectivamente, satisfazem a condigao r + s = p + ¢.(figura 9.5).
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B R C

Figura 9.5: Triangulo ABC.

9.26 Exercicio. Sejam p, ¢ inteiros positivos tais que p > ¢q. Mostre que todo triangulo cujos
lados medem p? — ¢2, 2pq e p* + ¢2, é um triangulo retangulo.

9.27 Exercicio. Demonstre que, num paralelogramo, as distancias de um ponto da diagonal
aos dois lados adjacentes a ela sao inversamente proporcionais aos comprimentos desses lados.

9.28 Exercicio. Os lados de um tridangulo ABC' medem AB = ¢, AC = b e BC = a. Por um
ponto D , sobre o lado AB , traga-se a paralela ao lado BC' , formando um trapézio BDEC |
onde E é um ponto de AC . Se o perimetro do trapézio é 2p , ache o perimetro do tridngulo
ADE .

9.29 Exercicio. Mostre que em todo triangulo ABC, a medida h,, da altura relativa ao vértice
2

A é dada por hy = —/p(p—a)(p—1b)(p—c), sendo a = BC,b = AC,c = AB e p o semi
a

perimetro do tridngulo (sugestao: considere a altura AD e aplique o teorema de Pitdgoras aos
dois triangulos retangulos formados).

9.30 Exercicio. Um triangulo isésceles cuja razao entre a base e uma lateral é o niimero aureo, é
chamado de tridngulo 4ureo (analogamente, define-se retangulo aureo, elipse durea, etc.). Calcule
os angulos de um triangulo dureo. Mostre que todos os triangulos dureos sao semelhantes entre
si.
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Capitulo 10

Circunferéncia

Relacionam-se os fatos basicos relativos a geometria na cir-
cunferéncia, procurando-se enfatizar as relagoes entre angulos
e arcos. Resultados relacionados a figuras inscritas e circun-
scritas sao também abordados.

10.1 Elementos da circunferéncia

Recapitulamos, aqui, a definicdo 3.12, que introduz o conceito de circunferéncia.
Sejam O um ponto do plano e r um ndmero real positivo. Circunferéncia de centro O
e raio r é o conjunto de pontos P tais que OP = r.

10.1 Observacao. Para efeito de notagao, indicaremos uma circunferéncia de centro O e raio
r por C(O,r). Muitas vezes, também chamaremos de raio um segmento determinado por O e
um ponto qualquer da circunferéncia.

10.2 Definigcao. Corda é um segmento cujas extremidades sao dois pontos de uma circun-
feréncia. Diametro é uma corda que passa pelo centro.

10.3 Observagao. A medida de um didmetro de uma circunferéncia de raio r é 2r (muitas
vezes, chamaremos 2r de diametro da circunferéncial).

10.4 Definicao. Uma secante a uma circunferéncia é uma reta que intercepta a circunferéncia
em dois pontos distintos.

10.5 Teorema. Seja s secante a uma circunferéncia C(O,r) nos pontos A e B (onde AB
nao é um diametro). Entao um raio intercepta AB em seu ponto médio se, e somente se, é
perpendicular a s (ou a corda AB).

Prova. Suponha que um raio intercepte AB em seu ponto médio, M. Os pontos A, M, O e
os pontos B, M, O determinam os tridangulos AMO e BMO, que sao congruentes, pois AO =
BO,AM = MB e MO é lado comum. Assim, AMO = BMO. Como AMO e BMO sio suple-
mentares segue que AMO = BMO = 90°; logo, a reta determinada por O e M ¢é perpendicular
a reta determinada por A e B, que é a secante considerada. [ |
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10.6 Exercicio. Complete a demonstracao do teorema 10.5.

10.7 Definicao. Uma tangente a uma circunferéncia é uma reta que tem um tnico ponto em
comum com a circunferéncia. O ponto comum a uma tangente e a uma circunferéncia é chamado
ponto de tangéncia.

10.8 Definigao. Toda semi-reta que tem apenas um ponto em comum com uma circunferéncia
¢é dita uma semi-reta tangente a circunferéncia.

10.9 Exercicio. Prove que os pontos de uma tangente a uma circunferéncia, distintos do ponto
de tangéncia, sdo pontos exteriores a circunferéncia. (Vide Def. 3.13)

10.10 Teorema. Uma reta é tangente a uma circunferéncia se, e somente se, ela é perpendicular
a um raio em sua extremidade que nao o centro.

Prova: Seja t a tangente a uma circunferéncia C(O,r) e T o ponto de tangéncia.
Suponhamos que ¢ nio seja perpendicular ao raio OT.
t Chamemos de P o pé da perpendicular baixada do ponto
O a t. Temos assim definido o AOPT, retangulo em P.

Escolha um ponto 77 # T de t tal que PT = PT'.
p Temos construido o AOPT’, congruente a OPT (!); logo,
OT = OT'. Assim, T’ pertence & circunferéncia e é outro
ponto de t distinto de T'. Isto significa que t nao é tan-
gente a C'(O,r), o que contradiz a hip6tese. Logo, t é
perpendicular ao raio OT.

Seja OT um raio de uma circunferéncia e ¢ uma reta
perpendicular a OT em T. Mostremos que ¢ é tangente
a circunferéncia em 7', isto é, que ¢t nao tem outro ponto
distinto de T, em comum com C(O,r). Seja P qualquer

Figura 10.1: Teorema 10.10. outro ponto de t, P # T, fica determinado o tridngulo
OTP, retangulo em T. Logo, OP > OT (!). Portanto, P

estd no exterior da circunferéncia. Assim, 7" é o tinico ponto comum a t e a C(O,r), e dai t é
tangente a C'(O,r) em T. [ |

\/“

10.11 Exercicio. Mostre que se P é um ponto exterior a uma circunferéncia, os segmentos das
tangentes tracadas por P sao congruentes.

10.12 Exercicio. Mostre que uma circunferéncia esta contida em um dos semiplanos determi-
nados por cada uma de suas tangentes.

10.2 Angulos e arcos numa circunferéncia

10.13 Definigdo. Numa circunferéncia C'(O,r) tomemos dois pontos A, B e consideremos o
angulo AOB. Esse angulo ¢ chamado dngulo central. O subconjunto de C(O,r) obtido pela
intersegao de C(O, ) com o interior de AOB unido com {4, B}, é um arco determinado pelos

pontos A e B. Esse arco indicaremos por AB. Se AOB é um angulo raso ao arco A B chamaremos

de semicircunferéncia. Ao subconjunto (C(O,r) — AB) U{A, B}, chamaremos arco maior.
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10.14 Observagao. A reta determinada por A e B separa o plano em dois semiplanos. Quando
AB n&o é um diametro, o centro da circunferéncia esté contido no mesmo semiplano que contém

o arco maior. Os raios definidos pelo centro O da circunferéncia e pontos do arco AB interceptam
a corda AB; aqueles que ligam O aos pontos do arco maior nao interceptam a corda AB.

A cada angulo central AOB fica associado um tnico arco AB na circunferéncia, e recipro-
camente. Isto nos permite dar a seguinte definicao para medida de arco.

10.15 Definigao. A medida do arco AB é a medida em graus do angulo central AOB. A me-
dida do arco maior é 360° menos a medida em graus do arco AB. Caso AB seja um didmetro,

os dois arcos determinados por AOB medem 180°. A medida de um arco AB indicaremos por
m(AB).

Uma vez que existe uma correspondéncia biunivoca entre dngulos centrais e arcos numa
circunferéncia, podemos falar em adicdo de arcos e comparacao de arcos. Assim, numa mesma
circunferéncia, temos as seguintes definicoes:

10.16 Deﬁnlgao 1) AB= A'B' & AOB = AOB’ (congruéncia de arcos)
2) AB > A’B’ & ¢ AOB > AOB’' (comparacio de arcos)
3) AB = AC + CB & AOB = AOC + COB (adic@o de arcos)

10.17 Exercicio. Mostre que em circunferéncias de mesmo raio, angulos centrais congruentes
determinam cordas congruentes, e reciprocamente.

10.18 Exercicio. Mostre que em circunferéncias de mesmo raio, cordas congruentes determi-
nam arcos congruentes e arcos maiores de mesma medida.

10.19 Definigao. Um angulo é dito inscrito numa circunferéncia se seu vértice é um ponto
da circunferéncia e seus lados interceptam a circunferéncia em dois pontos distintos do vértice.

O arco determinado pelos dois pontos distintos e que nao contém o vértice do angulo inscrito
¢ dito arco subentendido pelo angulo ou que o angulo subentende o arco.

10.20 Teorema. A medida de um angulo inscrito numa circunferéncia é igual a metade da
medida do arco subentendido por este angulo.

Prova. A prova serd feita considerando trés casos particulares, a saber:

(1) um dos lados do angulo inscrito é um diametro,

(ii) o angulo inscrito é dividido pelo diametro com extremidade em seu vértice,

(7i7) o angulo inscrito nao é dividido pelo didmetro com extremidade em seu vértice.

Caso (i). Seja BAC o angulo inscrito com vértice em A. Suponhamos que AB é o didmetro,

isto é, O € AB. Assim, m(BC’) BOC. Como CO =AO, o triangulo AOC é isésceles com
vértice em O e dai OAC = OCA. Como BOC é angulo externo ao triangulo AOC, temos que

BOC = OAC+0OCA =2-0OAC = 2-BAC. Logo: BAC = 2m(BC). Provamos assim o teorema
no caso (7).
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Figura 10.2: Teorema 10.20.

Suponhamos agora que nenhum dos lados do angulo inscrito contenha um diametro. Seja
AD o diametro com extremidade no vértice A do angulo inscrito. Pelo caso (i) temos que

%B@D = BAD ¢ %D@C — DAC. (10.1)

Temos nesta situagao que considerar os casos (i7) e (7). R R R
Caso (ii): AD divide o angulo inscrito. Neste caso, BAC = BAD + DAC. Daqui e de
(10.1), segue que

~ 1 _~ 1 _~ 1, _~ ~ 1 _~
BAC = iBOD + §DOC’ = §(BOD + DOC) = iBOC
e, dai, BAC = %m(BAC), provando o caso (7).
Caso (iii): AD nao divide o angulo inscrito. No caso em que AB divide o angulo DAC
temos que DAC = DAB + BAC. Daqui e de (10.1), segue que 1 DOC = $BOD + BAC. Como
DOC = DOB + B@C, obtemos
1 ~ ~ 1 _~ ~
5 (POB + BOC) = BOD + BAC,
2 2

logo,

N P
BAC = ;BOC = Sm(BC).

O caso em que é AC que divide o angulo BAD pode ser tratado de forma andloga e é deixada
para o leitor como exercicio. [ |

10.21 Corolario. Angulos inscritos que subentendem um mesmo arco sao congruentes.

Prova. Basta observar que a cada angulo inscrito nessa situacao estd associado o mesmo
angulo central e aplicar o teorema anterior. |

10.22 Corolario. Todos os angulos inscritos que subentendem uma semicircunferéncia sao re-
tos.

Prova. Aplicacao direta do coroldrio acima. ]
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Figura 10.3: Corolarios 10.21 e 10.22.

10.23 Exercicio. Para qualquer triangulo retangulo existe uma tnica circunferéncia que passa
pelos trés vértices do triangulo (dizemos que todo tridngulo retangulo é inscritivel numa cir-
cunferéncia).

10.24 Observagao. Veremos mais adiante (teorema 10.38) que todo tridngulo é inscritivel
numa circunferéncia.

10.25 Defini¢do. Angulo semi-inscrito relativo a uma circunferéncia ¢ um angulo que tem
vértice na circunferéncia, um lado secante e o outro lado tangente a circunferéncia.

Sejam A, B pontos distintos de C(O,r) e t uma reta tangente a C(O,r) em A. Seja C' um
ponto de t distinto de A; o angulo com vértice A e lados deﬁnidos pelas semi-retas AB e AC é

um angulo semi-inscrito e o denotaremos por CAB. O arco AB que tem um ponto no interior
de CAB é chamado arco correspondente ao angulo CAB.

10.26 Teorema. A medida de um angulo semi-inscrito é igual a metade da medida do seu arco
correspondente.

Prova. Vamos dividir a demonstracao em trés casos:

(i) CAB é agudo;

(ii) CAB é reto;

(iii) CAB é obtuso.

Caso (i) : CAB ¢é agudo. O triangulo AOB é isésceles e BAO+ AOB+OBA = 180°. Como
BAO = OBA segue que 2 - BAO = 180° — AOB e, entao,

N 1 ~
BAO = 90° — S AOB. (10.2)

Sendo t tangente & circunferéncia em A, temos que CAB + BAO = 90° ou

BAO = 90° — CAB. (10.3)
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De (10.2) e (10.3), vem que

A C t . .
CAB = AOB = 5m (AB)

e o caso (i) estd provado.

Caso (ii): CAB é reto. Neste caso, AB é diametro e
B m(AB) = 180°. Isto prova (7).

__ Caso (d44): CAB é obtuso. Como o suplemento de
tAB é agudo, aplicando a este o caso (i), concluimos a
Figura 10.4: Teorema 10.26. prova. =

—~

10.27 Definigao. Consideremos um arco AB contido numa circunferéncia C(O,r). O arco

complementar de AB relativamente & C(O,r) é o conjunto de pontos {C(O,r) — AB}.

10.28 Teorema. Os vértices dos angulos inscritos (ou semi-inscritos) a uma circunferéncia

C(O,r) que tem lados passando por dois pontos A, B € C(O,r) e medem «, o = % - m(AB),
estao no arco complementar de « relativamente a C(O,r).

10.29 Definigao. O arco construido acima é chamado arco capaz de « sobre o segmento

AB.

10.30 Observacao. Todos os pontos deste arco “enxergam” o segmento AB segundo um angulo
de medida a.

10.31 Exercicio. Mostre que dado um segmento AB e um angulo de medida «, existe um arco
capaz de «a sobre o segmento AB. Esse arco capaz é unico?

10.32 Teorema. Se AB e C'D sao cordas distintas de uma mesma circunferéncia que interceptam-
se num ponto P, entao AP - PB =CP - PD.

_Prova. Os triangulos APD e CPB sao semelhantes, pois DAP = B@P, PDA = CBP e
APD = CPB (qual ¢ a semelhanca?).

Logo §5 = £B ¢, dai, AP- PB=CP - PD. ] D
10.33 Exercicio. Mostre que se A1 Ao, AsAy4, ..., An_14A, B

é uma sequéncia de cordas de uma mesma circunferéncia e
elas interceptam-se num tinico ponto P, entao A1 P-PAs =
AsP-PAy=..=A,_1P-PA,. O produto A,_1P-PA, é
chamado poténcia de P em relagao a circunferéncia.

A
10.34 Exercicio. Se por um ponto P, externo a uma cir-
cunferéncia, passamos duas retas que interceptam a cir- C
cunferéncia nos pontos A, B, C, D, respectivamente, entao )
PA-PB = PC - PD. Figura 10.5: Teorema 10.32.
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10.35 Definicao. Um poligono é inscritivel se existe uma circunferéncia que contenha todos
os seus vértices. Neste caso, a circunferéncia é dita circunscrita ao poligono e o poligono é dito
estar inscrito na circunferéncia.

10.36 Lema. Se ABC é um triangulo qualquer e m,n sio retas perpendiculares a AB e AC,
respectivamenteentao m e n se interceptam num ponto.

10.37 Exercicio. Prove o lema acima.

10.38 Teorema. Todo triangulo é inscritivel numa tinica circunferéncia.

Prova. Existéncia da circunferéncia circunscrita. Seja ABC um tridngulo qualquer.
Para provar que o AABC é inscritivel numa cir-

cunferéncia, basta exibir um ponto (que serd o centro

da circunferéncia) eqiiidistante de A, B e C. Para isso, A

tomemos os pontos médios M, N de AB, AC, respecti- t M

vamente, e sua respectivas mediatrizes t, s. Do exercicio

5.27, segue o ponto P, intersecao de t e s, é eqiiidistante P
de A, B e C, logo, a circunferéncia C' (P,r) comr = PA B N c
circunscreve o triangulo. Isto prova a existéncia.

Unicidade. Seja C (O, ') outra circunferéncia cir- s

cunscrita ao AABC. Seu raio que passa por M é per-

pendicular a AB, conforme o teorema 10.5, logo, este

raio ¢ mediatriz de AB e, entdao, O pertence & media- Figura 10.6: Teorema 10.38.
triz de AB. Mas, pelo mesmo motivo, o raio de C' (O, 1)

que passsa por N é a mediatriz de AC, de modo que O pertence a mediatriz de AC. Acabamos
de mostrar que O é o ponto de intersecio das mediatrizes de AB e AC. Desde que P é, por
definicdo, o ponto comum das mediatrizes de AB e AC, segue que O = P. Note que

r=0A=PA=r,

sendo a primeira e tltima igualdades vélidas por C' (O,r") e C (P,r) serem circunferéncias cir-
cunscritas ao AABC (a primeira por hipétese e a segunda por construcao). Segue que as
circunferéncias C' (O,r") e C (P, r) possuem mesmo centro e mesmo raio e, portanto, sdo iguais.
|

10.39 Exercicio. Diga onde, na prova do teorema acima, foi usado o lema 10.36.

Como consequéncia imediata do teorema anterior temos o seguinte corolario:

10.40 Corolario. Em qualquer triangulo, as mediatrizes dos seus lados interceptam-se num
tinico ponto.

10.41 Corolario. Trés pontos nao colineares determinam uma tnica circunferéncia.

10.42 Definicao. O ponto comum as trés mediatrizes de um triangulo é chamado circuncen-
tro do triangulo (centro da circunferéncia circunscrita).
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A Pelo que vimos no teorema 10.38, os triangulos tém a pro-
priedade de estarem inscritos numa circunferéncia. Isto nao é
B verdadeiro para um poligono qualquer. S6 em situagoes bem
particulares poligonos estarao inscritos numa circunferéncia. As
proposicoes que seguem esclarecem esse fato.

C D 10.43 Teorema. Todo quadrilatero inscritivel possui um par
de angulos opostos suplementares, e reciprocamente.

Figura 10.7: Quadrildtero Prova. a) Suponhamos que ABCD seja um quadrilatero
inscrito. que estd inscrito numa circunferéncia. Dai segue que cada um

de seus angulos estd inscrito na circunferéncia, logo, os angulos
A e C subentendem arcos determinados pelos pontos B e D (arcos complementares). Como a
medida desses dois arcos soma 360°, de acordo com o teorema 10.20, A+ C = 180°. Assim, Ae
C sdo suplementares.

b) Seja ABC'D um quadrildtero que tem um par de angulos opostos suplementares. Como a
soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°, segue que o outro par também constitui-
se de angulos opostos suplementares. Consideremos a circunferéncia determinada pelos pontos
A, B, C (vide observacao 10.41). Para o outro vértice, D, do quadrilétero sé temos trés alterna-
tivas:

(i) D pertence ao interior da circunferéncia; A
(ii) D pertence ao exterior da circunferéncia;
(iii) D pertence a circunferéncia. B

Suponhamos que vale (i). Neste caso, tracemos o seg-
mento BD, e seja E o ponto de intersecao da semi-reta BD
com a circunferéncia. Obtemos, assim, um quadrilatero A
ABCE que esta inscrito na circunferéncia. Da parte a) C E
do teorema, segue que seus angulos opostos sao suple-
mentares. Em particular, temos: Figura 10.8: Teorema 10.43.

ABC + AEC = 180°. (10.4)

Por hipétese, temos que R R
ABC + ADC = 180°. (10.5)

Assim, de (10.4) e (10.5), segue que R R
ADC = AEC. (10.6)

Observemos, no entanto, que aplicando o teorema do angulo externo aos AAED e ACDE
temos, respectivamente

ADB > AEB e CDB > CEB.

Assim, R R R R R R
AEC = AEB+ BEC < ADB + BDC = ADC.

Isto entra em contradi¢ao com (10.6). Assim, D nao pertence ao interior da circunferéncia.
Se supusermos (ii), isto é, D pertence ao exterior da circunferéncia, raciocinio andlogo
também nos levard a uma contradi¢do. Assim, sé resta a situagao (iii), isto é, D pertence a
circunferéncia e, dai, o quadrildtero ABCD est4 inscrito na circunferéncia. [
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10.44 Exercicio. Complete a prova do teorema 10.43 mostrando que (ii) também leva a uma
contradigao.

10.45 Teorema. Todo poligono regular é inscritivel.

Prova. Seja AjAs...A, um poligono regular. Consideremos a circunferéncia determinada
pelos pontos A1 AsAs e seja O o seu centro. O AAsOAs é isésceles com vértice O pois OAy =
OAs, daf, OAyAs = OA5A,.

Como o poligono é regular todos os seus angulos internos sao congruentes, logo AlggAg
== AQA\3A4. ASSiHl, AlA\QO = OA\3A4 (') e, como A1A2 == A3A4 e OA2 = OAg, pelo caso LAL
os triangulos OA1 As e OA3A, sao congruentes. Segue dai que OAy = OA;. Assim, Ay pertence
a circunferéncia considerada. De modo andlogo pode-se provar que As também pertence a essa
circunferéncia. Como o nimero de vértices do poligono é finito, através de uma sequéncia de
raciocinios andlogos ao anterior, mostra-se que todos os vértices pertencem & circunferéncia. m

10.46 Exercicio. A circunferéncia que circunscreve um poligono, quando existe, é tnica.

10.47 Definicao. Uma circunferéncia em que um poligono tem todos os seus lados tangentes
¢é dita estar inscrita no poligono. Neste caso, dizemos que o poligono é circunscritivel e que
o poligono circunscreve a circunferéncia.

10.48 Teorema. Todo tridngulo é circunscritivel numa tnica circunferéncia.

Prova. Mostremos, inicialmente, a existéncia da circunferéncia inscrita.
Seja ABC um tridangulo; consideremos as bis-
A setrizes by e bp dos angulos A e B. Essas bis-
setrizes interceptam-se num ponto P. Por esse
ponto, tomemos as retas perpendiculares aos lados
F AB,AC, BC. Sejam, respectivamente, E, F e G
E esses pontos. Se mostrarmos que PE = PF = PG,
o ponto P sera centro de uma circunferéncia que
passa pelos pontos F,F,G. Os lados AB,AC e
BC serdo tangentes a essa circunferéncia nos pon-
tos E,F e (G, pois serao perpendiculares, respecti-
B G C vamente, aos raios PE, PF e PG. Logo, a circun-
feréncia construida estara inscrita no tridngulo.
Figura 10.9: Teorema 10.48. Prova de que PE = PF = PG. Considere-
mos os triangulos PF'A e PEA. Eles sao triangulos
retangulos, com PA lado comum e PAF = PAE. Assim, PFA = PEA e, dai, PE = PF. De
modo andlogo nos triangulos PEB e PGB, que sao triangulos retangulos, temos PBE = PBG
e PB lado comum; logo PEB = PGB, e, dai, PE = PG. Isto conclui a prova da existéncia.
Provemos agora a unicidade. Seja C(O,r) circunferéncia inscrita em ABC, e E', F' G’
os pés das perpendiculares a AB, AC, BC' baixadas por O, respectivamente. Os tridngulos
retangulos OAE" e OAF’ sao congruentes, pois possuem hipotenusa comum e um par de catetos
congruentes. Dai, segue que OA ¢ bissetriz de A. Analogamente mostra-se que OAE’ = OAG’,
de modo que OB é a bissetriz de B. O ponto O é a intersecao entre as bissetrizes de Ae
E, como P é, por definicdo, o ponto comum a tais bissetrizes, segue que O = P. Desde que a
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perpendicular a uma reta passando por um ponto é tnica, ' = E,F' = F ¢ G' = G; logo,
C (O, r) possui o mesmo centro e o mesmo raio da circunferéncia construida na primeira parte
da demonstracao deste teorema, portanto, as duas circunferéncias sao iguais. [ |

10.49 Exercicio. Mostre que o segmento PC, da prova do teorema anterior, também é bissetriz
do triangulo ABC. Conclua dai que “as bissetrizes de um tridngulo interceptam-se num tnico
ponto.”

10.50 Definigao. O ponto de intersecdo das bissetrizes de um tridngulo chama-se incentro
(centro da circunferéncia inscrita).

10.51 Teorema. Todo quadrilatero circunscritivel possui a soma dos comprimentos de dois
lados opostos igual a soma dos comprimentos dos outros dois lados, e reciprocamente.

10.52 Exercicio. Prove o teorema anterior.
10.53 Exercicio. Prove que todo poligono regular é circunscritivel.

10.54 Definigao. Apdétema de um poligono regular é a distancia do centro da circunferéncia
inscrita a um dos lados do poligono. centro de um poligono regular é o centro desta circun-
feréncia (que coincide com o centro da circunferéncia circunscrita).

10.55 Exercicio. Dados uma circunferéncia e um natural n, mostre que existe um poligono
regular de n lados inscrito (circunscrito) na circunferéncia.

10.56 Exercicio. A circunferéncia inscrita em um poligono, quando existe, é Unica.

10.3 Trigonometria

Seja § um numero qualquer do intervalo (0,180). Constru- A
amos um angulo O de medida 6 e, sobre um de seus lados,

tomemos um ponto arbitrario A, distinto do vértice. De-

notamos por B o pé da perpendicular de A ao outro lado

do angulo (ou ao seu prolongamento).

O B

10.57 Definig¢ao. (i) Chamamos de seno do numero 6,

: AB
e denotamos por sen ), o quociente DA

(ii) Se 0 < € < 90, chamamos de cosseno do nimero Figura 10.10: Definicao 10.57.

f o quociente %. Se 90 < 6 < 180, chamamos de cosseno do ntmero 6 o quociente —%.

Denotamos o cosseno do niimero 6 por cos 6.
Definimos ainda,

sen(0 = 0,sen 180 = 0,cos0 = 1,cos 180 = —1.
10.58 Teorema. Os valores senf e cosf independem do ponto A escolhido.

10.59 Exercicio. Prove o teorema anterior (sugestao: use semelhanca de triangulos).
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Como os valores de senf e cos@

dependem somente do numero 6 escolhido, definimos as

fungbes seno e cosseno, respectivamente, por

sen: [0,180] —

R cos: [0,180] — R

0 — sen6 0 — cos#f.

10.60 Observagao. Note que, as fungoes seno e cosseno estdo bem definidas devido ao teorema
10.58. Se escolhermos o ponto A tal que OA = 1, entao as defini¢oes de seno e cosseno do niimero

f ficam simplificadas.

10.61 Teorema. Para todo nimero real § € [0,180], tem-se:

sen90 =1 cos90 =0
0<senf <1 —1<cosf <1
sen (180 — #) = sen® | cos (180 — #) = — cos 0.

10.62 Exercicio. Prove o teorema anterior.

10.63 Teorema. Para todo numero

real § € [0,180], tem-se

cos? 0 +sen’f = 1.

10.64 Exercicio. Prove o teorema anterior.

Nos proximos teoremas desta secao, usaremos a notacao a = BC,b = AC,c = AB para as
medidas dos lados de um tridngulo ABC.

10.65 Teorema. (Lei dos senos) Em todo triangulo ABC, tem-se

sen A

senE - sen(j - 1

a

b ¢ 2R’

sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.

Prova. Seja C (O, R) a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.

C

D

Figura 10.11: O caso 0 < 6 < 90.

Facamos inicialmente o caso 0 < A < 90. CQn-
sidere o diametro C'D e observe que, do fato de CBD
ser um trlangulo retangulo segue que sen D = -%. Como

os angulos Ae D sio Congruentes p01s subentendern o}
sen A _ 1
a 2R"
Se 90 < A < 180, entao tome E no arco maior determi-
nado por B e C. Como o quadrildtero ABCE estd inscrito
na circunferéncia C' &O, R), os angulos A e E sdo suple-
mentares; logo, 0 < E < 90. Pelo que acabamos de provar,

mesmo arco, resulta que sen A = 3R 10go,

sen ¥ = g% e, sendo os angulos A e E suplementares,
sen A = sen E. Portanto, Se’;A = i. A demonstragao de
Se‘;B 2% e Senc 1R se faz de modo andlogo. [
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10.66 Teorema. (Lei dos cossenos) Em todo triangulo ABC, tem-se
a? = b> + ¢ — 2bccos A.

__ Prova. Seja D o pé da perpendicular a AC baixada por B. Facamos o caso em que o angulo
A é agudo. Dos triangulos retangulos ABD e BCD resulta que

¢ = BD? + AD? e a*> = BD* + CD?.
Caso D esteja entre A e C, temos que AD + C'D = b; logo,

a®> =BD?+ (b— AD)?
= BD? +b*> — 20AD + AD?
= b2+ 2 —20AD
=b+c%— 2 cos A.

Caso C esteja entre A e D, temos que b+ CD = AD:; logo,

a?> = BD?+ (AD —b)?
= BD? +b*> — 20AD + AD?
=b%+c? —20AD
=0+ - 2bc cos A.

Isto conclui a prova para o caso em que o angulo A é agudo. |

10.67 Observacgao. Observe que quando A éum angulo reto, a igualdade do teorema anterior
reduz-se ao Teorema de Pitagoras.

10.68 Exercicio. Complete a demonstracao do teorema anterior para o caso em que A é um
angulo obtuso.

10.4 Comprimento de uma circunferéncia e de arco
de uma circunferéncia

Seja C' (O, R) uma circunferéncia dada. Pelo exercicio 10.55, para cada natural n, existe um
poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia. Denotaremos o lado e o perimetro deste
poligono por [, e p,, respectivamente.

A cada lado do poligono esté associado um triangulo isésceles com um vértice em O, laterais
de medida R e base de medida l,. O angulo do vértice O de cada um destes triangulos mede
On = 2%; logo,

Pn=mn"-I, :nQRsenE
n

e, entao

Pn = QWRSGHW()”) )
n
Como
sen

—

s
lim L
n—o0 (E)

n

=1,
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e a medida que n cresce, o perimetro dos poligonos inscritos aproximam-se cada vez mais do
comprimento da circunferéncia, tomamos a seguinte defini¢ao:

10.69 Definicao. O comprimento de uma circunferéncia de raio R, é 27 R.

Observe que ao multiplicarmos o angulo central por qualquer natural n, o comprimento do
arco correspondente deverd ficar multiplicado por n. Além disso, o comprimento do arco aumenta
a medida que o angulo central cresce, isto é, o comprimento de arco é uma fungao crescente do
angulo central.

Pelo teorema fundamental da proporcionalidade (vide [14]), temos que o comprimento [ de
um arco ¢é diretamente proporcional a medida € do dngulo central, isto é,

1 = ko,

sendo k a constante de proporcionalidade. Ela pode ser determinada observando que, para
0 = 7, temos | = wR; logo, k = R. Por isso, tomamos a seguinte defini¢ao:

10.70 Definicao. O comprimento de um arco determinado por um angulo central de me-
dida 6 radianos é R#.

10.71 Observacao. Note que as definicoes de medida de arco e de comprimento de arco sao
distintas.
10.5 Exercicios complementares

Indicaremos por R, [,, a, as medidas do raio da circunferéncia circunscrita, do lado e do apétema
de um poligono regular de n lados, respectivamente.

10.72 Exercicio. Dado o raio da circunferéncia circunscrita, calcule as medidas do lado e doo
apdétema do quadrado.

10.73 Exercicio. Dado o raio da circunferéncia circunscrita, calcule as medidas do lado e do
apétema do hexdgono regular.

10.74 Exercicio. Dado o raio da circunferéncia circunscrita, calcule as medidas do lado e do
apétema do triangulo regular.

10.75 Exercicio. Dado o raio da circunferéncia circunscrita, calcule as medidas do lado e o do
apdtema do decagono regular.

10.76 Exercicio. Dado o raio da circunferéncia circunscrita, calcule as medidas do lado e do
apdétema do pentagono regular.

10.77 Exercicio. Dados o raio da circunferéncia circunscrita e o lado l,,, calcule a medida do
apétema a,.

10.78 Exercicio. Dados o raio da circunferéncia circunscrita e o lado [,, calcule a medida
delgn.
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10.79 Exercicio. Calcule a medida do angulo central determinado pelos lados de um poligono
regular de n lados.

10.80 Exercicio. Se AjAj...Ag, é um poligono regular de 2n lados (ntimero par de lados!),
entao suas diagonais A1 A1, A2An1o, ... , ApAs, passam por um unico ponto, e este ponto é
o centro do poligono. Prove isso.

10.81 Exercicio. Se AjAj...Ag, é um poligono regular de 2n lados (ntimero par de lados!),
entao seus lados A1 A e Apy1Any9; AsAs e AnioAnas; ... 3 An 1A, e Asy Aq ; so dois a dois
paralelos. Prove isso.

10.82 Exercicio. Prove que numa circunferéncia ou em circunferéncias de mesmo raio, cordas
sao congruentes se, e somente se, sao equidistantes do centro.

10.83 Exercicio. Prove que a mediatriz de uma corda passa pelo centro da circunferéncia.

10.84 Exercicio. Prove que numa mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes, se
duas cordas tém comprimentos diferentes, a mais curta é aquela mais afastada do centro.

10.85 Exercicio. Prove que todo paralelogramo circunscrito a uma circunferéncia é um losango.

10.86 Exercicio. Prove que a soma dos didametros das circunferéncias inscritas e circunscritas
a um tridngulo retangulo ¢é igual a soma dos catetos desse tridngulo.

10.87 Exercicio. Prove que todo trapézio inscrito em uma circunferéncia ¢é isésceles.
10.88 Exercicio. Prove que todo paralelogramo inscrito em uma circunferéncia é retangulo.

10.89 Exercicio. Prove que o segmento determinado por um vértice de um poligono regular e
o centro da circunferéncia em que ele esta inscrito é bissetriz do dngulo daquele vértice.

10.90 Exercicio. Além do tridngulo, existem poligonos inscritos em uma circunferéncia que
sao equiangulos, mas que nao sao regulares? Além do tridngulo, existem poligonos circunscritos
em uma circunferéncia que sao equilateros, mas nao sao regulares?

10.91 Exercicio. Além dos poligonos regulares, existem outros poligonos equiangulos inscritiveis.
E conveniente subdividirmos os poligonos equidngulos em dois grupos: os que possuem um
numero impar de lados, e os que possuem um numero par de lados. Mostre que todo poligono
equiangulo, inscritivel, com um ntmero impar de lados, é regular. Mostre que um poligono
A1A3A3A,... Ay 1Ay, equidngulo, com um ntumero par de lados, tal que A1 Ay = AsAy = ... =

An_QAn_l e A2A3 = A4A5 = ... = An—lAna ¢é inscritivel.

10.92 Exercicio. Além dos poligonos regulares, existem outros poligonos equilateros circuns-
critiveis. E conveniente subdividirmos os poligonos equilateros em dois grupos: os que possuem
um numero impar de lados, e os que possuem um ntimero par de lados. Mostre que todo poligono
equildtero, circunscritivel, com um nimero fmpar de lados, ¢ regular. Mostre que um poligono

4\1A24§A4...An_y\4n equilatero, com um numero par de lados, tal que A1 = A3 =...=A,_1 e
Ay = Ay = ... = A, , é circunscritivel.
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10.93 Exercicio. Mostre que o diametro é a maior corda de uma circunferéncia.

10.94 Exercicio. Mostre que toda reta cuja distancia ao centro de uma circunferéncia seja
menor do que o raio, é secante a circunferéncia.

10.95 Exercicio. Mostre que toda reta cuja distancia ao centro de uma circunferéncia é maior
do que o raio, é exterior & mesma.

10.96 Exercicio. Mostre que, toda reta cuja distancia ao centro de uma circunferéncia é igual
ao raio, é tangente a mesma.

10.97 Exercicio. Mostre que uma reta e uma circunferéncia nao podem ter mais do que dois
pontos em comuin.

10.98 Exercicio. Mostre que trés pontos quaisquer de uma circunferéncia nao estao alinhados.
10.99 Exercicio. Enuncie e prove o reciproco do exercicio 10.93.
10.100 Exercicio. Mostre que em cada ponto de uma circunferéncia a reta tangente é tnica.

10.101 Exercicio. No caso do exercicio 10.11, mostre que se O é o centro da circunferéncia, T
—

e T os pontos de tangéncia, entao a semi-reta PO é bissetriz do angulo TPT , € bissetriz do

angulo TOT' e os angulos TOT' e TPT' sdo suplementares.

10.102 Exercicio. Estude todas as possiveis posicoes relativas de duas circunferéncias.

10.103 Exercicio. A reta que contém os centros de duas circunferéncias é dita reta dos cen-
tros. Se duas circunferéncias sao tangentes a uma mesma reta em um mesmo ponto, elas sao
chamadas circunferéncias tangentes e o ponto é chamado ponto de contato.

Mostre que se duas circunferéncias sao tangentes, a reta dos centros passa pelo ponto de
contato.

10.104 Exercicio. Na figura 10.12, P é a intersecao de duas tangentes comuns a duas circun-
feréncias. Mostre que a reta dos centros passa por P .

10.105 Exercicio. Mostre que se duas circunferéncias tém dois pontos em comum, a reta dos
centros é mediatriz do segmento determinado por esses dois pontos.

10.106 Exercicio. Mostre que duas circunferéncias distintas nao podem ter mais do que dois
pontos em comuin.

10.107 Exercicio. Descreva um método para tragar uma circunferéncia de raio conhecido e
que seja tangente aos lados de um angulo dado.

10.108 Exercicio. Duas circunferéncias interceptam-se nos pontos A e B . Por B traga-se
uma reta que intercepta uma das circunferéncias num ponto X e a outra num ponto Y . Mostre
que a medida do angulo X AY independe da reta tragada.
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Figura 10.12: Exercicio 10.104.

10.109 Exercicio. Sejam dadas duas circunferéncias tangentes exteriores (isto é, uma nao estéd
contida no interior da outra) e, pelo ponto de tangéncia, tracemos duas secantes comuns. Mostre
que as cordas que ligam as extremidades das secantes em cada circunferéncia sao paralelas.

10.110 Exercicio. Mostre que as tangentes tragadas a uma circunferéncia pelos extremos de
um mesmo diametro sao paralelas.

10.111 Exercicio. Utilizando a lei dos cossenos, expresse cada uma das medianas de um
triangulo em funcao de seus lados.

10.112 Exercicio. Mostre que todo segmento definido por um ponto fora e por outro ponto
dentro de uma circunferéncia tem um ponto em comum com a circunferéncia.

10.113 Exercicio. Mostre que a razao entre os raios das circunferéncias inscritas de dois
triangulos semelhantes € igual a razao de semelhanca.

10.114 Exercicio. Mostre que a razao entre os raios das circunferéncias circunscritas de dois
triangulos semelhantes é igual & razao de semelhanca.

10.115 Exercicio. Mostre que o raio da circunferéncia inscrita em um triangulo de lados a, b, ¢

(p=a)(p=b)(p—c)

e semiperimetro p é dado por r = -

10.116 Exercicio. O lugar geométrico dos pontos que “enxergam” um segmento AB segundo

um angulo « é o arco capaz de « sobre AB. Qual é o lugar geométrico dos pontos que “enxergam”
uma circunferéncia segundo um angulo a?
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Capitulo 11

Resultados Notaveis sobre
Triangulos

Apresenta-se alguns resultados que sao caracteristicos de
tridngulos; em particular, mostra-se a existéncia de alguns
pontos notaveis, além de teoremas que afirmam certas pro-
priedades curiosas.

11.1 Pontos notaveis de um triangulo

No coroléario 10.40, vimos que, em todo triangulo, as trés mediatrizes interceptam-se num mesmo
ponto. Esse ponto é chamado circuncentro do tridngulo; ele é o centro da circunferéncia
circunscrita ao triangulo. Do mesmo modo, no teorema 10.48, vimos que a todo triangulo existe
uma circunferéncia inscrita e que o centro dela é o ponto comum as trés bissetrizes do triangulo.
Esse ponto é chamado incentro do tridngulo.

O resultado seguinte nos diz que as trés alturas de um triangulo interceptam-se num tnico
ponto

11.1 Teorema. As retas que contém as trés alturas de um triangulo interceptam-se num ponto.
(esse ponto é chamado ortocentro do triangulo).

Prova: Seja ABC um triangulo qualquer e, através de cada um de seus vértices, tracemos
retas paralelas aos lados opostos, obtendo um triangulo A’B’C’, onde A’ est4 na intersecao das
paralelas passadas por B e C, B’ estd na intersecao das paralelas que passam por A e C, e C’
na intersecao das paralelas que passam por A e B (figura 11.1 a esquerda ).

Assim, os quadrildteros ABCB’' e ACBC' sao paralelogramos e, dai, AB’ = overlineBC =
C'A. Desde que B’C" é paralelo a BC, a altura tracada a partir de A ao lado BC é a perpendicular
que bissecta o segmento B’C’; o mesmo valendo para as alturas tracadas por B e C. Em outras
palavras, as trés alturas do tridngulo ABC s@o perpendiculares, que bissectam os trés lados do
tridngulo A’B’C’ (isto é, sdo as mediatrizes do triangulo A’B’C’). Dai, pelo coroldrio 10.40,
segue que essas trés alturas interceptam-se num ponto. [ |

O préoximo teorema afirma que as medianas de um triangulo interceptam-se num tnico ponto.

93



Pontos notaveis de um triangulo

Figura 11.1: Teoremas 11.1 e 11.2.

11.2 Teorema. As retas que contém as trés medianas de um triangulo interceptam-se num
ponto. (esse ponto é chamado centréide ou baricentro do triangulo).

Prova: Seja ABC um triangulo, com BD e CE medianas relativas aos lados AC e AB,
respectivamente (figura 11.1 a direita).

Seja G' o ponto de intersecio de BD e C'E. Prolonguemos AG até um ponto F' tal que
GF = AG. No triangulo ABF, os pontos E e G sao pontos médios dos lados AB e AF,
respectivamente. Do teorema 7.58, segue que BF e EG sao paralelas e, dai, BF e GC sao
paralelas.

Analogamente, CF e GB sao paralelas. O quadrilitero BFCG é um paralelogramo; suas
diagonais BC e FG interceptam-se no ponto médio, M. Assim, o prolongamento de AG passa
por M, ponto médio de BC, isto é, AM é mediana relativa ao lado BC. Portanto, as trés
medianas de um triangulo interceptam-se num mesmo ponto. ]

11.3 Corolario. O baricentro divide cada mediana em dois segmentos na razao de 2 para 1.
Prova: Da prova do teorema 11.2, temos que:

AG=GF =2-GM
CG=FB=2-CFE

Analogamente, BG = 2 - GD. |

11.4 Exercicio. Na prova do teorema 11.2, justifique a existéncia do ponto G e do ponto F.
No corolério 11.3, prove que BG =2 - GD.

11.5 Teorema. Em qualquer triangulo, as bissetrizes de dois angulos externos e aquela do
angulo interno restante interceptam-se num ponto. (esse ponto é chamado excentro do triangulo).

Prova: A prova deste teorema é andloga aquela do teorema 10.48.
11.6 Observagao. O ponto mencionado acima é também centro de uma circunferéncia que é

tangente ao prolongamento de dois lados e ao lado restante do triangulo. Um tridngulo tem trés
excentros.
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11.7 Teorema. (Giovanni Ceva, 1648-1734) Sejam P, (), R pontos sobre os lados BC, AC, AB
—_— — —

(ou prolongamento deles) do triangulo ABC. As semi-retas AP, BQ,CR interceptam-se num

ponto se, e somente se,

BP CQ AR _
PC QA RB
Prova: A figura 11.2 ilustra as duas situagoes:
A
A -
R Q T
B p C B C P

Figura 11.2: Teorema de Ceva.

Suponhamos que AP, BQ e C'R interceptam-se num ponto, digamos 7T'. Tracemos a reta que
passa por A e é paralela a BC; ela intercepta BQ e CR nos pontos B’ e (', respectivamente
(ou seus prolongamentos). Desde que os triangulos BPT e B'AT sdo semelhantes, bem como
os triangulos CPT e C' AT sao semelhantes, temos que

BP _AB" PT _ AT
PT ~ AT °PC ™ AC’

logo,
BP _AB
PC  AC”

Analogamente,
CQ BC AR AC

QA AB' °RB~ BC"
Multiplicando membro a membro as trés dltimas igualdades, temos que:

BP CQ AR _,

PC QA RB

Provemos agora a reciproca. Seja T' a intersecio de BQ e CR (ou de seus prolongamentos)
e P’ a interse¢ao de AT e BC (ou seus prolongamento). Do que ji provamos, segue que
BP' CQ AR

PC QA RB (11.1)

Por outro lado, por hipétese, temos que:

BP CQ AR __

76 OA BB (11.2)
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Pontos notaveis de um triangulo

De (11.1) e (11.2), segue que
BP'  BP
P'C  PC
Adicionando 1 a ambos os membros de (11.3) caso B — P — (', e —1 caso contrario, temos

(11.3)

BP'+P'C _ BP+PC
rc  pPC

logo If’% = g—g e dai P'C' = PC,o que implica P’ = P. [ |
Como corolérios do Teorema de Ceva podemos obter os resultados dos teoremas 10.48,
1) e (11.2). De fato, se no Teorema de Ceva, tomarmos P,Q, R como pontos médios de

(11.
BC, AC, AB, respectivamente, temos:

BP CQ AR 1

PC QA RB
e, dai, a condigao suficiente do teorema estara satisfeita, levando-nos a concluir que as medianas
de um triangulo interceptam-se num ponto (vide teorema 11.2).

Se tomarmos as retas passando por A, B,C e perpendiculares a BC, AC, AB, respectiva-
mente, temos P, Q, R os pés dessas perpendiculares; com a = BC', b= CA e ¢ = AB, temos:

BP = CCOSE,PC = bcosé,CQ = acosé7
QA = CCOSA\,AR = bcosg,RB = acos B.

Dali, R R R
BP CQ AR ccosB acosC bcosA_1

PC QA RB  bcosC ccosA acosB
e, pelo Teorema de Ceva, concluimos que as alturas de um triangulo interceptam-se num ponto
(vide teorema 11.1).

)

Vimos, no Teorema da Bissetriz Interna que, as bissetrizes de um angulo de um triangulo,
dividem o lado oposto em dois segmentos cujos comprimentos estao na mesma razao que o
comprimento dos dois lados restantes.

Sejam, entao, P,Q e R as intersecoes das bissetrizes em A, B e C' com os respectivos lados
opostos. Pelo resultado acima, segue que

e, dal,

Pelo Teorema de Ceva, concluimos que as bissetrizes de um triangulo interceptam-se num ponto
(vide teorema 10.48).

Em resumo: os resultados dos teoremas 10.48, 11.1 e 11.2 sao casos especiais do Teorema de
Ceva.

11.8 Teorema. (Euler) Em qualquer triangulo, seu baricentro, ortocentro e circuncentro sao
pontos colineares.
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Prova: Seja ABC um tridngulo qualquer. Consideremos as medianas relativas aos lados
BC, AC, AB e chamemos de M4, Mpg, Mo os pontos médios de BC, AC, AB, respectivamente.
Seja G o baricentro do triangulo ABC), isto é, G é o ponto comum a My, Mp, M (vide teorema
11.2). Fica, assim, determinado o triangulo M4 MpMc.

Como McMp = %BC, McMy = %AC e MaMp =

A %AB, segue que os triangulos MsMpMc e ABC sao

semelhantes com razao de semelhanga igual a 1/2. Sabe-

mos, do exercicio 9.22, que, nesses triangulos, segmentos

0 homdlogos estao entre si na mesma razao, 1/ 2.

Agora, pelo ponto A tracemos o segmento AH 4, altura

G relativa ao lado BC. Por Mg, tracemos a perpendicular a

I AC que vai interceptar a perpendicular a BC pelo ponto

B C M4, no ponto I. Essas perpendiculares sao mediatrizes dos

lados AC' e BC, respectivamente; logo, I é o circuncentro

do triangulo ABC' (vide teorema.10.38). Por outro lado,

Figura 11.3: A reta de Euler. a altura relativa ao 12'3{10 AC intercep.ta AH 4 num ponto
O, o ortocentro do triangulo ABC' (vide teorema 11.1).

Queremos provar que G, O, I, estao sobre uma mesma reta. Para isso, vamos considerar o
triangulo AOG e M4IG. Temos que I é o ortocentro do triangulo MaMpMc (1), dai Mal =
%AO, e ainda, MG = %AG. Por outro lado, AO e M4I sdo paralelas cortadas pela transversal

AM4; logo, os angulos GAO e GM\AI sao congruentes. Pelo segundo caso de semelhanca de
tridngulos, segue que os triangulos AOG e M4IG sao semelhantes, logo, os angulos AGO e
M ACA}I sdo congruentes. Assim G—d e CTI> sao semi-retas opostas (!) e, portanto, os pontos
G, O, I sao colineares. [ |

11.9 Observacao. A reta que contém o baricentro, ortocentro e o circuncentro de um triangulo
é chamada reta de Euler (em homenagem a Leonhard Euler (1707-1783), matematico suigo
que descobriu e demonstrou o teorema 11.8).

11.10 Exercicio. Mostre que o ponto I no teorema 11.8 é o ortocentro do triangulo M MpMc.

11.2 Pontos de Brocard

Seja ABC' um triangulo qualquer.

11.11 Definigao. O ponto P, no interior de ABC, é chamado primeiro ponto de Brocard
se PAC = PCB PBA O ponto @, no interior de ABC, é chamado segundo ponto de
Brocard se QAB = QC’A = QBC’ (figura 11.4).

11.12 Teorema. Em qualquer triangulo, existe um unico primeiro ponto de Brocard.

Prova: Seja ABC um tridngulo e sobre seus lados construamos os triangulos A1 BC, AB1C
e ABC(C, semelhantes ao tridngulo ABC, como mostrado na figura 11.5. Seja P um ponto no
interior do tridngulo ABC.

Como PCB = C — P@A, as relagoes PAC = PCB e PAC = C — PCA sio equivalentes.
Assim, C = PAC+ PCA = 180° — APC. Dai, para um ponto P no interior do triangulo ABC,
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B
A B
A A
2
A C A C

Figura 11.4: Pontos de Brocard.

B

Figura 11.5: Triangulos A BC, ABC, ABC.

temos: C = 180° — APC se, e somente se, P é um ponto sobre a circunferéncia circunscrita ao
triangulo AB,C' (teorema 10.43).

Um argumento andlogo para os outros angulos mostra que vale o seguinte resultado (ex-
isténcia do primeiro ponto de Brocard): P é o primeiro ponto de Brocard se, e somente se, ele
pertence as trés circunferéncias circunscritas aos trés triangulos A1 BC, AB1C e ABCY.

A unicidade do primeiro ponto de Brocard segue da unicidade das circunferéncias circun-
scritas aos triangulos A1 BC, AB1C e ABC}. ]

11.13 Corolario. Os segmentos AA,, BBy e CC} passam pelo ponto P.

Prova: Liguemos o ponto P a todos os vértices dos tridngulos considerados. Da congruéncia
de angulos inscritos que subentendem o mesmo arco, os angulos sao precisamente como mostrado
na figura 11.5. Desde que o + 3 + v = 180°, temos que os segmentos AA;, BBy e CC] passam
pelo ponto P. [
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11.14 Corolédrio. P é ponto de intersecao das trés circunferéncias tangentes as retas AB, BC, AC
nos pontos A, B e C, e que passam pelos pontos C, A e B, respectivamente.

Prova: Desde que ABC = B?l\lc, BCA = CEA, CAB = Aé\lB, segue que as circun-
feréncias circunscritas aos tridngulos A1 BC, AB1C, ABC] sao tangentes as retas AB, BC, AC
nos pontos A, B e C, respectivamente. [ ]

11.15 Exercicio. Sobre os lados do triangulo ABC construa triangulos A1 BC, AB1C e ABC1,
semelhantes ao tridngulo ABC, de modo que AA;, BBy e C'C interceptam-se no segundo ponto
de Brocard (justifique sua construc¢ao). Prove ainda que o segundo ponto de Brocard é tinico.

Vejamos agora algumas propriedades interessantes dos pontos de Brocard.

11.16 Teorema. Se P é o primeiro ponto de Brocard e se as retas AP, BP e CP interceptam
a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC nos pontos A1, Bie C1, respectivamente, entao
os triangulos ABC e B1C1 Ay sao congruentes (para o segundo ponto de Brocard temos ABC' e
C1 A1 By congruentes).

Prova: Os arcos BC' e A;C1 sdo congruentes pois

BA,C = BA, + A,C, A, BC, = A, B + BC,

e BCy = A1C, dai, subentendem cordas congruentes, isto é, BC = A;C;. Analogamente,
podemos mostrar que AB = C1By e AC = A1 B;. Assim, pelo teorema 4.20, segue que ABC =
BlclAl. | |

11.17 Exercicio. Prove que para o segundo ponto de Brocard ABC = C1 A1 B;.

11.18 Teorema. Se PA’, PB’ e PC' sao segmentos com extremidades no primeiro ponto de
Brocard, P, e perpendiculares aos lados BC, CA e AB, respectivamente, entao os triangulos
ABC e B'C'A’ sao semelhantes e a razio de semelhanca é senp, onde ¢ = PAC = PCB =
PBA. @ é chamado dngulo de Brocard.

Prova: Os pontos B’ e C' pertencem & circunferéncia com diametro AP, daf,
BCP=BAP=ypeC'BP=CAP=a-.
Analogamente,
C”jﬁl\’P:(peA’E’\’P:ﬁ—a;Alé\’P:cpeB';l\’P:*y—(p.
Assim, os angulos do triangulo B'C’A’ sao congruentes aos angulos do triangulo ABC' e, dalf,

esses triangulos sao semelhantes. Além disso, os angulos dos triangulos ABP e B'PC’ sao

el !
congruentes, logo ig = % = senp. [
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11.3 Exercicios complementares

11.19 Exercicio. Mostre que tracando-se pelo baricentro de um triangulo uma reta qualquer
que corta dois lados do mesmo, a soma das distancias dessa reta a dois vértices, situados no
mesmo semi plano relativo a reta tracada, é igual a distancia dessa reta ao terceiro vértice.

11.20 Exercicio. Prove que a soma das distancias dos vértices de um triangulo a uma reta
qualquer ¢é igual a trés vezes a distancia dessa reta ao baricentro do triangulo considerado.

11.21 Exercicio. Prove que a soma das distancias dos vértices de um triangulo a uma reta
arbitraria é igual a soma das distancias desta reta ao ponto médio dos trés lados do triangulo.

11.22 Exercicio. Seja AABC um tridangulo qualquer.

Mostre que entre o angulo de Brocard e os angulos a, 3,7 do AABC subsistem as relagoes:

(a) cotgy =cotga+-cotgB+cotgy (sugestao: observe a figura 11.6).

(b) sen®p =sen(a — B)sen(3 — ¢)sen(y — p)(sugestdo: use a lei dos senos nos triangulos
APB,APCe BPC).

[
A C Ki

Figura 11.6: Exercicio 11.22.
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Capitulo 12

Construcoes com Régua e Compasso

Os gregos antigos, pais da geometria axiomatica, sempre
tiveram verdadeiro fascinio por resolverem problemas de geo-
metria, construindo suas solucoes mediante uso de uma régua
nao gra- duada e de um compasso. Para isso, eles possuiam
regras para construcao que definiam quais as operacgoes per-
mitidas para poder-se tracar figuras num plano. Apresenta-se
nesse capitulo essas regras e descreve-se a resolugao de alguns
problemas, apresentando uma construgao para cada um deles.

12.1 Regras para construcao com régua e compasso

Regra 1:

Regra 2:

Regra 3:

Regra 4:

Regra 5:

Regra 6:

S6 € permitido tracar segmentos e circunferéncias utilizando-se uma régua ndo graduada
e um compasso.

Supoe-se, previamente dado, um segmento com comprimento unitdrio.

Se A e B sao pontos previamente dados ou construidos, pode-se “ligar” A e B construindo
o segmento AB; se este segmento intercepta qualquer segmento ou circunferéncia previa-
mente construidos, tem-se construidos os pontos de intersecao.

Se AB ¢ um segmento previamente construido e O um ponto dado, ou previamente con-
struido, pode-se tracar uma circunferéncia com centro em O e raio AB; se esta circun-
feréncia intercepta qualquer segmento ou circunferéncia previamente construidas, tem-se
construidos os pontos de intersecao.

Se AB € um segmento previamente construido, pode-se prolongd-lo, em ambos os sentidos,
até interceptar um segmento ou circunferéncia previamente construidos (assumindo que o
segmento ou a circunferéncia intercepta o prolongamento do segmento dado), construindo-
se, assim, um ponto.

O 1nico meio de se construir uma figura € aplicando as regras anteriores um niumero finito
de vezes.
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12.2 Alguns problemas de construcao e suas solucoes
Para cada construcao proposta nos problemas, execute os tracados indicados.

12.1 Problema. Dados @s segmentos, AB e CD, construir um segmento soma de AB e CD
(entende-se por soma de AB e CD um segmento que tenha medida igual a soma das medidas
de AB e CD).

Construgao:
1. Com centro em B e raio CD tracamos uma
A B circunferéncia. L
2. Prolongamos AB (no sentido de A para B)
até interceptar a circunferéncia construida no ponto
E. O segmento AE é a soma desejada.
C D Desenho: Execute os tragados indicados na
construgao acima usando os dados da figura 12.1.

Figura 12.1: Problema 12.1.

12.2 Problema. Dado um segmento AB, obter seu ponto médio M e sua mediatriz.

Construgao:
1. Com centro em A e raio AB tracamos uma circunferéncia C;

2. Com centro em B e raio AB tracamos uma
circunferéncia Cy. Obtemos os pontos P; e P, na
intersecao de C7 e Cs.

A B 3. Tracamos o segmento P; P, obtendo o ponto
procurado, M, na intersecao dele com AB. A reta
P, P, é a mediatriz procurada.

Desenho: Execute os tracados indicados na

construcao acima usando os dados da figura 12.2.

Figura 12.2: Problema 12.2.

12.3 Problema. Construir um segmento que passa por um ponto dado e € paralelo a um dado
segmento de reta que nao contém esse ponto.

Construgao:

Seja P o ponto e AB o segmento dado.

1. Centro em B e raio AP tracamos uma circunferéncia C.

2. Com centro em P e raio AB tracamos uma segunda circunferéncia, Cy. Seja D o ponto
de intersecdo de C; e Cy, onde D e A estdo em lados opostos relativamente a PB. Assim, PD
¢é a paralela desejada.

Desenho: Execute os tracados indicados na construcao acima usando os dados da figura
12.3.
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A B

Figura 12.3: Problema 12.3.

12.4 Problema. Construir um segmento que passa por um ponto dado, e é perpendicular a
uma reta, também dada.

Construgao:

Sejam P e r o ponto e a reta dados, respectivamente.

1. Marquemos um ponto A sobre r e tragamos uma circunferéncia de centro P, cortando a
reta r em outro ponto B.

2. Tracemos circunferéncias de raio AB com centros em A e B obtendo @, um dos pontos
de intersecdo. A reta PQ ¢é perpendicular a AB.

Desenho: Execute os tracados indicados na construgao acima usando os dados da figura
12.4.

P

Figura 12.4: Problema 12.4.

12.5 Observacao. A partir de agora, é permitido utilizar esquadros para o tragado de per-
pendiculares e paralelas. Note que, de acordo com os problemas acima, estes instrumentos
sao dispensaveis para tais tragados, visto que, somente com régua nao graduada e compasso,
podemos tracar perpendiculares e paralelas. O uso dos esquadros tem a vantagem de agilizar a
resolucao dos problemas seguintes.

12.6 Problema. Construir uma semi-reta que divide um angulo dado em dois outros angulos
congruentes (bissec¢ao de um angulo).

Construgao: Seja ABC um angulo dado.

1. Com centro em B e raio BA, tracemos uma circunferéncia que intercepta BC no ponto E.
Pode ocorrer que a circunferéncia nao intercepte BC. Neste caso, prolonguemos BC no sentido
de B para C' até interceptar a circunferéncia num ponto que sera chamado de E.

2. Com centro em A e raio AE, tracemos a circunferéncia C7 e com centro em E raio AE,
tracemos a circunferéncia Cy. Essas duas circunferéncias interceptam-se em dois pontos. Seja
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F o ponto de intersecao que estd no semi plano oposto aquele determinado por AE e que nao
contém B. Observemos que AEF é um triangulo equilatero.

3. Liguemos B a F para obter o segmento BF que bissecta o angulo ABC.

Desenho: Execute os tragados indicados na construgao acima usando os dados da figura
12.5, a esquerda.

A
fim do o
papel
B \
S

C

Figura 12.5: Problemas 12.6 e 12.7.

12.7 Problema. Construir a bissetriz de um angulo cujo vértice é inacessivel.

Construcao:

Sejam r, s os lados do angulo.

1. Passemos uma paralela a r que intercepta s no ponto A.

2. Centro em A e raio qualquer, tracemos uma circunferéncia que intercepta s e a paralela
a r nos pontos B, C, respectivamente.

3. Unimos B a C e prolonguemos até encontrar r num ponto D.

4. A mediatriz de BD é a bissetriz procurada.

Desenho: Execute os tragados indicados na construcao acima.

—
12.8 Problema. Dado um angulo ¢ de vértice O e uma semi-reta O'B, construir um angulo
AO'B =9.

Construgao:

1. Tracemos uma circunferéncia qualquer de centro O, determinando os pontos P e () nos
lados do angulo 6, e uma circunferéncia de mesmo raio, e centro em O’, determinando P’ em
O'B.

2. Com raio P(Q), tracemos uma circunferéncia de centro P’ para determinar @’ sobre a
primeira circunferéncia.

Desenho: Execute os tragados indicados na construgao acima usando os dados da figura
12.6.

Relembremos a defini¢ao de arco capaz. Consideremos dois pontos, A e B, sobre uma
circunferéncia. Para todo ponto M sobre um dos arcos determinados por A, B, o angulo AM B
tem sempre medida . Este arco chama-se arco capaz do angulo 6 sobre o segmento AB. Assim,
um observador, portanto, que mova-se sobre este arco, consegue ver o segmento AB sempre sob
mesmo angulo. Para qualquer ponto N pertencente ao outro arco, o angulo ANB é também
constante e igual a 180° — 6.
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Figura 12.6: Problema 12.8.

E ainda interessante lembrar que se M é qualquer ponto da circunferéncia de didmetro AB,
o angulo AM B é reto e, portanto, cada semi circunferéncia é também o arco capaz de 90° sobre
AB.

12.9 Problema. Dados o segmento AB e o angulo § = BAX , construir o arco capaz do angulo
6 sobre AB.

Construgao:

1. Tracemos a mediatriz do segmento AB e a per-
pendicular & AX no ponto A.

2. A perpendicular & AX, tracada por A, encontra
a mediatriz de AB em O, centro do arco capaz.

3. O arco de centro O e extremidades A e B situado
em semi plano oposto a X (semiplanos relativos a AB)
é o arco capaz do angulo 6 sobre AB.

Desenho: Execute os tracados indicados na con-
strucao acima usando os dados da figura 12.7.

X
Figura 12.7: Problema 12.9.

12.10 Problema. Obter o centro de uma circunferéncia dada.

Construgao:

1. Marquemos trés pontos arbitrarios A, B, C sobre a
circunferéncia.

2. Tracemos as mediatrizes de AB e AC.

3. O ponto O de encontro das mediatrizes é o centro
da circunferéncia.

Desenho: Execute os tragados indicados na con-
strucao acima usando os dados da figura 12.8.

Figura 12.8: Problema 12.10.

12.11 Problema. Tracar duas semi-retas que dividam um angulo reto em trés angulos con-
gruentes.

Construgao:

Seja 0 o angulo dado.
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1. Centro em O e raio qualquer, tracemos um arco,
que corta os lados do angulo em dois pontos, os quais
chamaremos de A, B.

2. Com o mesmo raio e centro em A e B, construamos
duas circunferéncias, que cortam o arco construido no item
1, nos pontos C, D.

. % % . ~
3. As semi-retas OC' e OD constituem a solugdao do

O problema.
Desenho: Execute os tracados indicados na con-
Figura 12.9: Exercicio 12.11. strugao acima usando os dados da figura 12.9.

12.12 Observagao. E possivel mostrar que o problema da trissecdo de um angulo arbitrario,
nao tem solugao com régua nao graduada e compasso. Por exemplo, o angulo de 60° nao pode
ser trissectado somente com régua e compasso.

12.3 Expressoes algébricas

12.13 Problema. Dado um segmento AB, construir um segmento que tenha medida igual a
raiz quadrada da medida de AB.

Construgao:
1. Ao segmento AB, adicionemos o segmento de
X medida unitaria OX, para obter um segmento AC
tal que AC = AB + 1.
2. Usemos a construgao do problema 12.6 para

0 A B tracar a perpendicular ao segmento AC passando
por B.
Figura 12.10: Problema 12.13. 3. Construamos o ponto médio, M, de AC.

4. Com centro em M e raio M C, tracemos uma
circunferéncia que cortara a perpendicular do item 2 num ponto E. O segmento BE é o segmento
requerido, isto é, BE = \/AB.

Desenho: Execute os tragados indicados na construgao acima usando os dados da figura
12.10.

12.14 Problema. Construir um segmento cuja medida seja o produto das medidas de dois
segmentos dados AB e CD.

Construgao: B
Sejam AB e C'D segmentos dados (ou previa-

mente construidos). X
1. Com centros em C e D e raio CD, constru-

. . . C D
amos duas circunferéncias que interceptam-se nos
pontos E e E'. A O
2. Com centro em C e raio AB, cortemos CE
(ou o prolongamento de C'E no sentido de C' para Figura 12.11: Problema 12.14.
E)em F.
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3. Se O e X sao pontos que definem um seg-
mento unitario, OX, entdo, com centro em C e raio OX, cortemos C'D (ou CD prolongado no
sentido de C' para D) em G.

4. Unamos F e G, obtendo o segmento FG.

5. Usando o problema 12.3, trace, através de D, com segmento paralelo a FG, que intercepta
CFE (ou seu prolongamento) em H. O segmento CH é o produto requerido.

Desenho: Execute os tracados indicados na construgéao acima usando os dados da figura
12.11.

12.15 Problema. Construir um segmento cuja medida é o inverso da medida de um segmento
dado.

Construgao:
Seja AB um segmento previamente construido.
1. Com centro em A e B e raio AB construamos X
circunferéncias que interceptam-se nos pontos C' e
.
2. Com centro em A e raio OX (segmento o A B

unitario), cortemos AC (ou prolongamento de AC
no sentido de A para C') em D.

3. Com centro em A e raio OX, corte AB (ou
prolongamento de AB no sentido de A para B) em
E.

4. Tracemos a reta, passando por F, que é paralela & BD interceptando AC em F. O
segmento AF é a resposta do problema.

Figura 12.12: Problema 12.15.

Desenho: Execute os tracados indicados na construcao acima usando os dados da figura
12.12.

12.16 Problema. Dado um segmento AB, obter sua secao aurea.

Construgao:

1. Passemos por B uma perpendicular a AB.

2. Sobre esta perpendicular, marquemos um ponto D tal que BD = %AB.

3. Unamos os pontos A, D.

4. Tracemos um arco de centro D e raio BD, que corta AD em um ponto FE.

5. Tracemos um arco de centro A e raio AFE, que corta AB em um ponto C.

6. O ponto C é a secao durea de AB.

Desenho: Execute os tragados indicados na construcao acima usando os dados da figura
12.13.

12.17 Problema. Dividir um segmento AB, dado, em 5 partes iguais.

Construgao:
A B 1. Tracemos uma semi-reta qualquer AX.
2. Sobre ela, construamos, com o compasso, 0s

Figura 12.13: Problemas 12.16 e 12.17. segmentos congruentes AA;, AjAy, ApAz, Az, e
AAs.
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3. Tracemos as paralelas a AsB pelos pontos A1, Aa, As e Ay, que determinam, assim, no
segmento AB, os pontos Py, Pa, P3 e Py, que o dividirdo em 5 partes iguais.
Desenho: Execute os tracados indicados na construgao acima.

12.18 Observacgao. Tendo como referéncia os problemas acima, temos que, partindo de um
segmento unitdrio OX, podem-se construir segmentos com qualquer medida racional posi-
tiva. Baseados nesta observacao, costuma-se dizer que os nimeros racionais positivos sao con-
strutiveis. Observa-se, também, que raiz quadrada de qualquer segmento construtivel é também
construtivel. E um exercicio, nao dificil, mostrar que, se a, b e k sao medidas de segmentos con-
strutiveis, também é construtivel o segmento de medida a + bvk. Também nao é tarefa dificil

mostrar que o nimero 5+ ,/7v/3 + \/£+ 5 pode ser medida de um segmento (tomando OX como

segmento unitario). Pode-se mostrar que os nimeros reais que podem ser medidas de segmentos
construtiveis, sio todos da forma a + bvk (vide [11]).

12.4 Construcao de triangulos

12.19 Observagao. A partir de agora, adotaremos a nomenclatura sugerida pela figura 12.14.

A

B a C

Figura 12.14: Triangulo ABC' e suas medianas.

12.20 Problema. Construir o triangulo ABC, sendo dados os seus lados a, b, c.

Construcao:

1. Marquemos o lado AB tal que AB = c. A B

2. Construamos as circunferéncias C7, Co
de raios a, b e centros B, A, respectivamente.

3. O ponto de encontro entre C7 e Cy é o B C
vértice C.

Desenho: Execute os tragados indicados
na construcao acima usando os dados da figura
12.15.

A C

Figura 12.15: Problema 12.20.
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12.21 Problema. Construir o tridngulo ABC, sendo dados os lados a,b e o dngulo C =0.

Construgao:
1. Marquemos o lado BC tal

que BC = a. R b
2. Transportemos o angulo C,

de modo que seu vértice coincida

com a extremidade C' do segmento

BC e um de seus lados seja o seg-

mento BC. fa)
3. Marquemos, sobre o outro

lado do angulo transportado, um

ponto A tal que AC = b. Figura 12.16: Problema 12.21.
Desenho: Execute os tragados

indicados na construgao acima usando os dados da figura 12.16.

12.22 Problema. Construir o tridngulo ABC, sendo dados os angulos §, C e o lado a.

Construgao:
1. Marquemos o lado BC tal que BC = a.
2. Transportemos o angulo C , de modo que seu
a vértice coincida com a extremidade C' do segmento
BC e um de seus lados seja o segmento BC.
3. Transportemos o angulo é, de modo que seu
vértice coincida com a extremidade B do segmento
BC e um de seus lados seja o segmento BC.
4. O ponto de intersecao dos lados dos angulos
transportados, que nao contém BC, é o ponto A.
Desenho: Execute os tracados indicados na
Figura 12.17: Problema 12.22. construgao acima usando os dados da figura 12.17.

0>

A
C

12.23 Problema. Contruir o triangulo ABC, sendo dados os lados ¢, a e o angulo A=0.

Construgao:

1. Marquemos o lado AB no papel tal que
AB =c.

2. Construamos a semi-reta zﬁ tal que
BAX = 0. O vértice C serd, entao, um dos
pontos de intersecao da semi-reta AX com a
0 circunferéncia de centro B e raio a.
Desenho: Execute os tracados indicados

na construgao acima usando os dados da figura
Figura 12.18: Problema 12.23. 12.18.

12.24 Observagao. Com os dados apresentados, o problema teve duas solucoes. Podemos
observar que esse problema nem sempre possui solucao. Se o lado BC', de medida a, for pequeno
(a < csenf), a circunferéncia, de centro B e raio a, nio cortard a semi-reta S(4x). A contrugao
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mostra porque uma correspondéncia entre dois tridngulos do tipo LLA néo é necessariamente
uma congruéncia.

12.25 Problema. Construir o triangulo ABC, sendo dados o lado a, a altura h, e o dngulo A.

Construgao:

1. Tracemos um segmento BC de a h
medida a. N

2. Construamos o arco capaz de A
relativo ao segmento BC.

3. Construamos uma reta r, paralela
a BC contida no mesmo semi plano de-
terminado por BC que o arco capaz do
ftem anterior, e cuja distancia a BC seja Figura 12.19: Problema 12.25.
igual a hyg.

4. A intersecao de r com o arco capaz da o ponto A.

Desenho: Execute os tragados indicados na construgao acima usando os dados da figura
12.19.

a

>

12.26 Observacgao. Nem sempre existe a solugao. Se h, for grande, a paralela a r nao cortara
0 arco capaz.

12.27 Problema. Construir o triangulo ABC, sendo dadas as medianas m, e my e a altura
hq.

Construgao:

1. Tracemos duas retas paralelas, r e s, . . . .
distando h, uma da outra. Sobre r, marque m, m, ha
um ponto A.

2. Centro em A e raio mg, construamos Figura 12.20: Problema 12.27.

uma circunferéncia, que corta s num ponto M.

—— 2
3. Seja G o ponto de AM tal que AM = 3Ma-

.2 . .
4. Centro em G e raio —my, construamos uma circunferéncia, que corta s num ponto B.

Marque, com raio BM, uma circunferéncia de centro M, obtendo assim o ponto C' sobre s.
Desenho: Execute os tragados indicados na construcao acima usando os dados da figura
12.20.

12.28 Observagao. Os dados apresentados nao determinam um tnico tridngulo. Note ainda
que, dependendo das relacgoes entre os dados, o problema pode nao ter solucao.

12.5 Problemas de tangéncia

12.29 Problema. Tracar uma tangente a uma circunferéncia dada, que seja paralela a uma
reta também dada.

Construgao:
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Sejam C'(O,r) e s a circunferéncia e a reta dadas,
respectivamente.

1. Passemos por O, uma perpendicular a s, que corta
a circunferéncia C (O, r) em dois pontos, A, B.

2. Passemos por A (ou por B), uma paralela a s.

Desenho: Execute os tragados indicados na con-
strugéo acima usando os dados da figura 12.21.

Figura 12.21: Problema 12.29.

12.30 Problema. Dada uma circunferéncia, tracar as tangentes a esta circunferéncia por um
ponto P exterior a ela.

Construgao: Devemos, inicialmente, obter os pontos de tangéncia.
1. Se O é o centro da circunferéncia e A é um dos
pontos de tangéncia, entao o angulo PAO é reto. Logo,
A petence a um arco capaz de 90° sobre PO.

p 2. Determinemos, entao o ponto médio de PO e
tragamos a circunferéncia de diametro PO, que determina
sobre a circunferéncia dada, os pontos de tangéncia procu-
rados, A e A'.

Desenho: Execute os tracados indicados na con-
strucao acima usando os dados da figura 12.22.

Figura 12.22: Problema 12.30.

12.31 Problema. Tracar as tangentes comuns a duas circunferéncias dadas.

Construgao:
Sejam C (Oq,71) e C (O2,r3) as duas circunferéncias tais que O102 > 11 + r3. Se 11 =79, 2
construcao das quatro tangentes comuns fica como exercicio. Fagamos o caso r1 < 7s.
1. Tracemos dois raios paralelos O1A e O3B, de C (O1,71) e C (O3, 72) , respectivamente.
2. Liguemos A a B até cortar a reta dos
centros, no ponto P.
3. Passemos por P uma tangente
a C(0Oq,7r1). Analogamente construimos a
outra tangente comum que passa por P. Pas-
samos agora a construcao das demais tan-
gentes.
5. Tracemos uma circunferéncia de centro
09 e raio r1 + ro.
6. Determinamos o ponto X de tangéncia
de umas das tangentes a C' (O2,r1 + 1r2) que Figura 12.23: Problemas 12.31.
passa por Oj.
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7. Construamos O X e chamamos de A, a intersecdo de 02X com C (Og,732). Este é um
dos pontos de tangéncia procurados.

8. Tracemos uma paralela a Oz A passando por O1, que corta C'(O1,71) no ponto B.

9. A reta AB é uma tangente comum as circunferéncias procuradas. A outra tangente é
construida de modo andalogo.

Desenho: Execute os tragados indicados na construgao acima usando os dados da figura
12.23.

12.32 Problema. Inscrever uma circunferéncia, de raio r dado, em um angulo, também dado.

Construgao: 1. Construamos a bissetriz s do angulo dado.
2. Construamos um paralela a um

dos lados do angulo, cuja distancia até

este lado seja igual ao raio da circun-

feréncia dado.

3. O ponto de encontro da bissetriz
com a paralela é o centro da circun-
feréncia. Figura 12.24: Problema 12.32.

Desenho: Execute os tracados indi-
cados na construcao acima usando os dados da figura 12.24.

12.33 Problema. Tracar uma circunferéncia tangente a trés retas dadas.

Construgao: Sejam AB, BC,CD as retas dadas.

1. Construamos as bissetrizes dos angulos
BeC , e chamamos de O o ponto de intersecao
entre elas.

A D

2. Passemos por O uma perpendicular a
AB, e chamamos de P o pé desta perpendic-
ular.
3. A circunferéncia de centro O e raio OP,
B é a circunferéncia procurada.
C Desenho: Execute os tragados indicados

na construcao acima usando os dados da figura
Figura 12.25: Problema 12.33. 12.25.

12.34 Problema. Tracar trés circunferéncias de mesmo raio, tangentes exteriormente entre si,
e tangentes interiormente a uma outra dada.

Construgao:

Seja C (O, r) a circunferéncia dada.

1. Marquemos em C' (O, r), trés pontos A, B, C tais que AB = BC = AC, e construimos os
raios OA, OB, OC.

2. Prolonguemos os raio AO na direcdo de A para O.

3. Tracemos por C uma tangente a C' (O, r), que corta o prolongamento de AO num ponto,
o qual chamaremos de P.
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4. Centro em P e raio PC|, tracemos um arco que corta
OP num ponto, que chamaremos de D.

5. Passemos por D uma perpendicular a AP. O ponto
de encontro desta perpendicular com OB ¢é o centro O da
primeira circunferéncia. Seu raio é O1B.

6. Construamos, com centros nos pontos A, C, e raio
01 B, dois arcos que cortam OA e OC, respectivamente,

Figura 12.26: Problema 12.34.  nos pontos Oz e O3. Estes sao os centros das demais cir-
cunferéncias.
Desenho: Execute os tragados indicados na construcao acima usando os dados da figura
12.26.

12.35 Problema. Descrever com raio dado, uma circunferéncia tangente a duas outras dadas.

Construgao:
Sejam C (O1,71) e C (Og,72) as duas circunferéncias e AB o raio, dados.
1. Centro em Oj, raios iguais a

AB + 11 e AB — rq1, tracemos duas cir-

cunferéncias. A
2. Centro em O, raios iguais a

AB + 19 e AB — 19, tracemos duas cir-

cunferéncias.
3. Estas quatro circunferéncias se

cortam em oito pontos. Com centros

nestes pontos e raio AB, construimos

oito circunferéncias, sendo que cada

uma delas resolve o problema. Figura 12.27: Problema 12.35.
Desenho: Execute os tragados indi-

cados na construgao acima usando os dados da figura 12.27.

12.6 Exercicios complementares

12.36 Exercicio. Baseado na axiomatica apresentada nos capitulos anteriores, justifique as
construgoes propostas nos problemas das segoes 12.2-12.5.

12.37 Exercicio. Um aluno apresenta o seguinte problema de desenho geométrico ao seu pro-
fessor: “construir um triangulo retangulo, dados o segmento soma dos catetos e a hipotenusa.”
O professor deu ao aluno os seguintes passos para a construgao:

1. Trace o segmento AB, que representa a soma dos catetos.

2. Pela extremidade A,construa um angulo de 45°.

3. Com centro em B e raio igual a hipotenusa, trace uma circunferéncia que corta o lado do
angulo construido em 2 no ponto C.

4. Por C, trace a reta perpendicular a AB obtendo o ponto D em AB .

5. O triangulo C'DB é o triangulo procurado.

Justificar, geometricamente, a construcao apresentada pelo professor.
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Sendo a, a medida da hipotenusa, b e ¢ as medidas dos catetos, diga que relagao deve existir
entre esses valores, para que os dados do problema sejam compativeis?

12.38 Exercicio.

12.39 Exercicio.

12.40 Exercicio.

12.41 Exercicio.

Construir o simétrico de um ponto P em relacao a uma reta dada.
Construir uma circunferéncia que passa por trés pontos nao colineares dados.

Dados os segmentos de medida a, b,construa um segmento de medida 3.

a+b

Dados os segmentos de medida a,b,construa um segmento de medida “3

(construgao da média aritmética).

12.42 Exercicio.

Dados os segmentos de medida a,b construa um segmento de medida v ab

(construgao da média geométrica).

12.43 Exercicio.

Dados os segmentos de medida a, b, ¢, construa um segmento de medida x

tal que § = . O ndmero x ¢ dito a quarta proporcional dos nimeros a, b, c.

12.44 Exercicio.

Inscrever, em um triangulo dado ABC', um quadrado (isso significa que, um

lado contido do quadrado deve estar contido num dos lados do triangulo, e todos os vértices do
quadrado devem pertencer ao triangulo).

12.45 Exercicio.
12.46 Exercicio.
12.47 Exercicio.
12.48 Exercicio.

12.49 Exercicio.

Va2 + b2 + 2.

12.50 Exercicio.

av'4, av/5, ave...
12.51 Exercicio.
12.52 Exercicio.

12.53 Exercicio.

12.54 Exercicio.

Dados os segmentos de medidas a, b, construa um segmento de medida a — b.
Dados os segmentos de medidas a, b, construa um segmento de medida v/a2 + b2.
Dados os segmentos de medidas a, b, construa um segmento de medida v/a2 — b2.
Dados os segmentos de medidas a, b, construa um segmento de medida v/a + b.

Dados os segmentos de medidas a, b, c, construa um segmento de medida
Dado o segmento de medida a, construa os segmentos de medidas av/2 , av/3,

Dado o segmento de medida a+/n , construa um segmento de medida a.
Construir um segmento de medida 4, 7.

Resolva o sistema, geometricamente, dados a, b

rt+y=a
zy = b?

Resolva o sistema, geometricamente, dados a, b, sendo b um nimero positivo

2?2 — 42 = 2
r+y=>
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Exercicios complementares

12.55 Exercicio

12.56 Exercicio.

12.57 Exercicio.

12.58 Exercicio.

12.59 Exercicio.

12.60 Exercicio.

. Resolva o sistema, geometricamente, dados a, b

22 +y? = a?
T4y ="b

Resolva o sistema, geometricamente, dados a, b, sendo a positivo
r—y=a
zy = b?

Resolver, geometricamente, a equacao z? — ax — b? = 0.

Construir x tal que x% = a% + b%, dados a,b .

Construir x tal que % = % + %, dados a, b positivos.

Dados a hipotenusa, a , e a diferenca entre os catetos b — ¢ , construa o

triangulo retdngulo que tem esses dados como lados (figura 12.28). Dé uma “receita” para a
construcao e justifique-a geometricamente. Que relacao a, b e ¢ devem satisfazer, para o problema

estar bem posto?

12.61 Exercicio

b-c

Figura 12.28: Exercicios 12.60.

. Construa um triangulo com lado a, um angulo adjacente a esse lado, Bea

bissetriz b do outro dngulo. Os dados estao na figura 12.29.

a

é b

Figura 12.29: Exercicios 12.61.

Para os exercicios 12.62 a 12.66, utilize a figura 12.30.

12.62 Exercicio

. Construa um hexagono regular que estd inscrito numa circunferéncia dada.

Justifique, geometricamente, sua construcao.
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12.63 Exercicio.

Figura 12.30: Exercicios 12.62 a 12.66.

Construa um triangulo regular que esta inscrito em uma circunferéncia dada.

Justifique, geometricamente, sua construgao.

12.64 Exercicio.

Construa um quadrado que esta inscrito numa circunferéncia dada. Justi-

fique, geometricamente, sua construgao.

12.65 Exercicio.

Construa um decdgono regular que esta inscrito numa circunferéncia dada.

Justifique geometricamente sua construcao.

12.66 Exercicio.

Construa um pentagono regular que estd inscrito numa circunferéncia dada.

Justifique geometricamente sua construgao.

12.67 Exercicio.

12.68 Exercicio.
adjacentes.

12.69 Exercicio.
12.70 Exercicio.

12.71 Exercicio.
d.

12.72 Exercicio.

12.73 Exercicio.
ponto proximo ao

12.74 Exercicio.
12.75 Exercicio.
12.76 Exercicio.

12.77 Exercicio.
mg.

Construir um quadrado conhecendo sua diagonal.

Construir um quadrado, dados em posicao os pontos médios de dois lados

Construir a circunferéncia circunscrita a um triangulo.
Construir a circunferéncia inscrita em um triangulo.

Construir um trapézio, conhecendo as bases a e b e os outros dois lados ¢ e

Construir um hexédgono regular, dado, em posi¢ao, um lado.

Construir uma perpendicular ao segmento AB, pelo ponto A , estando este
bordo do papel.

Construir um triangulo ABC, conhecendo os lados a e b e a altura h,.
Construir um triangulo ABC, conhecendo os lados b e ¢ e a altura h,.
Construir um triangulo ABC, conhecendo os lados b e ¢ e a mediana m,.

Construir um triangulo ABC, conhecendo o lado a , o dngulo A e a mediana
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Exercicios complementares

12.78 Exercicio. Construir um tridngulo ABC, conhecendo os lados a e b e o angulo A.

12.79 Exercicio. Construir um triangulo ABC, conhecendo o lado a , o angulo A e a mediana
mp.

12.80 Exercicio. Construir um triangulo ABC', conhecendo o lado a e as medianas my e m..
12.81 Exercicio. Construir um triangulo ABC, conhecendo o lado a e as alturas hy e he.

12.82 Exercicio. Construir um tridngulo ABC, conhecendo a mediana m, e as alturas h, e
hp.

12.83 Exercicio. Construir um tridngulo ABC, conhecendo a mediana m, e as alturas hy e

he.

12.84 Exercicio. Construir um triangulo ABC, conhecendo o lado a, o angulo Aea soma, § =
b + ¢, dos outros dois lados.

12.85 Exercicio. Construir um tridngulo ABC, conhecendo o lado a, o angulo Aeca diferenca,
d = b — ¢, dos outros dois lados.

12.86 Exercicio. Construir um triangulo ABC, conhecendo o perimetro 2p e os angulos Be

C.

12.87 Exercicio. Construir um triangulo ABC, conhecendo o perimetro 2p, o angulo Aeca
altura h,.

12.88 Exercicio. Construir um triangulo ABC, conhecendo o lado a, a altura h, e o raio R
da circunferéncia circunscrita.

12.89 Exercicio. Construir um triangulo ABC, conhecendo a altura h,, a mediana m, € o
raio R da circunferéncia circunscrita.

12.90 Exercicio. Construir um triangulo ABC, conhecendo o angulo A, o lado b e o raio r da
circunferéncia inscrita.

12.91 Exercicio. Construir um tridngulo conhecendo os comprimentos da altura, mediana e
bissetriz relativas a um mesmo vértice.

12.92 Exercicio. Determinar o ponto de contato de uma circunferéncia dada, com uma tan-
gente também dada.

12.93 Exercicio. Tracar uma tangente a uma circunferéncia dada, por um ponto dado sobre
a circunferéncia.

12.94 Exercicio. Tracar uma tangente a uma circunferéncia cujo centro seja inacessivel.

12.95 Exercicio. Tracar uma circunferéncia de raio dado e que seja tangente exterior a uma
circunferéncia dada.
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12.96 Exercicio. Tracar uma circunferéncia de raio dado e que seja tangente interior a uma
circunferéncia dada.

12.97 Exercicio. Dadas, em posicao, uma circunferéncia C' e uma reta r, construir uma cir-
cunferéncia de raio dado, tangente & r e tangente exteriormente a C' .

12.98 Exercicio. Sao dadas, em posicao, as retas r e s e a circunferéncia C' . Determinar os
pontos de C' que sao eqiiidistantes de r e s . Qual é o niimero méximo de solugoes?

12.99 Exercicio. Sao dadas, em posi¢ao, uma circunferéncia C' e uma reta r . Determinar um
ponto P sobre 7, de forma que as tangentes tracadas de P a circunferéncia C' formem um angulo
«, dado.

12.100 Exercicio. Tracar uma circunferéncia que passe por dois pontos dados e que seja tan-
gente a outra circunferéncia dada.

12.101 Exercicio. Complete a resolucao do problema 12.31, analisando os casos nao consider-
ados.
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Capitulo 13

Area de Figuras Planas

Area de regiao poligonal é definida mediante axiomas que per-
mitirao introduzir as formulas usuais para areas de triangulos,
retangulos, trapézios e outros poligonos particulares.

13.1 Definicoes e axiomas

Figura 13.1: Triangulo ABC| regiao triangular R4pc e interior de Rapc -

1. Relembremos que, dados trés pontos A, B e C, nao colineares, o tridngulo ABC é
o conjunto AB U AC U BC, onde AB, AC e BC representam segmentos determinados pelos
pontos A, B,C (figura 13.1 & esquerda).

2. Regiao triangular é um conjunto dado pela uniao de todos os segmentos, cujas ex-
tremidades pertencem a um triangulo.

Assim, se ABC é um tridngulo, o conjunto Rapc = U XY é a regiao triangular
X, YeABC
determinada por ABC (figura 13.1, no centro).

3. Fronteira de uma regiao triangular é o triangulo que a define.

Assim, ABC = ABU AC U BC ¢ a fronteira de Rapc.

4. Interior de uma regiao triangular é o conjunto de pontos de uma regiao triangular que
nao pertencem a sua fronteira.

Assim, Rapc — ABC é o interior de Rapo (figura 13.1, a direita) e serd representado por
int(Rapc)-
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Defini¢oes e axiomas

5. Regiao poligonal é o conjunto uniao de
um ndmero finito de regides triangulares que, duas
a duas, nao tém pontos interiores em comum.
Assim, se R;, i = 1,2, ...,n, sdo regides triangu-
lares tais que int(R;) N int(R;) = ¢,i # jii,j =
n

1,2,...,n, o conjunto R = |J R; é uma regiao poli-
i=1

gonal (figura 13.2).

6. Um ponto de uma regiao poligonal é dito
ser ponto interior a regiao, se existe uma regiao
triangular contida na regiao poligonal e que contém
o ponto no seu interior (figura 13.5).

Interior de uma regiao poligonal é o conjunto de todos os seus pontos interiores.

Figura 13.2: Regiao poligonal.

7. Fronteira de uma regiao poligonal é o con-
junto dos pontos da regiao que nao sao pontos inte-
riores.

Daremos, a seguir, os axiomas que definem o
conceito de area de uma regiao poligonal; para isso,
chamaremos de & o conjunto de todas as regioes
poligonais do plano.

Figura 13.3: P ¢é ponto interior e
ponto de fronteira.

Axioma 19 Existe uma funcao a: R — R que, a cada regiao poligonal R € R, associa um
nimero real positivo, a (R). O niimero a (R) serd chamado de drea da regiao poligonal R.

N

n
Axioma 20 Se R = |J R; (n > 2), onde R;, i = 1,2,...,n, sao regides poligonais tais que

=1

int(R;) Nint(R;) = ¢, i # 4, 1,5 =1,2,...,n, entdo a(R) = ) a(Ry).
i=1

W,

Axioma 21 Se um triangulo ABC é congruente ao triangulo A’B’C’, entao a(Rapc)
a(Rapc).

-

[
Axioma 22 Se ABCD é um quadrado, cujo lado mede 1, entao a(Rapcp) = 1.

-

L
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Area de um quadrado

13.1 Observagao. Se R; e Ry sao regioes poligonais tais que Ry C R, entdo a(R1) < a(Rz).
13.2 Observagao. Nao é dificil ver que todo poligono convexo determina uma regiao poligonal.

13.3 Observagao. No lugar de dizer “area da regiao poligonal cuja fronteira é um dado poligono”,
diremos somente “area de um dado poligono”.

13.4 Exercicio. Prove as declaragoes das observagoes 13.1 e 13.2.

13.5 Exercicio. Prove que dois retangulos congruentes tém a mesma area.

13.2 Area de um quadrado

Quadrado é um quadrilatero que tem os quatro lados congruentes e os quatro angulos retos.

13.6 Problema. Calcular a drea de um quadrado @, cujo lado mede p, sendo p um numero
inteiro positivo.

Solucao: Sabemos que ) é uma regiao poligo-
nal, pois todo quadrado é um poligono convexo. Di-
vidamos cada lado do quadrado ) em p partes con-
gruentes, através de paralelas aos lados (figura 13.4).

Ficam, assim, determinadas p? regides quadradas
Qi,i = 1,2,...,p%, cada uma com lado de medida

P2

unitédria e tais que @ = |J Q;, int(Q;)Nint(Q;) = ¢,
i=1
2#]7 Z’?j:]‘727"'7p2' 2
Pelo axioma 19, existe a(Q) > 0, sendo a(Q)
a area do quadrado. Pelo axioma 20, segue que o
n . p divisées
a(Q) = > a(Q;) e, pelo axioma ??, sabemos que
i=1

a(@i) =1,i=1,2,..,p% Assim, a(Q) = p. Figura 13.4: As regioes Q;.

p divisées

13.7 Problema. Calcular a drea de um quadrado @, cujo lado mede r, sendo r um niimero
racional positivo.

Consideremos, inicialmente, um caso particular deste problema em que o quadrado @) tem
lado medindo é, onde q é um numero inteiro positivo.

Um quadrado de lado unitario pode ser olhado como a unido de ¢?> quadrados justapostos
Qiy i =1,2,...,¢% com int(Q;) Nint(Q;) = ¢, i # j, i,j = 1,2,...,¢%, tais que todos os @; sao
congruentes entre si e tém lados medindo %. Tomemos, entdo, Q; congruente a Q,i = 1,2, ..., ¢°.

q2
Assim, ) a(Q;) = 1, ou seja, a(Q) - ¢* = 1; assim, a(Q) = 5.
=1

Solugao: Seja Q um quadrado, cujo lado mede r, r racional positivo. Assim, existem p e ¢,
inteiros positivos, tais que r = g. Cada lado de @ pode ser dividido em p partes congruentes,

através de paralelas aos lados, tendo, cada uma, medida %. Ficam, assim, determinadas p? regides
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Area de um retangulo

quadradas, cada uma com lado medindo %. A 4rea de cada um desses quadrados, como vimos

acima, é q%. Como Q é a unido desse p? quadrados congruentes, segue que a(Q) = p? - (q%) ;

logo, a(Q) = (5)2. Assim, a(Q) = 2.

13.8 Problema. Calcular a drea de um quadrado @), cujo lado mede [, sendo | um numero
irracional.

Solugao: Inicialmente, conjecturamos que a(Q) = [?. Mostremos que essa férmula é ver-
dadeira utilizando um raciocinio indireto como segue: se ki é qualquer ntimero tal que ki < 2,
mostraremos que k; < a(Q). Por outro lado, se ko é qualquer niimero tal que [?> < ko,
mostraremos que a(Q) < ko. Isto implicard que a(Q) nao podera ser um numero k; menor
do que I? e nem um niimero ko maior que /2, daf, devera ser igual a [? (tricotomia!).

(i) Tomemos entdo 0 < k; < [2. Seja 1 um niimero racional tal que k; < 72 < 2. No interior
de @ tomemos um quadrado @, com lado medindo r;. Como r; é racional, segue, do problema
13.7 que a(Q,,) = r?. Como @Q,, estd contido no interior de @, devemos ter (observacio 13.1)
a(Qr,) < a(Q), isto é, r? < a(Q). Como k1 < r, conlcufmos que ki < a(Q). Assim, todo niimero
real k1, menor do que [2, é tal que ki < a(Q).

(ii) Tomemos agora um numero real ks tal que 12 < ky. Seja ro um nimero racional tal que
12 <r? <k

Tomemos um quadrado @y,, com lado medindo 792, de modo que @) esteja contido no interior
de Q,,. Como ry é racional, segue, do problema 13.7 que a(Q,,) = r3. Como Q estd contido no
interior de @, devemos ter (observacao 13.1) a(Q) < a(Q,), isto é, a(Q) < r3. Como 73 < ko,
concluimos que a(Q) < ko. Assim, todo niimero real ks, maior do que [2, é tal que a(Q) < k.

Se a (Q) < 12, entdo o niimero k; = W seria tal que a (Q) < k1 < I2, contradizendo (7).
Se a(Q) > I2, entdo o nimero ky = a(Q%JrP seria tal que 12 < k1 < a(Q), contradizendo (i) .

Da tricotomia dos niimeros reais, segue que a (Q) = 2.

Desde que qualquer niimero real positivo, [, pode ser medida do lado de um quadrado e todo
nimero real é racional ou irracional, dos problemas 13.7 e 13.8, segue que a area de qualquer
quadrado, @, de lado com medida [ é expressa pela férmula

a(@Q) =1

isto é, a drea de um quadrado ¢é igual ao quadrado da medida de seu lado.

13.3 Area de um retangulo
Retangulo é um quadrilatero que tem os quatro angulos retos.

13.9 Problema. Calcular a area de um retangulo R, cujos lados medem b e h.

Solugao: Seja R = ABCD uma regiao retangular cujos lados medem b e h, isto é, AB =
CD =be BC = AC = h. Sobre os lados AB e BC construimos quadrados ABEF ¢ BCGH,
respectivamente, de modo a nio conterem o ponto D. Os prolongamentos dos lados EF e GH se
interceptam no ponto I, determinando o quadrado DGIF' (e dai o retangulo BHIE, conforme
a figura 13.5).
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Area de paralelogramos e triangulos

Introduzindo as notagoes Q = DGIF (quadrado F E I
de lado medindo b + h), Ry = ABEF,Ry =
BHIE,R3 = ABCD e Ry = BCGH para in-
dicar as regioes poligonais obtidas, observamos que R, R,
int(R;) Nint(R;) = ¢, 1 # j,14,j = 1,2,3,4 e que
Q=RiURysUR3URy,.
Assim, B
A H
a(Q) = a(R1) + a(R2) + a(R3) +a(Rs)  (13.1) R, R,
Como Ry e R3 sao retangulos congruentes ao D C G

retangulo R = ABCD, segue que

a(R) = a(Ry) = a(Ry). (13.2) Figura 13.5: Problema 13.9.

Por outro lado, a(Q) = (b+ h)?,a(R;) = b?
a(Ry) = h2. (13.3)

Substituindo (13.2) e (13.3) em (13.1), obtemos

(b+ h)* = b* + 2a(R) + h*

e, dai,
a(R) = bh.

Isto é, a drea de um retangulo é igual ao produto dos comprimentos, b e h, de seus lados.

13.4 Area de paralelogramos e triangulos

Paralelogramo é um quadrilatero em que os la-
dos opostos sao paralelos. A um dos lados de
um paralelogramo chamaremos de base e ao
segmento de perpendicular comum a base e ao
lado oposto (ou ao seu prolongamento), cujas
extremidades repousam sobre estes, chamare-
mos altura (figura 13.6).

13.10 Problema. Dado um paralelogramo B

ABCD, onde AB é sua base, com compri-
mento b, e PQ sua altura, com comprimento Figura 13.6: Paralelogramo ABC'D com base

h, calcular sua drea. AB e altura PQ.

Solugao: O paralelogramo ABCD esta contido num retangulo AECF, como indicado na

figura 13.7 (certifique-se da veracidade de tal afirmagao). E facil provar que os triangulos ADF e
C BE sao congruentes; logo, pelo axioma 22, eles tém a mesma area, isto é, a(Rapr) = a(RcBEg)-
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Area de paralelogramos e triangulos

Por outro lado, Ragcr = Ruapcp U
Rapr U RcpEg e, do axioma 20, segue que

a(Rarcr) = a(Rapcp)+a(Rapr)+a(ReBE)

(13.4)

Consideremos um retangulo BECG com

base igual a BE e altura EC. A diagonal

BC, divide-o em dois triangulos CBE e BCG,

onde BCG é congruente a ADF, e, dai,
Figura 13.7: Problema 13.10. a(BCQG) = a(ADF).
Pelo axioma 20,

a(Rppcc) = a(Repe) + a(Repa)
= a(RcBE) + a(Rapr).

Como a(Rppcg) = BE - CE, temos
a(Rcpg) + a(Rapr) = BE - CE. (13.5)
Como AECF é um retangulo, do problema 13.9, segue que
a(Ragcr) = AE - CE. (13.6)
De (13.4), (13.5) e (13.6), temos que
AE -CE =a(Rapcp) + BE-CE
e, como AB = AF — BE, temos que
a(Rapcp) = AB - CE.

Uma vez que PQ = CFE (!), temos que

a(Rapcp) = AFE-PQ
= b-h

Assim, a drea do paralelogramo ABCE, cuja base mede b e altura mede h, é dada pela
férmula

a(Rapcp) =b-h

isto é, a drea de um paralelogramo é igual ao produto do comprimento de qualquer uma de suas
bases pelo comprimento da correspondente altura.

13.11 Observagao. A drea de um paralelogramo é independente da base escolhida.

13.12 Exercicio. Dadas duas retas r e s, paralelas, e um segmento AB, contido em 7; todos
os paralelogramos ABC'D, com C' e D pertencentes a s, tém a mesma area (figura 13.11).
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Area de paralelogramos e triangulos

D’ C’ D C

A B

Figura 13.8: Paralelogramos de mesma base e mesma altura.

Dado um tridangulo ABC, a um de seus lados chamaremos de base.

13.13 Problema. Dado um tridngulo ABC, onde AB é sua base com comprimento b e CH
sua altura, relativa ao lado AB, com comprimento h, calcular sua &rea.

Solugao: Seja ABC' o tridngulo

C: D gado (figura 13.9); pelos vértices B e C
3 tracemos paralelas a AC e AB, respec-
tivamente. Essas retas interceptam-se

num ponto D e dao origem a um parale-

logramo ABCD. Consideremos a altura

- CH desse paralelogramo; observemos
A H B que CH = h e AB = b. Pelo axioma 20,
uma vez que Rapcp = Rapc U Rpes,

Figura 13.9: Paralelogramo ABCD. temos que

a(Rapcp) = a(Rapc) + a(RpeB).

Como ABCD é um paralelogramo com base AB = b e altura CH = h, do problema 13.10,
temos que a(Rapcp) = b- h, e dai,

1
a(Rapc) = 5b-h

isto é, a area de um triangulo é igual a metade do produto do comprimento da base pelo
comprimento da altura correspondente.

13.14 Observagao. A drea de um triangulo é independente do par (base, altura correspon-
dente) escolhido.

13.15 Exercicio. Dadas duas retas r e s, paralelas, e um segmento AB contido em r; todos os
triangulos com base AB e um vértice C pertencente a s, tém a mesma area (figura 13.10).
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Area de um circulo e de um setor circular

C' C

A C

Figura 13.10: Triangulos de mesma base e mesma altura.

13.16 Observagao. Uma vez que qualquer regiao poligonal pode ser subdividida em tridngulos,
sua area pode ser obtida como a soma das areas dos triangulos que a compoe.

13.17 Exercicio. Se ABCD é um trapézio (figura 13.11) com base maior AB = by, base menor
CD = by e altura CH = h, mostre que sua area é dada pela formula

b1 + b
2

- h.

n
A H B

Figura 13.11: Trapézio ABCD.

13.5 Area de um circulo e de um setor circular

13.18 Definigao. Dada uma circunferéncia C (O, R), chamaremos de circulo de centro O e
raio R ao conjunto de todos os pontos X do plano, tais que OX < R.

Considere um circulo qualquer de centro O e raio R. Pelo exercicio 10.55, para cada natural
n, existe um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia C (O, R). Denotaremos o
lado e a drea deste poligono por I,, e A,, respectivamente.

A cada lado do poligono esté associado um triangulo isdsceles com um vértice em O, laterais
de medida R e alturas relativas as laterais de medida R sen 6,,, sendo 6,, o angulo de vértice O
de cada um destes triangulos.

126



Equivaléncia plana

Desde que 6, = 2&, de

n

R?senb,,
A, =n 5
temos que
Ay = o2 ),
(57)
Como
sen (2)
lim =1

2
oo (3F)
e, a medida que n cresce a area dos poligonos inscritos se aproxima cada vez mais da area do

circulo, adotamos a seguinte definicao:
13.19 Definicdo. A drea de um circulo de raio R é wR?.

13.20 Defini¢ao. Dada uma circunferéncia C (O, R), tome dois pontos A, B sobre ela. A
interse¢ao de vp4,B N YoB,4 com o circulo de centro O e raio R ¢ chamada de setor circular
AB (figura (13.12).

13.21 Definigao. Um setor circular no qual AB é um diametro de C (O, R), recebe o nome de
semicirculo.

Observe que ao multiplicarmos o angulo central por
qualquer natural n, a area do setor circular devera ficar
multiplicada por n. Além disso, a drea do setor circular
aumenta a medida que o angulo central cresce, isto é, a
area é uma funcao crescente do angulo central. Pelo teo-
rema fundamental da proporcionalidade (vide [14]), temos
B que a area a de um setor circular é diretamente propor-

cional a medida 6 do angulo central, isto é, a = k-6, sendo
k a constante de proporcionalidade. Ela pode ser deter-

. 2
minada observando que para 6 = 7 temos a = ™: logo,

. . 20
Figura 13.12: Setor circular. k= %2. Por isso, adotamos a seguinte defini¢ao:

13.22 Definigao. A area de um setor circular de um circulo de raio R e cujo angulo central
2
mede 6 radianos é %9.

13.6 Equivaléncia plana

13.23 Definigao. Dizemos que dois poligonos sao equivalentes, quando as regides poligonais
por eles determinadas possuem a mesma area.

13.24 Problema. Dividir um triangulo em quatro triangulos equivalentes.
13.25 Problema. Construir um triangulo cuja area seja o quadruplo da de um triangulo dado.
13.26 Problema. Construir um triangulo retangulo equivalente a um triangulo dado.

13.27 Problema. Construir um quadrado equivalente a um triangulo dado.
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13.7 Exercicios complementares

13.28 Exercicio. Mostre que a drea de um losango é igual a metade da medida do produto
das diagonais.

13.29 Exercicio. Mostre que se dois triangulos sao semelhantes entdao a razao entre as suas
areas € igual ao quadrado da razao de semelhanga.

13.30 Exercicio. Mostre que se dois poligonos sao semelhantes entdo a razao entre as suas
areas ¢é igual ao quadrado da razao de semelhanca.

13.31 Exercicio. Prolongando os lados nao paralelos de um trapézio, considere a sua altura
como a diferenca entre as alturas de dois triangulos. Obtenha, assim, uma férmula para a area
do trapézio.

13.32 Exercicio. Demonstre que as medidas das trés alturas de um triangulo sao inversamente
proporcionais as medidas dos lados correspondentes.

13.33 Exercicio. Por um ponto arbitrario da diagonal de um paralelogramo trace uma paralela
a cada um dos lados nao paralelos, decompondo-o, assim, em quatro paralelogramos “menores”.
Dois deles tém areas iguais. Identifique-os e prove a afirmacao.

13.34 Exercicio. Sejam F, I’ pontos médios dos lados nao paralelos do trapézio ABCD. Prove
que a (Rapr) +a(Ropr) = a(Ragr) + a(Rekr) -

13.35 Exercicio. Prove que a drea do quadrado inscrito numa circunferéncia é igual a metade
da area do quadrado circunscrito na mesma circunferéncia.

13.36 Exercicio. Prove que as trés medianas de um triangulo o decompéem em seis triangulos
de mesma &rea.

13.37 Exercicio. Os pontos médios de um quadrilatero convexo qualquer sao vértices de um
paralelogramo cuja area é a metade da area do quadrilatero dado. Mostre isso.

13.38 Exercicio. Calcule a area de um hexédgono regular de lado .

13.39 Exercicio. Utilize o exercicio 7.71, para dar uma outra demonstracao para o Teorema
de Pitagoras. A figura 13.13 da a sugestao.

13.40 Exercicio. Dé uma outra prova para o Teorema de Pitdgoras, utilizando o desenho &
esquerda, na figura 13.14.

13.41 Exercicio. Dé uma outra prova para o Teorema de Pitagoras utilizando o desenho &
direita na figura 13.14. Esta foi a prova feita por Bhaskara.

13.42 Exercicio. Dé uma outra prova para o Teorema de Pitagoras utilizando o desenho da
figura 13.15 a esquerda .
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a

b c

Figura 13.13: Exercicio 13.39.

Figura 13.14: Exercicios 13.40 e 13.41.

13.43 Exercicio. Dé uma outra prova para o Teorema de Pitagoras utilizando a figura 13.15
a direita. Esta prova foi feita por Leonardo da Vinci.

13.44 Exercicio. Dé uma outra prova para o Teorema de Pitagoras utilizando a figura da capa
deste texto. Esta prova foi feita por Euclides.

13.45 Exercicio. Num tridngulo ABC, se o angulo A é obtuso (agudo) entdo a &rea do
quadrado construido sobre o lado BC' é maior (menor) do que a soma das dreas dos quadrados
construidos sobre os lados AB e AC. Conclua, dai, a reciproca do Teorema de Pitdgoras.

13.46 Exercicio. (Generalizagdo do Teorema de Pitdgoras) Prove que se trés poligonos semel-
hantes estao dispostos sobre os lados de um triangulo retangulo, de tal modo que os lados desse
triangulo sejam homédlogos uns aos outros, entao a soma das areas dos poligonos situados sobre
os catetos ¢é igual a area do poligono situado sobre a hipotenusa. Observe que se os poligonos
forem quadrados temos o Teorema de Pitagoras.

13.47 Exercicio. (Lunulas de Hipdcrates) Sobre cada cateto de um tridngulo retangulo con-

stréi-se um semi circulo justaposto ao triangulo e, sobre a hipotenusa um semicirculo contendo
o triangulo. Prove que a soma das areas dos semicirculos, situados sobre os catetos, é igual a
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Figura 13.15: Exercicios 13.42 e 13.43.

drea do semicirculo que contém o triangulo (os dois ultimos exercicios podem ser generalizados
para figuras semelhantes quaisquer desenhadas sobre os lados de um tridngulo retangulo).

13.48 Exercicio. Mostre que a area de um tridngulo de semiperimetro p e lados de medida
a,b,céigual a \/p(p —a) (p—b) (p — c). Esta é chamada a férmula de Heron para a drea de um
triangulo.

13.49 Exercicio. Mostre que a area de um triangulo é igual a pr, sendo p o semiperimetro e r
o raio da circunferéncia inscrita.

abc

13.50 Exercicio. Mostre que a drea de um triangulo ¢ igual a 77,

lados do triangulo e R o raio da circunferéncia circunscrita.

sendo a, b, c as medidas dos
13.51 Exercicio. Mostre que a area de um tridngulo ABC ¢ igual a %bcseng, sendo b, c as
medidas dos lados opostos aos vértices B, C, respectivamente.

13.52 Exercicio. Calcule a drea hachurada na figura 13.16 conhecendo o raio R do circulo
exterior.

13.53 Exercicio. Calcule a area hachurada na figura 13.17 conhecendo o lado I do quadrado.

13.54 Exercicio. Calcule a drea hachurada na figura 13.18 conhecendo o raio R do circulo
exterior.

13.55 Exercicio. Calcule a area hachurada na figura 13.19 dados AB = R e sabendo que
AB =3 BC.
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Figura 13.16: Exercicio 13.52. Figura 13.17: Exercicio 13.53.

A B C

Figura 13.18: Exercicio 13.54. Figura 13.19: Exercicio 13.55.

13.56 Exercicio. Calcule a drea hachurada na figura 13.20 dados AG = R e sabendo que todos
os pontos consecutivos sao equidistantes.

13.57 Exercicio. Dada uma circunferéncia C (O, r), considere uma de suas tangentes a qual
chamaremos de t. Pelo exercicio 10.12, C' (O, r) esté contida em um dos semi planos determinados

3

por t. Mostre que a intersecao de todos os semi planos Yo, sendo t tangente a C' (O,r), é o
circulo de centro O e raio r (isto implica que o circulo é um conjunto convexo, conforme o
exercicio 2.44).

13.58 Exercicio. Mostre que a unido de todas as cordas da circunferéncia C (O, R) é o circulo
de centro O e raio R.

13.59 Exercicio. Construir um triangulo isésceles equivalente a um tridngulo dado.
13.60 Exercicio. Construir um triangulo retangulo equivalente a um quadrado dado.
13.61 Exercicio. Construir um triangulo equivalente a um retangulo dado.

13.62 Exercicio. Construir um triangulo equivalente a um losango dado.

13.63 Exercicio. Construir um tridngulo equivalente a um paralelogramo dado.
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Figura 13.20: Exercicio 13.56.

13.64 Exercicio. Construir um triangulo equivalente a um trapézio dado.

13.65 Exercicio. Sejam A, B,C, D vértices consecutivos de um poligono com n lados. Pelo
ponto B trace uma paralela a diagonal AC. Seja E a intersecao dessa paralela com o prolonga-
mento do lado DC'. Substitua os lados AB, BC' e CD por AE e ED. a Mostre que o poligono,
com n — 1 lados assim obtido tem a mesma area que o anterior. b Mostre que pode-se construir
um tridngulo com a mesma area que um poligono dado.

13.66 Exercicio. Dado um poligono convexo qualquer com cinco lados, construa um tridngulo
equivalente.

13.67 Exercicio. Trace por um ponto P arbitrario de um tridngulo A BC uma reta que divida-o
em dois poligonos equivalentes.

13.68 Exercicio. Faca a quadratura de um tridngulo (fazer a quadratura de um poligono
significa construir um quadrado equivalente).

13.69 Exercicio. Trace por um ponto P de um tridngulo ABC duas retas que o divida em
trés poligonos equivalentes.

13.70 Exercicio. Trace por um ponto P de um quadrilatero, uma reta que divida o quadrilatero
em dois poligonos equivalentes.

13.71 Exercicio. Por um dos vértices de um quadrilatero, trace duas retas que o divida em
trés poligonos equivalentes.

13.72 Exercicio. Descreva um método para efetuar a quadratura de um poligono de n lados
(sugestao: use os exercicios 13.65 e 13.68).
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Apeéendice A

Conforme dissemos na apresentacao deste texto, toda demonstracao em geometria deve estar
baseada nos axiomas ou nos teoremas ji demonstrados a partir dos axiomas. As ilustracoes
apenas agucam a intuicao.

A nao observacgao disso pode nos conduzir a situacoes inusitadas, como o

“Teorema” Todo triangulo é isésceles.

“Prova”: Sejam ABC um tridngulo qualquer, b a bissetriz do angulo A e m a mediatriz
do lado BC. Do teorema 2.9 segue que as retas b,m podem ser coincidentes, paralelas ou
concorrentes.

A A A

12 caso: Se b, m sao paralelas entdo, pelo teorema 6.11, b é bissetriz e altura relativa a
um mesmo vértice, logo, pelo exercicio 4.30, ABC' é um triangulo isésceles e, do exercicio 4.19
resulta que b e m sao coincidentes, contradizendo o fato de b e m serem paralelas.

22 caso: Se b, m sao concorrentes, chamemos de D o ponto comum a ambas. Sejam F, F' os
pés das perpendiculares baixadas por D a AC, respectivamente.

Existem trés possibilidades para o ponto D: ele pode estar no interior, no exterior ou sobre o
tridngulo ABC. Em qualquer um dos casos, vale a argumentacao que segue. Como b é bissetriz
do angulo g, do exercicio 5.28 segue que

DE = DF. (1)

Pelo caso LAA de congruéncia de triangulos, ADE = ADF, logo,



Apéndice A

Como D est4 sobre a mediatriz de BC, do exercicio 5.27 resulta que
BD = CD. (3)

De (1) e (3) segue que BDE = CDF (pelo caso hipotenusa-cateto de congruéncia de
triangulos retangulos), logo,
BE =CF. (4)

As congruéncias (2) e (4) implicam que AB = AC. Como ABC é um triangulo isésceles,
do exercicio 4.19 resulta que b e m sao coincidentes, contradizendo o fato de b e m serem
concorrentes.

Portanto, s6 pode ocorrer de b e m serem coincidentes, o que implica que o tridngulo ABC
é isdsceles, conforme o exericio 4.30. [ |
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de um quadrado, 122
de um retangulo, 122
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de um trapézio, 126
de um triangulo, 125, 130
do circulo, 127
areal
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transporte de, 36
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maior, 78
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135

centro de uma, 77
circunscrita, 83
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Lunulas de Hipocrates, 129
lados
correspondentes em dois triangulos congru-
entes, 36
homologos em dois triangulos semelhantes,
69
lei dos cossenos, 88
lei dos senos, 87
losango, 61

mediatriz, 32
numero aureo, 27

pé da perpendicular, 45
paralelas

axioma das, 51
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equilatero, 58
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interior de um, 59
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poligonos
congruentes, 74
semelhantes, 74
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linha, 57
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interior de uma, 119
retangulo, 60
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de Euler, 97
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retas
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comprimento de um, 23
construtivel, 108
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transporte de, 36
semi circulo, 127
semi-reta, 17
coordenada de uma, 29
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que divide o semiplano, 29
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setor circular, 127

sistema de coordenadas da reta
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