Exercicios 3.1

I. Sejadoretangulo 1 <x<2,0<y<1. Calcule J‘J. f(x,y) dx dy, sendo (x, y)
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2. Sejam £ (x) e g (v) duas fungdes continuas, respectivamente, nos intervalos [a,
b] e [c, d]. Prove que

b d
‘” f(x)g(ndxdy= (J. f(x) d.x‘J(I g(y) d_\']
A a ¢

onde A ¢ oretinguloa <x<b, c<y<d.

3. Utilizando o Exercicio 2, calcule
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5. Calcule -”B y dx dy onde B ¢é o conjunto dado.

a) B ¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1).

b) =B {(x,y) ER*|-1<x<1,0<y<x+2}.

¢) B é o conjunto de todos (x, ) tais que x° + 4y* < 1.

d) B ¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1,0) e (2, 1).

e) \B ¢é a regido compreendida entre os graficos de y=x ey =x", com0 <x < 2.
f) B¢ o paralelogramo de vértices (—1, 0), (0, 0), (1, 1) e (0, 1).

g) Béosemicirculo x> +1y°<4,y>0.

h) B={(x,y) ER*|x>0,x’—x<y<0}.

6. Calcule -”B f(x,y) dx dy sendo dados:

a) f(x,y)=xcosyeB={(x,y) ER*|x>0,x’<y<m}.

b) f(x,y)=xyeB={(x,y) ER*|x¥*+)'<2,y<xex>0}.

¢) f(x,y)=xe Bo triangulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (2, 0).

d) f(x,y)=xy x? +> e Boretingulo 0<x<1,0<y<1.

e) f(x,y)=x+ye B o paralelogramo de vértices (0, 0), (1, 1), (3, 1) e (2, 0).
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2) f(x,y)=xycosx’eB={(x,y) ER*|0<x<1,¥*<y<1}.
h) f (x, y) = (cos 2y) \,"4 —sen’y € B o retingulo de vértices (0, 0),
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i) f(x,y)=x+ye B aregido compreendida entre os graficos das fungdes y =
xey=e,com0<x<l.



7. Inverta a ordem de integragao.
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9. Utilizando integral dupla, calcule a area do conjunto B dado.

a) B¢ o conjunto de todos (x, y) taisque Inx<y<1+Inx,y>0ex<e.
by B= {(A\'. y)E R2 12 = y= VX }
¢) B ¢ determinado pelas desigualdades xy <2, x<y<x+1lex=>0.

d) p= J(.\'. v ER? x>0, i s3y<-3x? + 7."l

l ' J

2) B é limitado pelas curvas y=x"—xex =)’ —y.




Exercicios 4.2

1. Calcule
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(x" +2y) dx dy onde B é o circulo x” +y° < 4.

B(xz +y2) dx dy onde B= {(x,y) € R’ | 1 §x2+y2§4}.
| ‘sz dx dy onde B € o conjunto 4x° +y2 <l.

. B sen (4x2 + yz) dx dy onde B ¢ o conjunto de todos (x, y) tais que 4 + y2

<1ey>0
ex y dx dy onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 1 < X +y <4, -

v

x<y<x =0,

J-J' -~ dxdyonde B ¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1).
Bl+yt+x

JJBx dx dy onde B ¢ o conjunto, no plano xy, limitado pela cardioide p = 1

—cos 0.

- oy - x? 2

j - dx dy onde B ¢ o conjunto de todos (x, y) taisque 1 +x <y <2
By— x2

+x°,y>x+xex>0.

JBx dx dy onde B é o circulo x° +y =x%<0.

J‘ Jx? +y? dxdyonde Béoquadrado0<x<1,0<y<I.
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h) HBxy dx dy onde B ¢ o circulo x” +y° =2y <0, x > 0.

3. Calcule HB{;"_\'Z —x? dx dy onde B é o paralelogramo de vértices (0, 0),

I 1 11
zzevel-z3)
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4. Calcule a 4rea da regido limitada pela elipse —‘;- 4 ‘—,- =1(@>0eb>0).
a-  b*



Exercicios 4.3

1. Calcule o centro de massa.

alo(x,y)=yeBoquadrado0<x<1,0<y<1.

b)\B = {(x,y) € R* | x* +4” <1, y >0} e a densidade é proporcional a
distancia do ponto ao eixo x.

£) B ¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (I, 1) e a densidade ¢
proporcional a distancia do ponto a origem.

d) B é o conjunto de todos (x, y) tais que x’ < y < x e a densidade ¢ constante e
igual a 1.

e) B¢ o conjunto de todos (x, y) taisquex<y<x+1,0<x <1, ¢ a densidade
¢ o produto das coordenadas do ponto.

/) B¢ o conjunto de todos (x, y) tais que 1 <x*+)* <4, y >0, ¢ a densidade é
proporcional a distancia do ponto a origem.

2. Seja B um compacto com fronteira de conteudo nulo e com interior ndo vazio e
seja o (x, y) continua em B. Seja a # 0 um real dado. Considere a mudanga de
coordenadas



3. Utilizando o teorema de Pappus (veja Vol. 1, 5. edigdo), calcule o volume do
solido obtido pela rotagdo, em torno da reta dada, do conjunto B dado.

a) Béocirculox’+)*<1ey=x+2areta.
b) B é o conjunto de todos (x, y) tais que x’ <y <xey=x— | areta.
c) B={(x,y) ER*|x¥*+4/°<1}ex+y=3areta.




Exercicios 5.4

1. Calc

ule

a) j xyz dx dy dz onde B é o paralelepipedo 0 =x=20=y=lel=z=2,
c-B
:b)\}j xdxdydzonde Béoconjunto0 =x=1,0=sy=slex+y=sz=sx+y+ L
\ S c.B
(Z'T“{ Al = 22 dxdydz onde Béoconjunto0=x=1,0=z=<lel=y=z
i\ ,~’i. JB
‘.'d)’ J1—2* drdydzondeBéocubo0=x=1,0=sy<sle0=z=1.
"~.\‘//---B
‘ -~ ) i 5 3
e) dx dy dz onde B € o conjunto x” + y" =z = 2x.
I..B
il +2:.2 £ il  JPO
b (x*+ z)dxdydzonde Béocilindrox” + y"=1,0=z= L.
...B
g) I dxd}'dzondcl)éoconjumox2 +_v2$zS?_x+ 2y—1
....ﬁ
. 2
h) y dx dy dz onde B € o conjunto x~ + 4y2 =],0=sz=1l
.I.B
. i ol ol ) X 2 2
i) xdxdydzonde Béoconjuntox™ +y =4, x =0,ex+y=szsx+y+ L
.‘.B
~ (I : . 242 2y 24 2
7 2zdxdydzonde Béoconjuntox“+y =1, x"+y " +z7°=4ez=0.
.-'B
i ol o i 2 2 2 2
D xdxdydzonde Béoconjuntox™ —y"=z=1— 2y".
---B
m) e“ dxdydzonde Béoconjunto0=x=< 1,0=sy=xel0=z=1.
o -n . - > 5
(n)) xdxdydzonde Béoconjuntox"=y=x,0=z=x+y
o~ e
(0) 2z dxdy dzonchéoconjuntox2+_v2+32S4,z;'O.
::- ---B
‘, N\ -, i ~
p) 2z dx dy dz onde B € o conjunto 4.\"'+9_v2+22s4,220.
~t ---B
g g ™ T
q) cos zdx dy dzonde B € o conjunto 0 = x = ?.Os_vs ?cx—_vszsx+_v
..-B
. . 1 2
r) (y —x)dxdydzonde Béoconjunto4d =x+y=8 —=sy= — y>xe
IC.B X ® ¢
3 2w
0sz< V2
_\:'x-l-).‘

2. Calcule o volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto.)

a) 0<x<1,0<y<le0<z<5-x—-3".
b) 0<x<1,0<y<x’e0<z<x+)’.
c) ¥ +)y’<z<4.

—

(d) ¥

+47<z<1,



N ¥+4°+97<1.

) —+—=+—=1@>0,b>0ec>0).

a- b? e
h) ¥+)y ' <z<4x+2y.
) ¥*+y'<lexr+7<1.
7 .r3+_\-2s;:&: \‘-';4—3)(2 — 3y2.
) x—a)Y+y'<d’, X +y' +72°<4a’>,z>0(a>0).
m)xX’+y' <a’ex’+z2<a’ (a>0).
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0) ¥*<z<1-yey>0.

p) ¥ +2y'<z<2a’—x"(a>0).
Q¥+ +(z—-1P<lez<x+)
r) 42+ +2<dedx’ +97 <.

3. Calcule amassadocubo 0 <x<1,0<y<1e0<=<z<1, cya densidade no
ponto (x, y, z) € a soma das coordenadas.

4. Calcule a massado sélidox+y+z<1,x>0,y>0ez >0, sendo a densidade
dada por (x, y, z) =x + y.

5. Calcule a massa do cilindro x* + y* <4 ¢ 0 <z < 2, sabendo que a densidade no
ponto (x, y, z) ¢ o dobro da distancia do ponto ao plano z = 0.

6. Calcule a massa do cone \f_‘.z +v2 =7=1.sendo a densidade no ponto (x, y, z)

-~

proporcional ao quadrado da distancia do ponto ao eixo z.



Exercicios 5.5

1. Calcule
- ) . " "
a) X dx dy dz onde B ¢ o conjunto x = 0, x° + )-2 +7 =4
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2. /Calcule o volume do elipsoide — + — + =~ = 1.
as b= ¢

(3. Calcule a massa do sOlido > + 2 + 2 = ]e-= .x2+ 2 supondo que a
\ r4 ) < < \ ) ,
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densidade no ponto (x, y, z) é proporcional a distancia deste ponto ao plano xy.

(4. |Calcule o volume do conjunto z= \/x2 +y2 ¢x? +y* + 2> = 2az (a > 0).

(5. )Calcule o volume do conjunto ; = /x2 + y2 ex® + y? + 2% < 2ax (a > 0).
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Exercicios 5.7

1. Calcule o momento de inércia do corpo homogéneo x +y+z<4,x>0,y>0¢e
z >0, emrelagdo ao eixo z.

2. Calcule o momento de inércia do cubo homogéneo de aresta L, em relagdo a um
eixo que contém uma das arestas.

3. Considere o cubo 0 <x<1,0<y<1e0<2z<1 e suponha que a densidade no
ponto (x, y, z) seja x.

a) Calcule o momento de inércia em relagdo ao eixo Oz.
b) Calcule o centro de massa.

4. Considere o cilindro homogéneo (x —a)’ +y°<a’e 0<z<h.

a) Calcule o momento de inércia emrelagdo aretax=aey=0.
b) Calcule o momento de inércia em relagdo ao eixo Oz.

5. (Teorema de Steiner ou dos eixos paralelos.) Seja I, o momento de inércia em
relagdo a um eixo que passa pelo centro de massa de um corpo € / 0 momento
de inércia em relag@o a um eixo paralelo, a uma distancia /. Verifique que / =

L, + Mh*, onde M é a massa do corpo.

cm

6. Aplique o teorema de Steiner ao item b do Exercicio 4.

7.\ Calcule o centro de massa da semiesfera homogénea x* + )" +2° <R’ ez >0 (R
> 0).

8. Calcule o momento de inércia de uma esfera homogénea de raio R, emrelagdo a
um eixo cuja distancia ao centro seja 4.

9. Considere um cone circular reto homogéneo de altura /4 e raio da base R.

a) Calcule o centro de massa.
b) Calcule o momento de inércia emrelagdo ao seu eixo.



