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Parametrização de curvas eĺıpticas {C

‚ Reticulado Zω1 ‘ Zω2 Ď C ÝÑ curva eĺıptica E{C.
‚ Todo morfismo de curvas E{Λ Ñ E{Λ1 vem de multiplicação por um α P C tal que
αΛ Ď Λ1

‚ C{Λ » C{Λ1 se e somente se Λ “ αΛ1.

‚ Conclusão:

tClasses de isomorfismo de curvas eĺıpticas{Cu ÐÑ tReticulados Ď Cu{homotetia

‚ SPG olhamos reticulados da forma Λ “ Λτ “ Z ‘ Zτ , τ P H :“ tz P C| Im z ą 0u.
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Então H parametriza curvas eĺıpticas?

Não!
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A ação de SL2Z

‚ SL2 Z ö H é uma ação meio zuada (tem pontos com estabilizador não-trivial);

‚ Um doḿınio fundamental:

‚ Porém Y p1q :“ SL2 ZzH é uma superf́ıcie de Riemann!

11 / 61



A ação de SL2Z
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‚ Porém Y p1q :“ SL2 ZzH é uma superf́ıcie de Riemann!

12 / 61



A ação de SL2Z

‚ SL2 Z ö H é uma ação meio zuada (tem pontos com estabilizador não-trivial);
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Tá, mas da onde surgem formas modulares?!

Quando transformamos o toro numa cúbica!

y2 “ 4x3 ´ 60G4 pΛq x ´ 140G6 pΛq .

Peraê! Esses caras não são invariantes!!Mas são a menos de mudança de coordenada...
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Tá, mas da onde surgem formas modulares?!

Quando transformamos o toro numa cúbica!
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Definição, finalmente!

Definição

Γ pNq :“ ker pSL2 Z Ñ SL2 pZ{NZqq. Um subgrupo Γ Ď SL2 Z é dito ser de congruência se
existe N ě 1 tal que Γ Ě Γ pNq.

Definição

Sejam k P Z e Γ Ď SL2 Z um subgrupo de congruência. Uma função holomorfa f : H Ñ C é

dita ser fracamente modular de peso k com respeito a Γ se, para todo, γ “

„

a b
c d

ȷ

P Γ,

f pγ ¨ τq “ pcτ ` dq
k f pτq
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Expansão de Fourier e formas modulares
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Expansão de Fourier e formas modulares
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Forma modular - definição

Definição

Uma forma fracamente modular de peso k para SL2 Z é uma forma modular se sua expansão
de Fourier

f pτq “
ÿ

něn0

anq
n, q “ e2πiτ ,

é holomorfa, i.e. n0 “ 0.
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Um problema bem pé no chão

Problema

Seja n ě 1 inteiro. De quantas maneiras podemos (se é que podemos) escrever n como soma
de quatro quadrados?

É bem a carinha de pergunta de teoria de números...
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Resolvendo o problema

‚ Definimos r pn, kq :“ número de maneiras de escrever n como k quadrados.
‚ Definimos uma função θk pτq :“

ř

ně0
r pn, kq qn, q “ e2πiτ .

‚ θ4 pτq é uma forma modular de peso 2 com respeito ao subgrupo

Γθ “

B

˘

„

1 1
0 1

ȷ

,˘

„

1 0
4 1

ȷF

.

‚ O espaço de formas modulares de peso 2 com respeito a Γθ tem dimensão 2.
‚ Podemos definir “correções´´ das séries de Eisenstein que geram esse espaço: G2,2,G2,4.

‚ Olhando os primeiros coeficientes conclúımos que θ4 pτq “ ´
1

π2
G2,4 pτq.

‚ E isso nos permite concluir que

r pn, 4q “ 8
ÿ

0ăd|n

4∤d

d .

‚ Inclusive generalizamos isso pra rpn, 8q, rpn, 16q bem facilmente!

28 / 61



Resolvendo o problema

‚ Definimos r pn, kq :“ número de maneiras de escrever n como k quadrados.

‚ Definimos uma função θk pτq :“
ř

ně0
r pn, kq qn, q “ e2πiτ .
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‚ θ4 pτq é uma forma modular de peso 2 com respeito ao subgrupo

Γθ “

B

˘

„

1 1
0 1

ȷ

,˘

„

1 0
4 1

ȷF

.

‚ O espaço de formas modulares de peso 2 com respeito a Γθ tem dimensão 2.
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1

π2
G2,4 pτq.

‚ E isso nos permite concluir que

r pn, 4q “ 8
ÿ

0ăd|n

4∤d

d .

‚ Inclusive generalizamos isso pra rpn, 8q, rpn, 16q bem facilmente!

33 / 61



Resolvendo o problema

‚ Definimos r pn, kq :“ número de maneiras de escrever n como k quadrados.
‚ Definimos uma função θk pτq :“

ř

ně0
r pn, kq qn, q “ e2πiτ .
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Curvas modulares

Retornamos aos Y pΓq :“ ΓzH.

Compactificação: X pΓq » ΓzH˚, onde H˚ :“ H Y Q Y t8u.

Definição

Γ1 pNq :“

"„

1 ˚

0 1

ȷ

P SL2 Z
*

, Γ0 pNq :“

"„

˚ ˚

0 ˚

ȷ

P SL2 Z
*

.

Γ pNq Ď Γ1 pNq Ď Γ0 pNq.
As curvas modulares X0 pNq e X1 pNq são importantes!
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Curvas modulares como espaços de moduli

‚ Y p1q ÐÑ tClasses de isomorfismo de curvas eĺıpticasu;

‚ Y pNq ÐÑ tCurvas eĺıpticas munidas de dois pontos em E rNs tais que eNpP,Qq “

exp p2πi{Nqu{ „;

‚ Y1 pNq ÐÑ tCurvas eĺıpticas munidas de um ponto em E rNsu „;

‚ Y0 pNq ÐÑ tCurvas eĺıpticas munidas de um subgrupo ćıclico de ordem Nu „.
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‚ Y1 pNq ÐÑ tCurvas eĺıpticas munidas de um ponto em E rNsu „;
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‚ Y p1q ÐÑ tClasses de isomorfismo de curvas eĺıpticasu;
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Teorema (modularidade)

Teorema (Breuil-Conrad-Diamond-Taylor-Wiles).

Seja E{C uma curva eĺıptica e suponha que j pE q P Q. Então existe sobrejeção

X0 pNq Ñ E ,

para algum N.

O enunciado também é válido com Jacobiano de X0 pNq: J0 pNq Ñ E .
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Funções L

Se E é uma curva eĺıptica, podemos definir uma função L a ela associada

LpE , sq :“
ÿ

ně2

pn ` 1 ´ #E pnqq n´s .

Se f pτq “
ř

ně1
anq

n é uma forma modular, podemos também definir uma função L a ela

associada:
L pf , sq :“

ÿ

ně1

ann
´s .

Pergunta

Dada uma curva eĺıptica E , quando existe uma forma modular f tal que LpE , sq “ Lpf , sq?
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Representações de Galois

Em curvas eĺıpticas, o módulo de Tate nos permite criar facilmente representações de Galois.

Para curvas modulares num geral (especialmente X1 pNq), fazemos isso com seu jacobiano.

Por que peso 2?

S2 pΓq » Ω1 pY pΓqq. Dáı pro módulo de Tate do Jacobiano é dois toque!
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Representações de Galois

Se f pτq “
ř

ně1
anq

n é uma forma modular, denotemos Q pf q :“ Q ptan| n ě 1uq.

Se ℓ é um

primo e λ|ℓ é uma valorização de Q pf q,

Vf ,λ :“ Vℓ pJ1 pNqq b Q pf qλ .

Trata-se de uma representação de Galois ℓ-ádica, de dimensão 2, e não-ramificada em todo
p ∤ Nℓ.

Melhor ainda!

Se φp é um elemento de Frobenius de GQ, então det p1 ´ tφpq “ 1 ´ ap pf q t ` χ ppq t2, em
que χ é um caracter ciclotômico de GQ.
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que χ é um caracter ciclotômico de GQ.
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The End
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