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Parametrizacéo de curvas elipticas /C
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Parametrizacdo de curvas elipticas /C

® Reticulado Zw; @ Zwy < C — curva eliptica E/C.
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Parametrizacdo de curvas elipticas /C

® Reticulado Zw; @ Zwy < C — curva eliptica E/C.

® Todo morfismo de curvas E/A — E/N vem de multiplicacdo por um « € C tal que
ahc N

5/61



Parametrizacdo de curvas elipticas /C

® Reticulado Zw; @ Zwy < C — curva eliptica E/C.

® Todo morfismo de curvas E/A — E/N vem de multiplicacdo por um « € C tal que
ahc N

e C/A ~C/N se e somente se A = alN.
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Parametrizacdo de curvas elipticas /C

Reticulado Zw; @ Zw, < C — curva eliptica E/C.

Todo morfismo de curvas E/A — E/N vem de multiplicacdo por um « € C tal que
ahc N

C/N ~ C/N se e somente se A = a/'.

Conclusao:

{Classes de isomorfismo de curvas elipticas/C} «— {Reticulados < C}/homotetia

F= — A / 7t oo
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Parametrizacdo de curvas elipticas /C

Reticulado Zw; @ Zw, < C — curva eliptica E/C.

Todo morfismo de curvas E/A — E/N vem de multiplicacdo por um « € C tal que
ahc N

C/N ~ C/N se e somente se A = a/'.

Conclusao:

{Classes de isomorfismo de curvas elipticas/C} «— {Reticulados < C}/homotetia

SPG olhamos reticulados da forma A = A1 = Z®Z7r, e H:= {z e C| Imz > 0}.
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Entdo H parametriza curvas elipticas?
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A acido de SL, Z

S, U

L Spﬁz O H é uma agdo meio zuada (tem pontos com estabilizador n3o-trivial);

L I L)
ks )sz/il/@: W/za:/m)
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A acido de SL, Z

® SL,Z O H é uma agdo meio zuada (tem pontos com estabilizador n3o-trivial);

e Um dominio fundamental:
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A acido de SL, Z

® SL,Z O H é uma agdo meio zuada (tem pontos com estabilizador n3o-trivial);

e U inio fundamental:

o 12 1
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A acido de SL, Z

® SL,Z O H é uma agdo meio zuada (tem pontos com estabilizador n3o-trivial);

e Um dominio fundamental:
A

\/

o 12 1

® Porém Y(1) := SLp Z\H é uma superficie de Riemann!
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T4, mas da onde surgem formas modulares?!

Quando transformamos o toro numa cubica!
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T4, mas da onde surgem formas modulares?!

\
OLA:- /\:)E:E(

Quando transformamos o a cubical

y? = 4x% — 60G4 ) x — 140Gg (N
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T4, mas da onde surgem formas modulares?!

Quando transformamos o toro numa cubica!

y? = 4x® — 60G, (A) x — 140Gs (A) .

Peraé! Esses caras n3o sdo invariantes!!
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T4, mas da onde surgem formas modulares?!

Quando transformamos o toro numa cubica!

y? = 4x® — 60G, (A) x — 140Gs (A) .

Peraé! Esses caras ndo sdo invariantes!!Mas sdo a menos de mudanca de coordenada...
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Definicdo, finalmente!
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Definicdo, finalmente!

Definicao

[(N) :=ker (SLoZ — SL» (Z/NZ)). Um subgrupo I' < SL, Z é dito ser de congruéncia se
. —
existe N > 1 tal que 2T (N).

LNl el
s %/THU:%/ZV}
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Definicdo, finalmente!

Definicao
[(N) :=ker (SLoZ — SLy (Z/NZ)). Um subgrupo I' < SL, Z é dito ser de congruéncia se
existe N > 1 tal que 2T (N).

| \

Definicao
Sejam k€ Z e ' € SLy Z um subgrupo de congruéncia. Uma fun¢do holomorfa f: H — C é
dita ser fracamente modular de peso k com respeito a I se, para todo, v = [ i 2 ] erl,

f(y-7)= cr + d)~ (1)
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Expansao de Fourier e formas modulares




Expansao de Fourier e formas modulares
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Forma modular - definicao

Definicao
Uma forma fracamente modular de peso k para SL, Z é uma forma modular se sua expansdo
de Fourier

f(T) = Z anqnv q= e27TiT7

n=ng

€ holomorfa, i.e. ng = 0.

cCoSyi L

(Cw@)j(@ —
OO fé\ﬁﬂ‘@d/wA
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Um problema bem pé no chao

v (v =asibdto ) 21

Problema

Seja n = 1 inteiro. De quantas maneiras podemos (se é que podemos) escrever n como soma
de quatro quadrados?
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Um problema bem pé no chao

Problema
Seja n = 1 inteiro. De quantas maneiras podemos (se é que podemos) escrever n como soma

de quatro quadrados?

E bem a carinha de pergunta de teoria de nlimeros...
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Resolvendo o problema
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Resolvendo o problema

® Definimos r (n, k) := ndmero de maneiras de escrever n como k quadrados.

Y (n, 4
O, = Z/Wﬂ,’é)giu

U 7r°
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Resolvendo o problema

® Definimos r (n, k) := ndmero de maneiras de escrever n como k quadrados.

* Definimos uma fungdo 0y (1) := 3. r(n, k) q", q = €2™'".
n=0
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Resolvendo o problema

® Definimos r (n, k) := ndmero de maneiras de escrever n como k quadrados.

* Definimos uma fungdo 0y (1) := 3. r(n, k) q", q = €2™'".
n=0
a modular de peso 2 com respeito ao subgrupo

[=[s 2] = 4)
WZ (7\@) =/
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Resolvendo o problema

® Definimos r (n, k) := ndmero de maneiras de escrever n como k quadrados.

* Definimos uma fungdo 0y (1) := 3. r(n, k) q", q = €2™'".
n=0

® 04 (1) é uma forma modular de peso 2 com respeito ao subgrupo

-Gl ]+ [a )

® O espaco de formas modulares de peso 2 com respeito a [y tem dimensdo 2.
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Resolvendo o problema
® Definimos r (n, k) := ndmero de mangisas_de escrever_n como k quadrados.
* Definimos uma fungdo 6 (1) := ”, q= i
n=0

® 04 (1) é uma forma modular de peso 2 com respeito ao subgrupo

-Gl ]+ [a )

® O espaco de formas modulares de peso 2 com respeito a [y tem dimensdo 2.
® Podemos definir “correcdes” " das séries de Eisenstein que geram esse espago: Gy 2, Go 4.
—_— ==

33/61



Resolvendo o problema

® Definimos r (n, k) := ndmero de maneiras de escrever n como k quadrados.

* Definimos uma fungdo 0y (1) := 3. r(n, k) q", q = €2™'".
n=0
® 04 (1) é uma forma modular de peso 2 com respeito ao subgrupo

-Gl ]+ [a )

O espaco de formas modulares de peso 2 com respeito a [y tem dimens3o 2.
Podemos definir “correces”” das séries de Eisenstein que geram esse espago: G, G2 4.

Olhando os primeiros coeficientes concluimos q@: —
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Resolvendo o problema

maneiras de escrever n como k quadrados.
n _ 27T
> r(nk)q", g =eT'".

n=0
04 (7) é uma forma modular de peso 2 com respeito ao subgrupo

-Gl ]+ [a )

O espaco de formas modulares de peso 2 com respeito a [y tem dimens3o 2.
Podemos definir “correces”” das séries de Eisenstein que geram esse espago: G, G2 4.

1
= =G4 (7).

¢ Definimos r (n, k) := m

® Definimos uma funed

Olhando os primeiros coeficientes concluimos que 64

® E isso nos permite concluir que
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Resolvendo o problema

® Definimos r (n, k) := ndmero de maneiras de escrever n como k quadrados.

* Definimos uma fungdo 0y (1) := 3. r(n, k) q", q = €2™'".
n=0
® 04 (7) é uma forma modular de peso 2 com respeito ao subgrup

-Gl ]+ [a )

® O espaco de formas modulares de peso 2 com respeito a [y tem :
® Podemos definir “correcdes” " das séries de Eisenstein que geram esse espago: Gy 2, Go 4.

. , 1
® Olhando os primeiros coeficientes concluimos que 64 (1) = ——2G274 (7).
T
® E isso nos permite concluir que
r(n,4) =28 Z d.

0<d|n

afd

® Inclusive generalizamos isso pya r(n,@, em facilmente!
- 36 /61



Curvas modulares

W s,y st, 2\K
Retornamos aos Y (I') := MN\H, *
. ), A)
() D
28

S T



Curvas modulares

6"—“ = 2;:21,21/132

D —
Retornamos ags Y (I')/= MNH. Compactiﬁcac;
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Curvas modulares

Retornamos aos Y (I') := MNH. Compactificagdo: X (I') ~ NH*, onde H* := H U Q U {0}.

Definicao

o= {[3 1] [ 2 -5

(V) €T WU (N S,

Yl
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Curvas modulares

Retornamos aos Y (I') := MNH. Compactificagdo: X (I') ~ NH*, onde H* := H U Q U {0}.

Definicao
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O
Retornamos aos Y (I') := MNH. Compactificagdo: X (I') ~ NH*, onde H* := H U Q U {0}.
: ] E SLQZ}.
As-curvas modulares Xp (N) e Xj (N) sdo importantes! VL /(\m }é /N)

Definicao

M (N) = {[g ;]GSLQZ}, Fo (N) = {[

ol *
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Curvas modulares como espacos de moduli
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Curvas modulares como espacos de moduli

® Y (1) «— {Classes de isomorfismo de curvas elipticas};
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Curvas modulares como espacos de moduli

N 170 Z¥E7
® Y (1) «— {Classes de isomorfismo de curvas elipticas};

® Y(N) «— {Curvas elipticas munidas de dois pontos em E [N] tais que ey(P, Q) =
B —_— —
exp 2/ N)}/ ~;
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Curvas modulares como espacos de moduli

® Y (1) «— {Classes de isomorfismo de curvas elipticas};

® Y (N) «— {Curvas elipticas munidas de dois pontos em E [N] tais que ey(P, Q) =
exp (2mi/N)}/ ~;
® Y; (N) «— {Curvas elipticas munidas de um ponto em E [N]Z%«;
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Curvas modulares como espacos de moduli

® Y(N) «— {Curvas elipticas munidas de dois pontos em E [N] tais que ey(P, Q) =
exp (2mi/N)}/ ~;
.»ﬁyl (N) «<— {Curvas elipticas munidas de um ponto em E [N]}/~; ) e %

® Y5 (V) «— {Curvas elipticas munidas de um subgrupo ciclico de ordem N}/«a.
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Teorema (modularidade)

e "
@9“2 C@\ @\ OL? [ﬂhc &uwa g
(\/AQ - D AL e &
Teorema (Breuil-Conrad-Diamond-Taylor- Wlles)‘

A

e
Sejai/guma curva eliptica e suponha queJ E € Q. Ent3o existe sobrejecao

para algum N.

o
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Teorema (modularidade)

Teorema (Breuil-Conrad-Diamond-Taylor-Wiles).

Seja E/C uma curva eliptica e suponha que j (E) € Q. Entdo existe sobrejecdo
Xo(N) — E,

para algum N.

O enunciado também é valido com Jacobiano de Xp (N): Jo (N) — E.

48 /61



Funcoes L

Se E é uma curva eliptica, podemos definir uma fungdo L a ela associada

LE.s) = Y (n+1—#E (m) ™.

n22/
K (2
M@/ @F(f( /ch/

ZQMZ/

49 /61



Funcoes L

2,1,

Se E é uma curva eliptica, podemos definir uma funcdo L a ela associada Z//

L(E,s) 3=Z(n+1—#E(n))n_5. “Z/

n=2
Sef(r)= >, apq" € uma forma ¥ular, podemos também definir uma funcdo L a ela

associada:
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Funcoes L

Se E é uma curva eliptica, podemos definir uma fungdo L a ela associada

/ = =
L(E,s):= ,,—s.

Se f(r)= )@\ € uma forma modular, podemos também definir uma funcio L a ela
nz=

associada: e

BRIV ed(Ues)” \u, b
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Representacoes de Galois

CA) —> Ay —f8%
Cal(lfe) AV
Em curvas elipticas, o médulo nos permite criar facilmente representacdes de Galois.
- V4
:éq'(&/@ " e

COX e | OH(X D) |
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Representacoes de Galois

Em curvas elipticas, o médulo de s acilmente representacoes de Galois.
Para curvas modulares num geral (especialmente Xj (N)), fazemos isso com seu jacobiano.

Por que peso 27
[
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Representacoes de Galois

Em curvas elipticas, o médulo de Tate nos permite criar facilmente representacées de Galois.
Para curvas modulares num geral (especialmente Xj (N)), fazemos isso com seu jacobiano.

Por que peso 27
S2(M) =~ QH (Y ().
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Representacoes de Galois

Em curvas elipticas, o médulo de Tate nos permite criar facilmente representacées de Galois.
Para curvas modulares num geral (especialmente Xj (N)), fazemos isso com seu jacobiano.

Por que peso 27
S> (M) ~ Q' (Y (). Daf pro médulo de Tate do Jacobiano é dois toque!
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Representacoes de Galois

Se f (1) = >, anq" é uma forma modular, denotemos Q (f) := Q ({a,| n = 1}).

n>=1
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Representacdes de Galois

Se f (1) = >, anq" é uma forma modular, denotemos Q (f) := Q ({a,| n = 1}). Se £ é um

n=1
primo e A|¢ é uma valorizagdo de Q (1),

Vir = Ve (L1 (N)®@Q(f), -
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Representacdes de Galois

Se f (1) = >, anq" é uma forma modular, denotemos Q (f) := Q ({a,| n = 1}). Se £ é um

n=1
primo e A|¢ é uma valorizagdo de Q (1),

Vir = Ve (L1 (N)®@Q(f), -

Trata-se de uma representacdo de Galois /-adica, de dimens3o 2, e ndo-ramificada em todo
p1NL.
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Representacoes de Galois

Se ¢, € um elemento de Frobenius de Gg, enta
que x é um caracter ciclotémico de Gg.
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Algumas Referéncias

e Daniel Bump: Automorphic Forms and Representations.

® Pierre Deligne: Formes modulaires et représentations /-adiques. Séminaire Bourbaki,
1971.

® Fred Diamond/Jerry Schurman: A First Course in Modular Forms.
® Takeshi Saito: Galois Representations and Modular Forms. Escola de Verdo IHES, 2006.

® Benjamin Schraen: Modular Curves (poly).

oduction to the Arithmetic Theory of Automorphic Functions.
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The End

Q" = i)
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