As vezes complicar vale a

pena: uma motivacao
para categorificacdo

Eduardo Monteiro Mendonga
Institute of Mathematics and Statistics

University of Sdo Paulo

FAPESP, processo n? 2020/14313-4

Dezembro 8, 2021

«40>» «Fr «E»



Visdo Geral

Objetivo Apresentar um panorama geral sobre categorificagio e ilustrar o sua principal
caracteristica que a deixa interessante.

Conteudo

© O que é categorificacdo

© Representagdes de Sy,

©® Um pouco mais sobre Categorificacdo

o Diagramas
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As vezes complicar vale a pena: uma

motivacdo para categorificacdo

O que é categorificacao

Section 1

«40>» «Fr «E»



Revisdo rapida de Categorias

Definicio
Uma categoria (pequena) C consiste de:

® um conjunto de objetos ObjC;

® um conjunto de morfismos Hom¢ (X, Y) para todo X,Y € ObjC;
® regra de composi¢3o
Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X,Y), (f,9) = fog,
satisfazendo (fog)oh = fo(goh)

® e identidade 1x € Hom¢ (X, X), para todo X € Obj X, satisfazendo 1y o f = f = folx,
para todo f € Home (X,Y).
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Revisdo rapida de Categorias

Definicdo
Uma categoria (pequena) C consiste de:
® um conjunto de objetos ObjC;
® um conjunto de morfismos Hom¢ (X, Y") para todo X,Y € ObjC;
® regra de composi¢cdo
HOIHC(Y,Z) XHOmC(X,Y)—)HOmC(X,Y), (f7g)'_>fogv
satisfazendo (fog)oh = fo(goh)

® e identidade 1x € Hom¢ (X, X), para todo X € Obj X, satisfazendo 1y o f = f = folx,
para todo f € Hom¢(X,Y).

v

® Set = conjuntos + fungdes;
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Revisdo rapida de Categorias

Definic3o

Uma categoria (pequena) C consiste de:

um conjunto de objetos ObjC;
um conjunto de morfismos Hom¢ (X,Y') para todo X,Y € ObjC;

regra de composicdo

HomC(Y7Z) XHOmC(X,Y)—)HOmC(X,Y), (f7g)'_>fogv

satisfazendo (fog)oh = fo(goh)

e identidade 1x € Hom¢ (X, X), para todo X € Obj X, satisfazendo 1y o f = f = folx,

para todo f € Hom¢(X,Y).

V.

® Set = conjuntos + fungdes;

® Vect = Espacos vetoriais + Transformacdes lineares (vect = espacoes vetoriais dim. fin.);
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Revisdo rapida de Categorias

Definic3o

Uma categoria (pequena) C consiste de:

um conjunto de objetos ObjC;
um conjunto de morfismos Hom¢ (X,Y') para todo X,Y € ObjC;

regra de composicdo

HomC(Y7Z) XHOmC(X,Y)—)HOmC(X,Y), (f7g)'_>fogv

satisfazendo (fog)oh = fo(goh)

e identidade 1x € Hom¢ (X, X), para todo X € Obj X, satisfazendo 1y o f = f = folx,

para todo f € Hom¢(X,Y).

V.

® Set = conjuntos + fungdes;

® Vect = Espacos vetoriais + Transformacdes lineares (vect = espacoes vetoriais dim. fin.);

® R-mod = R-mddulos + homomorfismos de R-médulos
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Sejam C, D duas categorias. Um funtor F: C — D consiste de
® um mapa F: ObjC — ObjD;
F(fog)=F(f)oF(g) e F(1x) = 1ey.

® para todo X,Y € ObjC, um mapa F: Hom¢(X,Y) — Homp(FX, FY), satisfazendo
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Definicdo
Sejam C, D duas categorias. Um funtor F: C — D consiste de
® um mapa F: ObjC — ObjD;
® para todo X,Y € ObjC, um mapa F: Hom¢(X,Y) — Homp (FX, FY), satisfazendo
F(fog)=F(f)oF(g) e F(1x) = 1ry.

® F: Vect — Set - funtor esquecedor
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Sejam C, D duas categorias. Um funtor F: C — D consiste de
® um mapa F: ObjC — ObjD;
® para todo X,Y € ObjC, um mapa F: Hom¢(X,Y) — Homp (FX, FY), satisfazendo
F(fog)=F(f)oF(g) e F(1x) = 1ry.

® F: Vect — Set - funtor esquecedor
® U: Set — Vect - funtor livre
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Definicdo
Sejam C, D duas categorias. Um funtor F: C — D consiste de
® um mapa F: ObjC — ObjD;
® para todo X,Y € ObjC, um mapa F: Hom¢(X,Y) — Homp (FX, FY), satisfazendo
F(fog)=F(f)oF(g) e F(1x) = 1ry.

® F: Vect — Set - funtor esquecedor
® U: Set — Vect - funtor livre
® Ms®s —: S-mod — R-mod, para algum (R, S)-bimédulo M
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Definicgo
Uma transformac3o natural a: F = G entre funtores F,G: C — D consiste de uma familia de
morfismos {ax : FX — GX} xcopjc tal que o diagrama comuta

FX 2%, GX

Fo)| Jstar

Y
para qualquer g € Hom¢(X,Y).

E. M. Mendonga (IME-USP)

=

A
Dezembro 8, 2021

6/33



Uma transformac3o natural a: F = G entre funtores F,G: C — D consiste de uma familia de
morfismos {ax : FX — GX} xcopjc tal que o diagrama comuta

FX 2%, GX

Fo)| Jstar

Y
para qualquer g € Hom¢(X,Y).

Exemplo

Os isomorfismos “naturais” da forma ay : V** — V, onde V é um espaco vetorial de dimens3o
finita, define transformag3o natural

a: Homg(Homy(—, k), k) = Idvect.
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Ideia da Categorificagdo

Categorificacdo: é o processo de trocar conceitos baseados em conjuntos por analogos baseados
e teoria da categoria.

Ideia: revelar propriedades escondidas nos objetos de inicio.

Categorias < Funtores < Transf. Nat.
Conjuntos < Funcgdes
Nameros/Pontos
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Ideia da Categorificagdo

Categorificacdo: é o processo de trocar conceitos baseados em conjuntos por analogos baseados
e teoria da categoria.

Ideia: revelar propriedades escondidas nos objetos de inicio.

Categorias < Funtores < Transf. Nat.
Conjuntos < Funcgdes
Nameros/Pontos

vamos deixar a definicdo um pouco mais precisa...
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Decategorificacdo

Seja A uma categoria abeliana. O grupo de Grothendieck de A, Ko(A), é o grupo abeliano
gerado por {[X] | X € Obj.A} quocientado pela relagdo [Y] = [X] + [Z] para toda sequencia
exata0 -+ X =Y =+ Z — 0.
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Decategorificacdo

Seja A uma categoria abeliana. O grupo de Grothendieck de A, Ko(A), é o grupo abeliano
gerado por {[X] | X € Obj.A} quocientado pela relagdo [Y] = [X] + [Z] para toda sequencia
exata0 -+ X =Y =+ Z — 0.

® Se X ~ Y entdo [X] = [V];
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Decategorificacdo

Seja A uma categoria abeliana. O grupo de Grothendieck de A, Ko(A), é o grupo abeliano
gerado por {[X] | X € Obj.A} quocientado pela relagdo [Y] = [X] + [Z] para toda sequencia
exata0 -+ X =Y =+ Z — 0.

® Se X ~ Y entdo |

X]=[Y];
® Se X CY entdo [Y] = [X

1+ [X/YT
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Decategorificacdo

Seja A uma categoria abeliana. O grupo de Grothendieck de A, Ko(A), é o grupo abeliano
gerado por {[X] | X € Obj.A} quocientado pela relagdo [Y] = [X] + [Z] para toda sequencia
exata0 -+ X =Y =+ Z — 0.

® Se X ~ Y entdo [X] Ik

:[Y
® Se X CY entdo [Y] = [X] + [X/Y];
¢ Se[XaY]=[X0Y]

® Se X tem comprimento finito, entdo [X] é a soma dos objetos irredutiveis que aparecem nos
quocientes de suas séries de composig3o.

F
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Decategorificacdo

Seja A uma categoria abeliana. O grupo de Grothendieck de A, Ko(A), é o grupo abeliano

gerado por {[X] | X € Obj.A} quocientado pela relagdo [Y] = [X] + [Z] para toda sequencia
exata0 - X =Y = Z = 0.

® Se X ~Y entdo [X]=[Y];

® Se X CY entdo [Y] = [X] + [X/Y];

®* Se[XY|=[XDY]

® Se X tem comprimento finito, entdo [X] é a soma dos objetos irredutiveis que aparecem nos
quocientes de suas séries de composic3o.

® Os objetos simples formam uma base para K (A).
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Decategorificacio

Definicio

Seja A uma categoria abeliana. O grupo de Grothendieck de A, Ko(A), é o grupo abeliano
gerado por {[X] | X € Obj.A} quocientado pela relagdo [Y] = [X] + [Z] para toda sequencia
exata 0 > X - Y - Z — 0.

® Se X ~ Y entdo [X] = [Y];

® Se X CY entdo [Y] = [X] + [X/Y];

®*Se[XDY]=[X]Y]

® Se X tem comprimento finito, entdo [X] é a soma dos objetos irredutiveis que aparecem nos
quocientes de suas séries de composic3o.

® Os objetos simples formam uma base para Ko(.A).
importante Se A é monoidal, entdo Ko(A) & um anel ao definir [X][Y] = [X @ Y].
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Decategorificacio

Definicio

Seja A uma categoria abeliana. O grupo de Grothendieck de A, Ko(A), é o grupo abeliano
gerado por {[X] | X € Obj.A} quocientado pela relagdo [Y] = [X] + [Z] para toda sequencia
exata 0 > X - Y - Z — 0. y

® Se X ~ Y entdo [X] = [Y];
® Se X CY entdo [Y] = [X] + [X/Y];
®*Se[XDY]=[X]Y]
® Se X tem comprimento finito, entdo [X] é a soma dos objetos irredutiveis que aparecem nos
quocientes de suas séries de composic3o.
® Os objetos simples formam uma base para Ko(.A).
importante Se A é monoidal, entdo Ko(A) & um anel ao definir [X][Y] = [X @ Y].

O processo A — Ko(A) é chamado de decategorificacdo de .A. Categorificar um objeto
algébrico X é, a grosso modo, achar uma categoria A onde sua decategorificacdo é isomorfo a X.
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Decategorificacdo

Seja A uma categoria abeliana. O grupo de Grothendieck de A, Ko(A), é o grupo abeliano

gerado por {[X] | X € Obj.A} quocientado pela relagdo [Y] = [X] + [Z] para toda sequencia
exata0 -+ X =Y =+ Z — 0.

® Se X ~Y entdo [X]=[Y];
® Se X CY entdo [Y] = [X] + [X/Y];
®* Se[XY|=[XDY]
® Se X tem comprimento finito, entdo [X] é a soma dos objetos irredutiveis que aparecem nos
quocientes de suas séries de composic3o.
® Os objetos simples formam uma base para K (A).
importante Se A é monoidal, entdo Ko(A) & um anel ao definir [X][Y] = [X @ Y].
O processo A — Ko(.A) é chamado de decategorificagdo de A. Categorificar um objeto
algébrico X é, a grosso modo, achar uma categoria A onde sua decategorificacdo é isomorfo a X.

Exemplo

Ko(vect) = Z[k] ~ N onde o isomorphismo é dado pela dimensdo. Ent3o vect categorifica N.
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Decategorificacdo

Seja A uma categoria abeliana. O grupo de Grothendieck de A, Ko(A), é o grupo abeliano

gerado por {[X] | X € Obj.A} quocientado pela relagdo [Y] = [X] + [Z] para toda sequencia
exata0 -+ X =Y =+ Z — 0.

® Se X ~ Y entdo [X] = [V];

® Se X CY entdo [Y] = [X] + [X/Y];

®* Se[XY|=[XDY]

® Se X tem comprimento finito, entdo [X] é a soma dos objetos irredutiveis que aparecem nos
quocientes de suas séries de composic3o.

® Os objetos simples formam uma base para K (A).

importante Se A é monoidal, entdo Ko(A) & um anel ao definir [X][Y] = [X @ Y].
O processo A — Ko(.A) é chamado de decategorificagdo de A. Categorificar um objeto

algébrico X é, a grosso modo, achar uma categoria A onde sua decategorificacdo é isomorfo a X.

Exemplo

Ko(vect) = Z[k] ~ N onde o isomorphismo é dado pela dimensdo. Ent3o vect categorifica N.

Podemos deixar a definicdo um pouco mais precisa

=] F
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Categorificacdo de ingénua

Propriedade de Ky: Seja x: Obj.A — A um morfismo de grupos abelianos que satisfaz
X(Y) = x(X) + x(Z) sempre que [Y] = [X] + [Z] em Ko(A), entdo x se fatora unicamente a
um morfismo de grupo X: Ko(A) — A. Ou seja, o diagrama comuta

A—>IC0 A)

N A
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Categorificacdo de ingénua

Propriedade de Ky: Seja x: Obj.A — A um morfismo de grupos abelianos que satisfaz
X(Y) = x(X) + x(Z) sempre que [Y] = [X] + [Z] em Ko(A), entdo x se fatora unicamente a
um morfismo de grupo X: Ko(A) — A. Ou seja, o diagrama comuta

A\‘—l>/lCo A)

Assim funtores abelianos F: A — B induzem tnicos morfismos de grupos [F]: Co(A) — Ko(B).

Definicdo (Categorificagdo ingénua e fraca)

Sejam R uma k-algebra e {r; | i € I} geradores de R e M um R-médulo. Uma categorificacdo
ingénua é uma tripla (A, p, {F; | i € I} onde ¢: M — Ko(A) ® k é isomorfismo e F;: A — A
sdo endofuntores exatos tais que

M—"" M

ol le
Ko(A) ®k N Ko(A) @k

comuta para todo 7 € I. Se os F;'s satisfazem as mesmas relacdes que os r;'s, entdo chamamos a
categorificacdo de fraca.

4

T il = = Saneue
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Exemplo

Seja A = Cla]/(a® — 2a);

® Sejam M e N dois A-mddulos igual a C como espagos vetoriais, com a agindo como
multiplicagdo por 0 e 2, respectivamente;

® Tome A=C-mod,e F=0eG=1d4®Id4;

® Defina ¢: M — Ko(A)@Cep: N — Ko(A) ® C pondo ¢(1) = [C] = ¢(1);
[Flop=¢poae[Gloy =1oaq;

® Vale FoF=0=F®FeGoG=G&G;

(A, ¢, F) E (A,1,G) sdo categorificagcdes fraca de M e N, respectivamente.
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Exemplo

® Seja A = Cl[a]/(a? — 2a);

® Sejam M e N dois A-mddulos igual a C como espagos vetoriais, com a agindo como
multiplicagdo por 0 e 2, respectivamente;

® Tome A=C-mod,e F=0eG=1d4®Id4;

® Defina ¢: M — Ko(A)@Cep: N — Ko(A) ® C pondo ¢(1) = [C] = ¢(1);
® [Flop=ypoae[Gloy=1oa;

® Vale FoF=0=F®FeGoG=G&G;

® (A, p,F) E (A, 1,G) sdo categorificagdes fraca de M e N, respectivamente.
® A~C[S2] viaa— 1+ s1.

® M é isomorfo ao médulo sinal e N ao médulo trivial.
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As vezes complicar vale a pena: uma

motivacdo para categorificacdo

Representacoes de 5,

Section 2

«40>» «Fr «E»



Anel de fung¢des simétricas

® O anel de fungdes simétricas é Sym = k[z1,...,Tn,...]%%°, onde Sx & o grupo de

permutagdo de N.
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Anel de fung¢des simétricas

® O anel de fungdes simétricas é Sym = k[z1,...,Tn,...]%%°, onde Sx & o grupo de
permutagdo de N.
® Seja Sym* = {f € k[z1,...,2,]%" | deg f = k} entdo um elemento de Sym* & uma

sequéncia (fn)n>0, onde
fn€Syml, e fm(zi,...,2n,0,...,0) = fu(z1,...,2n), Ym > n.

® Sym = @kzo SymP.
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Anel de fungdes simétricas

® O anel de fungdes simétricas é Sym = k[z1,
permuta¢do de N.

,Tn, ... ]9, onde Ss & o grupo de
® Seja Symk = {f € k[z1,...,2,]5" | deg f = k} entdo um elemento de Sym* & uma
sequéncia (fn)n>0, onde

fnGSymﬁ, e fm(z1,..

3 Zn,0,...,0) = fn(z1,
® Sym = ®k20 SymP.

., Tn), YM > n.

A soma formal mo1) = >, c5 20(32100-) g J

um elemento de Sym.
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Anel de fungdes simétricas

® O anel de fungdes simétricas é Sym = k[x1,...,%n,...]%>, onde S & o grupo de
permuta¢do de N.
® Seja Symk = {f € k[z1,...,2,]5" | deg f = k} entdo um elemento de Sym* & uma

sequéncia (fn)n>0, onde
fo€Symk, e fn(z1, .., 2n,0,...,0) = fa(z1,...,20), Ym > n.

® Sym = Gakzo SymP.

Exemplo

|

A soma formal mz21) = > cs,, x7(32100-) & ym elemento de Sym.

® Denote por P, o conjunto das particdes de n e P =[5 Pn (= conjunto de sequéncias
quase-nulas decrescentes com entradas em N).
® Para cada A € P chamamos my =3 g 27 de fungdo monomial simétrica.

® {my}rep forma uma Z-base para Sym.
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Anel de fungdes simétricas

® O anel de fungdes simétricas é Sym = k[z1,...,Tn,...]%%°, onde Sx & o grupo de
permuta¢do de N.
® Seja Sym* = {f € k[z1,...,2,]%" | deg f = k} entdo um elemento de Sym* & uma

sequéncia (fn)n>0, onde
fn€Syml, e fm(z1,..@0,0,...,0) = fulz1,.. ., 20), VM > n.
® Sym = @kzo SymP.

Exemplo
o(32100:--+) é

|

A soma formal m(z21) = > ,cs, @ um elemento de Sym.

® Denote por P, o conjunto das particdes de n e P = [~ Pn (= conjunto de sequéncias
quase-nulas decrescentes com entradas em N).

® Para cada A € P chamamos m) =3 ¢ 27 de fungdo monomial simétrica.

® {m)}rep forma uma Z-base para Sym.

® hy = ZAEPn m), & chamado de funcdo simétrica completa.

® Vale Sym = k[h1, ha,...] e {hy = g oo h)\n}A=()\1»»-~a)\n)€'P é base de Sym.

® Seja sy =det(hy,—i+j)1<ij<n for A € P e n = £()\). Tais fungdes sdo simétricas e s3o
chamadas de fun¢des de Schur.

® {s)}rep forma uma Z-base para Sym.
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Diagramas de Young e Tableaux

® Dado uma particdo A = (A1,...,A\n) € Pp, podemos associar a ela um diagrama de Young

r=[TT17.

onde a linha 7 tem \; caixas. Dizemos que T' tem forma A.
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Diagramas de Young e Tableaux

® Dado uma particdo A = (A1,...,A\n) € Pp, podemos associar a ela um diagrama de Young

r=[TT17.

onde a linha 7 tem \; caixas. Dizemos que T' tem forma A.

® Um tableau é uma numeracdo de um diagrama de Young de forma \:

34] .

‘\Imﬂk»—-
~

Ele é chamado de semistandart se é crescente nas linhas e estritamente crescente nas
colunas.
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Diagramas de Young e Tableaux

® Dado uma particdo A = (A1,...,A\n) € Pp, podemos associar a ela um diagrama de Young

r=[TT17.

onde a linha 7 tem \; caixas. Dizemos que T' tem forma A.

® Um tableau é uma numeracdo de um diagrama de Young de forma \:

34] .

‘\Imq;»—-
~

Ele é chamado de semistandart se é crescente nas linhas e estritamente crescente nas
colunas.
® sy => , 2T, onde a soma corre por tableaux semistandart de formato X e

2T = 1:’17” :vgl2 --- onde m; é a quantidade de vezes que i aparece em T'.
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Representacdes de S,

® Seja A € Py, vamos considerar um tableau 7" apenas com nimeros de 1 a n.
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Representacdes de S,

® Seja A € Py, vamos considerar um tableau 7" apenas com nimeros de 1 a n.

® S, age naturalmente num tableau 7" de forma A € P,.
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Representacdes de S,

® Seja A € Py, vamos considerar um tableau 7" apenas com nimeros de 1 a n.
® S, age naturalmente num tableau 7" de forma A € P,.
® Seja um tableau 7" de forma A. Definimos
R(T) = {0 € Sy, | o - T permuta apenas as linhas}
C(T) ={o € Sn | o - T permuta apenas as colunas},

e seja {T'} a 6rbida de T' pela agdo de R(T).
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Representacdes de S,

® Seja A € Pp, vamos considerar um tableau T apenas com nimeros de 1 a n.
® S, age naturalmente num tableau 7" de forma \ € P,,.

® Seja um tableau T" de forma X. Definimos

R(T) = {0 € Sn | 0 - T permuta apenas as linhas}
C(T) ={o € S | o - T permuta apenas as colunas},

e seja {T'} a 6rbida de T' pela agdo de R(T).

® Definimos o CS),-médulo

M? = span{{T} | T tableau da forma A}

Para A = (2,1), M* =span{| 1|2

23]
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® Para um tableau T de forma ), defina

vp = Z sgn(o){o-T} e S> =span{vr | T tableau da forma \}.
ceC(T)

® S* & chamado de Specht médulo e vale que {vr | T semistandard} é base de S*.
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® Para um tableau T de forma ), defina

vp = Z sgn(o){o-T} e S> =span{vr | T tableau da forma \}.
ceC(T)

® S* & chamado de Specht médulo e vale que {vr | T semistandard} é base de S*.

® Para S(") & isomorfo a representacso trivial e S(1™) & isomorfo a representacio do sinal.
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® Para um tableau T de forma ), defina

vp = Z sgn(o){o-T} e S> =span{vr | T tableau da forma \}.
ceC(T)

® S* & chamado de Specht médulo e vale que {vr | T semistandard} é base de S*.

® Para S(") & isomorfo a representacso trivial e S(1™) & isomorfo a representacio do sinal.

Proposicdo

Os Specht médulos sdo irredutiveis e ndo isomorfos entre si. Além disso, todo Sy,,-mddulo
irredutivel é isomorfo a algum Specht médulo.
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vp = Z sgn(o){o-T} e S> =span{vr | T tableau da forma \}.
ceC(T)

® S* & chamado de Specht médulo e vale que {vr | T semistandard} é base de S*.

® Para S(") & isomorfo a representacso trivial e S(1™) & isomorfo a representacio do sinal.

Proposicdo

Os Specht médulos sdo irredutiveis e ndo isomorfos entre si. Além disso, todo Sy,,-mddulo
irredutivel é isomorfo a algum Specht médulo.

* Ko(CSn-mod) = Z(S* | A € Pn).
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® Para um tableau T de forma ), defina

vp = Z sgn(o){o-T} e S> =span{vr | T tableau da forma \}.
ceC(T)

® S* & chamado de Specht médulo e vale que {vr | T semistandard} é base de S*.

® Para S(") & isomorfo a representacso trivial e S(1™) & isomorfo a representacio do sinal.

Proposicdo

Os Specht médulos sdo irredutiveis e ndo isomorfos entre si. Além disso, todo Sy,,-mddulo
irredutivel é isomorfo a algum Specht médulo.

* Ko(CSn-mod) = Z(S* | A € Pn).

® Dado A, € P, definimos uma ordem parcial p < A<= 1 + -+ +p; <Ay +---+ A, para
todo i.

® Existem inteiros ndo negativos k , tais que

M 5 (5P
pn=<A
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® Para um tableau T de forma ), defina

vp = Z sgn(o){o-T} e S> =span{vr | T tableau da forma \}.
ceC(T)

® S* & chamado de Specht médulo e vale que {vr | T semistandard} é base de S*.

® Para S(") & isomorfo a representacso trivial e S(1™) & isomorfo a representacio do sinal.

Proposicdo

Os Specht médulos sdo irredutiveis e ndo isomorfos entre si. Além disso, todo Sy,,-mddulo
irredutivel é isomorfo a algum Specht médulo.

* Ko(CSn-mod) = Z(S* | A € Pn).

® Dado A, € P, definimos uma ordem parcial p < A<= 1 + -+ +p; <Ay +---+ A, para
todo i.

® Existem inteiros ndo negativos k , tais que

M 5 (5P
pn=<A

® Consequéncia: {[M*]| X\ € P} é base de Ko(CSy-mod).
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Produto em “/Cop(Soo-mod)”

® Seja A, = CS,, Ag = Ay = C.
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Produto em “/Cop(Soo-mod)”

® Seja A, = CS,, Ag = Ay = C.

® Podemos identificar Sy, X Sy, como um subgrupo de Sy 44, Ou seja, Ay, ® Ay, como um
subgrupo de A4, .
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Produto em “/Cop(Soo-mod)”

® Seja A, = CS,, Ag = Ay = C.

® Podemos identificar Sy, X Sy, como um subgrupo de Sy 44, Ou seja, Ay, ® Ay, como um
subgrupo de A4, .

® Obtmos dois funtores:

Indz:tnm = An+m RAp @A, —: Ap-mod X A,p-mod — An+m—mod7

Res" ™ kAy i m-mod — Ap-mod X Ap-mod,
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Produto em “/Cop(Soo-mod)”

° Seja An = CSny AO = Al =C.

® Podemos identificar Sy, X Sy, como um subgrupo de Sy 44, Ou seja, Ay, ® Ay, como um
subgrupo de A4, .

® Obtmos dois funtores:

Ind?T™ = Apim ®4,04,, —: An-mod X Ap-mod — Ap4m-mod,

n,m

Res" ™ kAy i m-mod — Ap-mod X Ap-mod,

® Tais funtores s3o exatos e define produto e co-produto em K (A), onde
A =@, cy An-mod.
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Produto em “/Cop(Soo-mod)”

° Seja An = CSny AO = Al =C.

® Podemos identificar Sy, X Sy, como um subgrupo de Sy 44, Ou seja, Ay, ® Ay, como um
subgrupo de A4, .

® Obtmos dois funtores:

Ind?T™ = Apim ®4,04,, —: An-mod X Ap-mod — Ap4m-mod,

n,m

Res" ™ kAy i m-mod — Ap-mod X Ap-mod,

® Tais funtores s3o exatos e define produto e co-produto em K (A), onde
A =@, cy An-mod.

® Para M € A,-mod e N € A,,-mod, temos

[M][N] = Ind2"™ M @ N.

n,m
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A categorificacdo de Sym

Theorem (Geissinger, 1977 - )

Existe um isomorpfismo de (bi)ilgebras

@: Sym ~ P Ko(kSn-mod), sy - [S],
neN

onde sy and S*, para toda particdo \ de n.
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A categorificacdo de Sym

Theorem (Geissinger, 1977 - )

Existe um isomorpfismo de (bi)algebras

@: Sym ~ GBICO(]](SH—mod)7 sy — [S],
neN

onde sy and S*, para toda particdo \ de n.

y
Proof.
Defina ¢(hy) > [M?] e extenda linearmente. Como {hy} e {{M™]} sdo bases, o morfismo &
automaticamente bijetor.
Para mostrar que é basta verificar que
(MM [MAR] = [MA], A= (A, ).
Mas isso segue do fato de M> ~ A,, ®cr(r) C, para qualquer tableau T' de forma A. DJ
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Consequéncias

Resultados de funcdes simétricas para representacées de Sy, :
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Consequéncias

Resultados de funcdes simétricas para representacées de Sy, :

(regra de Littlewood-Richardson) sys, = ZCK#SV ~  Indptm SAQSH ~ @ (S")@CK#L .
v

v
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Consequéncias

Resultados de funcdes simétricas para representacées de Sy, :

(regra de Littlewood-Richardson) sys, = Zcﬁ#sy ~  Indptm SAQSH ~ @ (S")@CK#L .
v

v

Resultados de representacdes de S,, para funcdes simétricas:
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Consequéncias

Resultados de funcdes simétricas para representacées de Sy, :

(regra de Littlewood-Richardson) sys, = Zcﬁ#sy ~  Indptm SAQSH ~ @ (S")@CK#L .
v

v
Resultados de representacdes de S,, para funcdes simétricas:

{[S?]|\ particdo} & uma base canénica para @ Ko (kSn-mod)
neN

= {sx}\ é base para Sym.
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Consequéncias

Resultados de funcdes simétricas para representacées de Sy, :

(regra de Littlewood-Richardson) sys, = Zcﬁ#sy ~  Indptm SAQSH ~ @ (S")@CK#L .
v

v
Resultados de representacdes de S,, para funcdes simétricas:

{[S?]|\ particdo} & uma base canénica para @ Ko (kSn-mod)
neN

= {sx}\ é base para Sym.
Veja mais em [Ful96], [Mac15].

E. M. Mendonga (IME-USP) Motivagdo a C ificaga Dezembro 8, 2021 18 /33




At

As vezes complicar vale a pena: uma

motivacdo para categorificacdo

Um pouco mais sobre Categorificacao

Section 3

«40>» «Fr «E»



2-categorias

® Podemos ver uma algebra associativa A como categoria:

Ca:  Obj(C) ={e}, Homc,(e,e)=A.
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2-categorias

® Podemos ver uma algebra associativa A como categoria:

CA: Ob.](c) = {.}7 HOch (.7 .) =A

® Se algebra “é uma categoria”, entdo sua categorificagdo deveria ser uma 2-categoria

Definic3o
Uma 2-categoria é uma categoria C onde para cada X,Y € Obj(C) existe uma estrutura de

categorias em Homg (X, Y) com composi¢do o1, e, além disso existe uma composi¢do

00: Hompome(v,2) (F; G) X Hompeme (x,v)(F's G') = Hompome (x,2)(Fo F',Go G')

e T8 V) /\ [

oy = o_-,.__,- =

NE AN 2
Chamamos os elementos de Obj(C), Homc(X,Y) e Hompomq (x,v) (@, B) de 0-morfimos,
1-morfimos e 2-morfisos, respectivamente
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Exemplo: Categoria das categorias, onde o1 é o produto Godement de transformag¢&es naturais.

Exemplo 2: Categoria monoidal C, onde 0-morfismos = {e}, 1-morfismos = C, 2-morfismos
= Hom¢(X,Y), op = Q.

E. M. Mendonga (IME-USP) Motivagdo a C ificaga Dezembro 8, 2021 21/33




Exemplo: Categoria das categorias, onde o1 é o produto Godement de transformag¢&es naturais.

Exemplo 2: Categoria monoidal C, onde 0-morfismos = {e}, 1-morfismos = C, 2-morfismos
= Hom¢(X,Y), op = Q.

® Uma 2-categoria é abeliana se {0-morfismos 4 1-morfismos} e {1-morfismos +
2-morfismos} o forem.
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Exemplo: Categoria das categorias, onde o1 é o produto Godement de transformag¢&es naturais.
Exemplo 2: Categoria monoidal C, onde 0-morfismos = {e}, 1-morfismos = C, 2-morfismos
= Hom¢(X,Y), op = Q.
® Uma 2-categoria é abeliana se {0-morfismos 4 1-morfismos} e {1-morfismos +
2-morfismos} o forem.
® A categoria de Grothendieck Ko(C) de uma 2-categoria C é a categoria obtida ao esquecer
os 2-morfismos e definir Hom,(c)(X,Y) = Ko(Homc (X, Y)).
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Exemplo: Categoria das categorias, onde o1 é o produto Godement de transformag¢&es naturais.
Exemplo 2: Categoria monoidal C, onde 0-morfismos = {e}, 1-morfismos = C, 2-morfismos
= Hom¢(X,Y), op = Q.
® Uma 2-categoria é abeliana se {0-morfismos 4 1-morfismos} e {1-morfismos +
2-morfismos} o forem.

® A categoria de Grothendieck Ko(C) de uma 2-categoria C é a categoria obtida ao esquecer
os 2-morfismos e definir Hom,(c)(X,Y) = Ko(Homc (X, Y)).

Definicio
Uma Categorificagdo (genuina) de uma &lgebra associativa A é uma 2-categoria com categoria de
Grotendieck isomorfa a C4.
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Exemplo: Categoria das categorias, onde o1 é o produto Godement de transformag¢&es naturais.
Exemplo 2: Categoria monoidal C, onde 0-morfismos = {e}, 1-morfismos = C, 2-morfismos
= Hom¢(X,Y), op = Q.
® Uma 2-categoria é abeliana se {0-morfismos 4 1-morfismos} e {1-morfismos +
2-morfismos} o forem.

® A categoria de Grothendieck Ko(C) de uma 2-categoria C é a categoria obtida ao esquecer
os 2-morfismos e definir Hom,(c)(X,Y) = Ko(Homc (X, Y)).

Definicio
Uma Categorificagdo (genuina) de uma &lgebra associativa A é uma 2-categoria com categoria de
Grotendieck isomorfa a C4.

® E para médulos?
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Exemplo: Categoria das categorias, onde o1 é o produto Godement de transformag¢&es naturais.
Exemplo 2: Categoria monoidal C, onde 0-morfismos = {e}, 1-morfismos = C, 2-morfismos
= Hom¢(X,Y), op = Q.
® Uma 2-categoria é abeliana se {0-morfismos 4 1-morfismos} e {1-morfismos +
2-morfismos} o forem.

® A categoria de Grothendieck Ko(C) de uma 2-categoria C é a categoria obtida ao esquecer
os 2-morfismos e definir Hom,(c)(X,Y) = Ko(Homc (X, Y)).

Definicio
Uma Categorificagdo (genuina) de uma &lgebra associativa A é uma 2-categoria com categoria de
Grotendieck isomorfa a C4.

® E para médulos? Nos darad a nocdo de 2-representagdo. Veja [Maz17].
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As vezes complicar vale a pena: uma

motivacdo para categorificacdo

Diagramas

Section 4



Categorificacdo de Khovanov

Algebra de Heisenberg Heisy: k-algebra associativa unital gerada por py, p}, n € N sob
relacBes:

PaDyy, = DyuPn + On,ml,  PnDm = PmPn, DhPm = PyPr, M,n € N.
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Categorificagdo de Khovanov

Algebra de Heisenberg Heisy: k-algebra associativa unital gerada por py, p}, n € N sob
relacBes:

PaDyy, = DyuPn + On,ml,  PnDm = PmPn, DhPm = PyPr, M,n € N.

® Existe realizagdo de Heis via Sym

® Ind e Res em “Soo-mod” satisfazem

Resy 1 oInd™*! ~ Ind”_, oRes” '@ Id
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Categorificagdo de Khovanov

Algebra de Heisenberg Heisy: k-algebra associativa unital gerada por py, p}, n € N sob
relacBes:

PaDyy, = DyuPn + On,ml,  PnDm = PmPn, DhPm = PyPr, M,n € N.

® Existe realizagdo de Heis via Sym

® Ind e Res em “Soo-mod” satisfazem
Resy 10 Ind?*t! ~ Ind”_, oRes” ' @1d

Natural que os trés objetos estejam relacionados.
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Categorificagdo de Khovanov

Algebra de Heisenberg Heisy: k-algebra associativa unital gerada por py, p}, n € N sob
relacBes:

PaDyy, = DyuPn + On,ml,  PnDm = PmPn, DhPm = PyPr, M,n € N.

® Existe realizagdo de Heis via Sym

® Ind e Res em “Soo-mod” satisfazem
Resy 10 Ind?*t! ~ Ind”_, oRes” ' @1d

Natural que os trés objetos estejam relacionados.

De fato: Khovanov ([Khol4]) construiu uma categoria monoidal Heis (gerada por 2 objetos Q4+
e Q_) tal que

® Heis — Ko(Heis) (provado o isomorfismo por [BSW18]).

® kS, = Endyeis(QT"),
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Ideia de Khovanov

® E natural denotar uma transposicio simples de S,, por ><
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Ideia de Khovanov

® E natural denotar uma transposicio simples de S,, por ><

® As relag6es 8i8; = le S$iSi++1Si = Si415iSi4+1 S€ traduzem em:

§§<:>§§
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Ideia de Khovanov

® E natural denotar uma transposicio simples de S,, por ><

® As relag6es 8i8; = le S$iSi++1Si = Si415iSi4+1 S€ traduzem em:

= e ; g; = ;/ ;
® Khovanov definiu diagramas para Heis que se comportava de maneira igual:

Q+ =1 Q-=l,
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Ideia de Khovanov

E natural denotar uma transposicio simples de S,, por ><

® As relag6es 8i8; = le S$iSi++1Si = Si415iSi4+1 S€ traduzem em:

= e ; g; = ;/ ;
® Khovanov definiu diagramas para Heis que se comportava de maneira igual:

Q+ =1 Q-=l,

® Khovanov construiu também diagramas para 2-categorias
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Diagramas para 2-categorias

G
/FN
® 2-morfismos C Hoa D é representado por c )_D
NS
G
F

Dualidade: Seja F 4G e M Id — GF e €: FG — Id a unidade e co-unidade, respectivamente.

Entdo representamos por: ¥ ¥
T 1= G
w/@\w eNB/C e\ O/ p= G|
G ! ’
G = ) 2 F
v C —:1‘)‘- Q
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Diagramas para Categoria Monoidal

® Um morfismo f: X — Y e a identidade Id x serdo denotados por

Yy X
D - |
X X

® Composicdo horizontal e vertical s3o literais, ou seja:

EREREN
EREES

® Vale

® Mais sobre em [Sav]
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Exemplos

Cup e Cap: Em vect, considere ev: V*®V — k e coev: k = V ® V*, e denote por:

N
® temos: evif\ l m 7
= - € =
V=T v¥=y cotviry

Soo Defina S como a categoria k-linear monoidal (estrita) tal que Obj S é gegrada por 1, e os
morfismos sdo gerados por >< satisfazendo

Temos kS, = Ends (7).
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® Adicione em S um morfismo ?: 1—1 e imponha

Obtemos uma nova categoria AH9E tal que End ,; deg (1®7) & isomorfa a algebra de Hecke
afim degenerada dAHA,,.

® Vale dAHA, < Endse;s (197).
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Nova abordagem a categorificacdo

® Ao usar diagramas de cordas, podemos definir sob ecomenda uma (2-)categoria que
categorifica nosso objeto desejado (via Ko, Ko(Kar(Add(—))), Tr, etc).
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Nova abordagem a categorificacdo

® Ao usar diagramas de cordas, podemos definir sob ecomenda uma (2-)categoria que
categorifica nosso objeto desejado (via Ko, Ko(Kar(Add(—))), Tr, etc).

® Facilita calculos: pois basta “brincar”’ de distorcer diagramas e deslizar pontos, etc...
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Nova abordagem a categorificacdo

® Ao usar diagramas de cordas, podemos definir sob ecomenda uma (2-)categoria que
categorifica nosso objeto desejado (via Ko, Ko(Kar(Add(—))), Tr, etc).

® Facilita calculos: pois basta “brincar”’ de distorcer diagramas e deslizar pontos, etc...

Desvantagem: Utiliza-se de categorias ndo conhecidas. Ent3do os resultados seguem apenas para
um lado...
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® Ao usar diagramas de cordas, podemos definir sob ecomenda uma (2-)categoria que
categorifica nosso objeto desejado (via Ko, Ko(Kar(Add(—))), Tr, etc).

® Facilita calculos: pois basta “brincar”’ de distorcer diagramas e deslizar pontos, etc...

Desvantagem: Utiliza-se de categorias ndo conhecidas. Ent3do os resultados seguem apenas para
um lado...
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Onde aparece

® KLR-algebras: categorifica Uy(g) [Roul2] e [KL11].

® Existem outras categorificacdes de U, (g) usando variedades quivers, feixes perversos (Lustig).
Resultado: base candnicas e base cristais (para ¢ — 0).
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Onde aparece

® KLR-algebras: categorifica Uy(g) [Roul2] e [KL11].

® Existem outras categorificacdes de U, (g) usando variedades quivers, feixes perversos (Lustig).
Resultado: base candnicas e base cristais (para ¢ — 0).

® |nvariantes de Nés: Homologia de Khovanov, Homologia HOMFLY-PT, etc...
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Onde aparece

® KLR-algebras: categorifica Uy(g) [Roul2] e [KL11].

® Existem outras categorificacdes de U, (g) usando variedades quivers, feixes perversos (Lustig).
Resultado: base candnicas e base cristais (para ¢ — 0).

® |nvariantes de Nés: Homologia de Khovanov, Homologia HOMFLY-PT, etc...

® Categorificacdo Heisenberg:

® Distor¢des da categorificagdo de Khovanov [Sav19].
® Relagdes com KLR-algebras [BSW20].
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