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O ouE £ uMA CATEGORIA?

E uma estrutura que consiste de
» Uma colecdo de objetos A, B, C, ...
» Uma colegdo de flechas f, g, h, ...

De forma que

» as flechas possuem dominio e contradominio;

» Existe flecha identidade para todo objeto;

» Existe (quando fizer sentido) flecha composta e vale a

regra da associatividade.
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ExemprLOs

> Set;
» Top;
» Vect;
> ...

Poset
Todo poset (=conjunto com ordem parcial) pode ser visto
como uma categoria em que

» Para todo A, B existe tinica flecha A — B;
» Seexiste A—+ BeB — A,entdo A = B.
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FunTOr

Um funtor F : C — D consiste de
» Objetos F(A) em D;
» Flechas F(f) : F(A) — F(B) em D

de forma que

FA) 29, F(B)

B
C F(C)

A—— A F(A) ——

ay TA)




CATEGORIAS DinAmica pe OPINIAO FEIXES CELULARES Feixes Em DiNnAmica D OPINIAO

0000e 00000 0000000 0000000000000 000000
: :

ExemprLOs

» Funtor Identidade C — C;

» Funtor Hom(A, —) : C — Set;

» Grupo Fundamental 7y : Top* — Gr;
» Funtor esquecimento;
>

Feixes celulares.
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MATRIZ DE INCIDENCIA

Seja G = (V, E) um grafo nao dirigido, onde V = {vq,...,v,} e

E={ei,....em}.
Para cada vértice v; e aresta ¢; conectando vy e v; (k > I),
definimos
1, se v; = Uy
Bi]‘ = —1, sev; =1
0, caso contrario
T,
o, €, 5 —% -1 A
‘ :%}% =
e, D 0 A
t 0
-




CATEGORIAS DinAmica e OpPINIAO FEIXES CELULARES Feixes Em DiNnAmica D OPINIAO

00000 00e00 0000000 0000000000000 000000
: :

A MAaTRIZ LAPLACIANA
Defina

deg(v;), sei=j
Ly =4 -1, se i # j e v; é adjascente a v;
0, caso contrario
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A MAaTRIZ LAPLACIANA
Defina

deg(v;), sei=j

Ly =4 -1, se i # j e v; é adjascente a v;
0, caso contrario

A matriz Laplaciana
1. satisfaz L = BB';

2. gera um sistema dindmico

dx
i —alLx;a >0

onde x € R" e cada x,; € R mostra a opinido de uma
pessoa como um ndmero real.
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DinAmica DE OPINIAO

Evolucdo de x ao longo do tempo = Evolucado das opinides.
Teorema (M. Taylor 68)

Toda distribuigdo de opinido inicial leva ao consenso.
Conclusao

Se todo mundo se comunicar, eventualmente, vamos todos
condordar.
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DinAmica DE OPINIAO

Objetivo do artigo “Opinion Dynamics on Discourse Sheaves”:
» um modelo mais flexivel;

» utilizagdo de alguma variagdo da matriz Laplaciana.
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DinAmica DE OPINIAO

Objetivo do artigo “Opinion Dynamics on Discourse Sheaves”:
» um modelo mais flexivel;
» utilizacdo de alguma variacdo da matriz Laplaciana.
Proposta: usar feixes e cohomologia de feixe.

» Subtituimos a matriz Laplacina pelo feixe Laplaciano;
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DinAmica D OPINIAO

Objetivo do artigo “Opinion Dynamics on Discourse Sheaves”:

» um modelo mais flexivel;

» utilizagdo de alguma variagdo da matriz Laplaciana.
Proposta: usar feixes e cohomologia de feixe.

» Subtituimos a matriz Laplacina pelo feixe Laplaciano;
Algumas vantagens obtidas

» O feixe Laplaciano permite perceber que algumas pessoas
mentem;

» A cohomologia de feixe identifica pessoas teimosas
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Feixes celulares
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FEIXES CELULARES EM GRAFOS

Seja G um grafo nao-dirigido. Um feixe celular F em G é
definido da seguinte forma
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FEIXES CELULARES EM GRAFOS

Seja G um grafo nao-dirigido. Um feixe celular F em G é
definido da seguinte forma

vértice v — F(v) espago vetorial
aresta e — F(e) espago vetorial

par incidente v < e — Fy<, : F(v) — F(e) mapa linear
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FEIXES CELULARES EM GRAFOS

Seja G um grafo nao-dirigido. Um feixe celular F em G é
definido da seguinte forma

vértice v — F(v) espago vetorial
aresta e — F(e) espago vetorial

par incidente v < e — Fy<, : F(v) — F(e) mapa linear

Isso é um funtor F : G — Vect onde G é uma categoria poset
com v and e como objetos e x Iy se e s6 se, x = y ou y é uma
aresta e x é vértice de y.
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FEIXES CELULARES EM GRAFOS

Seja G um grafo nao-dirigido. Um feixe celular F em G é
definido da seguinte forma

vértice v — F(v) espago vetorial
aresta e — F(e) espago vetorial

par incidente v < e — Fy<, : F(v) — F(e) mapa linear

Isso é um funtor F : G — Vect onde G é uma categoria poset
com v and e como objetos e x Iy se e s6 se, x = y ou y é uma
aresta e x é vértice de y.

Mais geralmente,

Um feixe celular em D é um funtor F : Cell(X) — D.
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Feixes CELULARES vs FEIxEs

Sheaves, Cosheaves and Applications - Justin Curry:
G~ O(G)

Func(G, Vect) = Sh(O(G), Vect)
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Feixes CELULARES vs FEIxEs

Sheaves, Cosheaves and Applications - Justin Curry:
G~ O(G)

Func(G, Vect) = Sh(O(G), Vect)

Alternativamente,

Sheaves on Graphs, Their Homological Invariants, and a
Proof of the Hanna Neumann Conjecture - Joel Friedman
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COMPLEXO DE COCADEIA

Um complexo de cocadeia é uma sequéncia de espagos
vetoriais C' e mapas lineares ¢’ : C' — C'*! tais que §'6' "1 =0

0 o2y, 2,
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COMPLEXO DE COCADEIA

Um complexo de cocadeia é uma sequéncia de espagos
vetoriais C' e mapas lineares ¢’ : C' — C'*! tais que §'6' "1 =0

0 co Pyt L2 2,

A cohomologia de um complexo de cocadeia é

_ Kerd'
~ Imoi-1

i
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COMPLEXO DE COCADEIA

Um complexo de cocadeia é uma sequéncia de espagos
vetoriais C' e mapas lineares ¢’ : C' — C'*! tais que §'6' "1 =0

0 o2,y c2 2

A cohomologia de um complexo de cocadeia é

i

_ Kerd'
~ Imoi-1

O complexo de cocadeia de um feixe celular é da forma

0 —— @FO0—cell) 2 @F1 - cell) -2 ...
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CoMPLEXO DE CADEIA DO FEixgE CELULAR
No caso dos grafos temos

0—— CG,F) 2~ c(G,F) —— 0




CATEGORIAS DinAmica pe OPINIAO FEIXES CELULARES Feixes Em DiNnAmica D OPINIAO

00000 00000 0000e00 0000000000000 000000
: :

CoMPLEXO DE CADEIA DO FEixgE CELULAR
No caso dos grafos temos

0—— CG,F) 2~ c(G,F) —— 0

com
C°G,F) = & F(v) CY(G,F) =0Vi >2
veVg
C'(G,F) = D F(e) S=0vi>1
ecEg

e, escolhendo uma orientagdo e = u — v,

(50x)e = Fvﬁexv - Puﬂexu

dessa forma

H°(G,F) = Kerd"
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ConomoLoGIA RELATIVA

Seja A um subgrafo de G. Entao

C%A,F) = B F(v) C'(A,F)

vEV

=P Ee)

e€Ey
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ConomoLoGIA RELATIVA

Seja A um subgrafo de G. Entao

C%A,F) = B F(v) C'(A,F)

vEV

04 € a restricao de 0.

=P Ee)

e€Ey

HO(A, F) é o espago das segdes locais sobre A.
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ConomoLoGIA RELATIVA

Seja A um subgrafo de G. Entao

C%A,F) = B F(v) C'(A,F)

vEV

04 € a restricao de 0.

= D F)

e€Ey

HO(A, F) é o espago das segdes locais sobre A.

Dualmente,

C%G,A,F) = €P F(v) CY(A,F)

ZJQVA

= @F(e)

€¢EA

H°(G, A, F) é a cohomologia relativa.
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O Frixe LarLAaciANO

Ly =676 : C%G,F) — C°%G,F)

O feixe Laplaciano Generaliza a matriz Laplaciana:
Se F = R (feixe constante), entdo § = BT

W& (Sde s B G- G

5 398 U,QE‘\ 5 -\ (\) 1
Q,\ .:ﬁ) =
e T (eo)- F () o0
T z<1€'2_ Uye€,y
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Feixes em Dindmica de Opinido
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FEeixe pe Discurso
Seja G = (V, E) grafo ndo-dirigido

v = pessoas ~~ F(v) = espago de opinido

e = conexdes ~~ F(e) = espaco de discurso
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FEeixe pe Discurso
Seja G = (V, E) grafo ndo-dirigido

v = pessoas ~~ F(v) = espago de opinido

e = conexdes ~~ F(e) = espaco de discurso

» Cada v pessoa pode falar sobre tépicos/assuntos (o clima,
politica, qualquer coisa).
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Frixe pe Discurso
Seja G = (V, E) grafo ndo-dirigido

v = pessoas ~~ F(v) = espago de opinido

e = conexdes ~~ F(e) = espaco de discurso

» Cada v pessoa pode falar sobre tépicos/assuntos (o clima,
politica, qualquer coisa).

» Os topicos formam uma base B, de F(v) e a escolha de um
vetor x, € F(v) mostra a intensidade das opinides através
dos escalares presentes na combinagdo linear de elementos
da base.
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Frixe pe Discurso
Seja G = (V, E) grafo ndo-dirigido

v = pessoas ~~ F(v) = espago de opinido

e = conexdes ~~ F(e) = espaco de discurso

» Cada v pessoa pode falar sobre tépicos/assuntos (o clima,
politica, qualquer coisa).

» Os topicos formam uma base B, de F(v) e a escolha de um
vetor x, € F(v) mostra a intensidade das opinides através
dos escalares presentes na combinagdo linear de elementos
da base.

» Para cada e existe uma base B, de F(e) formada pelos
topicos em comum entre duas pessoas.
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FEeixe pe Discurso

Espago de opinido # Expressado

Existe comunicacdo = v <e

l

Forma de expressao = Fy<. : F(v) — F(e)
Consenso:

Fvgle(xv) - Fugle(xu)
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CONSEQUENCIAS

» Se F = R", entdo a base de n tépicos é a mesma para cada
pessoa v, e a opinido expressada é a verdadeira opinido.
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CONSEQUENCIAS

» Se F = R", entdo a base de n tépicos é a mesma para cada
pessoa v, e a opinido expressada é a verdadeira opinido.

» C%(G,F) = @, F(v) registra as opinides pessoais das
pessoas.
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CONSEQUENCIAS

» Se F = R", entdo a base de n tépicos é a mesma para cada
pessoa v, e a opinido expressada é a verdadeira opinido.

» C%(G,F) = @, F(v) registra as opinides pessoais das
pessoas.

» CY(G,F) = @, F(e) registra as opinides publicas das
pessoas.
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CONSEQUENCIAS

» Se F = R", entdo a base de n tépicos é a mesma para cada
pessoa v, e a opinido expressada é a verdadeira opinido.

» C%(G,F) = @, F(v) registra as opinides pessoais das
pessoas.

» CY(G,F) = @, F(e) registra as opinides publicas das
pessoas.

» §:CY% — C! calcula a “diferenga de expressao” entre
pessoas, isto é, o quanto elas discordam publicamente.
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MAI1S CONSEQUENCIAS

» Lp: C% — C° calcula o quio longe uma opinido estd de
trazer harmonia dentro da vizinhanga.
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MAI1S CONSEQUENCIAS

» Lp: C% — C° calcula o quio longe uma opinido estd de
trazer harmonia dentro da vizinhanga.

» HY(G,F) é o espago em que todas as opinides chegaram ao
concenso (aparente).
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MAI1S CONSEQUENCIAS

» Lp: C% — C° calcula o quio longe uma opinido estd de
trazer harmonia dentro da vizinhanga.

» HY(G,F) é o espago em que todas as opinides chegaram ao
concenso (aparente).

» HY(G, A, F) computa opinides harménicas que se anulam
em A, isto é, pessoas em A que possuem fortes opinides
contrérias ao resto da comunidade.
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DirusAo DE FEIxe

O feixe Laplaciano
1. satisfaz Lr = 6§71 6;

2. gera um sistema dinamico por

Z—T = —alpx;a >0

onde x € C%(G, F) representa a distribuicdo das opinides.

Supondo tal dindmica, estudamos a evolugao das opinides em
redes sociais.
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TEOREMA

Solugdes x(t) de ‘;—’; = —alLpx convergem para a projecao
ortogonal de x(0) em H%(G; F), com t — oc.

Demonstragao

Utiliza argumentos de algebra linear, além do célculo de um
limite até encontrar que as solugdes convergem para a proje¢ao
ortonal de x(0) em kerLr = H°(G;F).
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CoONSEQUENCIA

Chegamos ao concenso aparente: ndo é consenso entre as
opinides das pessoas, mas entre opinides que as pessoas
expressam.
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ExemprLO

(1] -1

R —— R =— R

[HI I[1]

R R

(1] l |[1]

R ——— R =——— R

(1 [-1]

» 4 pessoas e um Unico assunto;

» O sinal negativo na transformagdo linear indica
divergéncia entre a opinido pessoal e a publica.
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AGENTES TEIMOSOS

Seja U um subconjunto de vértices de G que representa pessoas
que ndo mudam de opinido. Vamos considerar:

dx _ |—alpx, sex¢ Co(U,F);a >0
it )0 sex € CO(U,F)

Teorema
Toda condigdo inicial xy converge exponencialmente para a
extensdo harmonica de u = (xp)|y mais préxima de x

Observacao

x € C%(G, F) é uma extensdo harmonica de u € CO(U, F) se
xlu =ue (Lrx)y, =0 paratodov € V\ U.
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AGENTES TEIMOSOS

A presenga de algumas pessoas que ndo mudam de opinido
influencia a dindmica de opinido do todo.

Entdo podemos controlar a evolugdo da distribuicdo de opinido
ao intencionalmente adicionar agentes teimosos no sistema.
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:

CONTROLANDO OPINIOES

Seja U C V o grupo que ird influenciar um outro grupo
representado por Y C V. Suponha
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00000 00000 Q000000 0000000000080 000000
:

CONTROLANDO OPINIOES

Seja U C V o grupo que ird influenciar um outro grupo
representado por Y C V. Suponha
B:C%U,F) — C%G,F) mede a influéncia de U.
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CONTROLANDO OPINIOES

Seja U C V o grupo que ird influenciar um outro grupo
representado por Y C V. Suponha

B:C%U,F) — C%G,F) mede a influéncia de U.

C: CY%G,F) — CY,F) mostra a distribuicdo de opinido de Y.
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CONTROLANDO OPINIOES

Seja U C V o grupo que ird influenciar um outro grupo
representado por Y C V. Suponha
B:C%U,F) — C%G,F) mede a influéncia de U.
C: CY%G,F) — CY,F) mostra a distribuicdo de opinido de Y.
Parau € CO(U,F) ey € C°(Y,F) considere

dx

E:apr—i—Bu cy=Cx
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CONTROLANDO OPINIOES

Seja U C V o grupo que ird influenciar um outro grupo
representado por Y C V. Suponha

B:C%U,F) — C%G,F) mede a influéncia de U.

C: CY%G,F) — CY,F) mostra a distribuicdo de opinido de Y.
Parau € CO(U,F) ey € C°(Y,F) considere

%:apr—i—Bu cy=Cx

Se H(X,Y,F) = 0= H°X, U,F), B éaidentidade em C°(U, F)
e C é aidentidade em C°(Y, F) e é zero no complementar, entdo

o sistema pode apresentar uma dindmica estdvel induzida por
um controlador.
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APRENDENDO A MENTIR

Recorde que Fy<, : F(v) — F(e) é a expressdo de opinido.
Suponha que v possa observar a opinido publica de seus
vizinhos F,<.x, e modificar seus proprios mapas de restri¢do
Fy<e, isto é, modificar como expressa a prépria opinido.

Ao longo do tempo, v pode mudar a opinido ptblica com o
objetivo de alcangar um consenso:

d
al—},ge = —fB(FyaeXy — Fuggxu)xg, para algum 5 > 0
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APRENDENDO A MENTIR

Recorde que Fy<, : F(v) — F(e) é a expressdo de opinido.
Suponha que v possa observar a opinido publica de seus
vizinhos F,<.x, e modificar seus proprios mapas de restri¢do
Fy<e, isto é, modificar como expressa a prépria opinido.

Ao longo do tempo, v pode mudar a opinido ptblica com o
objetivo de alcangar um consenso:

d
al—},ge = —fB(FyaeXy — Fuggxu)xg, para algum 5 > 0

Teorema
Para uma solugdo F(t), o feixe F = F(0) converge para o feixe
mais préximo tal que x seja uma secdo global.
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0
= R *+—— R

0 o o
(1] (1] [-02] [0.8]
R R R

» Comecamos com um feixe em que cada uma das duas
pessoas expressa sua verdadeira opinido;

» Chegamos em uma situagdo de consenso pois a pessoa da
esquerda aprendeu a mentir.
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UNINDO OS SISTEMAS

Se quisermos supor que algumas pessoas sdo mentirosas, mas
as outras ndo entdo consideramos um sistema do tipo

dx T dde T T

— = —ad ox —— = —[30, XeX,

dt dt P0e Xexe
Teorema

Os pontos criticos desse sistema sdo Lyapunov estéveis.
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DINAMICA NAO-LINEAR

Dado um mapa continuo mas ndo necessariamente linear
¢e : F(e) = F(e) para cada e de G, combinando todos esses
mapas podemos definir

® : CY(G;F) — CY(G;F)
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DINAMICA NAO-LINEAR

Dado um mapa continuo mas ndo necessariamente linear
¢e : F(e) = F(e) para cada e de G, combinando todos esses
mapas podemos definir

® : CY(G;F) — CY(G;F)

E entdo formar um feixe Laplacinano nao linear LY = 5L ®5f e
considerar a equagdo

dx

E = —Ong)x
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DINAMICA NAO-LINEAR

Dado um mapa continuo mas ndo necessariamente linear
¢e : F(e) = F(e) para cada e de G, combinando todos esses
mapas podemos definir

® : CY(G;F) — CY(G;F)

E entdo formar um feixe Laplacinano nao linear LY = 5L ®5f e
considerar a equagdo

dx

dat
Essa ideia permite modelar a presenga de antagonistas e
situagdes em que apenas pessoas com opinides suficientemente
préximas se comunicam.

= —alfx
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TRABALHOS FUTUROS

» Conectar a teoria com dados reais.
» Explorar ambientes fortemente nao-lineares.
» Usar o mesmo principio para modelar outros problemas.

» Trocar Vect por outra categoria.
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