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SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

1. INTRODUCAO: REGRESSAO BINARIA
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A regressao Logistica tem sido o modelo mais usado mese2® binaria em diferentes

areas de interesse.

- Todo tipo de respostas (categoricas, discretas e cagjipodem ser transformadas em
respostas dicotomicas.

- E uma ferramenta poderosa, bastante desenvolvidasfgeptiva estatistica e com muitas
contribuicdes académicas e inUmeras aplicacoes.

- No entanto, existem evidéncias de situacbes em qumdtaestar mal especificada e os
dados podem estar mal ajustados.

- Assim, muitas propostas de modelos alternativos de ss&pe binaria foram

desenvolvidas, em especial considerando ligacOes assamsetri
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SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

Considere:y = (v1,v2,-..,Y»)" v.a. dependente com observagbesxy; = (x;1, ..., xin)
covariaveis, ¢ = (51, ..., 0i)' coeficientes de regressao.
Tambémy; = 1 com probabilidad®: ey; = 0 com probabilidaddl — p;.

Na modelagem de dados binarios assume-se que:
pi=F(n)=F(p), i=1,...,n,

em quef’(.) denota a funcdo de distribuicdo acumulada (f.e.7—! é chamada a funcao de
ligacdo em quen; = x5 é oi-ésimo preditor linear.

Na regressdo Logistica temos gF(.) = i) e queF(.) corresponde a f.d.a. da

— 14exp(2ip)

distribuicdo Logistica padrdo. Neste c£'~1(.) € chamada funcéo de ligacdo LOGIT.
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SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

QuandcF'(.) corresponde a f.d.a. da distribuicdo Normal padsio éF'(.) = @(m;b’), tem-se

a regressao probito e neste cF1(.) € chamada de funcéo de ligacdo PROBIT.

QuandaF(.) =1 — exp(—exp(z)) corresponde a f.d.a. da Gumbel, tem-se a regresszaate

extremo. Neste casF~!(.) é chamada de funcao de ligacdo LOG LOG COMPLEMERITA

QuandoF(.) = exp(—exp(—x)) corresponde a f.d.a. da Gumbel reversa, tem-se s&ségree

valor extremo reversa e neste c/~!(.) é chamada de funcéo de ligacdo LOGLOG.
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probability

linear predictor

Figura 1. Funcdes de ligacao em Regressao Binkagito e Probito sdo simétricas em torno de p=0.5
o preditor linear = 0, o que é diferente para Glgg Loglog.
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Em dados binarios:

- LigagOes simétricas (em torno p; = 0.5): Probito e Logito.

- LigacOes simétricas podem ser inadequadas e malifesgubars (Figura 2 e 3) (Collet,
2003).

- LigacOes assimétricas: Prentice (1976), Aranda-Oft3&1), Guerrero e Johnson (1982),
Stukel (1988), Czado e Santner (1992a,b), Nagl@e4)l Chen et al., (1999), Basu e
Mukhopadhyay (2000), Haro-Lopez, et al. (2000).

- LigacOes Probito assimétricas: Czado (1994), Chah €999) e Bazan et al. (2005).

Maiores detalhes em:
Bazan, J. L., Bolfarine, H. e Branco, D. M. (20Adyamework for skew-probit links in Binary

regressionCommunications in Statistics - Theory and Meth88s678-697.
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Power Logistic Model (lambda=4)
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Power Logistic Model (lambda=0.25)
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Figura 2. Distribuicdo de 1's e 0’s (n=81) em 1l0@0oatras simuladas considerando a ligacdo Powe
Logistica (PL) com o preditor linear fixo. Note gB& € mais adequado para altos e baixos valores c
proporcao observada.
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Figura 3. Viés na estimacao de coeficientes de wggeessao binaria simples com diferentes ligacoe:
guando a ligacéo Logito € usada como padrao (madal@specificado). Note que quando o tamanho d:
amostra se incrementa o viés decresce, no entaidi®d @ermanece importante.

Prof. Dr. Jorge Luis Bazan http://www.icmc.usp.br/pessoas/jlbazan/ Pagina 10



SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

2. MODELOS DE RESPOSTA DICOTOMICA NA TR

2.1 Definicao e Observacgoes

2.2 Casos particulares: O modelo TRI com ligacao Logito
2.3 Verossimilhanca na TRI

2.4 Formulacdes como modelo de regressao latente

2.5 Verossimilhanca aumentada do modelo TRI
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SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.
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Figure 4. Dados para a Teoria da Resposta ao itens: (101 até 118, individuos: 1 até n=978).
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SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

Os primeiros modelos da TRI se desenvolveram nas dédagaanos 40 e 50 do século
anterior e tem sido popularizados ao serem usados stesngs de avaliacdo educacional

Internacionais e nacionais.

No Brasil:
= Sistema Nacional de Avaliacdo do Ensino Basico — SAEB.

» Sistema de Avaliacao de Rendimento Escolar do Ese&@d Paulo — SARESP.
= ENEM.

No mundo:
LLECE, TIMS e PISA.
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- Andrade, D. F., Tavares, H. R. e Valle, R. C. (200@pria da Resposta ao ltem.
Conceitos e Aplicacbessociacao Brasileira de Estatistica: Sao Paulo.

- Klein, R. (2003).Utilizacao da Resposta ao Item no Sistema Nacionalvdéa&ao da
Educacdo Basica (SAEBENnsaio: Avaliacao e Politicas Publicas em EducaR&nde
Janeiro]11 (40), 283-296.

- Pasquali, L. (2007)Teoria de resposta ao item: teoria, procedimentos ecapbes
Brasilia: LabPAM/UnNB.

- Moreira, J. F. (2010). Aplicacdes da Teoria da Respastitem (TRI) no BrasiRev.
Bras. Biom, Sao Paula28(4), 137-170. Disponivel
http://jaguar.fcav.unesp.br/RME/fasciculos/v28/v28 A% Fernando.pdf

- Azevedo, C. e Gamerman, D. (200Miroducdo a Teoria de Resposta ao Item

Minicurso. | Conbratri.
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8 -1 Py 1,

¢ ltems;

Individuals i

Figura 5. Diagrama da Teoria da Resposta ao Iltem

e —— Variaveis manifestas,-—=  Variavaisntes.
e “Caixas” para individuos e itens (variavel latenfgaedmetros de item).
e Sob perspectiva bayesiana € possivel adicionar asisudistribucionais explicitas para os

parametros de iter); e para a variavel laterdz2

Prof. Dr. Jorge Luis Bazan http://www.icmc.usp.br/pessoas/jlbazan/ Pagina 15



SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

2.1 Definicdo e Observactes
Consideren individuos avaliados em um testeflgens. Um modelo TRI de dois parametros

binario e unidimensional € um sistema no qual pada @adividuo? existe um modelo de

variavel latente mondétono unidimensio(y,e;), definido pelas seguintes expressoes:

Yii|lui, mj ~ Bernoulli(p;;)
pi = P(Yi; = 1] 0i,1;) = F(my;)
mi; = a;(0; — bj),

i=1....n, j=1,...,1

em que:

e Y;; € a variavel manifesta a qual modela a respostaididarcada individuo responder

corretamente ou n&ao ao itejm
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SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

e 1; = (a;,b;) SA0 dois parametros que representam a discriminagabfieuldade do item,
respectivamente.

« ; € o valor da variavel ou traco latero2 do individuoi, em algumas situacbes a
habilidade do individun

e p; € a probabilidade condicional da®©; = 0..

e F € chamada a curva caracteristica do item (CClI) e

« m;; € 0 preditor linear latente relacionada com oatdatente do individun que responde

ao itemy.

Prof. Dr. Jorge Luis Bazan http://www.icmc.usp.br/pessoas/jlbazan/ Pagina 17



SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

Observacoes

O modelo TRI de 2 parametros:

Satisfaz a propriedade de independéncia condiclateite, isto €, para cada individuo
as respostaY;; a diferentes itens € condicionalmente independiada a variavel latente
0;

Satisfaz a propriedade de monotonicidade latentgupoé uma funcao estritamente nao
decrescente o9:.

E latente unidimensional.

F(m;;) € a mesma para cada cas-'(.) € chamada a funcéo de ligacéao.

Também, assume-se independéncia entre as respostsa@des individuos.

Os parametros de dificuldad,ze de discriminacaa; representam a posicao e inclinacao

do item, respectivaments;,é o valor proporcional a inclinacdo da CCI no poat
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SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

» Valores de:; < 0 ndo sao esperados. O espaco parameétrico para o pars;raarbitrario e
corresponde ao mesmo que o traco latente que eatengate na reta real.

o Qutra parametrizacao para preditor latenm;; = «;0; — b, a qual é preferida na inferéncia
bayesiana, pois facilita o tempo de convergénciapatacional. Quando € usada esta

parametrizacdo, o parametro prévio de dificuldambeser obtido fazenc%)
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SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

O primeiro modelo TRI binario foi introduzido pelmrd (1952) com uma CCI dado por
F(z)=®(z), em que® corresponde a f.d.a. da Normal padrdo. Este modelonkecido na
literatura psicométrica como o modelo de Ogiva Néronqual corresponde no contexto dos

modelos linerares generalizados a ligacdo probitade per denotada como moda®

6]3

Tambem, Birbaum (1968) propés uma CCI dada F(x) = L(x), em quel(r)={——

corresponde a f.d.a. da distribuicdo Logistica padrBia linguagem dos modelos lineares
generalizados corresponde a ligacdo Logito. Este lim@leonhecido como modelmgistico

e pode ser chamado modélo.
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2.2 Casos particulares: Os modelos TRI com ligacao Ldaqi
Os modelos TRI admitem diversas formulacoes, as quasndem basicamente de como a

CCI é considerada. Uma versao simples acontece gk, = 10
P(Yi; =1[0;.0;) = F(0; = b).

Este € chamado de modelo TRI de um parametro e guentigacdes Probito ou Logito sao

consideradas, denotamos como 0s modelos TRI 1P oliLTRéspectivamente.

Prof. Dr. Jorge Luis Bazan http://www.icmc.usp.br/pessoas/jlbazan/ Pagina 21



SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

Também pode ser considera a CCl dada por:
P(Yy; =11 wi,a;,bj,¢;) = ¢+ (1 = ¢;) F(a;(0; — b;)),

em que o parametre; € [0,1] representa a probabilidade do que um individuo ndmmo
traco latente responda apropriadamente aojtelsi € uma f.d.a.

Este é conhecido como modelo TRI de 3 parametra; =0eo modelo se reduz ao modelo de
2 parametros.

Quando as ligacoes Probito e Logito s&o consideradass tesmmodelos TRI 3P e TRI 3L,

respectivamente.
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Os modelos TRI com ligacéo Logito
Este modelo, chamado também modelo Logistico € olmathks usado na TRI.
A versao do modelo 3L estabelece que a probabilidhmleque o individuc: responda

corretamente o itemé dada por:

P(Yi; = 110;,a5,b;,¢;5) = ¢; + (1 — ¢j)

em gue usualmente é assump'=1 e outros autores considerar=17 para aproximar este

modelo para o modelo de Ogiva Normal. Os casos plamssusao:
1

- 1 4+ eDa;(0:i=b;)

1
1+ GD(Gi_bj)

° P(Y;j = 1‘(91',6Lj,bj> (Com C; = 0) €

o P(Yi; = 1|0;,0;) =

(come; =0y a; =1),

O modelo de um parametro é conhecido tambeém comodelo de Rasch. No entanto, esse

modelo tem uma outra justificativa (veja, por exempilscher e Molenaar, 1995).
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Curva Caracteristica do Item

1,0 4

0,8 -

0,6 - l/

0,4 -
C

0.2—1/ )
v

-5,0 -4,0 -3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

0,0

Probabilidade de resposta correta

Habilidade

Figura 5. CCl do modelo TRI de 3 parametros

* A CCI fornece a probabilidade de individuos de &anaoveis de traco latente respondererr
corretamente ao item.

« Condicionado ao traco latente, a probabilidade dandividuo responder corretamente ao
item sO depende do modelo adotado e dos parametresido

 Resume-se toda a informacéo com relacdo a desempemtivdiduo no teste el
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2.3 Verossimilhanca na TR
No modelo TRI de 2 parametros, a densidade conjastaesdpostas multivariade= v,.....v.y

, COMy; = (v.......v,y dado o vetor de variaveis laten&=......e,y € 0 vetor de parametros de

item »=q.....ny cONnsiderando a independéncia condicional, podessdtaecomo:

n k

Fyl0.n) = [T T FOma)s (1 — Fmg)) =

i=i j=1

Porem, sej®. =y 0s dados observados. A funcédo de verossimilhanca pamelo TRI de 2

parametros € dada por:

L(0, 0| Dops) = [ T T F(maj)?s (1 = F(mij))' =,

i=i j=1

em quel’(.) é a f.d.a. da Normal padréo ou Logistica padrao.
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2.4 Formulacdes como modelo de regresséao latente

Uma formulacao alternativa do modelo TRI de 2 patéms, inicialmente devido a Albert

(1992), € obtida assumindo:
o 1, Zij > O;
i\, z;<0.°

Zij = mj; + €, e, ~ F(p=0,0=1),
em que:

« F(.) pode ser a f.d.a. de uma distribuicdo simétrica carhmrmal ou Logistica padréo
em quel(s) =1— F(—s), Vs,

* Z;; € uma variavel latente auxiliar associada com a s¢ggmnariay;; a qual pode ser
vista como uma variavel manifesta indicadora de snari@avel latente é positiva ou nao.

[Py =116)=P(Zy;>0]6)=Ple > —mi; | 6) = 1-P e < —my; | 6;) = 1 F(—my;) = F(myy),

P(yij=0]0;)=P(Zi; <0]06;)=P(e;; < —myj | 0;) = F(—myj) =1 — F(myj). |
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Reescrevendo a formulacao de a variavel latentdiauxara o itenj temos:

Zi; = Boj + Bt +eij, e ~F(p=0,0=1),1=1,...,n
O qual corresponde a regressao da variavel lateateiad:Z;; em relagao a variavel laterfe
no itemy, em que:

e Jyj =—a; xb; € 0 Iintercepto que expressa a facilidade do itemdpegsr sua
discriminagéo, assim quan¢,; > 0 temos um item facil e no caso contrario um item
dificil.

(i =a; a discriminacdo, € vista agora como a inclinacdoreda regressora e €
dito coeficiente de regressao. Quall < a; < 1 a inclinagao corresponde até’45uma
mudanca no traco latente produz uma mesma da pkdhde de acerto, sa; > 1 a
Inclinacao corresponde até°d®a probabilidade de acerto aumenta.

* e;; € um erro aleatorio nesta regresséo distribuido dd@acom a funcao de ligacao.
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086
|

0.5
|

= |ogistic
= = Normal

probability

latent error

Figura 6. Erro latente da regressao entre a vaigemte auxiliar, subjacente a resposta corretihetn
(y=1) ou a resposta incorreta (y=0), e o tracolate
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2.5 Verossimilhanca aumentada do modelo TRI
Usando a nova formulacédo, a verossimilhanca aumertdansiderando a variavel latente

auxiliar Zij é:

S
~

L(0,n|D) = | ]| 1| f(Zij;mis, VI(Zij, yij),
i=1 j=1

em quef(.) corresponde a funcao de densidade da varidvetdademiliar (ou do erro latente)
e I(Z,vy:;) corresponde a fungao indicadora:
I(Zij, yij) = 1(Zij > 0) 1 (yij = 1) + I(Zy; < 0)1(yi; = 0).
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Os modelos TRI tradicionais binarios, sob perspe@apesiana, podem ser revisados em:
 Fox, J. -P. (2010)Bayesian Item Response Modeling: Theory and AppicatiNew
York: Springer.
e Bazan, J., Valdivieso, L. e Calderon, A. (20Enfoque bayesiano en modelos de Teori:
de Respuesta al ItenReporte de Investigacion. Serie B. Nro 25. Depaetdo de
Ciéncias. PUCP. Disponivel em:

http://argos.pucp.edu.pe/~jlbazan/download/Repoftpti

e Bazan, J., Calderdn, A. e Valdivieso, L. (200Modelos de Teoria de Respuesta al lterr
Bajo enfoque BayesianoMinicurso. XXVII COLOQUIO DE LA SOCIEDAD
MATEMATICA PERUANA. Agosto 10 al 14. Puno, Peiliisponivel em:

http://www.gquzlop-editoras.com/web_des/est01/Modelo®gie bayesiano_JB.pdf
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O modelo 1L (Rasch) pode ser revisado em:

 Bazan, J. (2007)Modelos de respuestas al item usando Winbugs para Pditame
Décimocuartas Jornadas en Estadistica e Informattt@UADOR 2007. Octubre 17 al
19. Guayaquil. Ecuador. Disponivel em:
http://www.icm.espol.edu.ec/jornadas/14/archivos/Dsap@s/BazanJorge/BazanJorge Mode
los de respuestas al item usando Winbugs para Psiconietr

O modelo de 2P parametros pode ser revisado em:

e Bazan, J. L., Bolfarine, H. e Leandro, A. R. (200&gnsitivity analysis of prior
specification for the probit-normal IRT model: anpantal study.Estadistica Journal of
The Inter-American Statistical Institute$, 17-42.

Disponivel emhttp://argos.pucp.edu.pe/~jlbazan/download/bazansstadpdf

O modelo de trés parametros pode ser revisado em:
 Sahu, S. K. (2002). Bayesian Estimation and Modeli€ggho Item Response Models.
Journal of Statistical Computation and Simulati@g, 217-232.
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3. NOVAS LIGA¢OES NOS MODELOS TRI DICOTOMICOS

3.1 O modelo de Ogiva Skew Normal da TRI pag 34
3.2 Os modelos LPE e RLPE da TR pag 37
3.3 Interpretacao do novo parametro de item pag 40
3.4 Aplicacdo do modelo LPE a uma prova de Profaa pag 53

em Matematica

3.5 Outros desenvolvimentos e futuros trabalhos pag 61
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— Nos modelos TRI tradicionais, sdao consideradas CCltsgag, este é o caso do modelo

Logistico e o modelo de Ogiva Normal.

— No entanto, como tem sido observado por SamejimaOf2@azan et al (2006) e
Bolfarine e Bazan (2010), CCIl assimétricas podem smrporadas considerando um
novo parametro de item que controla a forma daacurv

— Como acontece na regressao binaria, esta assimeteiegegsaria em situacdes em que ¢
observada respostas com baixas ou altas proporcoes e 4¢s.

— Apresentamos trés modelos TRI com assimetria nas CClteeoemie formulados.
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3.1 O modelo de Ogiva Skew Normal da TRI

Este modelo, denotado como modelo OSN, proposto ardrBet al (2006), assume que:
Yi;10i,m; ~ Bernouilli(p;;)

pi; =P =1]0;,n;) = Psy(mijid;),i=1...n, j=1,...,1

em que-1 <d, <1 é uma parametro de forms, o preditor linear latenteds, denota a f.d.a.

da distribuicdo Skew Normal (Azzalini, 1985) comdéaa de densidade:

dsn(z;d) = 20(2)D( z) em que¢ e d correspondem a densidade e a acumulada ¢

d
V1—d?

Normal padréo.
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Figura 7. CCI para diferentes valores do tracontat® e do erro latente da regressao entre a variave
latente, subjacente ao acerto (y=1) ou fracass0) (gle item, e a habilidade no modelo de Ogiva Skew-

Normal(e@ = 1,b = 0). Note que quandd =0 0 modelo 2P é obtido.
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Para maiores detalhes ver:

Bazan, J. L., Branco, D. M. e Bolfarine, H. (2008)skew item response mod&ayesian

Analysis 1, 861- 892. Disponivel em:
http://ba.stat.cmu.edu/journal/2006/vol01/issuefZam.pdf
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3.2. Os Modelos LPE e RLPE da TRI
O Modelo Logistico de Expoente Posit{®E) foi proposto por Samejima (2000). A reflexao
do modelo Logistico de Expoente Positivo ou LogistiedExpoente Positivo Reverso (RLPE)
foi formulado por Bolfarine e Bazan (2010). Esteslaios assumem que:

Yii|0i,n; ~ Bernouilli(p;;)

pij = PlYy; =110;, a; bj] = Fg,(mij), i=1...n, j=1,....1
em que-1<d; <1 € um parametro de fornmm,; o preditor linear latente Fs; e uma funcao
de distribuicdo acumulada indexada dor

| X .
Para LPEl), = L(mi;)" e para RLPE), = 1 — L(=m;)"V as guais corresponde as f.d.a.

Fi(mij) =1—(14emi)N g Fy(my) = (14 e ™)™ respectivamente comAj = 1—dj~, que

correspondem as funcdes de ligacao Scobit e Powéolog
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Veja detalhes em:

- Samejima, F. (2000). Logistic positive exponeamhily of models: Virtue of asymmetric item
characteristics curveBsychometrika65, 319-335.

- Bolfarine, H. e Bazan, J. L. (2007)Skewed Logit Item Response Mod&l$ APEM, Congreso
Latinoamericano de Probabilidad y Estadistica Matera, Lima-Peru.

- Bolfarine, H. e Bazan, J. L. (2010) Bayesiantaation of the Logistic Positive Exponent IRT model.
Journal of Educational Behavioral Statistj@&b, 693-713.
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3.3 Interpretacédo do novo parametro do item

Novo parametro de iteme assimetria do erro da regressao latente

O parametr«; nos modelos LPE, RLPE e OSN encontra-se associada fomma assimétrica
da curva CCIl ou de modo equivalente com a assimetmsiderada no erro latente da
regressao da variavel auxiliar latente a respeitdralm latente que € subjacente a respost

correta ou incorreta do item.
A Figura 9 mostra a medida de assimetria definidaApoold e Groeneveld (1995) em relacéo

ao valor do parametid) correspondente para os modelos LPE, RLPE e OSN.duetguando

o valor ded = 0, temos auséncia de assimetria.
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Nos modelos LPE e OSN:
 Quando o valod > 0 a CCI apresentam assimetria positiva e temos que rpgunsao
erro latente tem assimetria positiva. No caso confrd < O tem assimetria negativa.
Note também que para o modelo RLPE o efeito € sever
 Quando o valoid > 0 a CCI apresentam assimetria negativa e temos quarpguns o
erro latente tem assimetria negativa. No caso aomtd > O, 0 tem assimetria positiva.
Logo veremos que:
 Nos modelos LPE e OSN: positivos penalizam as probabilidades de acerto fibam
traco latente) ed negativos bonificam as probabilidades de acerto afjzarm traco
latente). No modelo RLPEZ negativos penalizam as probabilidades de acertofitemi

habilidades) « positivos bonificam as probabilidades de acerto (jpearaltraco latente).
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Figura 9. Assimetria como fungdo do parame«tnsos modelos LPE (distribuicdo Power Logito), RPLE
(distribuicao Power Logito Reversa) e OSN (distigho Skew-Normal)
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Probabilidade de acerto do item e parametro d
Nos modelos LPE e OSN, temos que:
* Quanto maiord; > 0 entao a probabilidade de acerto do item €& pemlizarespeito do
caso de auséncia de assimetria.
e Quanto maiotd; <0 entdao a probabilidade de acerto do item é boulifica respeito do
caso de auséncia de assimetria.
No modelo RLPE temos que:
 Quando maiow; <0 entao a probabilidade de acerto do item é pemaizarespeito do
caso de auséncia de assimetria.
 Quando maiok; > 0 entao a probabilidade de acerto do item é boulifica respeito do

caso de auséncia de assimetria.
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Figura 10. Probabilidade da resposta correta camoab do parametrd nos modelos LPE, RPLE e

OSN (a=1,b=0) para diferentes niveis de tracos latentes. O mo@&8N tem baixa penalidade
(bonificacdo para niveis extremos dos tracos lagnt
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Dificuldade e Parametro d
No modelo LPE (OSN) temos que:
 Quanto maiord; > 0 entao as curvas caracteristicas dos itens sao deslecaiasta e
embaixo a respeito do caso de auséncia de assimataatdmaiolr; < 0 entao as curvas
caracteristicas dos itens sao deslocadas a esquacttazea respeito do caso de ausénciz
de assimetria.
« Para uma mesma probabilidade (proporcao de acecm¥prmed cresce, corresponde a
um maior nivel de traco latente e, no caso contradnformed decresce, corresponde a
um menor nivel de traco latente. Maior bonificagdnaior penalidade nos tracos latentes

respectivamente.
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« Para um mesmo nivel de traco latente confodneresce, corresponde a uma menot
probabilidade (proporcdo de acertos) e no caso aumtr conforme d decresce
corresponde a uma maior probabilidade. Maior pemgdia e maior bonificacao nas
proporcoes de acerto, respectivamente.

* O parametro de dificuldade é preservado no modalvas caracteristicas de itens faceis

estdo a esquerda e curvas caracteristicas de iteressdestao a direita.
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Figura 11. CCI para trés valores do paréme'do no modelo LPE(@=1,b=0) para itens com
diferentes valores do parametro de dificuldade.
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Efeito reverso acontece no modelo RLPE:

 Quanto maiord; < 0 entdo as curvas caracteristicas dos itens sao destoaadireita e
embaixo a respeito do caso de auséncia de assimidEste caso, tem-se maior
bonificacdo do nivel de traco latente para uma raeproporcdo de acertos ou maior
penalizacao das proporcoes de acerto para um mesatl@aitraco latente.

« Quanto maiokK; > 0 entao as curvas caracteristicas dos itens sao desaadguerda e
acima a respeito do caso de auséncia de assimetria. ¢dsst, tem-se maior penalizacao
do nivel de traco latente para uma mesma propale&axrertos ou maior bonificacao das

proporcdes de acerto para um mesmo nivel de tadeoté.
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Figura 12. CCI para trés valores do parémd:rano modelo RLPEa = 1,b=0) para itens com
diferentes valores do parametro de dificuldade.
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Discriminacao e parametrod
No modelo LPE (OSN) temos que:

A probabilidade de acerto para uma habilidade m = 0) (ponto de inflexao da CCI).

Quanto maiow; > 0 entdo o ponto de inflexdo da CCI (probabilidadeckerto para uma

habilidade médi¥ = 0) € menor a respeito do caso de auséncia de assimetria.

Quanto maiok; < 0 entdo o ponto de inflexdo da CCI (probabilidadeacerto para uma

habilidade médio = 0) € maior a respeito do caso de auséncia de assimetria.

O parametro de discriminacdo € preservado no modelanclinacdo das curvas
caracteristicas de itens mais discriminativos €& maior qiee aqueles menos

discriminativos.
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Figura 13. CCI para trés valores do paramdtm) modelo LPEa = 1,b = 0) para itens com diferentes
valores do parametro de discriminacéao.
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Em resumo:

« O novo parametro tem a ver com a forma da CCI, mage com a dificuldade e a
discriminacao, e tem um efeito duplo.

* Quando positivo (negativo no RLPE), item mais complgrenaliza as probabilidades ou
bonifica os niveis do traco latente. Isto é ideal pandelagem de niveis baixos do traco
latente, jA que mudancas menores nesse intervaloresmmrdem a pequenas mudanca:
da probabilidade de acerto.

 Quando negativo (positivo RLPE), item menos compldamifica as probabilidades ou
penaliza os niveis do traco latente. Isto € idead pawdelagem de niveis altos do traco
latente, ja que mudancas menores nesse intervaloorsesmondem com pequenas

mudancas da probabilidade de acerto.
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3.4 Aplicacao do modelo LPE a uma prova de Profian€ia em Matematica

Consideramos os dados reportados por Bolfarine enBgf#0) que correspondem a uma
prova de 18 questdes de multipla escolha aplicadal al®nos da 42 série de escolas rurais

foi desenhada por uma unidade do Ministéerio de Ediacdo Peru.
O escore medio do teste € de 8.27 e o desvio padi&d.20.
Os indices de assimetria e curtosis sao, respectivanmraes, a -0.075 e -0.836.

O alfa de cronbach é de 0.83 e a média das propodgdacerto € 0.449.

Exemplos destes itens sao apresentados a seqguir:
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14. PINTA en 1= figura la fraccién que se indica:

3
. ﬂ
: /\/W\/
2. Fijate bien en estos nimeros:
14 89 700 302
25 106 41 99

Marca con un aspa (X) todos los nimeros MENORES QUE 100.

11.

Figura 14. Item 14, 2 e 11 para os dados de Matean@olfarine e Bazan, 2010).

Completa la suma:

300 +

= 350
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TABLE |

Results Comparing the Skewed Logistic IRT Models With Logistic IRT Models

Maodels o Dibar et DIC EAIC EBIC

Svmmetric 1L 992 172273 165481 1790646 192113 269209
logistic IRT 2L 1010 16,886 16,1043 176678 18H0 26,7555
models AL 1,028 17.021.1 163067 17533534 190771 27.066.5

Asymmetric LPE 1.028 168854 16,7283 170425 189414 26,9308

skewed logistic RLPE 1,028 168323 167087 169558 [BBEE3 26,877.6
IRT models

Neve, DIC = deviance information entenion; EAIC = expected Akaike’s information crtenon; EBIC =
expected Bayesian information criterion; IRT = item response theory; LPE = logistic positive exponent;
RLPE = reflection logistic positive exponent.

Considerando diferentes critérios de comparacao deelomydos modelos considerando CCI

assimeétricas tiveram melhor ajuste que o0s corresporsdem@delos simetricos.
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TABLE 2
ftem Paramerters for Alrernarive IRT Models for frem 14, frem 2, and frem 11 in Marh Data

Itein Paraimeters

Acceleration

Discrimination, Difficulty, Guessing, {deceleration),
ltems Models a i e A
Item 14 2L 1.003 —.358
3L |.06s —0.105 0,108
LPE 0934 1.214 2.087
ELFE 4.559 —1.603 0.208
Item 2 2L 1.2777 —(.453
3L [ 60T —(L.0ER 0165
LPE |. 768 (0,253 (5540
RELPE 1060 (L.380 2.107
Item 11 2L | E26 (.02
3L 2065 (0,220 0,067
LPE | .6E0 (.039 2,060
RLPE 2.070 (0.023 1.046

Note, IRT = item response theory; LPE = logistic positive exponent; ELPE = reflection logistic
positive exponent,

Mostramos as estimativas dos diferentes parametros pdra quadelos TRI. Note que aqui é

A~ d+1
apresentado o parametro de acelerr = 7.
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Figure 15: Box-Plots para os parametlodos 18 itens dos dados de Matematica sob o modeRER
(Bolfarine e Bazan, 2010).
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Item 14 Item 2 Item 11

1.0
1.0
1.0

0.8
0.8
1
0.8

0.4
0.4
0.4

probability of correct response
probability of correct response
probability of correct response

0.0
0.0
1
0.0

Figure 16: CCI para os itens 14, 2 e 11 sob os s, 2L, RLP e LPE para os dados de Matematice
(Bolfarine e Bazan, 2010).
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No item 14;

« Comparando as probabilidades de resposta correta doglawod, LPE e RLP
encontramos que o modelo RLPE apresenta menoreevglaray < —1.5 € maiores
probabilidades para valorg > —1.5.

« Embora facil, a resposta ao item ndo é direta e deveconsiderado complexo, pois
precisa que um aluno desenvolva passos sucessivos despsocEEguenciais (como
iIndicado pelo Samejima, 2000) para responder satisfatente o problema completo.

e Como o0 processo € simples e o item é facil, os alunbgedalizados em termos de
probabilidade de resposta correta a respeito do dasauséncia de assimetria para um
dado nivel de habilidade. Ou para um mesmo nivgbrdbabilidade (acertos) dado as
habilidades estimadas sdo melhores do que obtidas at@edpecaso de auséncia de

assimetria.
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» Corresponde a um caso limite e a uma CCI do tipcaige grau (heavyside) e foi obtida
porque o item tem uma grande discriminacao estinadad(559).

« Corresponde a uma CCI do tipo Guttman: para um bs#Ev@ de habilidadef < —1.5), a
probabilidade de passar o item €& praticamente zeapa miveis de habilidade
iIntermediarios, isto €-1.5 < # < 1.9), uma pequena mudanca na habilidade correspon
a uma grande mudanca na probabilidade de respoondetarnente o item. Finalmente
para altos niveis de habilida® > 1.9), a probabilidade de responder corretamente o itel

€ praticamente 1.
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3.5 Outros desenvolvimentos e futuros trabalhos

» Deteccao da assimetria e modelo de trés parametros:
- Santos, V. L. F.Teoria de Resposta ao Iltem: uma abordagem genadaidas Curvas Caracteristicas
dos Itens Rio de Janeiro: UFRJ/ IM - DME, 2009. OrientasiiDani Gamerman e Tufi Machado
Soares.

» QOutras ligacoes:
- Goldstein, H. (1980). Dimensionality, bias, indadence and measurement scale problems in |adnt tr
test score model8&ritish Journal of Mathematical and Statistical leRplogy 23, 234-246.

- Pinheiro, A. N. C.Modelos de resposta ao item com funcao e ligacassimétrica Sao Carlos:
UFSCar, 2007. Orientador Josemar Rodrigues.

- Pinheiro, A. e Rodrigues, J. (2006). Modelos eEposta ao item com funcao de ligacao t-assimetrice
Rev. Bras. BiomS&o Paulo26 (1) , 131-143.
http://jaguar.fcav.unesp.br/RME/fasciculos/v26/VM2@6/A8 Josemar.pdf
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- Azevedo, Caio L. N. e Migon, H. S. (201Bpayesian inference in an item response theory meilela
generalized student t link functiom: XI Brazilian Meeting on Bayesian StatistieBEB 2012, Amparo-
SP.

- Tavares H. R. e Serra, C. M. V. (200B)incao de resposta assimétrica em modelos de respostem
In: Escola de Modelos de Regressao, 2005, Sao Pedro

« Uso na construcdo de provas:

- Dodonov, Y. S. e Dodonova, Y. A. (2010). Assynteitem characteristics curve in item response
theory model construction and applicatid?rocedia Social and Behavioral Scienc®s1592-1595.

- Samejima, F. (2000). Logistic positive exponeamily of models: Virtue of asymmetric item
characteristics curveBsychometrika65, 319-335.

» Extensdes para a resposta ordinal.

- Molenaar, D. , Dolan C. V. de Boeck. P. (2012)e Heteroscedastic Graded Response Model with
Skewed Latent Trait: Testing Statistical and Sutista Hypotheses related to Skewed Item Category
FunctionsPsychometrika77, 455-478.
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» Extensoes para o0 caso de resposta policotomica.

« Extensoes para testlets.

 Inferéncia classica dos modelos apresentados.

e Estudo de diagnosticos dos modelos apresentados.

* Relacionamento deste parametro com DIF e o paramietagerto casual.

» Relacionamento com o modelo de Rasch.

* Novas propostas de CCIl assimétricas na TRI.

» Muitas aplicacoes.

 Interpretacdo do novo parametro em guestionariosedaciinica e em aplicacdes como

Marketing e analise politica.
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4.2 EspecificacOes das prioris
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Na Inferéncia Bayesiana (Carlin e Louis, 2000), oapatros de interesse sao assumido:
como variaveis aleatorias e precisa-se estabelecerdigtndbuicdo de probabilidade a
priori que reflete nosso conhecimento prévio de seyortamento.

Na modelagem da TRI, as prioris s&o discutidas em A{6B2), Rupp, Dey e Zumbo
(2004), Bazan, Bolfarine e Leandro (2006), Sahi022@ Fox (2010).

Combinando a funcdo de verossimilhnanca e a distribuacdriori, podemos obter a
distribuicao a posteriori dos parametros de interessandpuesta distribuicao nao tem
forma fechada ou conhecida, procedimentos MCMC posenusados para obter uma
amostra simulada da posteriori.

Usando uma programacao minima e formulando uma @strbterarquica do modelo e

possivel programar MCMC para a TRI.

Inferéncia Bayesiana da TRl usando MCMC é demorada rs@mero de parametros €

alto.
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» Inferéncia Bayesiana € facilitada com o uso de difeeemétodos MCMC programados

em varios pacotes como R e SAS, mas também no pAouBJGS e OpenBUGS.

 Para maiores detalhes a respeito do uso deste programaaa Inferéncia Bayesiana

sugerimos os livros: Congdon (2005), Congdon (20Mtgeufras (2009).

e Sintaxes no R (por exemplo, MCMC pack de Martinuen@, 2002) e Matlab (Johnson e
Albert, 1999, Sheng, 2008) sao tambéem disponiveisd® r
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4.1Verossimilhanca da TRI

De modo geral, a funcédo de verossimilhnanca do mddelale 3 parametros € dada por:
L(a,b,c,d.0,|y) = HH Fy, [a;0; — by ;1M {1 = Fy [a;0; — by ¢}

em que Fy [a;0, —bjic;] € a f.d.a. da distribuicdo assimétrica indexada mpeldmetrod;

associado com a ICC assimétrica.
Os modelos Logistico (ligacao Logito), Ogiva Normabdgtao Probito), LPE e RLPE

(ligacbes Power Logito e sua reversa) e seus castsufaes de 1 ou 2 parametros séo

escritos ndayesian Modelingonsiderando esta verséao de verossimilhanca.
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O modelo de Ogiva Skew Normal (de 1 e 2 parame&as)inico que considera uma versao
aumentada ou ampliada baseada na regresséo lateadlegaam mostrada nos modelos

simétricos. A verossimilhanca original é dada por:

n k
L(ea a, ba d|Dobs) — H H[(DSNOTLZ], d])]y“[l — (I)SN(mij; dj)]l_y”l?’.

i=i j=1
Mais usando a formulacéo de regressao latente:
1, Z5>0;
Y=o, 77 < 0.2 ~ N(=djvij +myj , 1 - d)  and Vi~ HN(0,1)

em gue HN corresponde a distribuicdo Normal Positiveialf Normal.
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Assim a verossimilhanca aumentada dD; = (z*, v,y) é dada por:

n k
L(0,a,b, d|Dy) o< [ [ ] (2 : —djvij+mij , 1=d3) (Vi 10, 1)1 (vi; > 0)plyi; | 275,

i=1 j=1

em que PWis | 25) = 1(z5 > 0)I(yy; = 1) + 1(2f; < 0)I(y; = 0)
Isto torna facil sua escrita em codigo BUGS.

Maiores detalhes sao dados em Bazan, Branco e Bol{afné).
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4.2 EspecificacOes das prioris

E um aspecto importante da andlise Bayesiana. E mmait® importante para tamanhos de
amostra pequenos. No presente trabalho consideramasbuli§tes a priori proprias
conhecidas com varianaigiande assim como prioris independentes (veja Nzooas).

Na literatura da TRI existe consenso com respeitopacdgacao da priori para o traco
latente:

0; ~ N(0,1) parai = 1,...,n,

No entanto, para os parameti;se b; dos itens tem sido propostas diferentes prioris (ve

Rupp et al., 2004).

Embora exista evidancia empirica da correlacdo dsisibdiicoes a posteriori desses
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parametros (Patz e Junker, 1999), € complicado especi priori esta estrutura de
dependéncia, porem sao preferidas prioris indeperslent®muns para cada parametro do:

itens incluindo o caso do novo paramedyo
n k
n(6.a.b,c.d) =[] ¢(6:) [ [ m1(a;)ma(b))ms(c)ma(d;).
i J

em ques(.) € a densidade da Normal padrér(.) ,m(.) m3(.) ms(.) s@0 as distribuicOes a priori

para 0s parametra;, b; ¢; ed; , respectivamente.
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Estrutura Hierarquica:

iglas by 03, % ~ Ber (Fy [a0: — by cj) )
6; ~ N(0,1)
a; ~ 1 (ftas Op)
bj ~ mo(f1p, 73)
c; ~ m3(r,s)

d; ~ my(m.n)
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Sugerimos a leitura de Bazan, Bolfarine e Leandf§® Bazan, Branco e Bolfarine
(2006); Bolfarine e Bazan (2010); Patz e Junker 91.98inharay (2004) e Fu, Tao e Shi

(2009) ao respeito da escolha das prioris.

Sugerimos, especialmente no caso de amostras peqoersasge:

- a; ~ HN(p4,02) com na =1 e 02=05 paras; e entdo é esperack(s;) =1.1126 e
V(a;) = 0.3747 com annN(.) a distribuicdo Normal Positiva.

- bj ~ N(u, 07) parab;, s =0 €02 —2, iSO €, E(b,) =0y V(b;) = 1

- ¢~ Beta(5,17) € entdo € esperar(c;) = 0.227, V(¢;) = 0.0076,

- d; ~ U(—1,1) € entdo é esperai(d;) =0, V(c;) = 0.33. Isto & usado atualmente para os modelo
Ogiva Skew Normal. Para os modelos LPE e RLPE podesae); ~ gamma(0.25,0.25) O que

implica quee(y) =1, v();) = 4, COMg(0.025) = 1055 x 107 € ¢(0.975) = 6.86647_
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4.3 Estimacéo Bayesiana usando MCMC

Considerando as versfes da verossimilhanca e a espEmfidas prioris pode-se programar
a estimacao Bayesiana com meétodos Markov Chain Maoartl® Gs quais facilitam de modo
simples a amostragem eficiente da distribuicao marganglosteriori dos parametros de
interesse.

Quando considerada a primeira versao de verossimilhamcalgoritmo tipo Metropolis
(Gilks e Wild, 1992) e programado WinBugs.

Quando considera a segunda versao de verossimilhnangdganimo tipo Gibbs pode ser
programado.

A seguir mostramos o caso do modelo de 2 parametragaeormal ou modelo 2P.
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Individuos |

Figure 17: Esquema da Inferéncia Bayesiana do mmddel dicotomico usando MCMC
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#2P MH TYPE
nodel {
for (i in 1:n) { for (j in 1:1) {
nfi,jl<-a[j]*thetali]-b[]]
pli,j] < phi(nfi,j])
y[i,j] ~ dbern(p[i,j])} '}
#abilities priors
for (i in 1:n) { theta[i]~dnorn(0,1) }
#itens priors
for (j in 1:1) {
# usual priors
#Bazan et al (2006)
b[j] ~ dnornm(0, 0.5)
al[j] ~ dnorm(1,2)I1(0,)
be[j] <- b[j]/a[j] }

Figure 18: Codigo Bugs da Inferéncia Bayesiana ddeto TRI dicotdmico usando Metrdpolis-Hasting
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# 2P nodel type G bbs
nodel {
for (i in1: n) {
for (j in1: 1) {
ni,j] < a[j]*thetali] - b[]]
z[i,]] ~dnornm(nfi,j], )1 (lo[y[i,j]+1],up[y[i, j]+1])
}
theta[j] ~ dnorm(0, 1)
}
# Priors
for (j in 1:1) {
b[j] ~ dnorn(0, 0.5)
al[j]~ dnorm(1,2)I(0,)
be[j] <- bl[j]/a[j] }
lo[1l] <- -50; lo[2] <- O; ## i.e., z| y=0 ~ N(m1)lI(-50,0)
up[ 1] <- O; up[2] <- 50; ##i.e., z| y=1 ~ N(m1)I(0, 50)
}

Figure 19: Codigo Bugs da Inferéncia Bayesiana ddeato TRI dicotdmico usando Gibbs Sampling
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4.4 Critérios de comparacao de modelos usando saidas MC

Existem uma variedade de metodologias para compmarajuste de modelos bayesianos
alternativos, no entanto o principal critério é evlance information criterion (DIC) proposta
por Spiegelhalter et al. (2002), e os Expected mé&bion criteria para Akaike (EAIC) e para

Schwarz ou Bayesian (EBIC) reportados em Bolfarindagan (2010). Estes critérios sao

baseados naosterior mean of the devian® [D(ayb,c,d,ﬁ)}, em que:
D(a,b,c,d,0) = —2in(p(yl|a,b,c,d,0) = —2ZlnP(Y;j = y;jla,b,c,d, ),
=1

A qual também é uma medida de ajuste que pode seximpda usando a saida MCMC

considerando:

G
1
Dbar = — ; D(a%,b?, ¢’ d? ¢%),
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em que o indicg representa g-ésima realizacao do total @erealizacdes e D é Bayesian
deviance
EAIC, EBICe DICpodem ser estimados usando a sM@MC considerando:

EAIC = Dbar + 2p,

EBIC = Dbar + plog N,

DIC = Dbar + pp = 2Dbar — Dhat,
em quep €0 numero de parametros no moden + 3k, por exemplo, nos modelos 3P ou,3L
N € onumero total de observactes ou respgaaseste caso correspondw = i x» € pp, € 0

effective number of parametgrsoposto por Spiegelhalter et al. (2002).

Dada a comparacdo de dois modelos alternativos, olongde ajusta melhor aos dados é

aquele com menor Dbar, DJEBIC e EAIC.
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EAIC e EBIC,2p e plogN sao fixos para penalizar a média a posteriori daadeei fato que

nao acontece no DIC.

Como nao existe consenso no uso do M€ja discussado em Spiegelhalter et al., 2002), 0 us

de mais de um critério € mais apropriado para fazengaracao de modelos

Prof. Dr. Jorge Luis Bazan http://www.icmc.usp.br/pessoas/jlbazan/ Pagina 80



SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

4.5 Uso de pacotes

« Sob perspectiva Bayesiana 0os modelos apresentados mmlemmplementados nos
pacotes WIinBUGS ou OpenBUGS. No R usando os pacotesnBRMS ou BRugs ou

no SAS com 0 proc mcmc.

» Algumas referéncias especificas do uso de WinBUGShad0:

— Bazan, J. L. (2012). Iltem Response Theory in WinBU@8g Bayesian Modeling
Software.Software Highlight in ISBA Bolletji9 (1), 8-10.

— Kim, J-S. e Bolt, D. M. (2007). Markov chain Mor@arlo estimation of item response
models.Educational Measurement: Issues and Practi& 38-51.

— Gonzalez, J. (2010). Bayesian methods in psychologesearch. The case of IRT.
International Journal of Psychological Resear8i{1), 164-176.

— Curtis, M. S. (2010). BUGS Code for Item Response mhedournal of Statistical
Software 36: Snippet 1. 1-34.
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e Bayesian Modelingg um pequeno pacote (Bazan, 2011), livre, que @etiataxis para a
Inferéncia bayesiana do tipo BUGS dos seguintes 14¢loed

Simetricos:

- Logisticos: 1L, 2L, 3L.

- Ogiva Normal: 1P, 2P, 3P.

Assimetricos:

- Logisticos de Expoente Positivo: LPE1, LPE2, LPES.

- Reverso do Logistico de Expoente Positivo: RLPERE2, RLPES3.

- Ogiva Skew Normal: 1SP, 2SP.

Para maiores detalhes ver:

- Bazan, J. (2011)Bayesian ModelingUser’'s Guide. Sciences Department. Pontificie

Universidad Catolica del Peru. Disponivel eing://www.icmc.usp.br/pessoas/jlbazan/softwarelhtm
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4.6 Tarefa

1. Implemente o modelo LPE para os dados do tediatlEmatica usando WinBUGS.

2. Proponha outras ligacOes alternativas. Use os grggna Bayesian Modeling para gerar
codigos dos modelos alternativos.

3. Considerando o critério DIC, gual modelo é o mp®priado para os dados?

4. Quais itens apresentam um parametro de penaki@miécativo? Interprete estes resultados
em termos da aplicacao.

5. Recentemente foi proposta uma ligacao usandomuada da distribuicdo Power Normal

(Bazan, Romeo e Rodrigues, 2014). Desenvolva ungoquira um modelo TRI considerando

esta nova ligacao.
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4.7 Adicional

A modo de comparacao, repligue os resultados usageguintes pacotes para a inferéncia
classica:

« Pacotes comerciais: IRTPRO, BILOG-MG, XCALIBRE
Maiores detalhes em http://www.ssicentral.com/irt/shitpssess.com/xcart/home.php?cat=22

» Pacotes no R: [tm, TAM, mirt, irtoys,
Maiores detalhes em http://cran.r-project.org/welwsi®sychometrics.nhtml

e Para outros modelos, ver os pacotes disponiveis em:
http://en.wikipedia.org/wiki/Psychometric_software

Observacao. Na aproximacao classica a estimacao € divida em éizpas. Na primeira,

chamada de calibracdo, sao estimados os parametrosedssei na segunda, chamada de
estimacéo, sdo estimadas as proficiéncias.
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5. EXTENSOES DOS MODELOS DA TRI
5.1 CONSIDERANDO TRACOS LATENTES ASSIMETRICOS pag 86

5.2 CONSIDERANDO RESPOSTAS POLITCMICAS pag 94
5.3 CONSIDERANDO VARIOS TRACOS LATENTES MEDIDOS péag 111
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5.1 CONSIDERANDO TRACOS LATENTES ASSIMETRICOS

« Grande evidéncia empirica de tracos latentes € nammgisicologia e em outras

areas.

» Varios trabalhos de teses de doutorado. Quatro tesgsudi@ado em Estatistica no
IME-USP: Bazan (2005), Matos (2008), Azevedo (20G8)Targino (2010),

envolvendo pesquisadores como Heleno Bolfarine, Md&canco e Dalton Andrade.
« Uso da distribuicdo Skew Normal como distribuicdo pamsa tracos latentes

considerando diferentes parametrizacdes da Skew N@damalini, Sahu, centrada).
 Enfases na inferéncia Bayesiana.

« Enfases no caso multidimensional.
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Uma area com pesquisa em andamento a nivel tedrico.

A programacéo dos modelos ndo encontra-se disporakeelg usuarios.

Alguns estudos de simulacao sao prometedores maiseisi@am poucas aplicacoes.

Esta faltando uma organizacdo dos trabalhos e podede/o de outro minicurso

com énfase em tracos latentes nao gaussianos.
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2004-2005

Bazan, J. L, Bolfarine, H. e Branco, D. M. (2004 new family of asymmetric models for item
response theory: A Skew-Normal IRT Familyfechnical report (RT-MAE-2004-17).
Department of Statistics. University of Sao Paulo.

Bazan, J. L. (2005)Jma familia de modelos de resposta ao item normal @&soa Teses de

Doutorado. Instituto de Matematica e Estatistica,.USP

0; ~ SN(p,0%,w), 1=1,....n
e~ N(0,1), 1/0% ~ Gamma(0.01,0.01), w~ U(-=1,1).
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* Modelo hierarquico para tracos latentes consideranmyparametros.
A mesma priori para os individuos: locacao, escébaneas comuns.
- E possivel estimar os tracos latentes a posteriori édéana escala e a forma da

populacéo de inviduos a posteriori.
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Figura 20: Tracgos latentes considerando a disg@muSkew-Normal de Azzalini.
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2007

- Azevedo, C. L. N. e Andrade, D. F. (200zatent trait estimation in nominal response modaient
trait asymmetry and hierarchical and empirical frawork IME-USP.

-Molenaar, D. (2007). Accounting for non-normality latent regression models using a cumulative
normal selection functioMeasurement and Research Department Regérés;nhem: Cito.

2008

- Sass, D. A., Schmitt, T. A. e Walker, C. M. (2D0OBstimating Non-Normal Latent Trait Distributions
within Item Response Theory Using True and Estichdtem Parameters.Applied Measurement in
Education,21, 65-88

- Matos, G. S. (2008Modelos multidimensionais da TRI com distribuicassimétricas para os tracos
latentes Tese de Doutorado, IME-USP, Sao Paulo-SP.

- Azevedo, C. L. N. (2008Modelos longitudinais de grupos multiplos multinguea Teoria da Resposta
ao Item: metodos de estimacao e selecao estrusolmlma perspectiva bayesiaia@se de Doutorado,
IME-USP, S&o Paulo-SP.

2010
- Broccoli S. e Cavrini G. (20107 Bayesian IRT model for mixed responses and skientlvariable
Scientific Meetings of SIS, 45th Scientific Meetiafithe Italian Statistical Societ.
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- Nojosa, T. R. (2010)nferéncia Bayesiana em Modelos Multidimensionaifésposta ao lterifiese

de Doutorado, IME-USP, Sao Paulo-SP.

- Molenaar, D., Dolan, C. e Verhelst, N. (2010¢sfing and modeling non-normality within the one
factor modelBritish Journal of Mathematical and Statistical lEaplogy,63, 293-317.

- Moleenar, D., Dolan, C., Wicherts, J. e van desh] H. (2010). Modeling Differentiation of Cogwdi
Abilities within the Higher-Order Factor Model ugitModerated Factor Analysikitelligence,38, 611—
624.

- Montenegro, A. (2010). Multidimensional Item Respe Theory Models where the Ability has a Latent
Linear Structure. Teses de Doutorado. Universidadidhal de Colombia.

2011-2014

- Azevedo, C. L. N., Bolfarine, H. e Andrade, D.(E011). Parameter recovery for a skew-normal IRT
model under a Bayesian approach: hierarchical fwarie prior and kernel sensitivity and sample size.
Journal of Statistical Computation and Simulati8@ (11), 1679-1699.

- Azevedo, C. L. N., Bolfarine, H. e Andrade, D.(#011). Bayesian inference for a skew-normal IRT
model under the centred parametrizat@omputational Statistics and Data Analy&s, 353-365.
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- Xu, X. e Jia, Y (2011). The Sensitivity of PardaereEstimates to the Latent Ability Distribution.
Research Report. ETS RR-11-40.

- Stingo, F. C., Stanghellini, E. e Capobianco(2011). On the estimation of a binary response mode

a selected populatiodournal of Statistical Planning and Inferendg 1, 3293-3303.

- Azevedo, C. L. N., Bolfarine, H. e Andrade, D.(E012). Parameter recovery for a skew-normal IRT
model under a Bayesian approach: hierarchical fwarie prior and kernel sensitivity and sample size.
Journal of Statistical Computation and Simulati88, 1679-1699.

- Santos, J. R. S., Azevedo, C. L. N. e Bolfarhe(2013). A multiple group item response theorydelo
with centered skew-normal latent trait distribuBonnder a Bayesian frameworkournal of Applied
Statistics 40, 2129-2149.

-Bazan, J. L., Branco, M. e Bolfarine, H. (2014 )dbsions of the Skew-Normal Ogive Item Response
Model. Brazilian Journal of Probability and Statistica8 (1), 1-23.
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5.2 CONSIDERANDO RESPOSTAS POLITOMICAS
« Muitos formatos de resposta de instrumentos de aval(as@alas, testes, inventarios,
guestionarios, checklist, etc.) contém mais de duadespde respostas igualmente
validas sendo denominados neste caso respostas paisdomic
e As respostas podem ser nominais ou ordinais, isto €, pagensimplesmente
respostas diferentes ou podem seguir uma ordem paemii@ghada como € o caso, por
exemplo, de escalas do tipo Likert variando de nemahumportancia a total

concordancia, nenhuma diferenciacao a total dil@aeao ou de total discordancia a

total concordancia.
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O uso destes modelos ainda € menor comparado com deupmcedimentos de
testes estatisticos classicos em que as escalas sdo assomiodastervalares, mas
gue na realidade sao ordinais.

» Se as respostas sao dicotomizadas podem ser usadosedssnidrl dicotbmicos, no
entanto, informacao a respeito das diferentes oplEessposta sdo perdidas.

» Estes models podem ser classificados de modo similar@aaapntece no caso dos
modelos Logisticos politdmicos definindo como passanrda categoria de resposta
(etapa) a outra (a acumulativa, a de crédito paea@acondicional).

A énfase atual € na inferéncia classica existindo ou@balhos na inferéncia
Bayesiana.

e« Uma area com pesquisa tanto pratica quanto te0Bg&s®EmM poucos programas para

Implementar estes modelos.
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Algumas dissertacoes que podemos citar s&o:

— Eduardo, V. F. (2014)Modelos da Teoria de Resposta ao ltem assimeétdeogrupos multiplos
para respostas politdbmicas nominais e ordinais saob enfoque bayesian@014. Mestrado em
Estatistica. Unicamp.

— Pereira, S. R. S. (2012 ontribuicdes ao estudo do modelo de resposta radmivtestrado em
Estatistica. Unicamp.

— Dos Santos, M. A. (2011Analise bayesiana da tri com resposta gradual. kéelst em Estatistica

Mestrado em Estatistica. USP.

— Vargas, E. G. T. (2013Modelos alternativos de respuesta graduada corcapiones en calidad de

servicios Maestria en Estadistica. Pontificia UniversidadoGca del Peru.

- Bazan J., Merino, M. H. e Mazzon, J. A. (201C)assificacdo de modelos de resposta ao iten

policotomicos com aplicacdo ao marketiRgvista Brasileira de Estatistica2, 7-39.
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Modelos de itens

a) |tem de resposta gradual

Exemplo 1.

ltem: Usar o mobile banking para fazer
transferéncias bancarias € uma boa
idéia.

Categorias de resposta:
a) Discorda muito
b) Discorda pouco

c) Nem concorda nem discorda
d) Concorda pouco

e) Concorda muito

Assume-se uma ordem estrita nas etapas do item. Egclaro avaliado precisa analisar todas

as categorias antes de escolher uma, e se, por exalepéscolhe a categoria “Nem concorda
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nem discorda” significa que ele ndo optou por nenhualas categorias prévias nem por
nenhuma das categorias seguintes; portanto, see es@ ser 3.

b) Item de resposta parcial

Exemplo 2.

Iltem: Escreva e explique trés atributos que
caracterizam o mobile banking para um
consumidor.

Categorias de resposta:

a) Nao escreveu nenhum
b) Escreveu um atributo
c) Escreveu dois atributos
d) Escreveu trés atributos

O avaliado constroi sua solucao independentementerdecer todas as etapas do problema.
E o avaliador que qualifica sua resposta de acocodo o critério definido nas categorias do

item, que neste caso pode ser de 0 a 3. O avaliadnri @ts escores dependendo se cada etay
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é apresentada na solucdo do avaliado. Para cadadatagmlucao presente, o avaliador atribu
um "crédito" ou escore igual a 1. Se o avaliadorer&mntra a etapa (falha), entao o avaliadc
fica com os "creditos acumulados"” ou o escore atapmgirévia. Observe que aqui o avaliadc
pode tentar todas as etapas, mas 0 escore que etguwerdepende de quantas etapas el
completa corretamente.

c) Item sequencial

Exemplo 4.

Item: Qualificag@o do uso pelo consumidor do
mobile banking.

Categorias de resposta:
a) Insuficiente

b) Regular

c) Boa

d) Excelente
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Assume-se uma ordem estrita nas etapas do item. Naloatem 4, semelhante ao item 1, as
etapas do problema sao conhecidas pelo avaliado leetaisemelhante ao item 3, é atribuido
um escore com o qual se consegue calcular a etagspondente.

E o avaliador que qualifica sua resposta de acordoaaritério definido nas categorias do
item que, neste caso, foi de 0 a 3. O avaliadoruatab escores dependendo se cada etapa
apresentada na solucao do avaliado. Observe querengidiedo item 3 em relac&o ao item 4 €
gue neste o0 avaliador nao precisa observar a soluGetdigas seguintes, pois claramente
essas nao estdo presentes. Se acontecer uma falha tapaa grocesso cessa e as etapa

seguintes n&ao sao consideradas.
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Modelos politdmicos

Tabela 2. Funcéo de resposta e logitos de passoutiea etapa de um item policotomico (com respostasdinais)

Funcdes de resposta d
uma etapa do item (FRE
(Hemker, 2001)

e

)

Logitos de passo de uma etapa do item
( Lix)
(van der Ark, 2001)

Acumulativo:r;

Acumulativo: ly=logito[r;]= |og[1_P"i+ j

ijk

De crédito parcial:—*

k-1 Fije

. . . P P.
De categorias adjacentes;jkl;loglto[P ; }mg[P"k
ijk =1 ijk ijk =1

|

Condicional: -

"
ijk -1

~ . ~ . p* p*
De razdo-continuagao ;,-l(_:logno{ i }:bg( i J
Pijk—l k-1 Pijk

+ +

2P

h=1

=1 em que

P é a probabilidade do individumptar pela categoriadasmno itemj e

Ri = P(Y 2 K = ; i é a correspondente probabilidade de atingir o gagsntre

categorias) dogw{-1) passos.

Prof. Dr. Jorge Luis Bazan http://www.icmc.usp.br/pessoas/jlbazan/

Pagina 101



SINAPE 2014. Minicurso Enfoque Bayesiano nos modedale Teoria da Resposta ao ltem.

a) Modelo generalizado de resposta gradual:

tObcloed T o (oot oo oHn @8
|Og|tO[Pijk]—|Og(l_ P”’,:J ajk(gi ka) —N 1+ exp[ajk @ - b, ):| T+ exﬂi—a]-k €-h j

parak=1,...m-1, ;i=1,....n e =1,...,l.

b,<h,<--<h,_, quandos, =a temos 0 modelo de resposta gradual (Samejima, 1969).

b) Modelo doblemente generalizado de Crédito plarcia

exp{gajI @-b )}

__ L= parak=1,..m ;i=1,...,1 e
;eXp{;an @ -h )}

Lij= '09“0{L}='09[:M =a,(4-8) = R=

k-1 T Fj

j=1,...,n, considerando-se por conveniéncia de notag&o.
Quandos, =a temos 0 modelo generalizado de credito parcial (Mut®92); quandae, =1

temos 0 modelo de Master, 1982).
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c) Modelo Sequencial (Tutz, 1990):

Liy= IOgitO{:‘f} Iog( Pi J =a,(q-b,) parak=1,...m-1; i=1,...n ej=1,...,|

ik -1 Puk = P|

_ k Pi+ k+1 P”r — Kk eXp[ajk (ei_b]k )} 1 k:1
u I:)ijr—l D ur -1 {u 1+ ex[{ajk (el _bjk ):l}{ expEa].kﬂ el - tﬁ<+l j} ! 7"'m-

considerando-se por conveniéncia de notacao:

mlP

__1 e |—l ijr E
r= ur -1 Pur

A partir destes trés tipos de modelos, diversos modeldgEydares podem ser obtidos como

discutidos em Bazan, Merino e Mazzon (2011).
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Modelo de resposta graduada

Y. 14.,& ~ categoricz( B ijg)
em gue as probabilidades de responder a categooidtdnn | € dada por:

1-P =1-F (n,) sik=1
P =P(Y = K8.G)=1 B~ B = Bl )~ Flew) s2< e
LS =

"

em queF. () é a funcdo de distribuicio acumulada da Logistica=e@-n,) € o preditor
latente con¥ =(an,.....b,,,) O vetor de parametros do itemaj € a discriminagéo ou inclinagéo e
b, € a posicao do passo k no item j.

As probabilidades acumuladas sao dadas por:

1

P @) =P(% 2 KE.&)= E(m )=
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# Modelo de resposta graduada usando probabilidemesuladas a direita (similar Itm e IRTPRO)
model {
for (iin1:n){

for (Jin1: D{y[i,j]~dcat(prob[i,}1: m])}

theta [i ] ~ dnorm (0.0, 1.0)
#cumulatives probabilities

for (jin 1: 1){

for (kin 1.m-1){Pmas]i,j,k] <- 1/(1+exp(-a[jtheta[i]+bl[j,k] )) }

PmasJi,j,m]<- 0}
#probabilities of categories

for (jin 1: 1)

for (kin 1: m-D){pJ[i, ], k] <-Pmas]i,j,k]-mas]i,j,k+1] }

probl[i,j,1]<-1-Pmasji,j,1]

for (kin 2: m) { prob[i,j,k] <- p[i,j,k-1] } }

}

#prioris to item parameters

for(jin1l:1){a[j] ~dnorm (1, 2)I1(0,)}
for(jin1:1){

for(kinl:(m-1)){ b.star[j,k]~dnor(0,0.5)
b[j,k]<- ranked(b.star [}, 1:(m-1) ], k)
bc[j,k]<-b[j,k}/a[j] }
1
Figura 21: Codigo BUGS para o modelo de Respostdugida.
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Aplicacdo do modelo de resposta graduada a uma eszae atitudes em Marketing

Para ilustracdo consideramos a escala lickert de @sgtaliscordo totalmente até 6 concorda
totalmente) que mede as atitudes frente ao mobiikilg de Puschel, Mazzon e Hernandez
(2010) a qual consta de 4 itens. Os dados correspoad33 nao usuarios de mobile banking,
mas gue possuem ao menos uma conta bancaria e sievigtular, obtidos de uma amostra
Intencional.

Atitudes frente ao mobile banking

1.Usar omobile bankingpara fazer transferéncias bancarias € uma boa ideia
2.Utilizar o mobile bankingg uma ideia inteligente

3.Gosto da ideia de utilizarmobile banking

4.E/Seria muito divertido utilizar mobile banking

Os testes foram aplicados em um processo de duas:giapesro responderam se concordan
ou nao com o item da escala e, em seguida, indicarasau grau de concordancia ou
discordancia.
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Tabela 4. ltens, estatisticas de itens e estimatszdos parametros dos itens usado o modelo GRM da TR

utilizar o mobile banking

, Desvio
Media Padrao
ltens dos dos bl b2 b3 b4 b5 a
escores
scores
1. Usar omobile banking
para fazer transferéncias 4.1 1.5 | -1.625-1.024/-0.553 0.188| 1.084|2.746
bancarias € uma boa ideja
2. Utilizar omobile banking |, - 13 | -2.154-1.746 -1.065 -0.269 0.671|3.042
€ uma ideia inteligente
3. Gosto da ideia de utilizar|o , 4 15 | -1.411-0.944 -0.565 0.210| 0.955|4.251
mobile banking
4. E/Seria muito divertido | 5 16 | -1.370-0.860 -0.163 0.708| 1.561|2.002

lj = parametro de concordancia no nivel j (dificuEladquando negativo expressa a facilidade
em concordar nesse nivel. Quando positivo, expressabral até onde é possivel concordar e o valo

expressa o grau da concordancia.

a = parametro de discriminacao, tuamis alto indica que o item é apropriado paeatificar

as atitudes.
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Considerando o modelo GRM da TRI foi obtida a dlflede e discriminacdo dos itens e a
funcao de informacé&o dos itens e da escala, a quadiq@iona a quantidade de informacéo em
cada ponto do traco latente como mostrado na Tdbela

Como as discriminacoes (a) sdo maiores de 2 em toddsngsconfirmamos a qualidade do
teste, ainda observamos que as dificuldades de pas®o asntcategorias de resposta Sac
negativas até o terceiro passo indicando que foivataente facil atingir o acordo de nivel 4.

O item 4 (E/Seria muito divertido utilizarmobilebanking é o menos discriminativo em
relacdo a atitude frente aadbile bankingAlem disso, apresenta uma maior dificuldade par:
concordar no nivel 5.

Considerando o sinal dos valores dos paramétrdentificou-se as “dificuldades” de passo
entre as categorias de resposta. Assim, no caso d@ i(gHilizar o mobile bankingé uma
ideia inteligente) é mais facil atingir a ultimaexgoria (concordancia total) do que nos outros
itens. O contrario acontece no item 4.
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Tarefa

1. Implemente o0 modelo de resposta graduada de S$aamnefira os dados do teste de Atitudes
frente ao Mobile Banking usando WinBUGS.

2. Proponha outras ligacdes alternativas para as lplidbdes acumuladas a direita. Por
exemplo, usando a ligacao Probito, Cloglog e Pdawgito.

3. Considerando o critério DIC, qual modelo é o mpi®priado para os dados?

4. Quais itens apresentam um parametro de penaktgu@cativo? Interprete estes resultados
em termos da aplicacao.

5. Recentemente foi proposta uma ligacao usandomuada da distribuicdo Power Normal

(Bazan, Romeo e Rodrigues, 2014). Desenvolva um aegqeiga um modelo TRI de resposta

graduada considerando esta nova ligacao.
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Adicional
A modo de comparacao, repligue os resultados usageguintes pacotes para a inferéncia
classica.

» Pacotes comerciais: IRTPRO, PARSCALE, MULTILOG
Maiores detalhes em http://www.ssicentral.com/irt/

« Pacotes no R: Itm e mirt
Maiores detalhes em http://cran.r-project.org/welwsi®sychometrics.html

e Para outros modelos, ver os pacotes disponiveis em:
http://en.wikipedia.org/wiki/Psychometric_software

Observacao.Na aproximacao classica a estimacao € divida em elagss. Na primeira,

chamada de calibracao, sdo estimados os parametrosedssei na segunda, chamada de
estimacéo, sdo estimadas as proficiéncias.
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5.3 CONSIDERANDO VARIOS TRACOS LATENTES MEDIDOS

« Comumente, as avaliacdes envolvem mais de um treggadasendo medido, seja em
formatos de resposta dicotomica ou politomica.

« Um item é dito multidimensional quando ele avaliasht®e uma proficiéncia. Caso
contrario, o item & unidimensional.

« Devemos distinguir entre uma avaliacdo multivariaga uma avaliacao
multidimensional. Na avaliacdo multivariada varioacos latentes sao medidos em
diferentes provas com diferentes itens e consequentemgntens avaliam um traco
s0. Na avaliacdao multidimensional, diferentes tractentas sao os responsaveis da

resposta observada no item.
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Modelo Unidimensional:

Modelo multivariado:
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Modelo Multidimensional tipo A (itens multidimensiosa unidimensionais)

1l [2] [8] [al_Us] [6] [z 18] 9]  rtem:[]

1 2 3 Dimensao: O

Modelo Multidimensional tipo B (itens multidimensiasia
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« O ENEM é multivariado pois sdo assumidas diferentesagrsudependentes, mas ao
mesmo tempo cada uma delas pode ser considerada proltmBmensionais desde
gue varias habilidades podem ser as responsaveis dastasspos itens. Por
exemplo, na prova de Matematica, exige mais de uofeci@ncia do aluno para que
ele responda corretamente a um item (multidimensioRalr exemplo, habilidade
matematica e habilidade de Compreensao e Leitutextiss.

« Modelos multidimensionais s&o interessantes mas apreseptablemas de
identificabilidade. Precisa-se informacao para defimumero de dimensdes além de
alocar os itens nas diferentes dimensoes.

A avaliacdo da dimensionalidade de um teste € por esanm um tema de alto
Interesse na psicometria. Diversas metodologias ca@mina serem propostas para

Isto.
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 Os modelos multidimensionais da TRI podem ser separadoduas classes: 0s
compensatorios e 0s nado compensatorios. Um modelo eaditpensatorio quando a
mesma probabilidade de acerto do item é mantidadgua diminuicao do valor de
um traco latente € compensada pelo aumento nodaloutro traco latente.

« Em modelos ndo compensatorios um examinado necessitmaleerta quantidade
de habilidade em cada dimensao avaliada para gogeatima probabilidade de
sucesso de um item.

 Muitos modelos compensatorios e ndo compensatori@nfa continuam sendo
propostos.

A énfase atual € na inferéncia classica, existindo gmu@balhos na inferéncia
bayesiana.

« E uma area com pesquisa tanto pratica quanto tebeasaexistem poucos programas

para implementar estes modelos.
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Algumas dissertacoes que podemos citar s&o:

— Matos, G. S. (2008)Modelos multidimensionais da TRI com distribuic@ssimétricas para os
tracos latentesTese de Doutorado, IME-USP, S&o Paulo-SP.

— Nojosa, R. T. (2001 Modelos multidimensionais para a Teoria da resp@statem Dissertacao
de Mestrado, DE-UFPE, Recife-PE.

— Fragoso T. d. M. (2010Modelos multidimensionais da Teoria da Respost#ean Dissertacéo de
mestrado, ICMC-USP, Sao Paulo-SP.

— Nojosa, R. T. (2011)Inferéncia Bayesiana em Modelos MultidimensionasRgsposta ao ltem

Doutorado em Estatistica. USP.

- Fragoso, T. M. e Curi, M. (2013). Improving peBgmetric assessment of the Beck Depressior

Inventory using Multidimensional Item Response TrigeBiometrical Journal55, 527-540.
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Modelo compensatério multidimensional com itens multignensionais dicotdmicos
Consideren individuos avaliados em um teste [igens. Um modelo TRI de dois parametros

binario multidimensional compensatorio € um sistemguad para cada individuoexiste um

modelo de variavel latente monodtono multidimensio(Y,®;), definido pelas seguintes

expressoes:
Yiilui, n; ~ Bernoulli(p;;)
pij = P(Yi; = 1| 6;,m;) = F(my;)
d
mij = (],3107/ — bj = ajk<9ki — djk))
k=1
t=1...,n, g=1,...,1
em que:

« Y;; € a variavel manifesta a qual modela a respostaididarcada individuo responder

corretamente ou n&o ao ite/m
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o 1; =(aj1,...,a;5,b;) O vetor relacionado ao parametro de discriminacéoiteim ; e o
parametro relacionado a dificuldade do itamspectivamente.

e 0; € o vetor ou traco latente multidimensio®.ldo individuo:, p;; € a probabilidade
condicional dada®; = 6;.

« F € uma funcdo de distribuicdo acumulada. Quandzartibs a distribuicdo Logistica
temos o modelo logistico multidimensional de doos pand@®s. E possivel estender o
modelo para incluir um parametro de adivinacaa ® teodelo multidimensional de trés
parametros.

o "ij & o preditor linear latente relacionada com ooatrétente multidimensional do
individuo® que responde ao ite/n

* Quando desenhamos a probabilidade como funcao @os tetentes avaliados obtemos a

Superficie caracteristica para um item (SCI).
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Figura 22: Superficie caracteristica de um ltemrdanodelo logistico de trés parametros com duas
dimensbes
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Sao propostos alguns indices resumos para itens multisionais:

MDIFICM; = y5=5 que é o parametro de dificuldade resumo.

MDISCM; = (Y4, a%)"* que é o correspondente parametro de discrimin@siono.
. N at = a4 L
Fragoso e Curi (2013) propdéem use’s — MDISCM; O qual permite interpretar os

parametros de discriminacdo como um numero entrd @Qrédlogo as cargas fatoriais de um
Analise fatorial.

Modelos politbmicos multidimensionais sao possiveis. Roemplo os modelos
multidimensionais de credito parcial generalizade eedposta graduada.

Maiores detalhes em:

Reckase MD (2009Multidimensional Item Response Thedspringer-Verlag, New York.
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Os programas em que sao implementados alguns nsoblelanultidimensionais:

Martin A. D., Quinn, K. M. e Park, J. H. (2011). MCpack: Markov Chain Monte Carlo in R.

Journal of Statistical Softward2 (9), 1-21. URL http://www.jstatsoft.org/v42/i09/

* Sheng, Y. (2010). Bayesian Estimation of MIRT Ma&deith General and Specifc Latent Traits
in MATLAB . Journal of Statistical Softwar&4 (3), 1-27. URL
http://www.jstatsoft.org/v34/i03/

 Yao, L. (2003).BMIRT: Bayesian multivariate item response thedGomputer software]
Monterey, CA: Defense Manpower Data Ceneter.

e Simon, J. (2012).pscl: Classes and Methods for R Developed in théti¢d Science

Computational Laboratory, Stanford Universitipepartment of Political Science, Stanford

University. Stanford, California. R package versio04.4. URLNttp://pscl.stanford.edu/
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#Modelo de Bidimensional Logistico de dois paraosetr
model{
for(iinl:n){
forGinl:I1){
logit(pl[i,j]) <- al[j]*thetal| i ]+a2[j]*thetai] - b[j ]
yli,J] ~ db}em( pli, 11) }
#prioris para os parametros de item e medidasada
for (jin 1:1) {
b[j] ~ dnorm(0, 1)
al[j] ~ dinorm(1, 2)
a2[j] ~ dlnorm(1, 2)
mdific[j] <- b[j}/mdisc][j]
alquad[j] <- pow(all[j],2); a2quad[j] <- pow(alZ®)
mdisc]j] <- pow(alquad[j] + a2quddli/2)
alstar[j] <- al[j/mdisc[j]; aZ2sfi<- a2[j}/mdisc[j]
}
#prioris para os tracos latentes
for (iin 1:n) {
thetal[i] ~ dnorm(0,1)
theta2[i] ~ dnorm(0,1) }
}

Figura 23: Codigo BUGS para um modelo logisticaldis parametros com duas dimensoes
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Aplicacdo da TRI a uminventario de depressdo em Psiquiatria

Para ilustracdo consideramos um inventario de depress8eck (BDI) o qual consta de 21
itens. Os dados correspondem a 1111 universitariosam foedidos pelo professor Chei-Tung
Teng, do Departamento de Psiquiatria do Hospital @ascas (HCFMUSP, Hospital das
Clinicas da Faculdade de Medicina da USP) e pefagsora Mriana Curi.

As questoes do BDI abrangem diversos aspectos da vishaigiauo possivelmente afetados
pela presenca de depressao, as quais sao respondidas;amda uma escala de intensidade
de O (Baixa intensidade) a 3 (Alta intensidade) regfle a0 quanto a depresséo afeta

invididuo na atividade em questao.
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Exemplos de itens do inventario de depresséo de Beck

http://www.hcnet.usp.br/ipg/revista/vol26/vol25/né&pae255b.htm

Sentimento de fracasso

item 3.0 Nao me sinto um fracasso.
1 Acho que fracassei mais do que uma pessoa comum.
2 Quando olho para tras, na minha vida, tudoeoppsso ver € um monte de fracassos.

3 Acho que, como pessoa, sou um completo fracasso

Fatigabilidade

item 17.0 N&o fico mais cansado que de habito.
1 Fico cansado com mais facilidade do que nusia.
2 Sinto-me cansado ao fazer quase qualquer. coisa

3 Estou cansado demais para fazer qualguer coisa.
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Os dados foram dicotomizados adotando-se um valor(ffaddsso) para respostas iguais a C
ou faltantes e 1 (sucesso) para respostas de vaaul3.
Para uma analise diferente usando o modelo de ragpastuada unidimensional ver:
e Castro, S. M. J., Trentini, C. e Riboldi, J. (201®oiia da resposta ao item aplicada ac
inventario de depresséo de BeRkyvista Brasileira de Epidemiologia3, 487-501.
Para uma analise usando o modelo Logistico de tramp#énos ver:
o Curi M. (2006).Analise de questionarios com itens constrangeddese de doutorado.
Sao Paulo: Instituto de Matematica e Estatistica da US
Analise classica:
» Gorenstein, C., Andrade, L., Vieira Filho, A. H.,Gung, C. T. e Artes, R. (1999). Psychometric

properties of the Portuguese version of the begkedsion inventory on brazilian college students.
Journal of Clinical Psychologyp5, 553-562.
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Item Descricao al a2 b mdific mdisc al* a2*
BDI1 Tristeza 0.84 1.15 -0.75 -0.53 1.43 0.59 0.8
BDI2 Preocupacdo pelo Futuro 1.16 1.09 0.72 0.45 1.6 0.73 0.68
BDI3 Fracasso 1 2.63 1.55 0.55 2.82 0.36 0.93
BDI4 Auséncia do Prazer 1.68 1.06 -0.09 -0.04 1.99 0.84 0.53
BDI5 Culpa 0.69 2.6 1.46 0.54 2.69 0.26 0.96
BDI6 Preocupacdo pela Punigdo 0.44 1.47 0.9 0.59 1.54 0.29 0.95
BDI7 Decepgdo 0.69 3.01 -0.49 -0.16 3.1 0.23 0.97
BDI8 Inferioridade 0.43 1.52 -0.84 -0.54 1.58 0.27 0.96
BDI9 Suicidio 1.22 1.22 2.51 1.46 1.73 0.7 0.7
BDI10 Choro 1.02 0.83 1.14 0.87 1.32 0.77 0.63
BDI11 Irritagdo 1.13 0.59 -0.06 -0.05 1.28 0.88 0.46
BDI12 Perda do Interesse 1.37 0.68 0.74 0.49 1.53 0.89 0.45
BDI13 Dificuldade nas Decisdes 1.26 1 0.63 0.39 1.61 0.78 0.62
BDI14 Aparéncia ndo atrativa 0.75 0.68 0.72 0.71 1.02 0.74 0.67
BDI15 Dificuldade para Trabalhar 1.32 1.15 0.16 0.09 1.75 0.75 0.66
BDI16 Falta de Sono 1.13 0.43 -0.01 -0.01 1.21 0.93 0.36
BDI17 Cansago 1.35 0.59 -0.56 -0.39 1.47 0.91 0.4
BDI18 Auséncia de Apetite 0.81 0.5 1.11 1.16 0.96 0.84 0.53
BDI19 Perda de Peso 0.69 0.29 2.35 3.19 0.75 0.91 0.39
BDI20 Preocupacdo pelo aspecto Fisico 0.66 0.58 0.82 0.93 0.89 0.74 0.66
BDI21 Perdida de interesse no Sexo 0.84 0.44 1.29 1.38 0.95 0.88 0.46
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Considerando a discriminacédo, encontramos que os fiaténe 7 s&o menos discriminativos
em uma dimensao, enquanto que os sintomas 11, 16,81719]1 20 e 21 s&o menos
discriminativos na segunda dimensao. No caso dos omms eles se associam a ambas
dimensoes.

Em geral, considerando a medida resumo de discridmags sintomas 3, 5 e 7 (fracasso,
culpa e decepcéo) sao os sintomas mais discriminativos.

Adicionalmente os sintomas 1, 4, 7,9,11, 16 e 17 s&mtomas inicialmente mais faceis de
identificar (menos severos) e pelo contrario os sinsodna 19 (de suicidio e perdida de peso)
sao mais dificeis de identificar (mais graves)

Considerando as medidas al* e a2* podemos identificaintomas que caracterizam a cada
dimensao. Notamos sintomas que estdo em ambas dimensdasimas sintomas que sao
proprios de cada dimensao.

Maiores detalhes em:

Fragoso, T. M. e Curi, M. (2013). Improving psychamneeassessment of the Beck Depression
Inventory using Multidimensional Item Response TheBrymetrical Journal55, 527-540.
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Tarefa

1. Implemente 0 modelo multidimensional Logistico tcks parametros para os dados dc
iInventario de Beck usando WinBUGS.

2. Compare seus resultados com os obtidos usando @#ooges usando a aproximacao
Bayesiana.

3. Proponha outras ligacOes alternativas. Por exempbkindo a ligacao Probito, Cloglog e
Power Logito.

4. Considerando o critério DIC, qual modelo é o ragi®priado para os dados?

5. Quais itens apresentam um parametro de penaktguiBcativo? Interprete estes resultados
em termos da aplicacao.

6. Recentemente foi proposto uma ligacao usandoraudada da distribuicao Power Normal

(Bazan, Romeo e Rodrigues, 2014). Desenvolva um a@ogigra um modelo TRI

multidimensional considerando esta nova ligacéo.
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Adicional

A modo de comparacao, repligue os resultados usageguintes pacotes para a inferéncia
classica:

» Pacotes comerciais: IRTPRO, TESTFACT
Maiores detalhes em http://www.ssicentral.com/irt/

« Pacotes no R: Itm, TAM, mirt e mcIRT
Maiores detalhes em http://cran.r-project.org/welwsi®sychometrics.nhtml

e Para outros modelos, ver os pacotes disponiveis em:
http://en.wikipedia.org/wiki/Psychometric_software

Observacao.Na aproximacao classica a estimacao € divida em elapss. Na primeira,

chamada de calibracao, sdo estimados os parametrosedssei na segunda, chamada de
estimacéo, sdo estimadas as proficiéncias.
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6. COMENTARIOS FINAIS
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Foram apresentados os principais modelos da TRI para dicotbmicos e politdmicos
unidimensionais assim como 0 modelo dicotomico multdisnonal.

A énfase foi a estimacao Bayesiana usando MCMC a atahae simultaneamente
parametros de itens e proficiéncias.

Foram apresentados trés exemplos em diferentes aogtexna prova de Matematica em
estudantes de escolas de ensino fundamental, uma dscaltudes frente ao mobile
banking em nao usuarios do servico, e um invengiara medir a depressao aplicado err
estudantes universitarios. A ideia foi mostrar a angditde usos dos modelos da TRI
assim como as diferentes interpretacdoes de seus parametros

Em todos os casos, codigos BUGS, bases de dados e codigdsandisponibilizados
junto ao site do autonhttp://www.icmc.usp.br/pessoas/jlbazan/
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A interface entre R e codigos bugs poder ser reaszadsando R2WinBUGS,
R20penbugs, Rjags e rbugs. Nosso resultados foramosbtdm R2WIinBUGS
usandoWinBUGS.

« Recomendamos a leitura do Manual do programa Bayk®deling.

Bazan. J. (2011). Bayesian Modeling User Manualiwiwé. Departamento de Ciéncias.
PUCP.Download manual pdf

 Recomendamos alguns tutoriais, disponiveis em:
http://www.icmc.usp.br/pessoas/jlbazan/software.html

« Recomendamos fazer estudos de simulacao na TRI.

Para gerar diferentes modelos de TRI, recomendansesiaaver seus proprios codigos ou
usar WinGen disponivel ehttp://www.umass.edu/remp/software/simcata/wingen/homei-
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