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Capitulo 1
Introducgao

A matematica é o maior problema educacional do Brasil,
provavelmente também em muitos paises. Noticia do inicio de
2017 indicava que apenas 7,3% dos alunos terminavam o nosso
ensino médio com um ‘aprendizado adequado’ de matematica;
considerando apenas escolas publicas, essa propor¢do cai para
3,6% (v. ref. Agéncia Brasil). Isso é uma tragédia, pois a
matemadtica estd frequentemente presente no dia a dia. Por
exemplo, é comum o uso de fragdes, porcentagens e medidas.

Mas hd outras razdes que fazem a matematica ser muito
importante. Ela educa um pensamento claro, légico e coerente. O
raciocinio matematico exige que se pense com absoluta clareza, e
se saiba encadear logicamente argumentos, de modo que cada
um seja exatamente uma consequéncia ou complemento do
anterior. Alids, exatiddo so existe na matematica; na fisica
experimental e outras dreas tem-se somente precisao, pois tudo o
que nelas é resultado de medidas é uma aproximacdo. A
matemadtica exige, também, que se a pratigue em plena
consciéncia: experimente-se fazer a mdao uma soma armada, com
varios algarismos, pensando em outras coisas que ndo a soma em
si: o resultado certamente serda errado. Assim, o exercicio da
matemadtica exige e treina a concentracdo mental. Além disso, o
objetivo de um raciocinio matematico tem que ser também muito
claro: sabe-se onde se quer chegar, por exemplo, provar alguma
afirmacdo, como veremos em varios trechos deste livro. Assim,
um bom raciocinio matematico ajuda a pensar mais claramente,
sendo um beneficio constante em toda a vida jovem e adulta.
Além disso, como tentei mostrar no meu livro A matemdtica pode
ser interessante... e linda! [Setzer 2020], dependendo de como é
apresentada, a matematica pode ajudar a desenvolver um senso
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estético e a admirar e mesmo venerar a natureza. Nesse ultimo
caso, ela ajuda a se reconhecer relagdes e formas matematicas
nas plantas, animais e até mesmo nos seres humanos, podendo
levar a uma atitude de reveréncia com relacdo a eles, pois essas
relacdes revelam uma profunda sabedoria.

A rejeicdo da matemadtica parece ser muito comum, n3ao apenas
entre estudantes. Creio que isso é devido ao fato de ela ser
ensinada no ensino basico de uma maneira muito abstrata,
raramente com alguma conexdo com o mundo real e pratico, e
sem que os alunos possam se identificar com ela, ja que sao
tratados como cabegas ambulantes, sem corag¢do. Além disso,
geralmente ndo se leva em conta a maturidade dos alunos em
termos de capacidade de abstracdo e pensamento formal. No
meu livro anterior e neste, procuro mostrar que a matematica
pode ser fascinante e interessante. Ambos foram inspirados em
muitas palestras que dei para alunos de ensino médio e superior,
para professores e publico em geral, com bastante sucesso (v.
refs.). Como as palestras parecem ter interessado muito os
participantes pelos assuntos abordados, resolvi escrever o livro
anterior e este. Assim, eles tiveram como inteng¢do primordial
entusiasmar estudantes e o publico em geral pela matematica.

Como no livro anterior, este aborda tdpicos que ndo sdo
ensinados no ensino médio e em cursos superiores que ndo sejam
de matematica. Mesmo nesses ultimos, ndo ha um tratamento
uniforme dos assuntos como foram abordados aqui. Pelo fato de
que o infinito em geral ndo é estudado, espero que serdao
mostrados aspectos surpreendentes dele.

A palavra ‘surpreendente’ no titulo é devida ao fato de que o
tratamento matematico do infinito leva a conclusdes contrarias as
que o pensamento usual levaria. Espero que essa surpresa atraia
as/os leitoras/es e aguce sua curiosidade, e que possa servir para
desenvolverem seu raciocinio matemadtico e o interesse pela
matematica.
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Pela sua simplicidade, os temas aqui abordados podem ser
compreendidos sem conhecimentos de tdopicos de matematica um
pouco mais avancados, a menos de alguns casos mais complexos,
que foram separados no fim de dois dos capitulos, em secbes de
‘Formalismos matemadticos’. Essas secbes podem ser deixadas de
lado por leitoras/es ndo interessadas/os nesses detalhes, sem
prejuizo do restante.

O livro comega com tépicos de geometria, pois ela tem sido
relativamente negligenciada no ensino. Quando fui estudante do
ensino basico, tinhamos sete anos obrigatérios de geometria, que
considero terem sido fundamentais para minha formacdo
intelectual. Infelizmente, certas correntes da matematica
comegaram a dar importancia apenas a algebra, em detrimento
da geometria. Esta também se presta ao desenvolvimento do
raciocinio matematico, usando algo ausente na algebra: a
imaginacao pictérica. A algebra ndo leva a um senso estético, pois
usa simbolos formais, abstratos, que ndo despertam sentimentos,
a ndo ser, para muita gente, de enfado e talvez de rejeicdao. Mas
com a geometria podem-se fazer desenhos bonitos, como eu ja
tinha mostrado fartamente no outro livro. Veremos neste, como
ela leva inclusive a obras de arte.

Houve outro motivo para escrever este livro. Eu quis mostrar que
é possivel usar um pensamento que abandona o usual, que é
baseado na experiéncia sensorial do mundo fisico, passando-se a
um universo de ideias no qual essa experiéncia ndo se aplica. Esse
tipo diferente de pensamento nos coloca em contato direto,
consciente, com o mundo platénico das ideias. Qualquer pessoa
estd em contato permanente com ele quando vé algum objeto e
imediatamente, inconscientemente, com o pensamento, atinge o
conceito do objeto, associando-o as caracteristicas de todos os
objetos de mesma categoria. Com as consideracGes sobre o
infinito como sdo aqui apresentadas, pode-se trabalhar
diretamente e conscientemente com conceitos que claramente
ndo tém nada em comum com o mundo fisico. Pelo contrario,
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contradizem as intuicbes que se tém baseadas nas percepcdes
sensoriais.

Ha varias outras dreas da matematica que nao correspondem as
experiéncias que se tém do mundo fisico. Esse é o caso, por
exemplo, das geometrias ndo euclidianas (por exemplo, uma
geometria cujos desenhos se ddo sobre uma esfera), e os espacos
de mais de trés dimensdes. Como serd mostrado aqui, também o
infinito na matemadtica leva a pensamentos que transcendem o
mundo fisico de uma maneira relativamente simples e que pode
ser imaginada — desde que se estenda as imaginagoes.

Creio ser fundamental que se reconhega que estamos destruindo
a natureza e a humanidade, esta Ultima também
psicologicamente. Para reverter esse processo, & necessario
mudar a maneira de pensar, a mentalidade. Para lidar com o
infinito na matematica, é necessario mudar a maneira de pensar,
de modo que, espero, este livro tenha tido essa serventia. Pelo
menos tento mostrar que é possivel exercer um pensamento
independente da nossa experiéncia do mundo fisico.

Outro motivo para a escrita deste livro é prover material
interessante para professores de ensino médio abordarem em
suas aulas. Nesse sentido, é um livro paradidatico.

Foi introduzido um capitulo sobre perspectiva, pois ela tem uma
ligacdo com a representacao finita do infinito, correspondendo ao
que se capta de impulsos visuais e a representagdo mental que se
faz partindo deles. A perspectiva permitiu que ndo se ficasse
apenas em pensamentos abstratos, e se tratasse de algo raro na
matemadtica: o senso estético, que movimenta os sentimentos; dai
a introducdo de alguns quadros famosos. A geometria também
permite o uso do senso estético, mas de uma maneira mais seca,
sem as nuances e as interpretagdes que podem ser feitas em
obras de arte, especialmente a arte figurativa. J4 a arte abstrata
quebra com o figurativismo, quase que eliminando
interpreta¢des, mas ndo deixa de apelar para o senso estético.
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O livro é organizado como segue. Uma primeira parte vai do cap.
(capitulo) 2 ao 4, tratando de objetos geométricos e seu infinito: o
ponto, a reta e o plano. No cap. 5 o infinito é trazido para o finito
em desenhos de varios tipos de perspectiva, aproveitando para
mostrar obras de arte que a usam. Os caps. 6 a 11 tratam de
conjuntos de numeros e o numero de elementos em seus
conjuntos infinitos: os numeros naturais, inteiros, racionais,
irracionais, reais e complexos. O cap. 12 trata brevemente do
conceito de limite. O cap. 13 aborda o infinito no mundo fisico,
tratando do que é relativamente infinitamente pequeno, como o
atomo e particulas atomicas, e o relativamente infinitamente
grande, os limites do universo. Finalmente, o cap. 14 aproveita
certos exemplos dados no livro para abordar uma questdo que
considero premente hoje em dia: como desenvolver a
concentragdao mental, essencial para se exercitar a matematica,
estudar e fazer face a avalanche de estimulos exteriores que
bombardeia constantemente o ser humano. Os exercicios
propostos nesse capitulo treinam a formulagdo de pensamentos
proprios, criados pela prépria pessoa, baseados exclusivamente
na consciéncia pessoal. Esse topico é estendido com exemplos
ndo abordados anteriormente. Trata-se, efetivamente, de um
capitulo de autoajuda.

As referéncias a artigos e livros foram colocadas no fim de cada
capitulo. Nelas sdo dados varios enderecos de artigos na Internet,
pois hoje em dia esta é uma fonte muito rica e universalmente
disponivel. Sdo citadas fontes que considerei sérias e informativas,
mas infelizmente isso pode ter mudado quando o/a leitor/a as
consultar. Foi dada preferéncia a artigos na Internet em inglés,
pois eles sdo em geral bem mais completos que em portugués;
estes sdo muitas vezes tradugdes parciais da versdo em inglés.
Termos técnicos também constam em inglés, entre parénteses e
em fonte itdlica, para facilitar sua localizacdo na Internet.
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Capitulo 2
O ponto

2.1 O que é um ponto?

Caro/a leitor/a, por favor, desenhe um ponto nas linhas em
branco logo abaixo deste pardagrafo.

Certamente o desenho foi algo parecido com o seguinte:
[ ]
Fig. 2.1 Representacdo grafica de um ponto

Acontece que esse ndo é um ponto, é uma representagdo grdfica
de um ponto.

E impossivel representar um ponto ideal, geométrico, pois, por
definicdo, ele ndo tem dimensdo, isto é, ndo tem comprimento,
largura e altura ou, em outras palavras, seu tamanho é nulo. E
algo infinitamente pequeno. Qualquer ponto que se desenhar em
um papel terd pelo menos comprimento e largura, além de uma
espessura (altura) pequena, e ndo sera infinitamente pequeno.

E por falar em dimensdo, o ‘pai’ da geometria, Euclides (325-265
a.C., em grego EukAeldbng, ‘Eucleides’), em seu famoso livro
Elementos (em grego, Xtolxela, ‘Stoikheia’, kh como o j em
espanhol, ou o ch em alemao, ou o x em russo; The Elements em
inglés; v. ref.), de fato, ‘Elementos de geometria’, escrito ao redor
de 300 a.C., define: “Um ponto é aquilo que ndo tem partes”
indicando algo indivisivel, com falta de dimensdes. A fig. 2.2
mostra um fragmento do Elementos.
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Fig. 2.2 Fragmento do Elementos de Euclides

2.2 O conceito de ponto

Com um simples ponto ja podemos ver uma caracteristica
fundamental da matemadtica: seus entes sdo puramente mentais,
ndo existem fisicamente. O/a leitor/a podera objetar: mas um
numero, por exemplo, o 2, ndo tem uma ligagdo com o mundo
fisico? Sim, se ele designar uma contagem (o que se denomina de
numero cardinal) ou uma ordem (ndmero ordinal) no mundo fisico
como, por exemplo, 2 pessoas e a 22 pagina, respectivamente. O
numero 2 aqui escrito é uma representacdo de uma abstragao, de
algo que n3o existe fisicamente. E muito facil compreender isso.
Tomem-se todas as possiveis representacdes graficas do 2: 2, Il
(em algarismos romanos), ii (idem), dois, dos (em espanhol), due
(italiano), deux (francés), two (inglés), zwei (alemao, pronuncia-se
‘tzvai’), pBa (russo, pronuncia-se ‘dva’), D"nw (hebraico,
pronuncia-se chtaim — a vogal ‘a’ ndo é escrita), "ux (idich, que
usa letras hebraicas mas com vogais, pronuncia-se tzvei) etc.
(acabaram-se minhas linguas estrangeiras...). Tomem-se ainda
todas as representacdes fisicas do 2, como duas paginas, duas
pessoas etc. O que hd de comum entre todas essas
representacdes? O conceito puro do 2! Mas esse conceito nao é
nenhuma das representacoes, de fato, ele ndo tem representacgdo
grafica, simbdlica, ou fisica. Quando vemos uma representagdo
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dele, como a grafica 2, na verdade associamos essa representacao
ao conceito puro do 2. E é com esse conceito puro que
trabalhamos na matematica com o 2. De fato, na matematica
tanto faz qual representacdo é usada. Por exemplo, ao vermos
graficamente 2 + 3 dizemos que isso dd 5, mas se vermos a frase
“dois mais trés” também dizemos que isso da 5 (ou “cinco”). A
propdsito, se o conceito puro do 2 ndo tem representac¢do grafica,
simbdlica ou fisica, ele ndo pode estar armazenado em nosso
cérebro!

Da mesma maneira como ocorre com o conceito puro do 2, um
ponto ideal, geométrico, € um conceito puro. Trabalhamos
mentalmente com ele, por exemplo, quando dizemos que duas
retas ndo paralelas coplanares (isto é, ambas em um mesmo
plano) interceptam-se em um Unico ponto, indicado por P na fig.
2.3.

Fig. 2.3 Duas retas interceptando-se em um ponto

Quando falamos sobre os vértices de um triangulo, também
estamos trabalhando com 3 pontos que sdo intersec¢des de trés
retas coplanares duas a duas, como na fig. 2.4:

17
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Fig. 2.4 Um tridangulo formado por trés retas

2.3 O ponto como representagao de qualquer figura

Imagine, caro/a leitor/a, um quadrado, como o da fig. 2.5:

Fig. 2.5 Um quadrado

Agora imagine que vocé va diminuindo o tamanho dos lados,
como na fig. 2.6:

[

Fig. 2.6 Um quadrado com lados cada vez menores

Quando os lados tiverem tamanhos infinitamente pequenos, o
guadrado reduz-se a um ponto, como o representado na fig. 2.1!
Isso pode ser feito com qualquer figura, plana ou tridimensional.

Portanto, o ponto é uma representacdo de qualquer figura de
tamanho infinitamente pequeno! Ele é o limite infinitesimal de
qualquer figura, geométrica ou ndo.
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2.4 Digressao filoséfica: percepgao de conceitos

Os conceitos puros do 2 e o de ponto ideal sdo os mesmos para
todas as pessoas. Podemos, portanto, fazer a conjectura de que
eles sdo objetivos e universais, isto é, estdo fora dos individuos
gue pensam neles, ndo sendo algo individual e subjetivo. Com o
nosso pensamento, ‘observamos’ esse conceito. Deve-se a Rudolf
Steiner, em seu livro seminal A Filosofia da Liberdade (v. ref.) a
caracterizagdo do pensar como um orgdo de percepgao de
conceitos que estdo no mundo platdnico das ideias, isto é, ndo
sao entes fisicos. Segundo ele, quando observamos um objeto
fisico, o pensar, captando o conceito do objeto, completa a
percepc¢do sensorial, que é sempre instantanea e parcial; p.ex.
sempre vemos um objeto em certo instante, em uma
determinada posi¢do, e ndo seu passado e de todos os lados ao
mesmo tempo, e muito menos seu interior. Mas no momento em
que dizemos algo como “Esta é uma cadeira” ndo estamos
dizendo nada sobre a particular cadeira em si (sua forma, cor,
material etc.), mas estamos nos referindo ao conceito de cadeira
gue nosso pensamento associou ao objeto observado. Isto é,
estamos associando ao objeto o conceito universal, objetivo, de
cadeira; estamos associando o que observamos a categoria
aristotélica das cadeiras, com suas caracteristicas e propriedades
tipicas: serve para sentar em uma parte horizontal, é estdvel (tem
pelo menos 3 pés), tem um espaldar (sendo seria uma banqueta),
ndo é muito pesada, pode ser movida, tem uma forma adequada
as nadegas, as costas das pessoas etc. Cada pessoa vé uma cadeira
de certo angulo, com uma nitidez particular, com cores
eventualmente bem préximas mas diferentes das vistas por
outras. Mas todas as pessoas com uma mente e um sistema
Optico sadios dirdo com total certeza de que estdo ‘vendo’ uma
cadeira (e ndo, por exemplo, uma fralda), o que mostra a
universalidade e a objetividade do conceito. Note-se que nado se
trata de simples associacao de uma percepg¢dao de um objeto com
seu nome, ‘cadeira’. Isso seria um nominalismo. Existe por detras
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de cada objeto a sua esséncia, seu conceito, que engloba suas
possiveis formas e funcionalidades.

Na verdade, ndo é diretamente da percepcao de algum objeto que
0 pensar nos leva ao conceito subjacente ao objeto. Existe um
passo intermediario, que é a formacdo da imagem no nosso
interior, a representacGo mental. Essa formacdo é mais uma

atividade do nosso pensar. Assim, temos a sequéncia
Objeto - percepgdo sensorial = representagdo mental = conceito

Com isso completa-se o processo de cognicao de algo percebido
pelos sentidos. Assim, como Steiner chamou atenc¢do, o pensar
completa a cognicdo, que se inicia com a percepg¢do sensorial.

Se o que percebemos é um fendbmeno, e ndo simplesmente um
objeto, ha ainda outro passo na cogni¢dao: a compreensdo do
fendmeno. Caracterizo a compreensdo como a associagdo correta
de uma percepgdo correta com o conceito subjacente ao objeto
ou fendmeno percebido. As vezes a compreens3o é a associa¢do
correta entre dois conceitos corretos. Note-se que estou usando
uma concepg¢do ingénua de ‘correto’, algo que é dbvio para
qualquer pessoa dotada de uma mente sadia.

E interessante notar que o ser humano estd sempre querendo
compreender. Por exemplo, suponha-se que em um dia calmo,
sem vento, uma pessoa vé um galhinho de um arbusto mexendo-
se. O normal é a pessoa ficar curiosa, talvez um pouco ansiosa,
pois ndo compreende o fenémeno. De repente, um pdssaro, que
estava escondido, sai do arbusto. Ai a pessoa compreende porque
o galhinho se mexeu — foi resultado de o passaro ter-se mexido —,
e fica satisfeita. Infelizmente, as madquinas tornaram-se tdo
complexas que, em geral, as pessoas acham que é impossivel
compreender seu funcionamento, e isso abafa sua curiosidade,
tornando-as menos humanas, sem buscar a compreensdo e se
satisfazendo com a mera percepgdo. Esse é o caso, por exemplo,
de se compreender porque um avido voa. Todas as pessoas ja
viram um avido voar, e talvez varias até voaram em um deles. No
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entanto, sdo rarissimas as que tiveram a curiosidade de investigar,
de aprender porque um avido voa. Em uma de minhas palestras,
perguntando por que um avido voa e ndo cai, recebi a resposta:
“Porgue ele tem um motor.” Ocorre que planadores ndo tém um
motor, e voam; carros tém motor e ndo voam. Para uma
explicacdo sobre esse fendbmeno, veja-se o cap. 22 “Por que um
avido voa” em meu livro [Setzer 2020, v. ref. do cap. 1]. Assim, a
complexidade crescente das maquinas esta fazendo os seres
humanos perderem a curiosidade e consequentemente
desenvolverem uma paralisia mental.
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