18.a aula: 10nov (resumo)

18.1 Conformalidade. Seja f uma funcao holomorfa num dominio €1, e seja
z0 € Q tal que f'(20) # 0. Sejam 1 e vo curvas requlares (i.e. diferencidveis
com derivada ndo-nula) em € tais que v;(t;) = zo para j = 1, 2. Entao o dngulo
entre f oy, e f oy € igual ao angulo entre v1 e ¥s.

Dem. Temos (fov;)'(t;) = f'(20)7}(t;) implicando arg(fov;)'(t;) = arg f'(20)+
argy;(tj). Agora Z.,(f oy, [ ov2) = arg(f oe)(t2) — arg(f o m)'(t1) =
arg vy (t2) — arg vy (t1) = £z, (711,72)- q.ed.

18.2 Conformalidade implica holomorfia: o caso linear Consideremos
inicialmente uma transformacao linear de T : R? — R2, que pode ser escrita em
notagao complexa como

z+az+ bz

onde a, b € C. Suponhamos que T preserva o dngulo entre retas orientadas
passando pela origem. Vamos provar que necessariamente b = 0. Podemos
assumir que a + b # 0 (caso contrédrio, T levaria o eixo real na origem) e que
a # 0 (sendo T levaria angulos nos seus opostos). Aplicando a hipGtese ao eixo
real e & reta definida por A € C*, temos

arg(a\ + bA\) — arg(a + b) = arg A — arg 1,

que se reduz a

arg (a0 ) = argla +0). 1)

Se b # 0, entao a—}—b% percorre o circulo de centro a e raio |b], o que contradiz (1).
Segue que b =0 e T(z) = az, ou seja, T é holomorfa.

18.3 Conformalidade implica holomorfia: o caso geral Seja f = u + v
definida no dominio ) e suponhamos que u e v sdo de classe C*. Se f preserva
o angulo entre curvas requlares se intersectando em 2, entdo f € holomorfa e
f! nunca se anula.

Dem. Se v é uma curva regular em Q com (tg) = 29, entdao f o~ também é
diferencidvel e

(f ©7)'(to) = av'(to) + by’ (to), (2)

0= % (gi(%) _igi(zo)) e b= % (g];(zo) +ig]yc(20)> ,

sendo % = % + i% e g—i = g—; + ig—z. A hipétese sobre f juntamente com (2)

diz que z — az + bZ preserva o angulo entre retas orientadas pela origem, o
que por (18.2) significa que b = 0. Mas estas sdo exatamente as equagoes de
Cauchy-Riemann. Notemos também que a = f’(2p). q.e.d.

onde



18.4 Exemplos (a) f(z) = 22 é conforme em z # 0. Temos u = Rf = 22 —y% e
v =Sf = 2zy. A familia de retas paralelas ao eixo real é levada em uma familia
de parabolas, e a familia de retas paralelas ao eixo imaginario é levada em uma
familia de pardbolas ortogonais as primeiras. Por outro lado, a pré-imagem de
retas paralelas aos eixos constituem-se em duas familias de hipérboles.

(b) f: C* — C dada por f(z) = 3(z + z7!) satisfaz f/'(z) = (1 —272) e

portanto é conforme em C* \ {—1,1}. Sejam r = |z|, { = z/r, n = y/r. Entao
1 1
u:§(r—|—r_1)§ e v= 5(7“—7“—1)77.

Visto que £2 4+ n? = 1, segue que

u? v? w2 v?
+ =1 e ——-——=1
2 2 2 2
S0P o) e
Isto mostra que a imagem de um circulo |z| = r < 1 é uma elipse no plano

(u,v), e que a imagem de um segmento radial z = ¢t, |¢| =1, ¢t € (0,1) é metade
de um ramo de uma hipérbole.

Ex. 18.1 Demonstrar a férmula (2). Em (18.3), verificar também que b = 0 sdo
as equagoes de CR e que a = f'(zp).

Ex. 18.2 Desenhar a imagem das retas paralelas ao eixos coordenados pela
transformagao w = e*.

Ex. 18.3 (i) Mostrar que ¢ = & 4 in = e* leva a faixa —7/2 < y < 7/2 sobre o
semi-plano & > 0. (ii) Mostrar que w = g% leva & > 0 em |w| < 1. (iii) Deduzir
de (i) e (ii) que w = tanh 5 aplica a faixa |Jz| < /2 sobre o disco unitdrio

lw| < 1.

Ex. 18.4 Repetir o Ex. 18.2 para w = sin z.



