15.a aula: 27out (resumo)
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15.1 Exemplos (i) Vimos que é representado no disco |z| < 1por Y > 2"

-z
Trocando z por 1/z, vemos que 1= = —1 (171%) ==Yz "em|z| > L
(ii) Temos
1 _or o
(z—=1)(z-2)  2-2 1-2
11 = .
T 2.z
n=1
o0 Zn o0 Y
= X t”
n=0 n=1
no anel 1 < |z| < 2.
15.2 Uma série da forma
bo+b1z b b boz 24 b (1)

pode ser considerada uma série de poténcias usual na varidvel 1/z. Ela portanto
converge no exterior de um circulo. Combinando (1) com uma série de poténcias
usual, obtemos uma série do tipo

“+ o0
E anz",

n=—oo

chamada de série de Laurent. Ela é dita convergente quando as partes con-
sistindo de poténcias positivas e poténcias negativas sao separadamente conver-
gentes. Desta forma, a regiao de convergéncia de uma tal série é uma anel da
forma Ry < |z| < Ry onde Ry = limsup,, . |a_,|"/™ e Ry = 1/limsup,,_,._ |an|"/".

15.3 Reciprocamente, se f é holomorfa no anel  : Ry < |z — z9| < Ry vamos
mostrar que ela é representada por uma série de Laurent no anel. De fato, pela
férmula integral de Cauchy para um anel (14.5), temos

f(z) = fi(z) + fa(2)

1
no=-[ i e po-on [ I

para z € Qe Ry <1y < |z— 29| < r2 < Ry. Da demonstragao de (11.1) sabemos
que fo é analitica no disco |z — zg| < 3 e admite expansao em série de Taylor

onde

fa(z) = Z an(z — 20)".
n=0



Para estudar fi, fagamos a mudanga de varidveis £ = zo+1/¢, z = 29+1/2/,
que leva o circulo |z — zg| = 71 em |2/| = 1/r; com a orientac¢do oposta (sentido
horério), de forma que

fl(ZO‘FZI/) ZI/ Mdg’.

- % |£/|:% 6/(5/ — 2z

Esta fungao é analitica em |2'| < 1/r1, anula-se em 2z’ = 0, e admite expansao
em série de Taylor que escrevemos

1 > P —— b,

n=1

Agora

oo

f)= Y an(z—2)" (2)

n=—oo

para Ry < |z — zg9| < Ra, onde fizemos a_,, = b, paran > 1.
Determinamos os a,, multiplicando ambos os membros de (2) por (z—z
e integrando termo a termo:

1 f(z)
ap = W/CT 7(2_ ) FTT dz.

(compare com Ex. 15.2).
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15.4 Singularidades isoladas. Se f é holomorfa num disco pefurado 0 <
|z — 20| < R, dizemos que zg é uma singularidade isolada de f. FEstas se
classificam em trés tipos, de acordo coma expansio de Laurent (2):

(i) removivel se a, = 0 para todo n negativo. Neste caso, f pode ser exten-
dida a uma funcao holomorfa no disco pondo f(zp) = ag. Por ex., #2£ ¢
20 = 0.

(ii) polares se a_,, # 0 mas a, = 0 para n < —m onde m é um inteiro
positivo. Neste caso dizemos que zp é um pdlo de ordem m de f. Note
que entao (z — 20)™f(z) tem uma singularidade removivel em zg e que
lim,_,,, |f(2)| = c0. Porex., 1/2™ e zp = 0.

1/z

(iii) essencial se a,, # 0 para infinitos indices n negativo. Por ex., e'/# e zg = 0.

Ex. 15.1 Sejam «, § € C com 0 < || < |8|. Determinar uma série em poténcias
positivas e negativas de z que representa 7y has seguintes regioes: (i)

(z—a)(z—
laf < |z| <[B[; (ii) [2] < |af; (iii) [8] < |2].

Ex. 15.2 Mostrar que

/ 1 { o se k=1,
Toon = .
9B(z0.r) (2 = 20) 0 caso contrario.



Ex. 15.3 Localizar e classificar as singularidades isoladas das funcoes dadas:

4 .
(a‘) zgtéz’ (b) (24-7-16)2; (C) Sinl’zz ; (d) Sln%'

Ex. 15.4 Seja zy uma singularidade isolada de f. Mostre que se f é limitada
numa vizinhanga de zg, entao zg é uma singulariade removivel.



