20.a aula: 29mai (resumo)

20.1 Proposicao. Dada uma matriz simétrica () de ordem 3, existe uma matriz
ortogonal M (isto é, M~1 = M?) tal que M*QM é uma matriz diagonal.

Dem. (Esbog¢o) Seja Q@ = (ai;). A equacdo caracteristica de @ é det(a;; —
A6;j) = 0. As raizes A\, A2, A3 desta equacdo, chamados valores caracteristicos,
T
sao precisamente os valores de A\ para qual o sistema Qv = \v, v = To
T3
é indeterminado. Sejam vy, va, vz as soluges correspondentes a A1, Az, As,
normalizadas tais que ||v;|| = 1. Entdo a matriz M, cuja i-ésima coluna é v;,
é ortogonal. Como Qu; = \v; para i = 1, 2, 3, segue que QM = MD com
D = diag(\1, A2, A\3). Logo M~1QM = D. O
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20.2 Exemplo. Seja Q = 1 3 —1 |. A equacdo caracteristica é
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(2=XA)(A=3)(A—6) =0. Temos entdao D = . Calculamos M =
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. Se 322 4+-3y% +522 422y —2x2—2yz = 1 é uma superficie
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quédrica, vemos entao que a mudanca de coordenadas Y =M
z
transforma a equacio em 2#2 + 372 + 622 = 1. Concluimos que se trata de um
elipséide centrado na origem com semi-eixos 1/ \/5, 1/ \/3, 1\/67 respectivamente
nas diregoes de (1,—1,0), (1,1,1), (=1, —1,2) (nas coordenadas antigas).
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20.3 Exemplo. Descreveremos a superficie quadrica de equacao f(x,y,z) =
2?2 +2zy + 2v2 — 22+ 2y + 22 — 2 = 0. O termo linear L = (=2 2 2) é nao-nulo,
entao tentamos efetuar inicialmente uma translagao para elimina-lo. Queremos

i) 1 1 1
resolver Qug = —%Lt em vy = Yo |. Temos @ = 1 0 0 e assim
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xo = —1, yo + 20 = 2, e a solucdo geral é (xo,yo,20) = (—1,1,1) + A(0,1, —1),
isto é, os centros da superficie formam uma reta. Fazemos (z,y,z) = (—1,1,1)+
(2,9,%). Com f(—1,1,1) = 1, a nova equacdo fica 7% + 23§ +27Z+1 =0. A
equagdo caracteristica é —A(A — 2)(A 4+ 1) = 0. Transformamos a equagdo da
superficie em —272+22 = 1, e a reconhecemos como um cilindro hiperbélico (ou
hiperboldide de translagao). Os eixos da hipérbole-geratriz do hiperboléide sao
os vetores caracteristicos correspondentes aos valores caracteristicos 2, —1, isto
é,(2,1,1) e (1,—1,—1), respectivamente. O outro vetor caracteristico (0,1, —1),
correspondente ao valor caracteristico 0, é a diregao da reta de centros.



Nos exercicios abaixo, estd fixado um sistema de coordenadas
ortonormal (z,y,z).

Ex. 20.1 Estudar as quédricas: (i) 2(zy + yz + 2z + y — z) — 10 = 0; (ii)
422 — 62z — 4y = 8; (iii) 2% + 9% + 22 — 22y +4yz — 6y +1 = 0.



