11.a aula: 8abr (resumo)

11.1 Com intuito de introduzir as equagoes da geometria analitica, vamos
inicialmente discutir equacdes vetoriais para retas e planos. Sejam A, B € E?
dois pontos (distintos). Entdo fica determinada uma tdnica reta r por esses
pontos. Temos X € r se e somente se A, B, X sao colineares sse fYB, AX sio
LD sse AX = aAB para algum a € R (j& que AB # 0) sse X = A+ aAB.
Chegamos entao a equagao vetorial da reta:

r:X:A—Fa/TB, a e R

Ao invés de A e B, pode-se também especificar uma reta dando A € E3 e v € V3,
v #0:

r: X =A+ av, a € R.
Neste caso, U é chamado de wvetor diretor de r. Note que esta equacdo de r
depende de escolhas e portanto nao estd unicamente determinada.

11.2 Sejam agora A, B, C € E? trés pontos nao-colineares. Entdo fica determi-
nado um unico plano w. Note que AB , AC sao LI, mas X € 7 sse /_fX, /YB,
AC sdo LD sse AX = aAB + B/TC’ para alguns «, 8 € R. Chegamos entao a
equagao vetorial do plano:

7:X=A+aAB+ BAC, «,B€ER.

Ao invés de A, B, C pode-se também especificar um plano dando A € E3 e ,
7€ V3, 4, ¢ LI
m: X = A+ ai+ B, a, B eR.

Neste caso, 1 e ¥ sao chamados de vetores diretores de m. Note que esta equagao
de 7 depende de escolhas e portanto nao estd unicamente determinada.

11.3 Outra maneira de especificar um plano 7 em E? é dar um ponto A per-
tencente ao plano e um vetor 7 que aponta na diregao normal ao plano. Neste
caso, X € msse AX L iisse AX-71=0:

m: (X —A)-71=0.

11.4 As equagOes acima ficam mais tuteis quando expressas em termos de um
sistema de coordenadas. Fixemos uma origem O € E3. Cada P € E? determina
um vetor posigao OP € V3 e fica determinado por este: P =0+ OP. Fixemos
uma base E = (€1, €, ¢€3) de V3. Chamaremos o par (O, E) de um sistema de
coordenadas em E3 e, nesse sistema, atribuiremos ao ponto P as coordenadas de
seu vetor posigdo na base E. Assim P = (1,22, T3) sse OP = T1€1+Tos+x3E3.

11.5 Fixemos de uma vez por todas (O, E') e omitamos a sua referéncia. Sejam
P = (x0,90,20), @ = (a,b,¢), ¥ = (m,n,p), X = (x,y,2). Agora de (11.1) e



(11.2) temos: Equagoes paramétricas da reta:

T =2xy+ Aa
r Yy=1yo+Ab , AeR.
z=2zp+ Ac

FEquacoes paramétricas do plano:

T =x9+ Aa+ pum
T Yy=19yo+ b+ pun A peR.
z2=2zo+ Ac+ up

Além disso, sendo P = (xg,¥0,20) € & = (a,b,c), de (11.3) temos: FEquacdo
nao-paramétrica do plano:

m:alx —xo) + by —yo) +c(z—20) =0

ou
m:ar+by+cz=d.

11.6 Aplicacao. Demonstrar que num triangulo retangulo, um cateto é a média
geométrica entre a hipotenusa e sua projecdo sobre ela. O segredo é escolher
o sistema de coordenadas adaptado ao problema, de modo que as equagOes
fiquem simplificadas. Seja entdo ABC um tridngulo reto em A e escolhamos
A= 0, & = AB/||AB||, & = AC/||AC||. Entdo (O,E) é um sistema de
coordenadas ortonormal e A = (0,0), B = («,0), C = (0,3) onde «, 5 > 0.
Se D é o pé da altura do tridangulo por A, a medida da projecao é \|§D|| =
|AB - —SEB_| = |(,0) - ———(ar, —B)| = 2 A hipotenusa por sua vez
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mede ||[CB]|| = /a2 + 82, e a média geométrica desses valores é «, que é a
medida do cateto AB.

Ex. 11.1 Determinar, em funcao de a, se existir, o ponto de intersecao da reta
r:(z,y,2) = (1,0,1) + A(1,—1,2) com o plano 7 : ax + y + z = 1. Interpretar
geometricamente.

Ex. 11.2 Calcular os valores das medidas do dngulos entre uma diagonal de um
cubo e uma diagonal de uma de suas faces.

Ex. 11.3 Sejam A, B, C, D as areas das faces de um tetraedro. Suponha
que as trés arestas que se encontram no vértice oposto a face de drea D sao
mutuamente ortogonais. Demonstrar que D? = A% + B? 4 C2.



