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1. AULA 1

SLIDE 1.1. Programa Resumido do Curso

• Cálculo Proposicional
• Cálculo de Predicados de Primeira Ordem
• Noç̃oes sobre Teorias Formalizadas

SLIDE 1.2. Bibliografia Sugerida

• B. Castrucci,Introdução à Lógica Matemática, Nobel, 1975.
• E. Mendelson,Introduction to Mathematical Logic, Van Nostrand, 1964.
• J. Zimbarg,Introdução à Lógica Matemática, Impa, 1973.

SLIDE 1.3. Objetivos

• Familiarizaç̃ao com o emprego de linguagens formais;
• Introduç̃ao ao Ćalculo de Predicados de 1a. Ordem como base lógica para o

tratamento de teorias axioḿaticas.

SLIDE 1.4. O queé a Ĺogica?

A Lógicaé a cîencia das leis necessárias do entendimento e da razão.

(I. Kant)

SLIDE 1.5. A Lógica Mateḿatica: é a parte da Ĺogica que trata do estudo de argumentos

válidos no discurso mateḿatico.

SLIDE 1.6. Silogismos

PREMISSA: Todos os coelhos gostam de cenouras.
PREMISSA: Sócratesé um coelho.
CONCLUSÃO: Sócrates gosta de cenouras.

PREMISSA: Todos os homens são mortais.
PREMISSA: Alguns animais s̃ao mortais.
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CONCLUSÃO: Todos os homens são animais.

SLIDE 1.7. Brev́ıssima Introduç̃ao Hist́orica

ANTIGÜIDADE GREGA:

Arist óteles(384-322 a.C.)::silogismos; priḿordios do ćalculo de predicados.
Escola dos est́oicos e dos meǵarios:: Euclides de Megara, Zenão, Crisipo.

L ÓGICA MODERNA:

Leibnitz (sec. XVII): precursor da ĺogica moderna.
Séculos XIX e XX:: Boole, De Morgan, Peirce, Frege, Church, Russel, Whitehead,

Hilbert, Gödel, Tarski.

SLIDE 1.8. Lógica Objeto versus Ĺogica do Observador

L ÓGICA OU L INGUAGEM OBJETO: é a linguagem formal ou o sistema lógico formal que
constitui o objeto de estudo.

L ÓGICA OU L INGUAGEM DO OBSERVADOR: é a lógica, num sentido intuitivo ou infor-
mal, que se usa para estudar ou descrever a lógica objeto.

SLIDE 1.9. Sintaxe versus Semântica

SINTAXE : é o significante ling̈uı́stico.

SEMÂNTICA : é o significado denotado pela sintaxe.

2. AULA 2

SLIDE 2.1. Cálculo ProposicionalÉ a parte do Ćalculo de Predicados de Primeira Or-

dem na qual se estuda a validade de argumentos do ponto de vista dasconex̃oesentre as
sentenças do discurso, sem levar em conta a estrutura interna de cada sentença.

SLIDE 2.2. Proposiç̃oes

• Umaproposição ou sentençaé uma afirmaç̃ao pasśıvel de assumir valor lógico
verdadeiroou falso;

• Toda proposiç̃ao é verdadeira ou falsa (princı́pio do terceiro exclúıdo);
• Uma proposiç̃ao não pode ser verdadeira E falsa (princı́pio da ñao-contradiç̃ao).

SLIDE 2.3. Exemplos de Proposições

• 2 > 1;
• 5 = 1;
• O céué azul.

SLIDE 2.4. Fórmulas
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DEFINIÇÃO 2.1. Osconectivos proposicionaissãonegação(¬), conjunção(∧), disjunção
(∨), implicação(→) ebi-implicação(↔).

DEFINIÇÃO 2.2. Uma linguagem proposicionalL é um conjunto{p, q, r, . . . }, cujos ele-
mentos chamam-seátomos proposicionaisou fórmulas atômicas.

SLIDE 2.5. Fórmulas

DEFINIÇÃO 2.3. O conjunto das fórmulas de L é definido indutivamente, através das
seguintes regras:

• sep é uma f́ormula at̂omica deL, ent̃aop é uma f́ormula;
• seA é uma f́ormula, ent̃ao¬A é uma f́ormula;
• seA eB são fórmulas, ent̃aoA ∧ B, A ∨ B, A → B eA ↔ B são fórmulas.

SLIDE 2.6. Valoraç̃ao

DEFINIÇÃO 2.4. Osvalores lógicossãoV (verdadeiro) eF (falso).

DEFINIÇÃO 2.5. SejaL uma linguagem proposicional. Umaatribuiç ão de L é uma
aplicaç̃ao:

M : {fórmulas at̂omicas deL} → {V, F}

SLIDE 2.7. Valoraç̃ao

LEMA 2.1. SejamL uma linguagem proposicional eM uma atribuiç̃ao deL. Ent̃ao existe
umaúnica aplicaç̃ao

vM : {A | A fórmula deL} → {V, F},

chamadavaloraçãodeL induzida porM , satisfazendo as seguintes propriedades:

•

vM (¬A) =

{

V, sevM (A) = F

F, sevM (A) = V

SLIDE 2.8. Valoraç̃ao

•

vM (A ∧ B) =

{

V, sevM (A) = V evM (B) = V

F, caso contŕario

•

vM (A ∨ B) =

{

V, sevM (A) = V ouvM (B) = V

F, caso contŕario

• vM (A → B) = vM (¬A ∨ B)
• vM (A ↔ B) = vM

(

(A → B) ∧ (B → A)
)

SLIDE 2.9. Fórmulas Tautoĺogicas e Contra-V́alidas
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DEFINIÇÃO 2.6. SejaL uma linguagem proposicional. Diz-se que uma fórmulaA deL é
tautológicaou logicamente v́alida se, para toda atribuiç̃aoM deL, tem-sevM (A) = V .
Diz-se queA é contra-válida se¬A for tautológica, i.e. se para toda atribuiçãoM deL,
tem-sevM (A) = F .

SLIDE 2.10. Satisfabilidade, Conseqüência Ĺogica

DEFINIÇÃO 2.7. SejamL uma linguagem proposicionalM umaL-atribuição. Diz-se que
M satisfazumaL-fórmulaA sevM (A) = V .

DEFINIÇÃO 2.8. SejamL uma linguagem proposicionalS um conjunto deL-fórmulas.
Diz-se queS ésatisfatı́velse existir uma atribuiç̃aoM que satisfaça todas as fórmulas de
L.

SLIDE 2.11. Satisfabilidade, Conseqüência Ĺogica

DEFINIÇÃO 2.9. SejamS um conjunto de f́ormulas de uma linguagem proposicionalL, e
B umaL-fórmula. Diz-se queB é umaconseqü̂encia lógicadeS se toda atribuiç̃ao M

que satisfazS tamb́em satisfizerB, i.e. sevM (B) = V sempre quevM (A) = V para toda
A ∈ S. NOTAÇÃO: S |= B.

3. AULA 3

SLIDE 3.1. Funç̃oes Verdade

DEFINIÇÃO 3.1. Uma função verdadede n argumentośe uma funç̃ao f : {0, 1}n →
{0, 1}.

DEFINIÇÃO 3.2. SejaL uma linguagem proposicional eA uma f́ormula deL, na qual
figuram osátomosp1, . . . , pn (nesta ordem). Afunção verdade de Aé a funç̃ao verdade
obtida a partir da tabela verdade deA(p1, . . . , pn).

SLIDE 3.2. Fórmulas Tautoĺogicas e Contra-V́alidas (bis)

DEFINIÇÃO 3.3. Uma funç̃ao verdade diz-setautológicase sua imagem for{1}, econtra-
válida se sua imagem for{0}.

PROPOSIÇ̃AO 3.1. SejamL uma linguagem proposicional eA umaL-fórmula; ent̃aoA é
tautológica se, e somente se, sua função verdade o for.

SLIDE 3.3. Tautologias

PROPOSIÇ̃AO 3.2. SejamL uma linguagem proposicional eA, B fórmulas deL. SeA e
A → B são tautoĺogicas, ent̃aoB é tautoĺogica.

PROPOSIÇ̃AO 3.3 (PRINCÍPIO DA SUBSTITUIÇÃO). SejamL uma linguagem proposi-
cional e A(p1, . . . , pn) uma L-fórmula na qual figuram ośatomosp1, . . . , pn. Sejam
A1, . . . , An L-fórmulas, eB a L-fórmula obtida a partir deA por substituiç̃ao dosátomos
pi por Ai, 1 6 i 6 n. SeA é tautoĺogica, ent̃aoB é tautoĺogica.
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SLIDE 3.4. Implicaç̃ao e Equival̂encia Ĺogica

DEFINIÇÃO 3.4. SejamL uma linguagem proposicional,A e B L-fórmulas. Diz-se que
A implica logicamente (ou formalmente)B (NOTAÇÃO: A ⇒ B) seA → B for tau-
tológica.

DEFINIÇÃO 3.5. SejamL uma linguagem proposicional,A e B L-fórmulas. Diz-se que
A é logicamente (ou formalmente) equivalentea B (NOTAÇÃO: A ⇔ B) seA ↔ B for
tautológica. Ou seja, seA ⇒ B eB ⇒ A.

SLIDE 3.5. Implicaç̃ao e Equival̂encia Ĺogica

PROPOSIÇ̃AO 3.4. SejamL uma linguagem proposicional eFL o conjunto das f́ormulas
deL. Ent̃ao⇔ é uma relaç̃ao de equival̂encia emFL (i.e. uma relaç̃ao binária reflexiva,
simétrica e transitiva).

PROPOSIÇ̃AO 3.5 (PRINCÍPIO DA SUBSTITUIÇÃO (BIS)). SejaL uma linguagem proposi-
cional. Se aL-fórmula B1 é obtida a partir deA1 por substituiç̃ao de uma ou mais
ocorrências daL-fórmulaA por B, ent̃ao(A ↔ B) → (A1 ↔ B1) é uma tautologia. Em
particular, seA ⇔ B , ent̃aoA1 ⇔ B1.

SLIDE 3.6. Exerćıcios

(1) ¯̄p ⇔ p

(2) p · q ⇔ p̄ + q̄

(3) p + q ⇔ p̄ · q̄
(4) p → q ⇔ p̄ + q

(5) p → q ⇔ q̄ → p̄

(6) p → (q → r) ⇔ q → (p → r)

SLIDE 3.7. Exerćıcios

(1) p + p̄ é tautoĺogica
(2) p · p̄ é contra-v́alida
(3) p ⇒ p + q

(4) p · q ⇒ p

(5) p · q → r ⇔ p → (q → r)
(6) p → q ⇒ (q → r) → (p → s)
(7) p → (r · r̄) ⇒ p̄

(8) (p → q) · (r → s) ⇒ p · r → q · s

4. AULA 4

SLIDE 4.1. Convenç̃oes para Evitar Par̂enteses

(1) Se na f́ormula figuram conectivos binários de uḿunico tipo, omitem-se os parênteses
por associaç̃ao à esquerda.

(2) Ordenam-se os conectivos, em ordem decrescente de prioridade, como segue:↔
,→,∨,∧,¬
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SLIDE 4.2. Propriedades da Conjunção

(1) p · q ⇔ q · p
(2) p · (q · r) ⇔ (p · q) · r
(3) p · p ⇔ p

(4) p · V ⇔ p

(5) p · F ⇔ F

SLIDE 4.3. Propriedades da Disjunç̃ao

(1) p + q ⇔ q + p

(2) p + (q + r) ⇔ (p + q) + r

(3) p + p ⇔ p

(4) p + V ⇔ V

(5) p + F ⇔ p

SLIDE 4.4. Propriedades Distributivas

(1) p · (q + r) ⇔ p · q + q · r
(2) p + (q · r) ⇔ (p + q) · (q + r)

SLIDE 4.5. Absorç̃ao

(1) p · (p + r) ⇔ p

(2) p + (p · r) ⇔ p

SLIDE 4.6. Negaç̃ao e Regras de De Morgan

(1) ¯̄p ⇔ p

(2) p · q ⇔ p̄ + q̄

(3) p + q ⇔ p̄ · q̄

SLIDE 4.7. Reduç̃ao do Ńumero de Conectivos Note que:

(1) p ∧ q ⇔ ¬(¬p ∨ ¬q)
(2) p → q ⇔ ¬p ∨ q

(3) p ↔ q ⇔ ¬(¬p ∨ ¬q) ∨ ¬(p ∨ q)

Conclus̃ao: Pelo prinćıpio da substituiç̃ao, toda f́ormula proposicionaĺe logicamente
a uma f́ormula na qual figuram os conectivos¬ e∨, apenas.

SLIDE 4.8. Reduç̃ao do Ńumero de Conectivos Note que:

(1) p ∨ q ⇔ ¬(¬p ∧ ¬q)
(2) p → q ⇔ ¬(p ∧ ¬q)
(3) p ↔ q ⇔ ¬(p ∧ ¬q) ∧ ¬(q ∧ ¬p)

Conclus̃ao: Pelo prinćıpio da substituiç̃ao, toda f́ormula proposicionaĺe logicamente
a uma f́ormula na qual figuram os conectivos¬ e∧, apenas.

SLIDE 4.9. Reduç̃ao do Ńumero de Conectivos Note que:
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(1) p ∨ q ⇔ ¬p → q

(2) p ∧ q ⇔ ¬(p → ¬q)
(3) p ↔ q ⇔ ¬[(p → q) → ¬(q → p)]

Conclus̃ao: Pelo prinćıpio da substituiç̃ao, toda f́ormula proposicionaĺe logicamente
a uma f́ormula na qual figuram os conectivos¬ e→, apenas.

SLIDE 4.10. Formas Normais Conjuntiva e Disjuntiva

DEFINIÇÃO 4.1. Diz-se que uma fórmulaé normal conjuntiva se for uma conjunç̃ao de
disjunç̃oes déatomos ou negações déatomos.

DEFINIÇÃO 4.2. Diz-se que uma fórmula é normal disjuntiva se for uma disjunç̃ao de
conjunç̃oes déatomos ou negações déatomos.

SLIDE 4.11. Exerćıcios

Encontre uma forma normal disjuntiva equivalente a:

(1) (p → q) ↔ (¬q → ¬p)
(2) ¬(¬p ∧ q) → ¬s ∧ q

SLIDE 4.12. Exerćıcios

Encontre uma forma normal conjuntiva equivalente a:

(1) (p → q) ↔ (¬p → q)
(2) ¬(¬p ∧ q) → ¬r ∨ q

SLIDE 4.13. O Problema de Post

Como determinar uma fórmula proposicional que tenha uma função verdade dada?

5. AULA 5

SLIDE 5.1. Teorias Formais

Umateoria formal F consiste de:

(1) Um conjunto enumerável de śımbolos, chamadossı́mbolos deF ; uma seq̈uência
finita de tais śımbolos chama-se umaexpress̃aodeF .

(2) Um subconjunto do conjunto das expressões deF , chamadofórmulas deF .

SLIDE 5.2. Teorias Formais

(3) Um conjunto de f́ormulas deF , chamadasaxiomasdeF .
(4) Um conjunto finito de relaç̃oesR1, . . . , Rn no conjunto das f́ormulas deF , chamadas

regras de infer̂encia.

SLIDE 5.3. Demonstraç̃oes e Teoremas

SejaF uma teoria formal. Umademonstraç̃ao ou prova em F é uma seq̈uência
A1, . . . , An de f́ormulas deF tais que, para1 6 i 6 n, Ai é um axioma deF ou é
conseq̈uência das f́ormulas anteriores por meio de uma das regras de inferência deF .
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Um teoremadeF é uma f́ormulaA tal que existe uma demonstração emF (chamada
demonstraç̃ao deA) cujo último termoéA.

SLIDE 5.4. Teorias Axiomatiźaveis/Ñao-Axiomatiźaveis, Decid́ıveis/Ñao-Decid́ıveis

• Uma teoria formalF diz-seaxiomatizável se existir um “procedimento efetivo”
para testar se uma dada fórmulaé um axioma deF .

• Uma teoria formalF diz-sedecidı́velse existir um “procedimento efetivo” para
testar se uma dada fórmulaé um teorema deF .

SLIDE 5.5. Demonstraç̃oes e Teoremas Diz-se que uma fórmula A de F pode serde-

duzida ou queé umaconseqü̂enciade um conjuntoM de f́ormulas deF se existir uma
seq̈uênciaA1, . . . , An de f́ormulas deF tal queAn = A e, para1 6 i 6 n, uma das
seguintes condiç̃oesé verificada:

(1) Ai é um axioma deF ;
(2) Ai pertence aM ;
(3) Ai é conseq̈uência das f́ormulas anteriores da seqüência por meio de uma das

regras de infer̂encia deF .

SLIDE 5.6. Demonstraç̃oes e Teoremas

• Uma tal seq̈uência chama-sedemonstraç̃aoouprova deA a partir deM .
• As f́ormulas deM chamam-sehipótesesoupremissasda prova.
• NOTAÇÃO: M ⊢ A.

SLIDE 5.7. Propriedades da Noç̃ao de Conseq̈uência

(1) SeΓ ⊂ ∆ eΓ ⊢ A, ent̃ao∆ ⊢ A.
(2) Γ ⊢ A se, e somente se, existe um∆ ⊂ Γ finito tal que∆ ⊢ A.
(3) Se∆ ⊢ A e, para cada f́ormulaB de∆, Γ ⊢ B, ent̃aoΓ ⊢ A.

SLIDE 5.8. Uma Teoria Axioḿatica FormalL para o Ćalculo Proposicional

(1) Os śımbolos deL são: ¬,→, (, ), e um conjunto enumerável de letrasa1, a2, a3, . . . ,
chamadasletras proposicionais.

(2) Asfórmulas deL são definidas indutivamente por:
(a) as letras proposicionais são fórmulas;
(b) seA é uma f́ormula, ent̃ao¬A é uma f́ormula;
(c) seA eB são fórmulas, ent̃aoA → B é uma f́ormula.

SLIDE 5.9. Uma Teoria Axioḿatica FormalL para o Ćalculo Proposicional

(1) Os axiomas deL são (ondeA, B, C são fórmulas deL):
(I) A → (B → A);

(II) [A → (B → C)] → [(A → B) → (A → C)]
(III) (¬B → A) → [(¬B → ¬A) → B]

(2) A única regra de infer̂encia deL é a regramodus ponens(MP):

A, A → B

B



MAT349 - INTRODUÇÃO À LÓGICA HTTP://WWW.IME.USP.BR/MAT/349 SLIDES APRESENTADOS EM AULA 9

SLIDE 5.10. Uma Teoria Axioḿatica FormalL para o Ćalculo Proposicional

(1) Os axiomas deL são (ondeA, B, C são fórmulas deL):
(I) A → (B → A);

(II) [A → (B → C)] → [(A → B) → (A → C)]
(III) (¬B → ¬A) → [(¬B → A) → B]

(2) A única regra de infer̂encia deL é a regramodus ponens(MP):

A, A → B

B

SLIDE 5.11. Definiç̃oes de Novos Conectivos

(1) A ∨ B
.
= ¬A → B.

(2) A ∧ B
.
= ¬(A → ¬B).

(3) A ↔ B
.
= (A → B) ∧ (B → A).

SLIDE 5.12. Um Teorema deL

TEOREMA 5.1. ⊢ A → A

SLIDE 5.13. Um Teorema deL

Demonstraç̃ao. A1: [A → ((A → A) → A)] → [(A → (A → A)) → (A → A)],
pelo axioma (II)

A2: A → ((A → A) → A), pelo axioma (I)
A3: (A → (A → A)) → (A → A), por (MP) deA1 eA2

A4: A → (A → A), pelo axioma (I)
A5: A → A por (MP) deA3 eA4.

�

SLIDE 5.14. Exerćıcios

(1) ⊢ (¬A → A) → A

(2) A → B, B → C ⊢ A → C

(3) A → (B → C) ⊢ B → (A → C)
(4) ⊢ (¬B → ¬A) → (A → B)

6. AULA 6

SLIDE 6.1. Extens̃ao do Conceito de Demonstração

SejaF uma teoria formal. Diz-se que uma fórmula A de F pode serdeduzida ou
queé umaconseqü̂enciade um conjuntoM de f́ormulas deF se existir uma seq̈uência
A1, . . . , An de f́ormulas deF tal queAn = A e, para1 6 i 6 n, uma das seguintes
condiç̃oesé verificada:

(1) Ai é um axioma deF , ouAi pertence aM , ou Ai é um teorema deF j á demon-
strado;

(2) Ai é conseq̈uência das f́ormulas anteriores da seqüência por meio de uma das
regras de infer̂encia deF .
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SLIDE 6.2. Teorema da Dedução

TEOREMA 6.1. SejamL a teoria formal do ćalculo proposicional,M um conjunto de
fórmulas eA, B fórmulas deL. SeM, A ⊢ B, ent̃aoM ⊢ A → B.

SLIDE 6.3. Exerćıcios

(1) (SILOGISMO HIPOT́ETICO) A → B, B → C ⊢ A → C

(2) A → (B → C) ⊢ B → (A → C)
(3) ⊢ ¬¬A → A

(4) ⊢ A → ¬¬A

(5) ⊢ ¬A → (A → B)
(6) (CONTRAPOSIÇ̃AO) ⊢ (¬B → ¬A) → (A → B)
(7) (CONTRAPOSIÇ̃AO) ⊢ (A → B) → (¬B → ¬A)

SLIDE 6.4. Exerćıcios

(1) (SILOGISMO DISJUNTIVO) A ∨ B,¬A ⊢ B

(2) (DILEMA CONSTRUTIVO) A → B, C → D ⊢ A ∨ C → B ∨ D

(3) (EXPORTAÇÃO) A ∨ B → C ⊢ A → (B → C)
(4) (EXPORTAÇÃO) A → (B → C) ⊢ A ∧ B → C

SLIDE 6.5. Exerćıcios

(1) P → Q1 ∨ Q2 ∨ · · · ∨ Qn,¬Q1, . . . ,¬Qn−1 ⊢ P → Qn

(2) P1 → Q, . . . , Pn → Q ⊢ P1 ∧ · · · ∧ Pn → Q

7. AULA 7

SLIDE 7.1. Teorema da Completude no Cálculo Proposicional

TEOREMA 7.1. SejamL a teoria formal do Ćalculo Proposicional (vide aulas anteriores)
e L̄ a linguagem proposicional cujośatomos s̃ao as letras proposicionais deL. Ent̃ao todo
teorema deL é uma tautologia dēL.

TEOREMA 7.2. (da Completude)
Toda tautologia dēL é um teorema deL.

SLIDE 7.2. Teorema da Completude no Cálculo Proposicional

COROLÁRIO 7.1. SejaC uma express̃ao na qual figuram os conectivos¬,→,∧,∨,↔, a
qual é uma abreviaç̃ao de uma f́ormulaB deL. Ent̃ao C é uma tautologia se, e somente
se,B é um teorema deL.

COROLÁRIO 7.2. L é consistente, i.e. não existe f́ormulaB tal queB e¬B são teoremas
deL.
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9. AULA 9

SLIDE 9.1. Quantificadores

EXEMPLO (INFERÊNCIAS QUE NÃO “ PERTENCEM” AO CÁLCULO PROPOSICIONAL):

(1) Todo amigo de Marta é amigo de Joana. Pedro não é amigo de Joana. Logo, Pedro
não é amigo de Marta.

(2) Todos humanos são racionais. Alguns animais são humanos. Logo, alguns animais
são racionais.

(3) O sucessor de todo inteiro par é ı́mpar. 2 é par. Logo, o sucessor de 2 é ı́mpar.

SLIDE 9.2. Quantificadores

EXEMPLO (INFERÊNCIAS QUE NÃO “ PERTENCEM” AO CÁLCULO PROPOSICIONAL):

1.: Todo amigo de Marta é amigo de Joana. Pedro não é amigo de Joana. Logo,
Pedro não é amigo de Marta.

(

∀x
) (

A(x, m) → A(x, j)
)

, ¬A(p, j)

¬A(p, m)

SLIDE 9.3. Quantificadores

EXEMPLO (INFERÊNCIAS QUE NÃO “ PERTENCEM” AO CÁLCULO PROPOSICIONAL):

2.: Todos humanos são racionais. Alguns animais são humanos.Logo, alguns ani-
mais são racionais.

(

∀x
) (

H(x) → R(x)
)

, (∃x)(A(x) ∧ H(x))

(∃x)(A(x) ∧ R(x))

SLIDE 9.4. Quantificadores

EXEMPLO (INFERÊNCIAS QUE NÃO “ PERTENCEM” AO CÁLCULO PROPOSICIONAL):

3.: O sucessor de todo inteiro par é ı́mpar. 2 é par. Logo, o sucessor de 2 é ı́mpar.
(

∀x
) (

Z(x) ∧ P (x) → I(s(x))
)

, I(b) ∧ P (b))

I(s(b))

SLIDE 9.5. Linguagens de 1a. Ordem

Uma linguagem de 1a. ordemL consiste dos seguintes sı́mbolos:

(1) Conectivos proposicionais→,¬ e o quantificador universal∀.
(2) Śımbolos de Pontuação: (),
(3) Um conjunto enumerável de śımbolos,{xn | n ∈ N}, chamadosvariáveis.

SLIDE 9.6. Linguagens de 1a. Ordem

(4) Um conjunto enumerável, possivelmente vazio, desı́mbolos funcionaisde L:
{fn

k | n, k ∈ N}
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(5) Um conjunto enumerável, possivelmente vazio, deconstantes individuaisdeL:
{an | n ∈ N}

(6) Um conjunto enumerável, ñao-vazio, desı́mbolos predicativosde L: {Pn
k |

n, k ∈ N}

SLIDE 9.7. Linguagens de 1a. Ordem com Igualdade

Uma linguagem de primeira ordem diz-se umalinguagem de 1a. ordem com igual-
dadese admitir o śımbolo predicativo bińario =.

SLIDE 9.8. Exemplos de Linguagens de 1a. Ordem com Igualdade

LG: (L INGUAGEM DA TEORIA DOSGRUPOS): um śımbolo funcional bińario (“ ·”)
e uma constante individual (“e”).

LK : (L INGUAGEM DA TEORIA DOS CORPOS): dois śımbolos funcionais bińarios
(“ +”, “ ·”) e duas constantes individuais (“0”, “ 1”).

LKO: (L INGUAGEM DA TEORIA DOSCORPOSORDENADOS): é obtida adicionando-
se aLK o śımbolo predicativo bińario “ <”.

SLIDE 9.9. Exemplos de Linguagens de 1a. Ordem com Igualdade

LC : (L INGUAGEM DA TEORIA DOSCONJUNTOS): um śımbolo predicativo bińario
(“ ∈”).

LN : (L INGUAGEM DA ARITMÉTICA DE 1A . ORDEM): é obtida adicionando-se a
LKO o śımbolo funcional uńario “ S” (sucessor).

SLIDE 9.10. Termos

Ostermosde uma linguagem de 1a. ordemL são definidos indutivamente por:

T1: variáveis e constantes individuais deL são termos;
T2: sefn

k é um śımbolo funcional deL et1, . . . , tn são termos deL, ent̃aofn
k (t1, . . . , tn)

é um termo deL.

SLIDE 9.11. Fórmulas Asfórmulas de uma linguagem de 1a. ordemL são definidas

indutivamente por:

F1: se Pn
k é um śımbolo predicativo deL e t1, . . . , tn são termos deL, ent̃ao

Pn
k (t1, . . . , tn) é uma f́ormula deL (FÓRMULA AT ÔMICA)

F2: seA e B são fórmulas ex é uma varíavel deL, as seguintes expressões s̃ao
fórmulas deL: ¬A, A → B,

((

∀x
)

A
)

SLIDE 9.12. Abreviaç̃oes

(1) A ∧ B, A ∨ B eA ↔ B são definidas como anteriormente;
(2)

(

(∃x)B
)

é uma abreviaç̃ao para¬
(

(∀x)(¬B)
)

.

SLIDE 9.13. Convenç̃oes para Eliminar Par̂entesis Ser̃ao usadas as mesmas convenções

anteriores;∀ e∃ têm preced̂encia intermedíaria entre¬,∧,∨ e→,↔.
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10. AULA 10

SLIDE 10.1. Interpretaç̃oes de uma Linguagem de 1a. Ordem

SejaL uma linguagem de 1a. ordem. UmainterpretaçãoM deL consiste de:

(1) Um conjunto ñao-vazioD, chamadodomı́nio ouuniversoda interpretaç̃ao.
(2) Para cada śımbolo predicativoAn

i deL, uma relaç̃aon-ária (An
i )M emD.

SLIDE 10.2. Interpretaç̃oes de uma Linguagem de 1a. Ordem

(3) Para cada śımbolo funcionalfn
i deL, uma operaç̃ao n-ária (fn

i )M emD, i.e.
uma aplicaç̃ao (fn

i )M : Dn → D.
(4) Para cada constante individualai deL, um elemento(ai)

M deD.

SLIDE 10.3. Exemplos de Interpretações

(1) Em LN , tomamos a interpretação N com doḿınio N e: (+)N , (·)N , (<)N a
soma, multiplicaç̃ao e relaç̃ao de ordem usuais deN; 0N

.
= 0 ∈ N, 1N

.
= 1 ∈ N

eSN : N → N dada porn 7→ n + 1.
(2) EmLG, a interpretaç̃ao com doḿınio N e (·)N dada por(a, b) 7→ sup{a, b}.

SLIDE 10.4. Comprimento de uma F́ormula

DEFINIÇÃO 10.1. O comprimento de uma fórmula A deL, cp (A), define-se indutiva-
mente por:

(1) seA é at̂omica,cp (A)
.
= 1;

(2) seA é da formaB → C, cp (A)
.
= cp (B) + cp (C);

(3) seA é da forma¬B ou (∀x)B, cp (A)
.
= cp (B) + 1.

SLIDE 10.5. Variáveis Livres e Ligadas

DEFINIÇÃO 10.2. Uma ocorr̂encia de uma variávelx numa f́ormulaA diz-seligada se
(i) for a ocorrência dex em “(∀x)” ou (ii) ocorrer no escopo de “(∀x)”. Caso não seja
ligada, a ocorr̂encia diz-selivre .

Exemplo10.1. (1) A2

1
(x1, x2) → (∀x1)A

1

1
(x1)

(2) (∀x1)
(

A2

1(x1, x2) → (∀x1)A
1

1(x1)
)

SLIDE 10.6. A Definiç̃ao de Verdade de Tarski

DEFINIÇÃO 10.3. SejaL uma linguagem de 1a. ordem eM uma interpretaç̃ao deL.
Umaavaliação de variáveisé uma aplicaç̃ao do conjunto das variáveis deL no conjunto

universo deM . NOTAÇÃO: as avaliaç̃oes ser̃ao denotadas por−→a ,
−→
b , etc.

SLIDE 10.7. A Definiç̃ao de Verdade de Tarski

DEFINIÇÃO 10.4. Sejamt um termo e−→a uma avaliaç̃ao de varíaveis deL. Define-se
t(−→a ) (leia-se: “valor det em−→a ”) indutivamente por:

(1) set é a varíavelxn, t(−→a )
.
= −→a (xn);
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(2) set é a constante individualc, t(−→a )
.
= cM ;

(3) set é da formaf(t1, . . . , tn), t(−→a )
.
= fM

(

t1(
−→a ), . . . , tn(−→a )

)

.

SLIDE 10.8. A Definiç̃ao de Verdade de Tarski

DEFINIÇÃO 10.5 (satisfatibilidade). SejamL uma linguagem de 1a. ordem,M uma
interpretaç̃ao deL, −→a uma avaliaç̃ao de varíaveis eA uma f́ormula deL. Define-se
por induç̃ao no comprimento deA que a avaliaç̃ao −→a satisfazA em M (NOTAÇÃO:
M |= A[−→a ]) por:

SLIDE 10.9. A Definiç̃ao de Verdade de Tarski

(1) seA é at̂omica, da formaR(t1, . . . , tn), M |= A[−→a ] seRM
(

t1(
−→a ), . . . , tn(−→a )

)

.
(2) seA é da forma¬B, M |= A[−→a ] se ñao se tem queM |= B[−→a ];
(3) seA é da formaB → C, M |= A[−→a ] seM |= ¬B[−→a ] ouM |= C[−→a ];

(4) seA é da forma(∀x)B, M |= A[−→a ] se, para toda avaliaç̃ao de varíaveis
−→
a′ que

coincide com−→a exceto (possivelmente) na variávelx, tem-seM |= B[
−→
a′ ].

SLIDE 10.10. Exerćıcios

(1) Mostre que, se duas avaliações−→a e
−→
b coincidem no conjunto das variáveis de

um termot, ent̃ao t(−→a ) = t(
−→
b ).

(2) SejamA uma f́ormula deL, M uma interpretaç̃ao,−→a e
−→
b duas avaliaç̃oes que

coincidem nas variáveis livres deA. Ent̃ao M |= A[−→a ] se, e somente se,M |=

A[
−→
b ].

11. AULA 11

SLIDE 11.1. Fórmulas V́alidas numa Interpretaç̃ao

DEFINIÇÃO 11.1. SejamM uma interpretaç̃ao de uma linguagem de 1a. ordemL e A

uma f́ormula deL. Diz-se que:

• A é válida em M (NOTAÇÃO: M |= A) se, para toda avaliaç̃ao de varíaveis−→a ,
tem-seM |= A[−→a ].

• A é contra-válida em M se, para toda avaliaç̃ao de varíaveis−→a , não se tem
M |= A[−→a ].

• M é ummodelo para um conjunto deL-fórmulasΓ se toda f́ormula deΓ for
válida emM.

SLIDE 11.2. Propriedades das Noções de Satisfatibilidade e Validade

(1) (a) A é v́alida emM se, e somente se,¬A é contra-v́alida emM;
(b) A é contra-v́alida emM se, e somente se,¬A é v́alida emM.

(2) Nenhuma f́ormulaé v́alida e contra-v́alida emM.
(3) SeM |= A eM |= A → B, ent̃aoM |= B.
(4) A → B é contra-v́alida emM se, e somente se,M |= A eM |= ¬B.

SLIDE 11.3. Propriedades (cont.)
(5) SejamM uma interpretaç̃ao com universoD e −→a uma avaliaç̃ao de varíaveis.

Tem-se:
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(a) M |= A ∧ B[−→a ] se, e somente se,M |= A[−→a ] eM |= B[−→a ];
(b) M |= A ∨ B[−→a ] se, e somente se,M |= A[−→a ] ouM |= B[−→a ];
(c) M |= A ↔ B[−→a ] se, e somente se,−→a satisfaz simultaneamenteA e B ou

não satisfaz ambas emM.

(d) M |= (∃x)A[−→a ] se, e somente se, existe
−→
a′ que coincide com−→a exceto

(possivelmente) emx tal queM |= A[
−→
a′ ].

SLIDE 11.4. Propriedades (cont.)

(6) M |= A se, e somente se,M |= (∀x)A.
(7) Todaquasi-tautologia(i.e. uma f́ormula deL obtida a partir de uma tautologia

do ćalculo proposicional por substituições de f́ormulas deL no lugar dośatomos)
é v́alida em qualquer interpretação deL.

12. AULA 13

SLIDE 12.1. A Definiç̃ao de Verdade de Tarski

DEFINIÇÃO 12.1. SejamL uma linguagem de 1a. ordem eM uma interpretaç̃ao deL com
universoD. Denote porA(x1, . . . , xn) uma f́ormula deL cujas varíaveis livres pertencem
ao conjunto{x1, . . . , xn}, e seja(a1, . . . , an) ∈ Dn. Diz-se queM |= A[a1, . . . , an] se,
para alguma avaliaç̃ao de varíaveis−→a tal que−→a (xi) = ai para 1 6 i 6 n, tem-se
M |= A[−→a ].

SLIDE 12.2. Fórmulas V́alidas numa Interpretaç̃ao

DEFINIÇÃO 12.2. SejamM uma interpretaç̃ao de uma linguagem de 1a. ordemL e A

uma f́ormula deL. Diz-se que:

• A é válida em M (NOTAÇÃO: M |= A) se, para toda avaliaç̃ao de varíaveis−→a ,
tem-seM |= A[−→a ].

• A é satisfatı́vel emM se existir uma avaliaç̃ao de varíaveis−→a , tal queM |=
A[−→a ].

• A é contra-válida em M se, para toda avaliaç̃ao de varíaveis−→a , não se tem
M |= A[−→a ].

SLIDE 12.3. Exerćıcios

Estudar a satisfatibilidade das seguintes fórmulas deLKO na interpretaç̃ao “stan-
dard”:

(1) x > 0
(2) x2 > 0 ∨ x = 0
(3) x2 < 0
(4) (∀x)x < y

(5) (∃x)x < y

(6) (∀x)(∃y)x = y

(7) (∃y)(∀x)x = y

SLIDE 12.4. Relaç̃oes Definidas por F́ormulas
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DEFINIÇÃO 12.3. SejamL uma linguagem de 1a. ordem,M uma interpretaç̃ao deL com
universoD e A(x) uma f́ormula deL na qual figura umáunica varíavel livre,x. O con-
junto verdade ou arelação 1-́aria definida porA(x) na interpretaç̃aoM é o subconjunto
deD dado por{a ∈ D | M |= A[a]}.

SLIDE 12.5. Relaç̃oes Definidas por F́ormulas

DEFINIÇÃO 12.4. SejamL uma linguagem de 1a. ordem,M uma interpretaç̃ao deL
com universoD e A(x1, . . . , xn) uma f́ormula deL na qual figuram as variáveis livres
x1, . . . , xn. A relaçãon-ária definida porA(x1, . . . , xn) na interpretaç̃aoM é o subcon-
junto deDn dado por{(a1, . . . , an) ∈ Dn | M |= A[a1, . . . , an]}.

13. AULA 14

SLIDE 13.1. A Definiç̃ao de Verdade de Tarski

DEFINIÇÃO 13.1 (satisfatibilidade). SejamL uma linguagem de 1a. ordem,M uma
interpretaç̃ao deL, −→a uma avaliaç̃ao de varíaveis eA uma f́ormula deL. Define-se
por induç̃ao no comprimento deA que a avaliaç̃ao −→a satisfazA em M (NOTAÇÃO:
M |= A[−→a ]) por:

SLIDE 13.2. A Definiç̃ao de Verdade de Tarski

(1) seA é at̂omica, da formaR(t1, . . . , tn), M |= A[−→a ] seRM
(

t1(
−→a ), . . . , tn(−→a )

)

.
(2) seA é da forma¬B, M |= A[−→a ] se ñao se tem queM |= B[−→a ];
(3) seA é da formaB → C, M |= A[−→a ] seM |= ¬B[−→a ] ouM |= C[−→a ];

(4) seA é da forma(∀x)B, M |= A[−→a ] se, para toda avaliaç̃ao de varíaveis
−→
a′ que

coincide com−→a exceto (possivelmente) na variávelx, tem-seM |= B[
−→
a′ ].

SLIDE 13.3. Exerćıcios

(1) Mostre que, se duas avaliações−→a e
−→
b coincidem no conjunto das variáveis de

um termot, ent̃ao t(−→a ) = t(
−→
b ).

(2) SejamA uma f́ormula deL, M uma interpretaç̃ao,−→a e
−→
b duas avaliaç̃oes que

coincidem nas variáveis livres deA. Ent̃ao M |= A[−→a ] se, e somente se,M |=

A[
−→
b ].

SLIDE 13.4. A Definiç̃ao de Verdade de Tarski

DEFINIÇÃO 13.2. SejamL uma linguagem de 1a. ordem eM uma interpretaç̃ao deL com
universoD. Denote porA(x1, . . . , xn) uma f́ormula deL cujas varíaveis livres pertencem
ao conjunto{x1, . . . , xn}, e seja(a1, . . . , an) ∈ Dn. Diz-se queM |= A[a1, . . . , an] se,
para alguma avaliaç̃ao de varíaveis−→a tal que−→a (xi) = ai para 1 6 i 6 n, tem-se
M |= A[−→a ].

SLIDE 13.5. Fórmulas V́alidas numa Interpretaç̃ao

DEFINIÇÃO 13.3. SejamM uma interpretaç̃ao de uma linguagem de 1a. ordemL e A

uma f́ormula deL. Diz-se que:
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• A é válida em M (NOTAÇÃO: M |= A) se, para toda avaliaç̃ao de varíaveis−→a ,
tem-seM |= A[−→a ].

• A é satisfatı́vel emM se existir uma avaliaç̃ao de varíaveis−→a , tal queM |=
A[−→a ].

• A é contra-válida em M se, para toda avaliaç̃ao de varíaveis−→a , não se tem
M |= A[−→a ].

SLIDE 13.6. Exerćıcios Estudar a satisfatibilidade das seguintes fórmulas deLKO no
modelo “standard” dos ńumeros reais (ondex ey são variáveis):

(1) x > 0
(2) x2 > 0 ∨ x = 0
(3) x2 < 0
(4) (∀x)x < y

(5) (∃x)x < y

(6) (∀x)(∃y)x = y

(7) (∃y)(∀x)x = y

SLIDE 13.7. Relaç̃oes Definidas por F́ormulas

DEFINIÇÃO 13.4. SejamL uma linguagem de 1a. ordem,M uma interpretaç̃ao deL com
universoD e A(x) uma f́ormula deL na qual figura umáunica varíavel livre,x. O con-
junto verdade ou arelação 1-́aria definida porA(x) na interpretaç̃aoM é o subconjunto
deD dado por{a ∈ D | M |= A[a]}.

SLIDE 13.8. Relaç̃oes Definidas por F́ormulas

DEFINIÇÃO 13.5. SejamL uma linguagem de 1a. ordem,M uma interpretaç̃ao deL
com universoD e A(x1, . . . , xn) uma f́ormula deL na qual figuram as variáveis livres
x1, . . . , xn. A relaçãon-ária definida porA(x1, . . . , xn) na interpretaç̃aoM é o subcon-
junto deDn dado por{(a1, . . . , an) ∈ Dn | M |= A[a1, . . . , an]}.

SLIDE 13.9. Fórmulas V́alidas (cont.)

DEFINIÇÃO 13.6. SejaL uma linguagem de 1a. ordem. Diz-se que:

• Uma interpretaç̃ao M é ummodelo para um conjunto deL-fórmulasΓ se toda
fórmula deΓ for válida emM.

• Uma f́ormulaA deL é logicamente v́alida seA for válida em toda interpretaç̃ao
deL, econtradit ória oucontra-válida se¬A for logicamente v́alida. NOTAÇÃO:
|= A paraA logicamente v́alida.

SLIDE 13.10. Fórmulas V́alidas (cont.)

• Uma f́ormulaA deL é satisfatı́velse existir uma interpretação M deL e uma
avaliaç̃ao de varíaveis−→a tais queM |= A[−→a ].

• Um conjuntoΓ de f́ormulas deL implica logicamenteuma f́ormulaA se, para
toda interpretaç̃aoM e toda avaliaç̃ao de varíaveis−→a tais que−→a satisfaz emM
toda f́ormula deΓ, tem-seM |= A[−→a ].

• Duas f́ormulasA e B de L são logicamente equivalentesse cada uma delas
implica logicamente a outra.
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SLIDE 13.11. Propriedades das Noções de Satisfatibilidade e Validade
SejamL uma linguagem de 1a. ordem eM uma interpretaç̃ao deL. Tem-se:

(1) (a) A é v́alida emM se, e somente se,¬A é contra-v́alida emM;
(b) A é contra-v́alida emM se, e somente se,¬A é v́alida emM.

(2) Nenhuma f́ormulaé v́alida e contra-v́alida emM.
(3) SeM |= A eM |= A → B, ent̃aoM |= B.
(4) A → B é contra-v́alida emM se, e somente se,M |= A eM |= ¬B.

SLIDE 13.12. Propriedades (cont.)
(5) SejamM uma interpretaç̃ao com universoD e −→a uma avaliaç̃ao de varíaveis.

Tem-se:
(a) M |= A ∧ B[−→a ] se, e somente se,M |= A[−→a ] eM |= B[−→a ];
(b) M |= A ∨ B[−→a ] se, e somente se,M |= A[−→a ] ouM |= B[−→a ];
(c) M |= A ↔ B[−→a ] se, e somente se,−→a satisfaz simultaneamenteA e B ou

não satisfaz ambas emM.

(d) M |= (∃x)A[−→a ] se, e somente se, existe
−→
a′ que coincide com−→a exceto

(possivelmente) emx tal queM |= A[
−→
a′ ].

SLIDE 13.13. Propriedades (cont.)

(6) M |= A se, e somente se,M |= (∀x)A.
(7) Todaquasi-tautologia(i.e. uma f́ormula deL obtida a partir de uma tautologia

do ćalculo proposicional por substituições de f́ormulas deL no lugar dośatomos)
é v́alida em qualquer interpretação deL.

SLIDE 13.14. Termo Livre para uma Variável

Notaç̃ao. SejamL uma linguagem de 1a. ordem ex1, . . . , xn variáveis deL. A notação
A(x1, . . . , xn) será usada para denotar uma fórmulaA deL na qual podem ocorrer livres
as variáveisx1, . . . , xn. Esta notação é útil para efeito da seguinte:

SLIDE 13.15. Termo Livre para uma Variável

DEFINIÇÃO 13.7. SejaL uma linguagem de 1a. ordem,A(x1, . . . , xn) uma f́ormula de
L, e t1, . . . , tn termos deL. Denotar-se-́a porA(t1, . . . , tn) a fórmula obtida a partir de
A(x1, . . . , xn) por substituiç̃ao de todas as ocorrênciaslivres dexi por ti, para1 6 i 6

n.

PERGUNTA: SeB(xi) for uma fórmula deL, qual a condição a ser colocada sobre um
termot deL para que a substituição das ocorrências livres dexi emB(xi) por t não gere
novas variáveis ligadas?

SLIDE 13.16. Termo Livre para uma Variável

DEFINIÇÃO 13.8. SejamL uma linguagem de 1a. ordem,t um termo,xi uma varíavel e
A(xi) uma f́ormula deL. Diz-se quet é livre para xi em A(xi) se, para toda varíavely
que ocorre emt, nenhuma ocorr̂encia livre dexi emA(xi) pertence ao escopo de(∀y).
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SLIDE 13.17. Termo Livre para uma Variável Decorre imediatamente daúltima definiç̃ao

que:

• xi é livre paraxi em qualquer f́ormula;
• set é um termo no qual ñao ocorrem varíaveis, ou se nenhuma variável det ocorre

quantificada emA(xi), ent̃ao t é livre paraxi emA(xi);
• se todas as ocorrências dexi emA(xi) são ligadas, ent̃ao qualquer termóe livre

paraxi emA(xi).

SLIDE 13.18. Exerćıcios EmLKO, sejamt1 = x1 e t2 = (x1 + 1) · x2. Decida set1 e t2

são livres para cada uma das variáveis que figuram nas seguintes fórmulas:

(1) x1 < x2 · x3

(2) (∀x1)x1 < x2 · x3

(3) (∀x1)(∃x2)x1 < x2 · x3

SLIDE 13.19. Mais Propriedades das Noções de Satisfatibilidade e Validade
SejamL uma linguagem de 1a. ordem. Tem-se:

(8) SeA é umasentença fechada(i.e. uma f́ormula sem varíaveis livres), ent̃ao, dada
M interpretaç̃ao deL, ouM |= A ouM |= ¬A.

(9) SejamB(xi) uma f́ormula et um termo livre paraxi. Ent̃ao |= (∀xi)B(xi) →
B(t).

(10) |= (∀xi)(B → C) →
(

B → (∀xi)C
)

sexi não ocorre livre emB.

SLIDE 13.20. Exerćıcios Mostre que, numa linguagem de 1a. ordem:
(1) A implica logicamenteB se, e somente se,|= A → B.
(2) A é logicamente equivalente aB se, e somente se,|= A ↔ B.
(3) |= B(t) → (∃xi)B(xi) set for um termo livre paraxi.
(4) |= (∀xi)B → (∃xi)B.
(5) |= (∀xi)(∀xj)B ↔ (∀xj)(∀xi)B.
(6) |= (∃xi)(∃xj)B ↔ (∃xj)(∃xi)B.
(7) |= (∀xi)(B → C) →

(

(∀xi)B → (∀xi)C
)

.

14. AULA 15

SLIDE 14.1. Teorias de 1a. Ordem

DEFINIÇÃO 14.1. SejaL uma linguagem de 1a. ordem. Umateoria de 1a. ordemK na
linguagemL é uma teoria formal, cujos sı́mbolos e f́ormulas s̃ao os mesmos deL, e cujos
axiomas e regras de inferência s̃ao especificados conforme abaixo.

• Axiomas Ĺogicos. Para quaisquer fórmulasA,B, C deL:
(A1): A → (B → A)
(A2):

(

A → (B → C)
)

→
(

(A → B) → (A → C)
)

SLIDE 14.2. Teorias de 1a. Ordem

(A3): (¬A → ¬B) →
(

(¬A → B) → A
)

(A4): (∀xi)B(xi) → B(t) set for livre paraxi emB(xi)
(A5): (∀xi)(B → C) →

(

B → (∀xi)C
)

sexi não ocorrer livre emB.
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SLIDE 14.3. Teorias de 1a. Ordem

• Axiomas pŕoprios. S̃ao espećıficos de cada teoria.
• Regras de Infer̂encia:

MP:
A,A → B

B

Gen:
A

(∀xi)A

SLIDE 14.4. Cálculo de Predicados de 1a. Ordem, Modelos

DEFINIÇÃO 14.2. Uma teoria de 1a. ordem que não possui axiomas próprios (i.e. śo tem
os 5 esquemas de axiomas lógicos) chama-se umcálculo de predicados de 1a. ordem.

DEFINIÇÃO 14.3. SejaK uma teoria de 1a. ordem na linguagemL. UmmodelodeK é
uma interpretaç̃ao deK na qual todos os axiomas deK são v́alidos.

SLIDE 14.5. Exemplos de Teorias de 1a. Ordem

• Ordem Parcial. L: um śımbolo predicativo bińario <. Axiomas pŕoprios:
O1:: (∀x1)¬x1 < x1

O2:: (∀x1)(∀x2)(∀x3)(x1 < x2 ∧ x2 < x3 → x1 < x3)

Um modelo desta teoria chama-se umaestrutura parcialmente ordenada.

SLIDE 14.6. Exemplos de Teorias de 1a. Ordem

• Teoria dos Grupos.L: um śımbolo funcional bińario +, uma constante individ-
ual 0, um śımbolo predicativo bińario =. Axiomas pŕoprios:

G1:: (∀x1)(∀x2)(∀x3)(x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3)
G2:: (∀x1)0 + x1 = x1

G3:: (∀x1)(∃x2)x2 + x1 = 0

SLIDE 14.7. Exemplos de Teorias de 1a. Ordem

=1:: (∀x1)x1 = x1

=2:: (∀x1)(∀x2)(x1 = x2 → x2 = x1)
=3:: (∀x1)(∀x2)(∀x3)(x1 = x2 ∧ x2 = x3 → x1 = x3)
=4:: (∀x1)(∀x2)(∀x3)(x2 = x3 → x1 + x2 = x1 + x3 ∧ x2 + x1 = x3 + x1)

Um modelo para esta teoria, na qual a interpretação de “=” é a relaç̃ao de identidade
no universo, chama-se umgrupo. O grupo diz-seabelianose tamb́em satisfizer o axioma
(G3) (∀x1)(∀x2)x1 + x2 = x2 + x1.

SLIDE 14.8. Propriedades das Teorias de 1a. Ordem

PROPOSIÇ̃AO 14.1. Todo teorema de uma teoria de 1a. ordemK é v́alido em qualquer
modelo deK.

PROPOSIÇ̃AO 14.2. SejamK uma teoria de 1a. ordem eA uma quasi-tautologia deK.
EntãoA é um teorema deK e pode ser demonstrada usando-se apenas os esquemas de
axiomas (A1) a (A3) e (MP).
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SLIDE 14.9. Propriedades das Teorias de 1a. Ordem

PROPOSIÇ̃AO 14.3. Todo teorema de um cálculo de predicados de 1a. ordeḿe logica-
mente v́alido.

DEFINIÇÃO 14.4. Uma teoria de 1a. ordemK diz-seconsistentese, para qualquer
fórmulaA deK, seA e¬A não s̃ao ambos teoremas deK.

COROLÁRIO 14.1. Todo ćalculo de predicados de 1a. ordeḿe consistente.

SLIDE 14.10. Depend̂encia de F́ormulas numa Dedução Formal

DEFINIÇÃO 14.5. SejamK uma teoria de 1a. ordem,A uma f́ormula pertencente a um
conjuntoΓ de f́ormulas deK, e(A1, . . . , An) uma deduç̃ao emK a partir deΓ, com uma
justificativa em cada passo da dedução. Diz-se que, nesta dedução,Ai depende deA, se
uma das seguintes condições ocorrer:

(1) Ai éA e a justificativáe “Ai pertence aΓ”.
(2) Ai é obtida por (MP) ou (Gen) de fórmulas anteriores da seqüência, com pelo

menos uma das quais depende deA.

SLIDE 14.11. Exemplo

TomeΓ = {A, (∀x1)A → B}, e a seguinte dedução a partir deΓ:

(A1): A (hip.)
(A2): (∀x1)A (Gen, de A1)
(A3): (∀x1)A → B (hip.)
(A4): B (MP, de A2 e A3)
(A5): (∀x1)B (Gen, de A4)

A1 depende deA, A2 depende deA, A3 depende de(∀x1)A → B, A4 e A5 dependem
de ambas.

SLIDE 14.12. Teorema da Dedução

PROPOSIÇ̃AO 14.4. SejamK uma teoria de 1a. ordem,Γ um conjunto de f́ormulas,A eB
fórmulas deK. Se, numa dedução mostrando queΓ,A ⊢K B,B não depende deA, ent̃ao
Γ ⊢K B.

TEOREMA 14.1. SejamK uma teoria de 1a. ordem,Γ um conjunto de f́ormulas,A eB
fórmulas deK. Se, numa dedução mostrando queΓ,A ⊢K B não se aplica (Gen) a uma
fórmula que depende deA com varíavel quantificada livre emA, ent̃aoΓ ⊢K A → B.

SLIDE 14.13. Teorema da Dedução

COROLÁRIO 14.2. SejamK uma teoria de 1a. ordem,Γ um conjunto de f́ormulas,A eB
fórmulas deK. Se, numa dedução mostrando queΓ,A ⊢K B não se aplica (Gen) a uma
fórmula com varíavel quantificada livre emA, ent̃aoΓ ⊢K A → B.

SLIDE 14.14. Teorema da Dedução
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Observaç̃ao14.1. É posśıvel mostrar que, no teorema da dedução (bem como na proposição
que o precede), podemos tomar uma dedução deΓ ⊢K A → B (ou deΓ ⊢K B, na
proposiç̃ao) que satisfaz a seguinte propriedade: ocorre nesta deduc¸ão uma aplicaç̃ao de
(Gen) a uma f́ormula que depende de uma fórmulaC se, e somente se, na dedução original
de Γ,A ⊢K B já ocorria uma tal aplicaç̃ao, com a mesma variável quantificada. Esta
observaç̃ao é útil para aplicaç̃oes do teorema da dedução em “cascata”.

SLIDE 14.15. Exerćıcios

SejaK uma teoria de 1a. ordem. Mostre que:

(1) ⊢ (∀x1)(∀x2)A → (∀x2)(∀x1)A
(2) ⊢ (∀x)(A → B) →

(

(∀x)A → (∀x)B
)

(3) ⊢ (∀x)(A → B) →
(

(∃x)A → (∃x)B
)

(4) ⊢ (∀x)(A ∧ B) ↔
(

(∀x)A ∧ (∀x)B
)

(5) ⊢ (∀x1) . . . (∀xn)A → A
(6) ⊢ ¬(∀x)A → (∃x)¬A

15. AULA 16

SLIDE 15.1. Teoremas e Regras de Inferências Derivadas Adicionais

Particularizaç ão: (∀x)A(x) ⊢ A(t) set livre parax emA(x).
Regra Existencial: A(t, t) ⊢ (∃x)A(x, t) set livre parax emA(x, t).
Eliminaç ão de Negaç ão: ¬¬A ⊢ A
Introduç ão de Negaç ão: A ⊢ ¬¬A

SLIDE 15.2. Teoremas e Regras de Inferências Derivadas Adicionais

Eliminaç ão de Conjunç ão: • A ∧ B ⊢ A
• A ∧ B ⊢ B
• ¬(A ∧ B) ⊢ ¬A ∨ ¬B

Introduç ão de Conjunç ão: A,B ⊢ A ∧ B
Eliminaç ão de Disjunç ão: • A ∨ B,¬A ⊢ B

• A ∨ B,¬B ⊢ A
• ¬(A ∨ B) ⊢ ¬A ∧ ¬B
• A → C,B → C,A∨ B ⊢ C

SLIDE 15.3. Teoremas e Regras de Inferências Derivadas Adicionais

Introduç ão de Disjunç ão: • A ⊢ A ∨ B
• B ⊢ A ∨ B

Eliminaç ão de Condicional: • A → B,¬B ⊢ A
• A → ¬B,B ⊢ A
• ¬A → B,¬B ⊢ A
• ¬A → ¬B,B ⊢ A

Contraposiç ão: • A → B ⊢ ¬B → ¬A
• ¬A → ¬B ⊢ B → A

SLIDE 15.4. Teoremas e Regras de Inferências Derivadas Adicionais
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Eliminaç ão de Bicondicional: • A ↔ B,B ⊢ A
• A ↔ B,A ⊢ B
• A ↔ B,¬B ⊢ ¬A
• A ↔ B,¬A ⊢ ¬B
• A ↔ B ⊢ (A → B) ∧ (B → A)

Introduç ão de Bicondicional: A → B,B → A ⊢ A ↔ B
Prova por Contradiç ão: SeΓ,¬A ⊢ B ∧ ¬B e na deduç̃ao não se aplica

(Gen) com varíavel quantificada livre emA, ent̃aoΓ ⊢ A.

SLIDE 15.5. Teoremas da Equivalência e da Substituição

PROPOSIÇ̃AO 15.1. SejamC uma subf́ormula deB, e B′ a fórmula obtida deB por
substituiç̃ao de uma ou mais ocorrências deC por D. Suponha que todas as variáveis
livres deC ouD que sejam varíaveis ligadas emB estejam na lista{y1, . . . , yk}. Tem-se:

(1) ⊢
(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (B ↔ B′) (TEOREMA DA EQUIVALÊNCIA)
(2) Se⊢ C ↔ D, ent̃ao⊢ B ↔ B′ (TEOREMA DA SUBSTITUIÇÃO)

SLIDE 15.6. Exerćıcios

Verifique que, numa teoria de 1a. ordem:

(1) ⊢ ¬(∃x)B ↔ (∀x)¬B
(2) ⊢ (∀x)B → (∀x)(B ∨ C)

Assuma quex não ocorre livre emB. Ent̃ao:

(1) ⊢ B → (∀x)B
(2) ⊢ B → (∃x)B
(3) ⊢

(

B → (∀x)C
)

↔ (∀x)(B → C)

(4) ⊢
(

(∃x)C → B
)

↔ (∀x)(C → B)

SLIDE 15.7. Exerćıcios(cont.)

(1) ⊢ (∃x)¬B ↔ ¬(∀x)B
(2) ⊢ (∃x)

(

B → ¬(C ∨ D)
)

↔ (∃x)(B → ¬C ∧ ¬D)
(3) ⊢ (∀x)(∃y)(B → C) ↔ (∀x)(∃y)(¬B ∨ C)

SLIDE 15.8. Regra CMotivaç ão: (∃x)
(

B(x) → C(x)
)

, (∀x)B(x) ⊢ (∃x)C(x)

A1: (∃x)
(

B(x) → C(x)
)

(hip.)
A2: (∀x)B(x) (hip.)
A3: B(d) → C(d) (de A1, “escolhendo umd”)
A4: (∀x)B(x) → B(d) (axioma IV)
A5: B(d) ((MP), de A2 e A4)
A6: C(d) ((MP), de A3 e A5)
A7: C(d) → (∃x)C(x) (regra existencial)
A8: (∃x)C(x) ((MP), de A6 e A7)

SLIDE 15.9. Regra C

DEFINIÇÃO 15.1. Umadedução usando a regra Cnuma teoria de 1a. ordemK, de uma
fórmulaB a partir de um conjunto de fórmulasΓ (NOTAÇ ÃO : Γ ⊢C B), é uma seq̈uência
de f́ormulas(B1, . . . , Bn), comBn = B, tal que as seguintes condições s̃ao satisfeitas:
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SLIDE 15.10. Regra C

(1) Para cadai ∈ {1, . . . , n}, uma das seguintes condiçõesé satisfeita:
(a) Ai é um axioma deK ouAi ∈ Γ.
(b) Ai é obtida por (MP) ou (Gen) a partir de fórmulas anteriores da seqüência.
(c) existej < i tal queAj = (∃x)C(x) e Ai = C(d), onded é uma nova

constante individual (regra C).

SLIDE 15.11. Regra C

(2) Ao ser aplicada a regra C, a constante individual introduzida passa a fazer parte
da linguagem, i.e. estamos estendendo a linguagem deK. Portanto, nas f́ormulas
seguintes da seqüência, esta constante pode ser usada nos esquemas de axiomas.

(3) Nenhuma aplicaç̃ao de (Gen)́e feita com varíavel quantificada livre numa fórmula
(∃x)C(x) à qual tenha sido aplicada a regra C anteriormente.

(4) As constantes individuais novas não figuram emB.

SLIDE 15.12. Regra C

PROPOSIÇ̃AO 15.2. SeΓ ⊢C B, ent̃aoΓ ⊢ B. Além disso,́e posśıvel tomar uma dedução
deΓ ⊢ B satisfazendo a seguinte propriedade: se, nesta dedução, ocorrer uma aplicaç̃ao
de (Gen) a uma fórmula que dependa de uma fórmulaD, com varíavel quantificadax,
ent̃ao isto j́a acontecia na dedução original deΓ ⊢C B.

SLIDE 15.13. Exerćıcios

Verifique que, numa teoria de 1a. ordem:

(1) ⊢ (∀x)
(

B(x) → C(x)
)

→
(

(∃x)B(x) → (∃x)C(x)
)

(2) ⊢ (∃x)
(

B(x) → C(x)
)

→
(

(∀x)B(x) → (∃x)C(x)
)

(3) ⊢ ¬(∃y)(∀x)
(

A2

1
(x, y) ↔ ¬A2

1
(x, x)

)

16. AULA 17

SLIDE 16.1. Teorias com Igualdade

DEFINIÇÃO 16.1. SejaK uma teoria de 1a. ordem que possui um sı́mbolo predicativo
binário “ =”. Diz-se queK é umateoria de 1a. ordem com igualdadese as seguintes
fórmulas forem teoremas deK:

A6: (∀x1)x1 = x1

A7: x = y →
(

B(x, x) → B(x, y)
)

sey livre parax emB(x, x) eB(x, y) se obt́em
deB(x, x) por substituiç̃ao de algumas das ocorrências livres dex por y.

SLIDE 16.2. Teorias com Igualdade

PROPOSIÇ̃AO 16.1. Em toda teoria com igualdade, tem-se:

(1) ⊢ t = t (para qualquer termot)
(2) ⊢ t = s → s = t (para quaisquer termoss e t)
(3) ⊢ t = s → (s = r → t = r) (para quaisquer termosr, s e t)
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SLIDE 16.3. Teorias com Igualdade

PROPOSIÇ̃AO 16.2. SejaK uma teoria de 1a. ordem na qual (A6)é um teorema e (A7) vale
para todas as f́ormulas at̂omicasB(x, x) nas quais ñao figuram constantes individuais.
EntãoK é uma teoria com igualdade, i.e. (A7) vale para quaisquer fórmulasB(x, x).

SLIDE 16.4. Teorias com Igualdade

PROPOSIÇ̃AO 16.3. SejaK uma teoria de 1a. ordem na qual (A6)é um teorema e as
seguintes condiç̃oes s̃ao satisfeitas:

(1) O esquema (A7) vale para todas as fórmulas at̂omicasB(x, x) nas quais ñao figu-
ram śımbolos funcionais ou constantes individuais, eB(x, y) é obtida deB(x, x)
pela substituiç̃ao de umáunica ocorr̂encia dex por y.

(2) ⊢ x = y → fn
j (z1, . . . , zn) = fn

j (w1, . . . , wn), ondefn
j é um śımbolo fun-

cional qualquer,z1, . . . , zn são variáveis efn
j (w1, . . . , wn) é obtida a partir de

fn
j (z1, . . . , zn) pela substituiç̃ao de umáunica ocorr̂encia dex por y.

EntãoK é uma teoria com igualdade.

SLIDE 16.5. Exemplos

• A teoria elementar dos gruposé uma teoria com igualdade.
• Idem para a teoria elementar dos corpos e para a teoria elementar dos corpos

ordenados.

SLIDE 16.6. Exerćıcios

Mostre que, em toda teoria de 1a. ordem com igualdade:

(1) x = y → f(x) = f(y) ondef é qualquer śımbolo funcional uńario.
(2) (∀x)(∃y)x = y

(3) (∀x)
(

B(x) ↔ (∀y)(x = y → B(y))
)

sey não ocorre emB(x)

17. AULA 18

SLIDE 17.1. Teorema da Completude

TEOREMA 17.1 (Gödel, 1930).Toda teoria de 1a. ordem consistente possui um modelo
infinito enumeŕavel.

SLIDE 17.2. Teorema da Completude

LEMA 17.1. SejaK uma teoria de 1a. ordem. Assuma que uma fórmula fechada¬B não
seja um teorema deK. Denote porK ′ a teoria de 1a. ordem obtida a partir deK por
adição da f́ormulaB como axioma. Então,K ′ é consistente.

COROLÁRIO 17.1. SejaK uma teoria de 1a. ordem. Então, toda f́ormula logicamente
válidaB deK é um teorema deK.

SLIDE 17.3. Teorema da Completude
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COROLÁRIO 17.2 (teorema da completude de Gödel, 1930).Num ćalculo de predicados
de 1a. ordem, uma fórmulaé logicamente v́alida se, e somente se, for um teorema.

SLIDE 17.4. Teorema da Completude

COROLÁRIO 17.3. SejaK uma teoria de 1a. ordem.

(1) Uma f́ormulaB é v́alida em qualquer modelo infinito enumerável deK se, e so-
mente se,⊢K B.

(2) Se, em todo modelo deK, toda avaliaç̃ao de varíaveis que satisfaz um dado con-
juntoΓ de f́ormulas tamb́em satisfaz uma fórmulaB, ent̃aoΓ ⊢K B.

(3) Se uma f́ormulaB deK for conseq̈uência ĺogica de um conjuntoΓ de f́ormulas de
K, ent̃aoΓ ⊢K B.

SLIDE 17.5. Teorema da Completude

COROLÁRIO 17.4 (Gödel, 1930).Toda teoria de 1a. ordem com igualdade consistente
possui um modelo normal finito ou infinito enumerável.

SLIDE 17.6. Exerćıcio

Demonstre oteorema da compacidade: se todos os subconjuntos finitos do conjunto de
axiomas pŕoprios de uma teoria de 1a. ordemK admitirem modelos, então K tem um
modelo.


