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1. AuLa 1l

SLIDE 1.1. Programa Resumido do Curso

e Calculo Proposicional
e Calculo de Predicados de Primeira Ordem
e Nogdes sobre Teorias Formalizadas

SLIDE 1.2. Bibliografia Sugerida

e B. Castruccilntroducao a Logica Matematichlobel, 1975.
e E. Mendelsonintroduction to Mathematical Logjd/an Nostrand, 1964.
e J. Zimbarg,Introducdo a Logica Matematicknpa, 1973.

SLIDE 1.3. Objetivos

e Familiarizagdo com o emprego de linguagens formais;
e Introducdo ao Glculo de Predicados de 1la. Ordem como basgida para o
tratamento de teorias axicaticas.

SLIDE 1.4. O queé a Logica?

A Lbgicaé a cEncia das leis necegas do entendimento e da &z
(I. Kant)

SLIDE 1.5. A Lbgica Matenatica: é a parte da bgica que trata do estudo de argumentos

validos no discurso mateico.

SLIDE 1.6. Silogismos

PREMISSA: Todos os coelhos gostam de cenouras.
PREMISSA: Sbcratesé um coelho.
CONCLUSAO: Socrates gosta de cenouras.

PREMISSA: Todos 0s homengéis mortais.
PREMISSA: Alguns animais&o mortais.
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CONCLUSAO: Todos os homenés animais.

SLIDE 1.7. Brevissima Introdugo Hisrica

ANTIGUIDADE GREGA:

Arist 0teles(384-322 a.C.):silogismos; prindrdios do @lculo de predicados.
Escola dos ediicos e dos megrios:: Euclides de Megara, Zé&w, Crisipo.

LOGICA MODERNA:

Leibnitz (sec. XVII): precursor dadgica moderna.
Séculos XIX e XX:: Boole, De Morgan, Peirce, Frege, Church, Russel, Whitehead
Hilbert, Godel, Tarski.

SLIDE 1.8. Logica Objeto versusdgica do Observador

LOGICA OU LINGUAGEM OBJETC: € a linguagem formal ou o sistemigiico formal que
constitui o objeto de estudo.

LOGICA OU LINGUAGEM DO OBSERVADOR € a Ibgica, num sentido intuitivo ou infor-
mal, que se usa para estudar ou descreveéygida objeto.

SLIDE 1.9. Sintaxe versus Sémtica
SINTAXE : € o significante lingistico.

SEMANTICA: € o significado denotado pela sintaxe.

2. AULA 2
SLIDE 2.1. Calculo ProposicionaE a parte do @lculo de Predicados de Primeira Or-
dem na qual se estuda a validade de argumentos do ponto dedeistonexdesentre as
sentencas do discurso, sem levar em conta a estruturanmie cada sentenca.

SLIDE 2.2. Proposi@es

e Umaproposicado ou sentencaé uma afirmago pasével de assumir valordgico
verdadeiroou falso;

e Toda proposig@o é verdadeira ou falsa (priripio do terceiro exclido);

e Uma proposiéo nio pode ser verdadeira E falsa (priipéo da rio-contradi@o).

SLIDE 2.3. Exemplos de Proposies

o 2>1;
e 5=1;
e O céué azul.

SLIDE 2.4. Formulas
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DEFINICAO 2.1. Osconectivos proposicionaisio negacadq—), conjungadA), disjungéo
(V), implicagao(—) e bi-implicagao(«).

DEFINIGAO 2.2. Umalinguagem proposicional & um conjuntdp, ¢, r, ... }, cujos ele-
mentos chamam-gtomos proposicionaiou formulas atbmicas

SLIDE 2.5. Férmulas

DEFINICAO 2.3. O conjunto das formulas de L & definido indutivamente, atras das
seguintes regras:

e sep &€ umabrmula abmica deL, enfiop &€ uma bérmula;
e seA & umabrmula, enfio—A € uma ébrmula;
e seA e B sao formulas, erdio AN B, AV B, A — B e A «— B sao formulas.

SLIDE 2.6. Valorago

DEFINICAO 2.4. Osvalores logicossdo V (verdadeiro) e (falso).

DEFINICAO 2.5. SejaL uma linguagem proposicional. Umetribuic 3o de L & uma
aplicacdo:
M : {formulas abmicas del.} — {V, F'}

SLIDE 2.7. Valorago

LEMA 2.1. SejamL uma linguagem proposicional® uma atribuigio deL. Enfio existe
umadnica aplicag@o

vy {A | Aformuladel} — {V, F},

chamadavaloracdode L induzida porM, satisfazendo as seguintes propriedades:

V, sevy(A)=F
va,{(—'A): ]M( )
F, sevy(A) =V
SLIDE 2.8. Valoragdo
[ ]
A) = 1(B) =
vM(A/\B)Z{V’ seva(4) i .VevM( )=V
F, caso contario
[ ]
1(A) = B) =
UM(AvB)z{V’ sevw(4) =V ouuy(B) =V
F, caso contario

° UI\,{(A — B) = va,{(—!A V B)
. ’U]u(A — B) = ’U]\{((A — B) A\ (B — A))

SLIDE 2.9. Foérmulas Tautdbgicas e Contra-8lidas
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DEFINICAO 2.6. SejaL uma linguagem proposicional. Diz-se que uanrfulaA deL &
tautoldgicaou logicamente \alida se, para toda atribuigo M de L, tem-sevy (A) = V.
Diz-se qued é contra-valida se—A for tautologica, i.e. se para toda atribuio M de L,
tem-sevy;(A) = F.

SLIDE 2.10. Satisfabilidade, Consééncia Logica

DEFINICAO 2.7. SejamL uma linguagem proposicionall umalL-atribuicdo. Diz-se que
M satisfazumaL-formulaA sevp (A) = V.

DEFINICAO 2.8. SejamL uma linguagem proposicional um conjunto de.-formulas.
Diz-se ques é satisfativelse existir uma atribuigo M que satisfaca todas aérimulas de
L.

SLIDE 2.11. Satisfabilidade, Consé@ncia Logica

DEFINICAO 2.9. SejamS um conjunto dedrmulas de uma linguagem proposiciorale
B umalL-formula. Diz-se queB & umaonseqgi@ncia lbgicade S se toda atribuigo M
que satisfa® tamlem satisfizeB, i.e. sevy, (B) = V sempre que s (A) = V para toda
A € S.NOTAgAO: S | B.

3. AULA 3
SLIDE 3.1. Funges Verdade

DEFINIGAO 3.1. Umafungdo verdadede n argumentos uma fungo f : {0,1}" —
{0, 1}.
DEFINICAO 3.2. SejaL uma linguagem proposicional ¢ uma brmula deL, na qual

figuram osdtomosp, . . ., p, (nesta ordem). Auncao verdade de Aé a fun@o verdade
obtida a partir da tabela verdade dé(p1, . .., pn)-

SLIDE 3.2. Formulas Tautdbgicas e Contra-#lidas (bis)

DEFINICAO 3.3. Uma fungio verdade diz-seutologicase suaimagem fdrl }, econtra-
valida se sua imagem fof0}.

PROPOSIGO 3.1. SejamL uma linguagem proposicional 4 umaL-formula; enfio A &
tautolbgica se, e somente se, sua fagerdade o for.

SLIDE 3.3. Tautologias

PROPOSIGO 3.2. SejamL uma linguagem proposicional 4, B formulas deL. SeA e
A — B sdo tautobgicas, erdio B é tautobgica.

PROPOSIGO 3.3 (PRINCIPIO DA SUBSTITUICAO). SejamL uma linguagem proposi-
cional e A(p1,...,p,) uma L-formula na qual figuram o&tomosps,...,p,. Sejam
Ay, ..., A, L-formulas, eB a L-féormula obtida a partir ded por substitui§o dosatomos
p; por A;, 1 <i < n. SeA é tautobgica, endio B & tautobgica.
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SLIDE 3.4. Implicaggo e Equivakncia Logica

DEFINICAO 3.4. SejamL uma linguagem proposicionall e B L-formulas. Diz-se que
A implica logicamente (ou formalmente)B (NOTACAO: A = B) seA — B for tau-
tolbgica.

DEFINICAO 3.5. SejamL uma linguagem proposicionall e B L-formulas. Diz-se que
A elogicamente (ou formalmente) equivalenta B (NOTACAO: A < B) seA « B for
tautolbgica. Ou seja, sel = Be B = A.

SLIDE 3.5. Implicaggo e Equivakncia Logica

PrRoOPOSIGO 3.4. SejamL uma linguagem proposicional L o conjunto dasdrmulas
de L. Enfio < & uma rela@o de equivadncia emF L (i.e. uma relago biraria reflexiva,
simétrica e transitiva).

PROPOSIGO 3.5 (FRINCIPIO DA SUBSTITUICAO (BIS)). Sejal uma linguagem proposi-
cional. Se aL-férmula B, & obtida a partir deA; por substitui§o de uma ou mais
ocorréncias dal.-formula A por B, enfio (A «— B) — (A; < Bj) € umatautologia. Em
particular, seA < B, enfio A; < Bj.

SLIDE 3.6. Exerdcios

LV pep

@ paepta

@ ptgepq

@) p—qgeptg
B)p—qgeq—p

@) p—(g—r)eqg—(@P—r)

SLIDE 3.7. Exerdcios

(1) p + p € tautobgica

(2) p- p & contra-alida

B pr=p+q

@ p-qg=p
G)p-g—rep—(g—r)
®)p—qg=(@—r)—(p—s)
MNp—(r-7)=p

@ (p—q - (r—s)=pr—q-s

4. AULA 4

SLIDE 4.1. Convendes para Evitar Pagnteses

(1) Se naérmulafiguram conectivos bimios de untinico tipo, omitem-se os pamnteses
por associagdo a esquerda.

(2) Ordenam-se os conectivos, em ordem decrescente de pderidamo segue:
) 7 \/7 /\7 -
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SLIDE 4.2. Propriedades da Conjudo

Dpageqp
@pgr)e@aq-r
@ ppep

@ pVep
B)p-FeF

SLIDE 4.3. Propriedades da Disjurfip

D pt+tagesqtp

@ p+(g+r)ep@+q+r
@ p+trpep

@) p+VeaVv
B)p+Fep

SLIDE 4.4. Propriedades Distributivas

Dp-(g+r)ep-qgtq-r
@ p+(@r)e@t+tq)-(g+7)

SLIDE 4.5. Absor@o

LV p-(p+tr)ep
@p+@-r)ep

SLIDE 4.6. Nega@o e Regras de De Morgan

D pep
@A pageptq
@ r+taep-q
SLIDE 4.7. Redu@o do Nimero de Conectivos Note que:

(1) pAge ~(mpV—q)
@) p—qepVg
@) peqge-(pVagValpVa)
Conclusao: Pelo prindpio da substituigo, toda brmula proposicionaé logicamente
a uma brmula na qual figuram os conectivese V, apenas.

SLIDE 4.8. Redu@o do Nimero de Conectivos Note que:

(1) pVa<e ~(-pA—q)
(2) p—aq=~(pA—g)
@) p—qge =(pA—g) A=(gA-p)
Conclusao: Pelo prindpio da substituigio, toda 6rmula proposicionaé logicamente
a uma brmula na qual figuram os conectivese A, apenas.

SLIDE 4.9. Redué@o do Nimero de Conectivos Note que:
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(1) pVage p—yq
(2) pANge—(p— —q)
@) peqge-lp—a) — ~(q—p)
Conclusao: Pelo prindpio da substituigo, toda brmula proposicionaé logicamente
a uma brmula na qual figuram os conectivese —, apenas.

SLIDE 4.10. Formas Normais Conjuntiva e Disjuntiva

DEFINICAO 4.1. Diz-se que umadfmulaé normal conjuntiva se for uma conjurép de
disjun@es deatomos ou negdiges deatomos.

DEFINICAO 4.2. Diz-se que umadfmulaé normal disjuntiva se for uma disjur@o de
conjun@®es deatomos ou negdgs deatomos.

SLIDE 4.11. Exerdcios

Encontre uma forma normal disjuntiva equivalente a:

(1) (p—q) < (—g — —p)
(@) ~(=pANgq) = —sNgq

SLIDE 4.12. Exerdcios

Encontre uma forma normal conjuntiva equivalente a:

LD P—aq9 < (p—29q
(@) ~(=pANgq) = -rVgq

SLIDE 4.13. O Problema de Post

Como determinar umafmula proposicional que tenha uma fagverdade dada?

5. AULA S5

SLIDE 5.1. Teorias Formais

Umateoria formal F' consiste de:
(1) Um conjunto enuméwel de §mbolos, chamadasimbolos de&’; uma sedjéncia
finita de tais émbolos chama-se unexpresfode F'.
(2) Um subconjunto do conjunto das expi@ss deF’, chamaddormulas de .

SLIDE 5.2. Teorias Formais

(3) Um conjunto dedrmulas deF’, chamadasixiomasde F.
(4) Um conjuntofinito de relaesk,, . . ., R, no conjunto dasfrmulas def’, chamadas
regras de inferéncia

SLIDE 5.3. Demonstrages e Teoremas
Seja F' uma teoria formal. Umalemonstra@o ou prova em F' & uma segéncia

Ay, ..., A, de Brmulas deF tais que, paral < i < n, 4; € um axioma dd&" ou é
consedjéncia dasdrmulas anteriores por meio de uma das regras de &rieia def".
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Umteoremade F' &€ uma érmula A tal que existe uma demonstéazemF' (chamada
demonstra@o de A) cujo Gltimo termoé A.

SLIDE 5.4. Teorias Axiomatiaveis/Nio-Axiomatiaveis, Decidlveis/Nio-Decidveis

e Uma teoria formalF’ diz-seaxiomatizavel se existir um “procedimento efetivo”
para testar se uma dadaifmulaé um axioma dé".

e Uma teoria formalF’ diz-sedecidivelse existir um “procedimento efetivo” para
testar se uma dad@&fmulaé um teorema dé'.

SLIDE 5.5. Demonstrafes e Teoremas Diz-se que umaniula A de F' pode serde-

duzida ou queé umaconseqi&nciade um conjuntd// de rmulas deF' se existir uma
seqiénciaAy,..., A, de brmulas deF tal queA,, = A e, paral < i < n, uma das
seguintes condiiesé verificada:
(1) A; €um axioma dé;
(2) A, pertence a\/;
(3) A; é conseijencia das érmulas anteriores da sé&@ncia por meio de uma das
regras de infeéncia deF'.

SLIDE 5.6. Demonstrages e Teoremas

e Uma tal segéncia chama-sdemonstragio ou prova de A a partir de M.
e As Brmulas deM chamam-shipotesesou premissasda prova.
e NOTACAO: M I A.

SLIDE 5.7. Propriedades da Ndip de Conseiggncia

(1) Sel' c Ael'+ A,enBio A - A.
(2) '+ A se, e somente se, existe AT T finito tal queA + A.
(3) SeA + A e, paracadadrmulaB deA,T' - B, enfiol" - A.

SLIDE 5.8. Uma Teoria Axioratica Formal L para o Galculo Proposicional

(1) Osdmbolos dd. sao: -, —, (, ), € um conjunto enumavel de letrasiy, as, as, . . .,
chamadagetras proposicionais
(2) Asformulas de L sdo definidas indutivamente por:
(a) as letras proposicionais® formulas;
(b) seA &€ uma brmula, enio —A € uma érmula;
(c) seA e B sdo formulas, erio A — B &€ uma érmula.

SLIDE 5.9. Uma Teoria Axioratica Formal L para o CGalculo Proposicional

(1) Os axiomas dé sdo (ondeA, B, C sdo formulas del):
() A— (B— A);
mA—-B—-C)]—[(A—B)—(A—-0)]
nm (=B — A) — [(-B — —A) — B]
(2) A Gnica regra de infegncia deL & a regramodus ponengMP):
AA— B
B
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SLIDE 5.10. Uma Teoria Axioratica Formal L para o Galculo Proposicional

(1) Os axiomas dé sdo (ondeA, B, C sdo formulas del):
() A— (B— A);
m A—-B—-0)]—[A—B)—(A—-0)]
n (=B — —-A) = [(-B — A) — B]
(2) Anica regra de infegncia del é a regramodus ponengMP):
AA— B
B
SLIDE 5.11. Definigoes de Novos Conectivos

(1) AVB=-A— B.
(2) AANB=—(A— —B).
(3) A B=(A— B)A(B — A).

SLIDE 5.12. Um Teorema dé&

TEOREMAL.1.F A — A
SLIDE 5.13. Um Teorema dé

Demonstrago. A A= (A= A) - A= [(A—- (A— A) - (4 - A),
pelo axioma (I1)
As: A— ((A— A) — A), pelo axioma (1)
As: (A— (A— A)) - (A — A), por (MP) deA; e A
Ay A— (A — A), pelo axioma (1)
As: A — Apor (MP) deAs e Ay.

SLIDE 5.14. Exerdcios

DFEHA—-A) - A
2)A—-B,B—-CFA—-C
BA—-(B—-C)FB—(A—C0C)
4+ (-B—-A)—(A—B)

6. AULA 6

SLIDE 6.1. Extengio do Conceito de Demonstidag

SejaF' uma teoria formal. Diz-se que umérfula A de F' pode serdeduzida ou
gueé umaconsegi&nciade um conjuntal/ de rmulas deF' se existir uma sd@ncia
Ay, ..., A, de Brmulas deF tal que A,, = A e, paral < i < n, uma das seguintes
condigesé verificada:

(1) A; €um axioma dé’, ou A; pertence a\/, ou A; € um teorema deF’ ja demon-
strado;

(2) A; é consetjencia das érmulas anteriores da sé@ncia por meio de uma das
regras de infeéncia deF'.
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SLIDE 6.2. Teorema da Ded@p

TEOREMA 6.1. SejamL a teoria formal do élculo proposicional,/ um conjunto de
formulas eA, B formulas deL. SeM, A+ B,enoM + A — B.

SLIDE 6.3. Exerdcios

(1) (SILOGISMO HIPOTETICO) A — B, B - CF A — C
2A—-(B—-C)FB—(A—0)

B)F—A—-A

(4) |_ A — ﬁ‘!A

5)F-A—(A— B)

(6) (CONTRAPOSIAAO) I (=B — —A) — (A — B)

(7) (CONTRAPOSIRO) F (A — B) — (=B — —4)

SLIDE 6.4. Exerdcios

(1) (SILOGISMO DISJUNTIVO AV B,-A+ B

(2) (DILEMA CONSTRUTIVO) A — B,C - D+ AVC — BV D
(3) (EXPORTACAO) AVB - C+ A — (B — C)

(4) (EXPORTAGAO) A — (B — C)FAANB — C

SLIDE 6.5. Exerdcios

(1) P_>Ql\/Q2\/"'\/Qn7_‘Qla---;_‘Qn71FP_’Qn

7. AULA 7

SLIDE 7.1. Teorema da Completude n@fCulo Proposicional

TEOREMA7.1. SejamL a teoria formal do @lculo Proposicional (vide aulas anteriores)
e L alinguagem proposicional cuj@&omos &o as letras proposicionais de. Entao todo
teorema dd. & uma tautologia dé..

TEOREMA7.2. (da Completude)
Toda tautologia dd. & um teorema dé.

SLIDE 7.2. Teorema da Completude n@lfCulo Proposicional

COROLARIO 7.1. SejaC uma expres®o na qual figuram os conectives —, A, V, <+, a
gual & uma abreviago de umadrmulas de L. Entio C & uma tautologia se, e somente
se,B & um teorema dé.

COROLARIO 7.2. L & consistente, i.e.a0 existe drmula 3 tal queB e ~5 sio teoremas
delL.
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9. AULA 9

SLIDE 9.1. Quantificadores

EXEMPLO (INFERENCIAS QUE NAO “PERTENCEM AO CALCULO PROPOSICIONAL):

(1) Todo amigo de Marta & amigo de Joana. Pedro nao € amidoatha. Logo, Pedro
nao & amigo de Marta.

(2) Todos humanos sao racionais. Alguns animais sao hosnaongo, alguns animais
sS40 racionais.

(3) O sucessor de todo inteiro par & impar. 2 & par. Logacessor de 2 & impar.

SLIDE 9.2. Quantificadores

EXEMPLO (INFERENCIAS QUE NAO “PERTENCEM AO CALCULO PROPOSICIONAL):
1.: Todo amigo de Marta & amigo de Joana. Pedro nao & amigoat@.Jd.ogo,
Pedro nao & amigo de Marta.
(Vo) (Alx,m) — A(z,5)), —Alp, j)
~A(p,m)

SLIDE 9.3. Quantificadores

EXEMPLO (INFERENCIAS QUE NAO “PERTENCEM AO CALCULO PROPOSICIONAL):

2.. Todos humanos sao racionais. Alguns animais sao humangs, alguns ani-
mais sao racionais.

(V:c) (H(:z:) — R(:c)), (3x)(A(x) A H(z))
(3z)(A(z) A R(x))

SLIDE 9.4. Quantificadores

EXEMPLO (INFERENCIAS QUE NAO “PERTENCEM AO CALCULO PROPOSICIONAL):
3.: O sucessor de todo inteiro par & impar. 2 & par. Logo, cssocele 2 & impatr.
(Vo) (Z(z) A P(x) — I(s(x))), 1(b) AP(b))
I(s(b))

SLIDE 9.5. Linguagens de 1a. Ordem

Umalinguagem de 1la. ordem( consiste dos seguintesitbolos:

(1) Conectivos proposicionais:, — € 0 quantificador universad.
(2) Simbolos de Pontudp: (),
(3) Um conjunto enuméwel de smbolos{z,, | n € N}, chamadowariaveis

SLIDE 9.6. Linguagens de 1a. Ordem

(4) Um conjunto enuméwel, possivelmente vazio, dembolos funcionaisde £:
{/i In,k e N}
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(5) Um conjunto enuméwel, possivelmente vazio, denstantes individuaisde L:
{an | n € N}

(6) Um conjunto enuméwel, rio-vazio, desimbolos predicativosde £: {P}" |
n,k € N}

SLIDE 9.7. Linguagens de 1a. Ordem com Igualdade

Uma linguagem de primeira ordem diz-se ulmguagem de 1a. ordem com igual-
dadese admitir o §mbolo predicativo biario =.

SLIDE 9.8. Exemplos de Linguagens de 1a. Ordem com Igualdade

Lg: (LINGUAGEM DA TEORIA DOSGRUPOS: um dmbolo funcional biario (* -")
e uma constante individual €7).

Lyk: (LINGUAGEM DA TEORIA DOS CORPOY: dois dmbolos funcionais b#rios
(“+",“ ") e duas constantes individuais (", “ 1").

Lio: (LINGUAGEM DA TEORIA DOSCORPOSORDENADOS): & obtida adicionando-
se aL i 0 Smbolo predicativo biario “ <”.

SLIDE 9.9. Exemplos de Linguagens de 1a. Ordem com Igualdade

L¢e: (LINGUAGEM DA TEORIA DOSCONJUNTOS: um dmbolo predicativo biario
(“ 6”)_ ) . . .

Ly: (LINGUAGEM DA ARITMETICA DE 1A. ORDEM): & obtida adicionando-se a
Lo o0 dmbolo funcional uério “ S” (sucessor).

SLIDE 9.10. Termos

Ostermosde uma linguagem de la. ordefrsdo definidos indutivamente por:

T1: variaveis e constantes individuais desdo termos;
T2: sef;' @um $mbolo funcionalde& et . .., t, shotermos de, enio f}' (¢4, ..., 1)
€ um termo de&€.

SLIDE 9.11. Formulas Asformulas de uma linguagem de la. ordefhsdo definidas

indutivamente por:

F1: se P’ & um $mbolo predicativo deC e ty,...,t, sdo termos del, enfio
PP (ty,...,t,) € umabrmula del (FORMULA AT OMICA)

F2: se A e B sdo formulas ex & uma varavel deL, as seguintes exprésss §0
formulas deC: ~A, A — B, ((Vz) A)

SLIDE 9.12. Abrevia®es

1) ANB, AV BeA«— Bsao definidas como anteriormente;
(2) ((3z)B) &€ uma abrevia&o para—((vVz)(—-B)).

SLIDE 9.13. Convendes para Eliminar Pagntesis S&o usadas as mesmas Convises;

anteriores;v e 3 tém precedncia intermediria entre—, A,V € —, <.
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10. AuLA 10

SLIDE 10.1. Interpreta@es de uma Linguagem de 1la. Ordem

Sejal uma linguagem de la. ordem. Unmderpretacao M de £ consiste de:
(1) Um conjunto @o-vazioD, chamadalominio ou universo da interpretago.
(2) Para cada &mbolo predicativad” de £, uma relagon-aria (A?)™ emD.

SLIDE 10.2. Interpretages de uma Linguagem de 1la. Ordem

(3) Para cada &mbolo funcionalf® de £, uma operago n-aria () emD, i.e.
uma aplicago ()M : D" — D.
(4) Para cada constante individual de £, um elementga;)™ de D.

SLIDE 10.3. Exemplos de Interpretées

(1) Em Ly, tomamos a interpretép A com dorinio N e: (+)V, (1Y, (<)V a
soma, multiplicago e rela@o de ordem usuais d; 0V =0e N, 1V =1¢eN
e SN :N — Ndadaporn — n + 1.

(2) Em L, ainterpretago com dormio N e (-)V dada por(a, b) — sup{a, b}.

SLIDE 10.4. Comprimento de umadfmula

DEFINIGAO 10.1. O comprimento de umafmula A de £, cp (A), define-se indutiva-
mente por:

(1) seA & abmica,cp (4) = 1;

(2) seAédaformaB — C,cp (A) =cp(B) +cp(C);

(3) seA édaforma-B ou(Vz)B, cp (A) =cp(B) + 1.

SLIDE 10.5. Variaveis Livres e Ligadas

DEFINICAO 10.2. Uma ocor@éncia de uma vagivelz numa brmula A diz-seligada se
(i) for a ocorréncia dex em “(Vx)” ou (ii) ocorrer no escopo de {Vz)”. Caso ndo seja
ligada, a ocoréncia diz-sdivre .
ExemplolOl (1) A%(xl,xg) — (le)A%(fL‘l)

(2) (Va1)(Af (21, 22) — (Y1) Af(21))

SLIDE 10.6. A Defini¢ao de Verdade de Tarski

DEFINICAO 10.3. Sejal uma linguagem de la. ordemM uma interpretago de L.
Umaavaliagio de variaveisé uma aplicado do conjunto das vaiveis deC no conjunto

universo del/. NOTACAO: as avalia@es sefio denotadas porr, 7 etc.
SLIDE 10.7. A Definigao de Verdade de Tarski

DEFINICAO 10.4. Sejamt um termo ea uma avaliagio de varaveis del. Define-se

—n

t('a’) (leia-se: “valor det ema) indutivamente por:
(1) set é avaravelz,, t(a) = @ (z,);
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(2) set & a constante individual, t(a@’) = cM;
(3) set eédaformaf(ti,...,tn), t(a@) = fM(t:1(@), ..., ta(@)).

SLIDE 10.8. A Definigao de Verdade de Tarski

DEFINICAO 10.5 Katisfatibilidade). Sejam£ uma linguagem de la. ordemy/ uma
interpretagio de £, @ uma avaliago de varaveis eA uma brmula de£. Define-se
por indugio no comprimento del quea avaliagio @ satisfaz A em M (NOTACAO:
M = A[a]) por:

SLIDE 10.9. A Definigao de Verdade de Tarski

(1) seA e abmica, daformaR(ty,...,t,), M = A[@]seRM (t1(@), ..., t,(@)).

(2) seA e daforma-B, M |= A[d] se riio se tem quéd/ = B[ ];

(3) seA edaformaB — C, M = A[d]seM = -B[a]ouM = C[a];

(4) seA édaformavz)B, M = A[d] se, para toda avaliggo de varaveisa’ que
coincide coma’ exceto (possivelmente) na vavelz, tem-seM = B[?].

SLIDE 10.10. Exerdcios
(1) Mostre que, se duas avalidgsa
—

um termat, enflot(a@’) =t( b ).

(2) SejamA uma brmula de, M uma interpretago, @ e b duas avaliades que
coincidem nas vaéveis livres ded. Enio M = A[d] se, e somente s/ =

—

Alb].

s . . . ;o
e b coincidem no conjunto das vaneis de

—
b

11. AuLa 11
SLIDE 11.1. Férmulas \alidas numa Interpretaio

DEFINICAO 11.1. SejamM uma interpretado de uma linguagem de l1a. ordeire A
uma brmula deL. Diz-se que:
e AévalidaemM (NOTACAO: M = A) se, para toda avaligio de varaveisa,
tem-seM = A[a].
e A & contra-valida em M se, para toda avaligio de varaveis @, ndo se tem
M = A[a].
e M & ummodelo para um conjunto deC-féormulasI’ se toda érmula del” for
valida emM.

SLIDE 11.2. Propriedades das N@gs de Satisfatibilidade e Validade

(1) (a) AévalidaemM se, e somente seA € contra-alida emM;
(b) A é contra-élida emM se, e somente seA & \alida emM.

(2) Nenhumadrmulaé \alida e contra-alida emM.

(3) SeM =AeM = A— B,entioM = B.

(4) A — B é contra-dlidaemM se, e somentesgéf = AeM E —B.

SL“:%E) ]'g"e?arﬁf\%p Ur%%a% ar Cr%rf‘z;[\éo com universd e @ uma avaliaéo de varaveis.
Tem-se:
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(@ M = AN B[d]se, esomente st = A[d]eM = B[d];

(b) M |= AV B[d] se, e somente s#/ = A[a] ouM = B[d];

(c) M = A « B[d] se, e somente s&, satisfaz simultaneamentee B ou
n&o satisfaz ambas eM. _

(d) M = (3z)A[d] se, e somente se, exisié que coincide coma exceto

(possivelmente) emtal que M = A[?].

SLIDE 11.4. Propriedades (cont.)

(6) M [= A se, e somente sgf = (Vx)A.

(7) Todaquasi-tautologia(i.e. uma érmula del obtida a partir de uma tautologia
do dlculo proposicional por substituies dedrmulas de’ no lugar dosatomos)
é\alida em qualquer interpretaép deL.

12. AuLA 13
SLIDE 12.1. A Definiao de Verdade de Tarski

DEFINICAO 12.1. Sejam( uma linguagem de 1a. ordem\é uma interpretaéo de£ com
universoD. Denote potA(z4, . . ., z,) uma brmula del cujas varaveis livres pertencem
ao conjunto{zy, ..., z,}, € seja(ay,...,a,) € D™. Diz-se queM = Alay,...,a,] Se,
para alguma avaliago de varaveis @ tal que @' (z;) = a; paral < i < n, tem-se
M E A[d].

SLIDE 12.2. Formulas \alidas numa Interpretaio

DEFINICAO 12.2. SejamM uma interpretado de uma linguagem de l1a. ordeire A
uma bBrmula deL. Diz-se que:
e AévalidaemM (NOTACAO: M = A) se, para toda avaligio de varaveisa’,
tem-seM = A[a].
o A & satisfativel em M se existir uma avalido de varaveisa, tal que M =
Ala].
e A & contra-valida em M se, para toda avaliggo de varaveis @, ndo se tem
M = A[d].

SLIDE 12.3. Exerdcios

Estudar a satisfatibilidade das seguintégrfiulas deL xo na interpreta@o “stan-
dard”:

Q) x>0

2 22>0vz=0

(3) z2 <0

(4) (Va)z <y

(5) (3z)z <y

(6) (Va)(Fy)z =y

(7) Gy)(Va)z =y

SLIDE 12.4. Rela@es Definidas por érmulas
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DEFINICAO 12.3. Sejaml uma linguagem de 1a. ordemy uma interpretago de£ com
universoD e A(z) uma brmula de£ na qual figura umainica varével livre,z. O con-
junto verdade ou arelacao 1-aria definida porA(z) na interpretag&o M & o subconjunto
deD dadopor{a € D | M |= Alal}.

SLIDE 12.5. Rela@es Definidas por érmulas

DEFINICAO 12.4. Sejam£ uma linguagem de 1a. ordem/ uma interpretaéo de L
com universaD e A(zq,...,z,) uma brmula deL na qual figuram as vaéveis livres
Z1,...,%,. Arelacion-aria definida porA(zy, .. ., z,) nainterpretago M & o subcon-
junto deD™ dado por{(a1,...,a,) € D" | M |= Alas,...,an]}.

13. AuLA 14
SLIDE 13.1. A Definigao de Verdade de Tarski

DEFINICAO 13.1 (atisfatibilidade). Sejam£ uma linguagem de la. ordem/ uma
interpretagio de £, @ uma avaliado de varaveis eA uma brmula de£. Define-se
por indugo no comprimento del quea avaliagio @ satisfaz A em M (NOTACAO:
M = A[a]) por:

SLIDE 13.2. A Definiao de Verdade de Tarski

(1) seA & abmica, daformaR(ty,...,t,), M = A[d] seRM (t1(@), ..., t,(d)).

(2) seA édaforma-B, M |= A[d] se ro se tem qué/ = B[d];

(3) seA édaformaB — C, M = A[d]seM = -B[d]ouM = C[a];

(4) seA édaformaVz)B, M |= A[a] se, para toda avaliggo de varaveisa’ que
coincide coma’ exceto (possivelmente) na vavelz, tem-seM = B[?].

SLIDE 13.3. Exerdcios
(1) Mostre que, se duas avalidesa
—
um termat, enflot(a@’) =t( b ).
(2) SejamA uma brmula deC, M uma interpretago, @ e b duas avaliades que
coincidem nas vaéiveis livres ded. Enfio M = A[d’] se, e somente s8/ =

-
Alb].
SLIDE 13.4. A Definigao de Verdade de Tarski

d . . . ;o
e b coincidem no conjunto das vaneis de

—
b

DEFINICAO 13.2. SejamZ uma linguagem de 1a. ordenmi\é uma interpreta@o de£ com
universoD. Denote potA(z4, . . ., z,) uma brmula del cujas varaveis livres pertencem
ao conjunto{zy,...,z,}, € seja(ay, . ..,a,) € D™. Diz-se queM = Alay,...,a,] Se,
para alguma avaliago de varaveis @ tal que @ (z;) = a; paral < i < n, tem-se
M E A[d].

SLIDE 13.5. Formulas \alidas numa Interpreteio

DEFINICAO 13.3. SejamM uma interpretago de uma linguagem de la. ordefre A
uma brmula deL. Diz-se que:
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e AévalidaemM (NOTACAO: M = A) se, para toda avaligio de varaveisa’,
tem-seM = A[a].

o A & satisfativel em M se existir uma avalido de varaveis @, tal que M =
Ala].

e A & contra-valida em M se, para toda avaligio de varaveis @, ndo se tem
M = A[d].

SLIDE 13.6. Exerdcios Estudar a satisfatibilidade das seguintémiulas del xo no
modelo “standard” dos ameros reais (onde e y sdo variaveis):

Q) x>0

(2 z2>0vz=0

(3) 22 <0

4) (Vo)x <y

(5) (Iz)z <y

(6) (Va)(Fy)z =y

() By)(Vz)r =y

SLIDE 13.7. Rela@es Definidas por érmulas

DEFINICAO 13.4. SejamZ uma linguagem de 1a. orded uma interpretado de£ com
universoD e A(z) uma brmula de£ na qual figura umainica varavel livre,z. O con-
junto verdade ou arelacao 1-aria definida porA(x) nainterpreta@o M & o subconjunto
deD dadopor{a € D | M = Ala]}.

SLIDE 13.8. Rela@es Definidas por &rmulas

DEFINICAO 13.5. Sejam£ uma linguagem de la. ordemy/ uma interpretado de .l
com universaD e A(z1,...,z,) uma brmula deL na qual figuram as vaéveis livres
x1,...,Tn. Arelacdon-aria definida porA(zy,. .., z,) nainterpretagéo M é o subcon-
junto deD™ dado por{(a1,...,a,) € D" | M | Alas,...,a,]}.

SLIDE 13.9. Formulas \alidas (cont.)

DEFINICAO 13.6. Sejal uma linguagem de 1a. ordem. Diz-se que:

e Uma interpretagdo M & ummodelo para um conjunto de&-formulasl” se toda
formula del” for valida emM.

e Uma brmula A de £ € logicamente \alida se A for valida em toda interpretaio
de., econtraditoria oucontra-valida se—A for logicamente &lida. NOTACAO:
= A para A logicamente &lida.

SLIDE 13.10. Férmulas \alidas (cont.)

e Uma Brmula A de £ & satisfativel se existir uma interpretép M de £ e uma
avaliagio de varaveisa’ tais queM = A[a].

e Um conjuntal’ de Brmulas del implica logicamenteuma brmula A se, para
toda interpretaéo M e toda avaliago de varaveisa tais qued satisfaz em\/
toda brmula del’, tem-seM = A[a’].

e Duas brmulas A e B de £ sdo logicamente equivalentesse cada uma delas
implica logicamente a outra.
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SLIDE 13.11. Propriedades das N@gs de Satisfatibilidade e Validade
SejamL uma linguagem de 1a. ordem\é uma interpretago del. Tem-se:

(1) (a) A é\alidaemM se, e somente seA é contra-alida emM;
(b) A é contra-élida emM se, e somente seA & \alida emM.

(2) Nenhumadrmulaé valida e contra-alida emM.

(3) SeM =AeM = A— B,entioM = B.

(4) A — B é contra-\dlidaemM se, e somente s/ = AeM E —B.

SI'ID(E) é}gm?v? Bﬂwea{j %qgrsp %?anég com universd e @ uma avaliago de varaveis.
Tem-se:
(@ M = AN B[d]se, esomente s = A[d]eM = B[d];
(b) M |= AV B[d] se, e somente s#/ = A[a] ouM = B[d];
(c) M = A « B[d] se, e somente sg, satisfaz simultaneamentee B ou
ndo satisfaz ambas eM.

(d) M = (3z)A[d] se, e somente se, existé que coincide coma exceto
(possivelmente) emtal queM = Ald’].

SLIDE 13.13. Propriedades (cont.)

(6) M = A se, e somente s&f = (Vx)A.

(7) Todaquasi-tautologia(i.e. uma érmula del obtida a partir de uma tautologia
do dlculo proposicional por substituies dedrmulas de’ no lugar dosatomos)
é\alida em qualquer interpretép deL.

SLIDE 13.14. Termo Livre para uma Vaavel

Notag@o. SejamfL uma linguagem de la. ordenxe, ..., z, variaveis de . A notacao
A(z1,...,z,) seréa usada para denotar uma formdilde £ na qual podem ocorrer livres
as variaveis, .. ., z,. Esta notacao € (til para efeito da seguinte:

SLIDE 13.15. Termo Livre para uma Vaavel

DEFINICAO 13.7. SejaL uma linguagem de 1a. ordem(z1, ..., z,) uma brmula de
L,ety,...,t, termos deL. Denotar-sed por A(¢1, .. ., t,) a formula obtida a partir de
A(z1,...,z,) por substituigo de todas as ocoénciaslivres dez; port;, paral < i <
n.

PERGUNTA: Se B(z;) for uma formula deC, qual a condig¢ao a ser colocada sobre um
termot de £ para que a substituicdo das ocorréncias livres;dsm B(x;) port¢ ndo gere
novas variaveis ligadas?

SLIDE 13.16. Termo Livre para uma Vaavel

DEFINICAO 13.8. SejamL uma linguagem de 1a. ordemym termo,z; uma varavel e
A(x;) uma brmula deL. Diz-se qué € livre para z; em A(x;) se, para toda vaéively
que ocorre ent, nenhuma oco@ncia livre dex; emA(z;) pertence ao escopo q¥y).
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SLIDE 13.17. Termo Livre para uma Vaéivel Decorre imediatamente ddtima defini@o

que:
e z; € livre paraz; em qualquerérmula;
e set € umtermo no qualdo ocorrem varveis, ou se nenhuma vaviel det ocorre
quantificada emi(z;), eniot & livre paraz; emA(z;);
e se todas as ocoéncias der; emA(x;) sdo ligadas, erio qualquer terme livre
paraz; emA(x;).

SLIDE 13.18. Exerdcios EmL ko, sejamty = z1 ety = (x1 + 1) - 2. Decida s&; ets

sdo livres para cada uma das vaneis que figuram nas seguintésrhulas:
(1) r1 < T2 -T3
(2) (Va1)z1 < 29 - 23
(3) (Va1)(3Bx2)z1 < 22 23

SLIDE 13.19. Mais Propriedades das Noes de Satisfatibilidade e Validade
SejamL uma linguagem de 1a. ordem. Tem-se:

(8) SeA é umasentenca fechaddi.e. uma brmula sem vaéveis livres), er&to, dada
M interpretagio deL, ouM = AouM = —A.
(9) SejamB(z;) uma brmula et um termo livre paraz;. Enio = (Va;)B(z;) —
B(t).
(10) = (Vz;)(B — C) — (B — (Vz;)C) sex; ndo ocorre livre emB.
SLIDE 13.20. Exerdcios Mostre que, numa linguagem de 1a. ordem:
(1) A implica logicamentd3 se, e somente sg; A — B.
(2) A élogicamente equivalente/a se, e somente sg; A — B.
(3) E B(t) — (3x;)B(«;) set for um termo livre paraz;.
(5) = (¥:)(Va;)B « (¥x;)(Vax:)B.
(6) = (32:)(3x;)B « (3x;)(3z:)B.

~— — — —

14. AuLA 15

SLIDE 14.1. Teorias de 1a. Ordem

DEFINICAO 14.1. Sejal uma linguagem de 1a. ordem. Urteoria de 1a. ordemK na
linguagemL & uma teoria formal, cujosmbolos edrmulas §i0 os mesmos dg, e cujos
axiomas e regras de inféncia €10 especificados conforme abaixo.

e Axiomas lbgicos. Para quaisquedbfmulasA, B,C de L:
(Al A—(B— A)
(A2): (A— (B—C)) = ((A—B) — (A —0))

SLIDE 14.2. Teorias de 1a. Ordem
(A3): (mA — -B) — ((ﬁA — B) — A)

(A4): (Va;)B(x;) — B(t) set for livre paraz; emB(z;)
(A5): (Va;)(B — C) — (B — (Vz;)C) sex; ndo ocorrer livre emB.
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SLIDE 14.3. Teorias de 1a. Ordem

e Axiomas poprios. %0 espefficos de cada teoria.
e Regras de Inféncia:

A A—-B
MP: AT
Gen: W

SLIDE 14.4. Calculo de Predicados de 1a. Ordem, Modelos

DEFINICAO 14.2. Uma teoria de 1a. ordem quéia possui axiomas pprios (i.e.  tem
os 5 esquemas de axiomagicos) chama-se ugalculo de predicados de 1a. ordem

DEFINICAO 14.3. SejaK uma teoria de 1a. ordem na linguagein Ummodelode K &
uma interpretago de K na qual todos os axiomas d€ sao \alidos.

SLIDE 14.5. Exemplos de Teorias de 1a. Ordem

e Ordem Parcial. £: um dmbolo predicativo biério <. Axiomas pdprios:
O1:: (V?L‘l)ﬁfﬂl <1
02:: (V:cl)(V:vg)(V:c3)(:c1 <ToaNTyg < a3 — 21 < ,Tg)

Um modelo desta teoria chama-se uasdrutura parcialmente ordenada

SLIDE 14.6. Exemplos de Teorias de 1a. Ordem

e Teoria dos Grupos. £: um dmbolo funcional biario 4+, uma constante individ-
ual 0, um $mbolo predicativo biario =. Axiomas pbprios:

Gl: (V$1)(V$2)(V$3)(CC1 +$2)+ZC3 =z + (x2 + x3)

G2: (V.Il)O—FZCl =T

G3: (V.Il)(EIQ)ZCQ +x1 =0

SLIDE 14.7. Exemplos de Teorias de 1la. Ordem

Vo), =

V,Tl)( 1‘2)( —1‘2—>1‘2:$1)

V,Tl)(v.I'g)(V.IB)(wl =22 ATy =T3 — L1 = ,Tg)

Vo) (Vao)(Vas)(ze =23 — 21 + 22 =21 + 23 Axa + 71 = 23+ 21)
Um modelo para esta teoria, na qual a interpreiagle “=" & a rela@o de identidade

no universo, chama-se ugnupo. O grupo diz-sabelianose tamiém satisfizer o axioma

(G3) (V1) (Vze)x1 + T2 = T2 + 7.
SLIDE 14.8. Propriedades das Teorias de 1a. Ordem

_2
=3:;
=4:;

/—\/—\/—\A

PrRoPOSIGAO 14.1. Todo teorema de uma teoria de 1la. ordémé \alido em qualquer
modelo dek.

PROPOSIGAO 14.2. SejamK uma teoria de 1a. ordem.d uma quasi-tautologia dé.
Entio A & um teorema dé& e pode ser demonstrada usando-se apenas 0s esquemas de
axiomas (Al) a (A3) e (MP).
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SLIDE 14.9. Propriedades das Teorias de 1a. Ordem

ProPOSIGAO 14.3. Todo teorema de umatculo de predicados de la. ordegnlogica-
mente @lido.

DEFINICAO 14.4. Uma teoria de la. ordenk diz-seconsistentese, para qualquer
formula A de K, se A e - A ndo €50 ambos teoremas dé.

COROLARIO 14.1. Todo @lculo de predicados de 1a. ordéitonsistente.

SLIDE 14.10. Depenéncia de Brmulas numa Deddp Formal

DEFINICAO 14.5. SejamK uma teoria de 1a. ordem4 uma brmula pertencente a um
conjuntol’ de Brmulas dek’, e (44, ..., 4,,) uma dedugo emK a partir deI', com uma
justificativa em cada passo da dedwog Diz-se que, nesta dedia; A; depende deA, se
uma das seguintes condis ocorrer:
(1) A; € A e ajustificativaé “ A; pertence d™.
(2) A; €& obtida por (MP) ou (Gen) deéfmulas anteriores da sé&@ncia, com pelo
menos uma das quais dependeAle

SLIDE 14.11. Exemplo

Tomel' = {4, (Vz1)A — B}, e a seguinte dedéo a partir del":
(A1): A (hip.)
(A2): (Vx1)A (Gen, de Al)
(A3): (Va1)A — B (hip.)
(A4): B (MP, de A2 e A3)
(AB): (Vx1)B (Gen, de A4)
Al depende del, A2 depende del, A3 depende dévz;).A — B, A4 e A5 dependem
de ambas.

SLIDE 14.12. Teorema da Dedudp

PROPOSIGO 14.4. SejamK uma teoria de 1a. ordenh, um conjunto dedrmulas,4 e B
formulas deK . Se, numa ded@p mostrando qu€, A - B, B nao depende dél, enéo
'tk B.

TEOREMA 14.1. SejamK uma teoria de la. ordeni, um conjunto dedfrmulas, A e B
formulas deK. Se, numa ded@g mostrando qué, A Fx B néo se aplica (Gen) a uma
formula que depende dé com varavel quantificada livre e, eniol" - A — B.

SLIDE 14.13. Teorema da Dedudip

COROLARIO 14.2. SejamK uma teoria de 1a. orden, um conjunto detfrmulas, 4 e B
formulas deK. Se, numa ded@g mostrando qué, A Fx B n&o se aplica (Gen) a uma
formula com varavel quantificada livre emil, enfioT" i A — B.

SLIDE 14.14. Teorema da Dedudp
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Observaéo14.1 E pos$vel mostrar que, no teorema da dedogbem como na proposio
gue o precede), podemos tomar uma dédudel’ -Fx A — B (ou del’ Fx B, na
proposi@o) que satisfaz a seguinte propriedade: ocorre nesta demluma aplicago de
(Gen) a umadrmula que depende de um@amulaC se, e somente se, na dedagriginal
del', A Fx B ja ocorria uma tal aplicago, com a mesma vavel quantificada. Esta
observago é ttil para aplicagges do teorema da dedigem “cascata”.

SLIDE 14.15. Exerdcios

SejaK uma teoria de 1a. ordem. Mostre que:

(2) F (V2)(A — B) — ((V2)A — (V2)B)
() F (Vz)(A — B) — (Bz)A — (32)B)
(4) b (V2)(A A B) < ((Vz)A A (Vz)B)
(5) F (Vz1) ... (Vo)A — A

(6) F = (Vz)A — (3z)-A
15. AULA 16

SLIDE 15.1. Teoremas e Regras de Inéercias Derivadas Adicionais

Particularizac ao0: (Vx)A(z) - A(t) set livre paraxz emA(x).
Regra Existencial: A(t, t) F (3z)A(x, t) set livre paraz emA(z, t).
Eliminac 2o de Negacao: ——AkF A

Introduc 2o de Negacao: AF ——A

SLIDE 15.2. Teoremas e Regras de Inéeicias Derivadas Adicionais

Eliminac 4o de Conjunc ao: e ANBFA
e ANBFB
e ~(AANB)F-AV-B
Introduc ao de Conjunc ao: A, BFHAAB
Eliminac ao de Disjunc 3ao: e AVB,-AFB
e AVB,-BFA
e “(AVB)F-AAN-B
e A—-CB—-C,AVBFC

SLIDE 15.3. Teoremas e Regras de Inéeicias Derivadas Adicionais

Introduc ao de Disjunc ao: e A-AVEB
e BFAVE
Eliminac 2o de Condicional: e A—B,-BFA
e A—--B,BFHA
[ ) —\A — B, _‘B F .A
e - A—-BB+A
Contraposic  ao: e A—BF-B—-A
o - A— - BFB—- A

SLIDE 15.4. Teoremas e Regras de Inéercias Derivadas Adicionais
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Eliminac ao de Bicondicional: e A B BFA
e A B AFB
o A~ B, -BF-A
e A— B At B
e A=oBFA—-B)A(B—A)
Introduc ao de Bicondicional: A—-B,B—-A+-A<B
Prova por Contradic  ao: Sel',—-A I B A —-B e nadedugo rio se aplica
(Gen) com va@avel quantificada livre em, enoT" - A.

SLIDE 15.5. Teoremas da Equivahcia e da Substituép

PrRoPOSIGAO 15.1. SejamC uma subrmula deB, e B’ a formula obtida deB por
substitui¢o de uma ou mais ocdncias deC por D. Suponha que todas as vaveis
livres deC ouD que sejam vaéveis ligadas en estejam na listdy, . . ., yx }. Tem-se:
(1) F ((VYy1) ... (Yy)(C < D)) — (B < B’) (TEOREMA DA EQUIVALENCIA)
(2) Sel-C < D, entio- B «» B’ (TEOREMA DA SUBSTITUICAO)

SLIDE 15.6. Exerdcios

Verifique que, numa teoria de la. ordem:
1) +=3z)B « (Vz)-B
(2) F (Vo)B — (Vx)(B V()

Assuma que nao ocorre livre em3. Enfo:
1) FB— (Vo)B
2 FB— (dx)B
() F (B — (Vz)C) < (Vz)(B—C)
4) - ((H:U)C — B) — (Vz)(C — B)

SLIDE 15.7. Exerdcios(cont.)

1) + (Fz)-B < —(vx)B
(2) F (F2) (B —=(CV D)) (3x)(B — —-C A —D)
@3) F (v2)(3Fy)(B — C) < (Vz)(Ty)(-B VL)

SLIDE 15.8. Regra CMotivac @o:  (3z)(B(xz) — C(z)), (Va)B(z) - (3z)C(x)
Al: (3z)(B(z) — C(z)) (hip.)

A2: (Vx)B(x) (hip.)

A3: B(d) — C(d) (de Al, “escolhendo umd”)
Ad: (Vx)B(z) — B(d) (axioma IV)

A5: B(d) (MP), de A2 e A4)

A6: C(d) ((MP), de A3 e Ab)

A7: C(d) — (3x)C(x) (regra existencial)

A8: (Jx)C(x) ((MP), de A6 e A7)
SLIDE 15.9. Regra C

DEFINICAO 15.1. Umadedugio usando a regra Cnuma teoria de 1a. ordeifi, de uma
formulaB a partir de um conjunto deédfmulasl” (NoTAGAO: T k¢ B), & uma setgncia
de brmulas(B, ..., B,), comB,, = B, tal que as seguintes condigs §0 satisfeitas:
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SLIDE 15.10. Regra C

(1) Paracadai € {1,...,n}, uma das seguintes cond&sé satisfeita:
(@) A; eumaxiomaddl ouA; €T
(b) A; é obtida por (MP) ou (Gen) a partir dé&fmulas anteriores da sé&ncia.
(c) existej < ital queA; = (3z)C(x) e A; = C(d), onded & uma nova
constante individualrégra C).

SLIDE 15.11. Regra C
(2) Ao ser aplicada a regra C, a constante individual introd@zfhssa a fazer parte
da linguagem, i.e. estamos estendendo a linguagef.deortanto, nasérmulas
seguintes da ségncia, esta constante pode ser usada nos esquemas de axiomas
(3) Nenhuma aplica@o de (Geng feita com vaivel quantificada livre numafmula
(3z)C(z) & qual tenha sido aplicada a regra C anteriormente.
(4) As constantes individuais novadmfiguram eni3.

SLIDE 15.12. Regra C

PROPOSIGO 15.2. Sel ¢ B, enfio I - B. Alem dissogé posével tomar uma ded@p
del" + B satisfazendo a seguinte propriedade: se, nesta demjwgcorrer uma aplica@o
de (Gen) a umadrmula que dependa de umarmula D, com varavel quantificadar,
engio isto p acontecia na deddp original del” ¢ B.

SLIDE 15.13. Exerdcios

Verifique que, numa teoria de la. ordem:
1) - (V2)(B(z) — C(z)) — ((B2)B(z) — (3x)C(x))
(2) F (32)(B(z) — C(2)) — ((V2)B(z) — (3z)C(x))
(3) F ~(Fy) (V) (AR (2, y) «— —Af(z,2))

16. AuLA 17

SLIDE 16.1. Teorias com Igualdade

DEFINICAO 16.1. SejaK uma teoria de 1a. ordem que possui uimisolo predicativo
binario “ =". Diz-se queK & umateoria de 1a. ordem com igualdadese as seguintes
formulas forem teoremas de:
AB6: (V:cl)arl =T
A7: v =y — (B(z,z) — B(z,y)) sey livre paraz emB(z, z) e B(z,y) se obém
deB(z,x) por substituigo de algumas das ocdmcias livres de: por y.

SLIDE 16.2. Teorias com Igualdade

PROPOSIGIO 16.1. Em toda teoria com igualdade, tem-se:
(1) F t =t (para qualquer terma)
(2) Ft =s — s =t (paraquaisquer termoset)
(3) Ft=s— (s=r—t=r)(paraquaisquer termos, s et)
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SLIDE 16.3. Teorias com Igualdade

PROPOSIGNO 16.2. SejaK umateoria de 1a. ordem na qual (A8)m teorema e (A7) vale
para todas as@rmulas abmicasB(z, z) nas quais Ao figuram constantes individuais.
Entdo K & uma teoria com igualdade, i.e. (A7) vale para quaisqaentilasB(z, x).

SLIDE 16.4. Teorias com Igualdade

PrROPOSIGO 16.3. SejaK uma teoria de 1la. ordem na qual (A8)um teorema e as
seguintes cond@es §o satisfeitas:

(1) O esquema (A7) vale para todas asmulas abmicasB(z, z) nas quais fo figu-

ram dmbolos funcionais ou constantes individuai$i(e;, y) & obtida deB(x, x)
pela substituigo de umainica ocoréncia dex por y.

@Fz=y— f'a,...,20) = f(w1,...,wy), onde fI & um $mbolo fun-
cional qualquerzy, ..., z, S40 variaveis ef}‘(wl, ...,wy) € obtida a partir de
fI(z1,. .., 2,) pela substituigo de umainica ocoréncia dex pory.

Entio K & uma teoria com igualdade.

SLIDE 16.5. Exemplos

e Ateoria elementar dos grup@suma teoria com igualdade.
e Idem para a teoria elementar dos corpos e para a teoria el¢aredos corpos
ordenados.

SLIDE 16.6. Exerdcios

Mostre que, em toda teoria de 1a. ordem com igualdade:
(1) x =y — f(z) = f(y) ondef & qualquer gnbolo funcional uéario.

(2) (Vz)(Iy)z =y
(3) (Va)(B(z) < (Vy)(z =y — B(y))) sey ndo ocorre emB(x)

17. AULA 18

SLIDE 17.1. Teorema da Completude

TEOREMA 17.1 (Godel, 1930).Toda teoria de 1a. ordem consistente possui um modelo
infinito enumeavel.

SLIDE 17.2. Teorema da Completude

LEMA 17.1. SejaK uma teoria de 1a. ordem. Assuma que ubraiula fechada-5 ndo
seja um teorema d&. Denote porK’ a teoria de 1a. ordem obtida a partir d& por
adicio da brmulaB como axioma. E@io, K’ & consistente.

COROLARIO 17.1. SejaK uma teoria de 1a. ordem. Eim, toda brmula logicamente
valida B de K & um teorema d&'.

SLIDE 17.3. Teorema da Completude
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COROLARIO 17.2 (teorema da completude de Godel, 1930m @lculo de predicados
de 1a. ordem, umafmulaé logicamente&lida se, e somente se, for um teorema.

SLIDE 17.4. Teorema da Completude

COROLARIO 17.3. SejaK uma teoria de 1a. ordem.

(1) Uma Hrmula B & valida em qualquer modelo infinito enurdeel deK se, e so-
mente se- i B.

(2) Se, em todo modelo d€, toda avaliaéo de varaveis que satisfaz um dado con-
juntoI" de Hrmulas tambm satisfaz umafmulaB, en@ol g B.

(3) SeumadrmulaB3 de K for consedjéncia bgica de um conjuntb de Hrmulas de
K,enBol' g B.

SLIDE 17.5. Teorema da Completude

COROLARIO 17.4 (Godel, 1930).Toda teoria de 1a. ordem com igualdade consistente
possui um modelo normal finito ou infinito enuénezl.

SLIDE 17.6. Exerdcio

Demonstre deorema da compacidadge todos os subconjuntos finitos do conjunto de
axiomas poprios de uma teoria de 1a. ordehl admitirem modelos, eab K tem um
modelo.



