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Notacao. Vide notacgao fixada na lista 2

Demonstre que, numa teoria de la. ordem K:
(a) (1 pto) = =(3 )(Vl’)(Az(fc y) < —Aj(z,x)
(b) (1 pto) [ ( — Al( )V Al( )) A = (V) (A%(:z:) — A%(m))] — (EL’E)(A%(QE) A Aé(x))
(c) (1 pto) (ﬂx)(vy)B( y) — (Vy)(3z)B(z,y)

Prove que, numa teoria de la. ordem com igualdade:
(a) (1 pto) F (Vo) [B(z) < (Vy)(y = — B(y))] se y ndo ocorrer em B(z).
(b) (1 pto) Fx =y — f(z) = f(y), onde f é um simbolo funcional undrio.

Numa teoria de la. ordem com igualdade, podemos definir sentencas da forma “existe um vinico z tal
que ...” da seguinte maneira:

DEFINIGAO 1 Numa teoria de 1a. ordem com igualdade, usar-se-d a expressio (31 x)B(x)” como abre-
viagdo de “(3x)B(z) A (Vx)(Vy) (B(x)AB(y) — x =y) ”. Nesta defini¢do, y € a primeira varidvel que néo
figura em B(x) (lembre-se que, ao ser dada uma linguagem de 1a. ordem, consideramos uma enumeragao
das suas varidveis firada a priori: x1,%2,...); uma convengao similar serd usada em todas as defini¢oes
subseqiientes onde uma nova varidvel for introduzida.

Prove que, numa teoria de la. ordem com igualdade:

(a) (1 pto) F (Vw)(B(m) — C(m)) — [(Ell x)B(z) « (3 x)C(az)]
(b) (1 pto) F (F12)(BVC) — ((F12)B) V (F12)C

DEFINICAO 2 Seja K uma teoria de la. ordem com igualdade. Um modelo M de K diz-se normal se
(=)™ for a relagio identidade do universo de M.

Seja L a linguagem de la. ordem definida por: um simbolo predicativo bindrio =, um simbolo
predicativo bindrio I, um simbolo predicativo unario P, um simbolo predicativo unéario R. Leia u = v
como “u e v sao idénticos”, P(u) como “u é um ponto”, R(u) como “u é uma reta”, I(u,v) como “u
e v sao incidentes”. A geometria de incidéncia plana é a teoria de la. ordem com igualdade G, cuja
linguagem é L e cujos axiomas sao (Al) a (A7) e mais os seguintes axiomas préprios:

G1 P(x) — —R(x)
G2 I(z,y) — P(x) A R(y)

G3 R(z) — (Fy)(32) (y #2NI(y,z) A I(z,x))



G4 P(x)ANPy)ANa#y — (F12)(R(z) A (2, 2) AN (y,2))

G5 (3z)(Jy)(3z)(P(z) A P(y) A P(2) A =C(z,y, 2))
onde C(z,y, z) é uma abreviagdo para a férmula (Ju)(R(u) A I(z,u) A I(y,u) A I(z,u)) e lida como “z,
y e z sao colineares”.

(a) (1 pto) Prove bg (Vu) (Vo) [R(u) A R(v) Au # v — (Vo) (Vy) (1(z,u) A (z,v) A (y,u) A(y,v) —
T = y)] Traduza este teorema para uma linguagem geométrica usual.

(b) (2 ptos) Seja P(u,v) uma abreviagao para a férmula R(u) A R(v) A —(3w) (I(w,u) AI(w,v)), lida
como “u e v sao retas paralelas distintas”.

1. Prove: Fg P(u,v) — u # v.

2. Mostre que existe um modelo normal de G, com universo finito, no qual a seguinte férmula é valida:

(V) (Vy) [R(z) A P(y) A= (y,x) — (312)(I(y, 2) AP(z,))]



