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1. AuLA 10

PrROPOSIGO 1.1. SejamL uma linguagem de 1a. ordemié uma interpretago del
com universd). Tem-se:

—

(1) Se duas avalidiesa
endot(@) = t(b).

(2) Sejam4 uma brmula de’, @ eb duas avaliages que coincidem nas varvieis
livres deA. Enfio M = A[a’] se, e somente sg/f |= A[?].

- . . . ;o .
e b coincidem no conjunto das vaseis de um termeo,

Demonstrago. (1) Porindugao no numerode simbolos funcionais que figuram em
t:
(a) Sen = 0,t & uma variavet ou uma constante individuade £; no primeiro
— — hip. 77 - N —
casot(a)=da(xr) = b(x)=t(b),enosegundt(a)=cM =t(b).

(b) Sejat um termo no qual figuram > 1 simbolos funcionais, e suponha que
a tese seja verdadeira para termos nos quais figurem menossipnoolos
funcionais. Entdo existe, para algune N, um simbolo funcionat-ario f
e termosy, ..., t tais quet = f(ty1,...,t;). Paracadace {1,...,k}: (1)
emt; figuram menos que simbolos funcionais; (2) as variaveis que figuram
emt; pertencem ao conjunto das variaveis que figuramemssim, pela
hipotese de indugao, tem-se, para< i < k, t;(a) = ti(?); portanto,
H@) = [ (0(@), . ta(@)) = FY(t2(D), .. (D)) = (D).

(2) Por inducao no nUmeno de conectivos proposicionais e quantificadores univer-
sais que figuram em:

(&) Sen = 0, A & uma formula atdmica. Ou seja, existe, para algum N,
um simbolo predicativd-ario R e termosty,...,t; de L tais qued =
R(t1,...,t). Peloitem (1), tem-se, pala< i < k: t;(@’) = ti(?). As-
sim, M = A[@] < RM (t,(@), ..., (@) & RM (t2(b),... . tx(D)) <
M= A[D).

(b) SejaA uma férmula de£ na qual ocorremn > 1 conectivos ou quantifi-
cadores, e suponha que a tese seja verdadeira para foeulasas quais
figurem menos que conectivos ou quantificadores. Provemos que, neste
caso, a tese também se verifica pardJm dos seguintes casos deve ocorrer:

1
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(i) A = —B, para alguma formul® de £. Pela hipotese de indugao, a
tese & valida parB EntaoM E A[d] & naoM E B[d] &
naoMlzB[ ]@M):A[ ]

(i) A = B — C, ondeB e C sao formulas deC. Pela hipbtese de
induc&o, a tese & valida pakae C. EntaoM = A[d] < naoM =
B[@]ou-M |= C[@] & M = ndoB[b]ouM | C[b] & M =
A[b].

(i) A = (Vz;)B, ondez; & uma variavel €8 uma formula del. Pela
hlpotese de indugao, a tese €& valida pBraSuponhaM E Al@].

Seja ¥ uma avalla(;ao de variaveis tal qlhé( ) = ?( ) sex #
x;. Por hipotesega e b coincidem nas variaveis livres d& assim,
¥ e @ coincidem nas variaveis livres dé — (Vz;)B, dondel’ e
@ coincidem nas variaveis livres d& exceto, possivelmente, em.
Tomando-se/’ tal que?(:ci) = ?(xi) ed = a fora dez;, conclui-
se que? coincide comﬁ nas variaveis livres dB. Logo, comaM =
(Vx;)B[d], seque-sé/ = B[?], donde (pela hipotese de indugao)
M = B[?]. Como isto vale para todd tal queﬁ(x) = ?(x)
sex # x;, segue-sé/ = (v:ci)Bﬁ)]. Assim, M = A[d] implica
M= A[?], e a reciproca segue do mesmo argumento.
(]

2. AULAS 11,1314

PrRoPOSIGO 2.1 (Propriedades das Nogdes de Satisfatibilidade eaédi no Calculo de
Predicados de 1a. Ordem$ejamL uma linguagem de la. ordem\é uma interpretago
deL. Tem-se:

(1) (a) A é\alidaemM se, e somente seA & contra-alida emM;
(b) A é contra-élida emM se, e somente seA & \alida emM.
(2) Nenhumadrmulaé valida e contra-alida emM.
(3) SeM=AeM | A— B,enBoM = B.
(4) A — B é contra-dlidaemM se, e somenteséf = AeM E —B.
(5) Seja@ uma avaliago de varaveis. Tem-se:
(@ M = AN B[d]se esomentes#] = A[d]eM | B[d);
(b) M = AV B[d] se, e somente s¢f = A[a’]ouM = B[d];
() M = A < B[d] se, e somente sg, satisfaz simultaneamentee B ou
ndo satisfaz ambas eM.

(d) M = (3z)A[d] se, e somente se, exisié que coincide coma’ exceto

(possivelmente) emtal que M = A[?].

(6) M = Ase, esomente sgf = (Vz)A

(7) Todaquasi-tautologia(i.e. uma érmula del obtida a partir de uma tautologia
do dalculo proposicional por substituies de®rmulas de no lugar dosatomos)
& \alida em qualquer interpretaép deL.

(8) SeA & umasentenca fechaddi.e. uma érmula sem vadveis livres), ouM = A
ouM = —A.

(9) SejamB(x;) uma brmula et um termo livre paraz;. Enfio (Vz;)B(z;) — B(t)
€ logicamente&lida (i.e. é valida em qualquer interpretdp).
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(10) Sexz; nao ocorre livre emB, (Va;)(B — C) — (B — (Vz;)C) & logicamente
valida.

Demonstrado. Sejaa uma avaliacio de variaveis. Considere a linguagem iojpnal
cujos atomos s&o as expressoks = A[@]”, para cada formulal de £. A definicio de
verdade de Tarski induz uma valoragaonesta linguagem proposicional, que satisfaz as
seguintes condicoes:

(vrl): vr(M E —~A[@]) = vr(-M [ A[@))

(r2): vr(M | A — B[@]) = vr((M [ A[@]) — (M |= B[@]))
para quaisquer formulas e B de L.

Da observacado acima e dos teoremas ja demonstrados [@zakcwo Proposicional,

seguem-se os itens (1) a (5). O item (6) & imediato e jadoiaghstrado em aula. Abaixo
segue a demonstracao dos itens (7) a (10):

(7) SejaB(Ay,...,A,) uma quasi-tautologia d&, i.e. uma formula obtida de uma
formula tautolégical3(zx1, . .., x,) do Célculo Proposicional (ondey,...,z,
sao os atomos que figuram na referida formula) substitise, para cada
{1,...,n}, 0 atomar; pelal-formulaA;. Segue-se def{1) e (vr2), porinducao
no nimero de conectivos que figuram Bix1, . .., z,), que:

e, comoB(zxy,...,x,) € tautolbgica, segue-se que assume valor “verdadeiro”
emM |= B(Ay,..., A,)[@].

(8) ComoA éfechada, decorre da proposicao 1.1 que, se algumagalie variaveis
satisfizerA em M, 0 mesmo ocorrera para qualquer outra avaliacao dewesi, e
se alguma avaliagao de variaveis nao satisfizem A/, nenhuma outra a satisfara.

(9) Decorre dos seguintes lemas:

Notago. A seguinte notagao sera usada no enunciado e demditsttag lemas
abaixo. Sejamr; uma variavelf e u termos deC, @’ uma avaliagio de variaveis
e b um elemento do universo de. Denotar-se-ao por:
e t|,,—, O termo deL obtido det por substituicdo da variave} pelo termou
(casox; ndao ocorra em, isto significa que|,,—,, coincide com).
e |, aavaliagao de variaveis dada por:«j)— b e (i) y —  (y) sey
for uma variavel de distinta dex;.
Uma notagao similar para denotar formulas obtidas plosttuicdes de termos
de £ em variaveis livres foi fixada nos slides 15 e 16 da aula 14.

LEMA 2.1. Sejamt eu termos deC, ¢’ = ¢
= s (= -
ea’ = dly, 7)) ENBOY (@) =t(a).

+,—u,» G UmMa avaliado de varaveis

LEMA 2.2. Sejamz; uma varavel,+ um termo,A(z;) uma brmula deZ, e @
uma avalia@o de varaveis. Suponha quet livre parax; (vide definigéio no slide
17 da aula 1&2. Tem-se:

(8): Tomed' = @|,, .,z enio M |= A(t)[d] se, e somente sé/ |=

Alz)[d).

(b): SeM |= (Vx;)A(x;)[a], enfio M | A(t)[d].
Demonstrago do lema 2.1.Se x; nao ocorre ent, a tese é trivial (decorre da
proposicao 1.1 e do fato de que, neste c#se, t). Suponha, pois, que; ocorre
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emt. Neste caso, o argumento segue por inducéo no numdeosimbolos fun-
cionais que ocorrem em
N
I

(): Sen = 0,t = =;, dondet’ = u, portantot’(d’) = u(d@) = z;(a’) =
Ha).

(i): Sejat um termo no qual ocorrem > 1 simbolos funcionais d&, e
suponha que a tese seja valida para termos nos quais figueemsmuen
simbolos funcionais. Entao exigtez N, um simbolo funcionat-ario f deL
e termogy, . .., t tais quet = f(¢1,...,t;). Comoem cadg, 1 < i < k,
figuram menos que simbolos funcionais (caso contrario figurariaemais
quen simbolos funcionais), pela hipotese de indugao temj(se) = ti(?),
paral < i < k. Alem disso, tem-s¢ = f(t,,...,t,). Portantof' (@) =

—

PHECE), o (@) = FY (@), (@) = (), ]

Demonstrago do lema 2.2. (a): Sex; nao ocorre livre emi(x;), a tese é triv-

—

ial (pois, neste cas(t) = A(z;) e @, @/ coincidem nas variaveis livres
gue ocorrem nesta férmula). Suponha, pois, guéem pelo menos uma
ocorréncia livre emA(z;). Neste caso, o argumento segue por indugdo no
nimeron de conectivos e quantificadores universais que figuram em):

(i): Sen =0, A(x;) &€ atdmica, i.e. existerh € N, um simbolo predica-
tivo k-ario R de L e termog, . . ., ¢ tais qued(x;) = R(t1, ..., tk).
Definindo-se, pard < i < k, t} = t;|.,~+, Segue-se do lema 2.1 que
th(a) = ti(?). Assim, comoA(t) = R(t},...,t},), tem-se:M =
AW[@] & RM(#4(T),..., (7)) = RM(t1(d),... , tx(a))) ©
M | A(w)[d].

(i): SejaA(z;) uma formula del na qual figuramm > 1 conectivos
ou quantificadores universais, e suponha que a tese séja yara
formulas nas quais figurem menos guRis simbolos. Um dos seguintes
casos deve ocorrer:

(i.1): A(x;) & da forma—B(«;), para alguma formuld@(z;) de
L. Pela hipotese de indugo, tem&k = B(t)[d] & M =
B(:ci)[?]. Assim,M = A(t)[d] & -M | B(t)[d] < -M =
B(z)[d'] & M = A(z)[d].

(i.2): A(x;) & daformaB(z;) — C(x;), e a hipbtese de indugdo
se aplica par&®(z;) e C(z;). O argumento segue como no item
anterior, notando qud(t) = B(t) — C(t).

(ii.3): A(x;) & da forma(Vz,;)B(z;), ondex; & uma variavel de
L, de modo queA(t) = (Vz;)B(t). A hipbtese de indugéo se
aplica paraB(xz;). Além disso: (1) a variavet; & distinta der;,
pois estamos assumindo (vide inicio da demonstracgy} gem
pelo menos uma ocorréncia livre effz;); (2) pela hipotese de
sert livre paraz; em A(x;), a variavek:; nao pode ocorrer emn
(caso contréario, comg; tem pelo menos uma ocorréncia livre em
A(z;), e portanto enB(x;), x; ocorreria livre no escopo de uma
variavel que figura em i.e. ¢t ndo seria livre para; em A(z;)).
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Suponhaqué/ = (Vx;)B(t)[d]. Provemos qué/ |= (Va:j)B(a:i)[—’)].
— —
Com efeito, seja’ uma avalia¢ao de variaveis tal qug(z) =
— — —
a’ (r) paratoda variavet distinta der;. Definab = 0|,z (z,)-
Entao, comar’ = 7|1H(7)1 e coma; € distinta der;, segue-
se que: (1)a’ e b coincidem fora de;; e (2)? = ?|EH(7).
Segue-se de (1), do fato denéo figurar ent e da proposigéao 1.1,
— — —

quet( b) = t(a’). Assim, de (2) segue-se qbe = b |th(?)'
e a hipb6tese de inducao (coﬁ no lugar dea’) forneceM =
B(t)[b] e M = B(x;)[V']. Ora, de (1) e d&f = (Va;)B(t)[ 3],

— -
segue-sé@/ = B(t)[ b ], donde, por modus ponen¥, = B(x;)[V].

— — —
Como a avaliagao de variavehs com b’ (z) = o' (z) para toda
variavelz distinta der; foi tomada arbitrariamente, sequedel=
—

(Vz;)B(z;)[a’], como afirmado. A reciproca se verifica através
do mesmo argumento.

(b): Suponhaqué/ = (Vx;)A(z;)[d]. Entdo, paratoda avaliagao de variaveis
a’ que coincide con’ fora dex;, tem-seM = A(x;)[a’]. Em particular,
podemos escolher comd’ (z;) = t(@), e entio segue-se da parte (a) que
M = A)[d).

O

(10) SejamM uma interpretacdo @ uma avaliacio de variaveis. Provemos que, se
z; Ndo tem ocorréncias livres e, tem-seM = (Vz;)(B — C) — (B —
(Vz;)C)[@]. Com efeito, suponha que isto ndo ocorra. Entad{1y- (Vz;)(B —
C)[@]mas (2-M = B — (Vx;)C[@]. De (2), segue-se (3) = B[d] e (4)
=M = (Vz;)C[@]. De (4), conclui-se que (5) existe uma avaliagao de vaisa
a’ que coincide coma’ fora dex;, tal que—~M | C[a']. Além disso, de (1)
segue-se (6)/ = B — C[a’]. Comox; ndo tem ocorréncias livrd3, e comoa’
que coincide con’ fora dex;, segue-se que (7 e o’ coincidem nas variaveis
livres que figuram enB. De (3), de (7) e da proposicao 1.1, segue-se que (8)

— —
M = B[d']. De (8) e (6) segue-se, por modus ponensM%-= C[a’], 0 que con-
tradiz (5). Portanto, devemos t&f |= (Vz;)(B — C) — (B — (Vz;)C)[a’];
como a interpretacad/ e a avaliacio de variavei® foram tomadas arbitraria-
mente, conclui-se qu&/z;)(B — C) — (B — (Vz;)C) & logicamente valida.

O

3. AuLA 15

ProPoOsIGAO 3.1. Todo teorema de uma teoria de l1a. ordémeé valido em qualquer
modelo dek.

Demonstrago. Num modelo deX todos os axiomas sao validos, por definicao. Pelos
itens 6 e 3 da proposicao 2.1, as regras de inferéncié ttansformam formulas validas

em formulas validas.
O
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PROPOSIGAO 3.2. SejamK uma teoria de 1a. ordem d uma quasi-tautologia dé.
Entio A & um teorema dé& & pode ser demonstrada usando-se apenas 0s esquemas de
axiomas (Al) a (A3) e (MP).

Demonstrago. SejaA = B(Ai, ..., An), i.e. B(xy,...,z,) & uma formula tautologica
do Céalculo Proposicional (onds, . . . , 2, sdo os atomos que figuram na referida formula)
e A é obtida substituindo-se, para cada {1,...,n}, 0 atomox; pelaL-formula A;.
Pelo teorema da completude para o Calculo Proposicidital, . .., z,) & um teorema
da teoria formall, de modo que existe uma dedugao formal Brda referida formula.
Numa tal dedugao, substitua, para cada{l,...,n}, o atomox; pelal-formula4;, e
substitua os demais atomos que porventura ocorram em alfymula da deducao por
formulas quaisquer d&. Apbs estas substituicdes, obtém-se uma deducali eim.A, a
qual s6 usa os esquemas de axiomas (Al) a (A3) e (MP). O

PROPOSIGIO 3.3. Todo teorema de undéitculo de predicados de 1a. ordénlogicamente
valido.

Demonstrago. As formulas pertencentes aos esquemas de axiomas (A1) a§dguasi-
tautologias; portanto, pelo item 7 da proposicao 2.4 Jsgicamente validas. As formulas
dos esquemas de axiomas (A4) e (A5) também sao logicamélitlas, pelos itens 9
e 10 da referida proposicao, respectivamente. Finakngmlos itens 3 e 6 da mesma
proposicao, as regras de inferéncia (MP) e (Gen) tramsfo féormulas logicamente validas
em formulas logicamente validas.

O

DEFINICAO 3.1. Umateoria de 1a. orderi’ diz-seconsistentese, para qualqueifrmula
AdeK, seA e—-A ndo sio ambos teoremas de€.

COROLARIO 3.1. Todo d@lculo de predicados de 1a. ordef & consistente.

Demonstrago. Pelo item 1 da proposi¢ao 2.1, para qualquer formulde K, A e - A
nao podem ser ambas logicamente validas. Assim, pefadifiroposicdoA e =A nao
podem ser ambas teoremaskie

O

PROPOSIGO 3.4. SejamK uma teoria de 1a. ordend, um conjunto dedrmulas,A e B
formulas dd’. Se, numa dedé@g mostrando qué, A Fx B, B ndo depende del, enéo
I'tx B.

Demonstrago. Por indugdo no comprimentode uma dedugd@, . .., 4,) (ondeAd,, =

B). Suponha que a tese seja véalida para deduc¢des com coempo menor que. SeA,,

€ um axioma owd,, pertence &', tem-sdl’ - B, trivialmente. Se este nao for o caso, entao
A,, obtém-se a partir de uma ou duas das férmulas anterioresgigncia, por aplicacao
de (Gen) ou (MP), e nenhuma destas formulas dependé déeste caso, a hipotese de
inducao se aplica a esta(s) formula(s) (uma ou duas),al®mue cada uma delas pode
ser deduzida a partir d& portanto,I' - 5. O

TEOREMA 3.1 (da Deduc¢do)SejamK uma teoria de 1a. ordeni; um conjunto de
formulas, A e B formulas del’. Se, numa dedé@p mostrando qué', A Fx B ndo se
aplica (Gen) a umadrmula que depende dd com varavel quantificada livre er,
enfiol' x A — B.
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Demonstrago. Seja(Ay, ..., A, = B) umadedugao conforme o enunciado. Mostremos
que, paracada € {1,...,n}, tem-sel’ Fx A — A,. Com efeito, seja dado um tale
suponha, como hipbtese de indugao, que a tese seja e@alpdra todas as formulas da
sequiéncia com indice menor giileUm dos seguintes casos deve ocorrer:
(1) Ax € um axioma o, € I'. Entdo, tem-s& -, A;. Comokx Ay — (A —
Ay), pelo esquema de axiomas |, segue-se por (MPIgqug A — Ay.
(2) A = A. EntaoA — Ay coincide comA — A, que & uma quasi-tautologia ,
portanto um teorema d&, dondel’ i A — Ag.
(3) Existem indices,j < k tais queA; coincide com4; — A; e A; & obtida por
(MP) deA; e A;. Pela hipotese de inducalotx A — A; el Fr A — (A; —
Ag). Comokg (A — (A4; — A)) — (A — 4) — (A — Ap)) (pelo
esquema de axiomas Il), segue-se, aplicando-se (MP) dmesVeé-x A — Aj.
(4) Existe um indicg < k e uma variavek; tal que A; coincide com(Vz;)A; (i.e.
Aj, & obtida por (Gen) dd ;). Pela hipbtese do teoremé; nao depende dd ou
z; ndo ocorre livre em.

(a) Sed; naodepende dd, pela proposigao anterior tem¥e-x A;. Aplicando-
se (Gen), segue-get- (Va;)A;. Comobg (Va;)A; — (A — (Vay)A;),
por (MP) segue-SE Fx A — (Va;)A;.

(b) Suponha que; ndo ocorre livre emd. Pela hipbtese de inducéo, tem-se
I' mx A — A,. Aplicando-se (Gen), conclui-de i (Vz;)(A — A;).
Por outro lado, pelo esquema de axiomas V, terss€Vz; ) (A — A;) —

(A — (V;)A ) poisx; ndo ocorre livre erd. Assim, por (MP), conclui-se
'tk A— (v:vz)A
O

Exerdcio 3.1 SejaK uma teoria de 1a. ordem. Mostre que:
Q) F (V:vl)(ng)A — (Vao)(Vz1)A
(2) F (Vo)(A = B) — ((V2)A — (v2)B)
(3) - (Va)(A — B) = ((3r)A — (32)B)
4) F (Vv ac)(A/\ B) < ((Vz)A A (Vz)B)
5) F (Vz1)...(Vap)A— A

6) - =(vVx)A — (Fz)-A

Demonstrago. (1) A1l (Vzq1)(Vz2)A (hip.)
A2: (Vz1)(Vz2)A — (Vz2).A (esquema de axiomas IV; note geieé livre para
1 em qualquer formula)
A3: (Vzs)A (MP, de Al e A2)
A4d: (Vz9)A — A (esquema de axiomas V)
A5: A (MP, de A3 e A4)
AB: (Vz1)A (Gen, de A5)
AT: (Vz2)(Vz1)A (Gen, de A6)
(Al,..., A7) mostra quévzx; ) (Vazs)A Fi (Vaz)(Vry).A. Como nao foi apli-
cada (Gen) com variavel quantificada livre ;) (Vz2).A, segue-se do teorema
da deducéo que (V1) (Vae)A — (Vo) (Ve )A.
(2) AL (Vz)(A — B) (hip.)
A2: (Vz)A (hip.)
A3: (Vx)(A — B) — (A — B) (esquema de axiomas V)
A4d: (Vz)A — A (esquema de axiomas IV)
A5: A — B (MP, de Al e A3)
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A6: A (MP, de A2 e A4d)
A7: B (MP, de A5 e Ab)
A8: (Vz)B (Gen, de A7)

(Al,..., A8) mostra qugVz)(A — B),(Vx)A kg (VYx)B. Como nao foi
aplicada (Gen) com variavel quantificada livre évx)(A — B) ou (Vx)A,
segue-se do teorema da deducao (e da observacao gebs=q0d enunciado do
referido teorema, vista em aula, que permite aplicar o tearem “cascata”), que
F (Va)(A — B) = ((Vz)A — (V2)B).

LEMA 3.1. (A — B) bk ((3z)A — (32)B)

Demonstrago. (para efeito de simplificacao, foram omitidas aplices:de (MP))
B1: A — B (hip.)
B2: —(Vx)—-A (hip.)
B3: -8B — —.A (transposi¢ao de B1)
B4: (Va)(—B — —A) (Gen, de B3)
B5: (Vz)-B — (Vz)—.A (teorema demonstrado no exercicio anterior)
B6: —(Vzr)-A — —(Vx)-B (transposi¢ao de B5)
B7: —(Vx)-B (MP, de B6 e B2)

(B1,...,B7) mostra qued — B,-(Vz)-A Fx —(Vz)-B. Como nao foi
aplicada (Gen) com variavel quantificada livre etf¥xz)—-.4, o lema segue do
teorema da deducao.

O

Considere, agora, a seguinte deducdo (novamente omitilgomas aplicacdes

de MP para efeito de simplificacao):
Cl: (Vz)(A — B) (hip.)
C2: (3z)A (hip.)
C3: A — B (de C1 e do esquema de axiomas V)
C4: (dz)A — (3z)B (de C3 e do lema anterior)
C5: (3z)B (MP, de C4 e C2)

(C1,...,C5) mostra quevz)(A — B),(3z)A Fx (3z)B. Como nao foi
aplicada (Gen) com variavel quantificada livre €fx).A ou (Vz)(A — B),
segue-se (Vaz)(A — B) — ((3z)A — (3z)B).

Al: (Vz)A A B (hip.)

A2: (Vz)AAB — AN B (esquema de axiomas IV)
A3: ANB(MP, de Al e A2)

Ad: AN B — A (quasi-tautologia)

A5: A A B — B (quasi-tautologia)

A6: A (MP, de A3 e A4)

A7: B (MP, de A3 e A5)

A8: (Vx).A (Gen, de AB)

A9: (Vx)B (Gen, de A7)

A10: (Vz)A — ((Vz)B — ((Vz)A A (Vz)B)) (quasi-tautologia)
All: (Vz)B — ((Vz)A A (Vz)B) (MP, de A10 e A8)
Al2: (Vx)A A (Va)B (MP, de All e A9)

(Al,..., A12) mostra quévz)AAB i (Vx)AA (Vz)B. Como nao foi apli-
cada (Gen) com variavel quantificada livre évix).A A B, segue-sé k (Vz)A A
B — ((Vz)A N (Vz)B).
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Considere, agora:
B1: (Vz)A (hip.)
B2: (Vz)B (hip.)
B3: (Vz)A — A (esquema de axiomas IV)
B4: (Vz)B — B (esquema de axiomas IV)
B5: A (MP, de B1 e B3)
B6: B (MP, de B2 e B4)
B7: A— (B — (AA B)) (quasi-tautologia)
B8: B — (A A B) (MP, de B7 e B5)
B9: A A B (MP, de B8 e B6)
B10: (Vz)A A B (Gen, de B9)

(B1,...,B10) mostra quéVvz)A, (Vz)B ki (Vz).A A B. Como nao foi apli-
cada (Gen) com variavel quantificada livre €wx).A ou (Vz)B, segue-se, por
duas aplicaces do teorema da deducaot-qué(Vz) AA (Vz)B) — (Vz)ANB.
Como jatinhamos x (Vz)AAB — ((Vz)AA (Vz)B), conclui-se, por aplicagdo
da quasi-tautologi&C — D) — ((D — C) — (C < D)) e duas vezes (MP), que
F (Va)(AAB) < (Vo)A A (V2)B).

(5) Por inducao sobre: sejan > 1, e suponha, como hipbdtese de inducado, que a
tese seja verdadeira para formulas com menosawggeantificadores universais.
Considere a seguinte deducao:

Al (Vxy)...(Vz,)A (hip.)
A2: (Vz1)...(Vo,)A — (Vo) ... (Vz,)A (esquema de axiomas IV)
A3: (Vz2)...(Va,)A (MP, de Al e A2)

(Al,..., A3) mostra queVzy) ... (Vz,)A bk (Vz2). .. (Vz,).A. Como ndo
foi aplicada (Gen) com variavel quantificada livre €vx) ... (Vx,).A, segue-
se do teorema da deduc¢do due (Vz1)...(Va,)A — (Vza)... (Va,)A. Pela
hipotese de inducao, tem-sg; (Vzs)...(Va,)A — A; entdo, por silogismo
hipotético, conclui-se quex (Vz1)...(Va,)A — A.

(6) Al: (Vz)—-—A (hip.)

A2: (Vz)-—-A — ——A (esquema de axiomas IV)
A3: =——A (MP, de Al e A2)

Ad: ——A — A (quasi-tautologia)

A5: (Vz)A (Gen, de A4)

(Al,..., A5) mostra quéVz)-—A i (Vx).A. Como nao foi aplicada (Gen)
com variavel quantificada livre e(Wz)——.4, segue-se do teorema da deduc¢do que
Fx (Vz)=—A — (Vz).A. Portransposi¢ao, seguekse —(Vz)A — —(Va)-—A,
i.e.Fg (Vo)A — (3x)-A.

O

4. AULA 16

PROPOSIGO 4.1. SejanT uma subrmula de3, e B’ a formula obtida de3 por substituigo
de uma ou mais ocogncias de&€ por D. Suponha que todas as vaveis livres d& ouD
gue sejam vaéveis ligadas enf8 estejam na listdy1, . . ., yx }. Tem-se:

(1) F ((Vy1) ... (Yyx)(C < D)) — (B <> B') (TEOREMA DA EQUIVALENCIA)

(2) Ser C « D, entior- B «» B’ (TEOREMA DA SUBSTITUICAO)

Demonstrago. (1) Porindugao no nimerode conectivos proposicionais e quantifi-
cadores universais que figuram &n
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(a) Sen = 0, entaoB &€ uma formula atdmica. Contbé uma subférmula dB, o
fato deBB ser atbmica implic&€ = 3. Como/3’ € obtida de3 por substitui¢ao
de uma ou mais ocorréncias@eor D, temos duas alternativas:

(i) B’ = B =C (i.e. nenhuma substitui¢ao é feita). Neste caso,

((Yy1) ... (Vy)(C < D)) — (B — B’) coincide com
((Yy1) ... (Vyr)(C < D)) — (B < B), que & uma quasi-tautologia
(obtida a partir da formula tautologiga— (q < ¢)).

(i) B’ =D. Neste caso((Vy1) ... (Vyr)(C < D)) — (B « B') coincide
com ((Vy1) ... (Vyr)(C < D)) — (C < D), que & um teorema,
conforme ja demonstrado no exercicio 3.1.5 (vide seg#erior).

(b) Sejan > 1; suponha que a tese seja valida para todas as formutes
quais figurem menos que conectivos ou quantificadores. Be= C, usa-
se 0 mesmo argumento do item anterior. Caso contrérideve ser uma
subformula propria d8 (i.e. uma subférmula dB, diferente de3), e entdo
um dos seguintes casos deve ocorrer:

(i) B=—&. ComoC # B, C deve ser uma subformula dee B’ = —£&’.
Pela hipotese de inducde,((Vy1) ... (Vyi)(C < D)) — (£ < &).
Comot (€ < &) « (=€ « =&'), por silogismo hipotético segue-se
F ((Vyl) oo (YY) (C — D)) — (=€ & =E&).

(i) B = (£ — F). Entao, pelo fato de set # B, B’ = (£ — F/).
Pela hipbtese de inducdo, a tese vale gaeF. Comol (£ <
EVNF « F)— ((€ = F) < (£ — F')), conclui-se a tese para
B por silogismo hipotético.

(i) B = (Vx)E. Entdo, pelo fato de s&t # B, B’ = (Vz)&', e pela
hipotese de inducéo a tese vale p&rai.e. ((Vy1)...(Yyi)(C <
D)) — (£ < &'). Aplicando-sgGen), conclui-se:

1) = (v2) [((V1) .- (Yyr) (C > D)) — (€ < &)]

Comozx € ligada emB, sex ocorrer livre emC ou D, pela hipbtese
da proposicao seguir-se<ac {y1,...,yx}. Entdox ndo ocorre livre
em (Yy1) ... (Vyx)(C < D). Portanto, do esquema de axiomas (V)

e de (1), segue-s§(Vy1)...(Vyi)(C < D)) — (Vz)(€ < &').

Mas, como corolario do exercicio 3.1.2 (vide secao raore tem-se

F (Vo)(€ < &) — ((Va)€ < (Va)&); portanto, por silogismo

hipotético, seque-sgvy1 ) . .. (Vi) (C < D)) — ((Vz)€ < (Vz)&).

(2) Com efeito, suponhia C < D. Entao, aplicando-se (Geh)vezes, conclui-se
F (Vy1) ... (Vyi)C < D. Logo, pelo item anterior e por (MP) segueksg « C.
O

DEFINICAO 4.1. Umadedugio usando a regra Cnuma teoria de l1a. order¥, de uma
formulaB a partir de um conjunto deédfmulasl’ (NOTAGAO: I' ¢ B), & uma se@éncia
de brmulas(B, ..., B,), comB,, = B, tal que as seguintes condigs §0 satisfeitas:

(1) Paracada € {1,...,n}, uma das seguintes condisé satisfeita:
(@) A; @éumaxiomadéd ouAd; €T
(b) A; é obtida por (MP) ou (Gen) a partir dé&fmulas anteriores da sé&ncia.
(c) existej < ital queA; = (3z)C(x) e A; = C(d), onded & uma nova con-
stante individualegra C). Ao ser aplicada a regra C, a constante individual
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introduzida passa a fazer parte da linguagem, i.e. estarstendendo a lin-
guagem de{. Portanto, nasdrmulas seguintes da sé@ncia, esta constante
pode ser usada nos esquemas de axiomas.
(2) Nenhuma aplica@o de (Geng feita com vaivel quantificada livre numafmula
(3z)C(z) & qual tenha sido aplicada a regra C anteriormente.
(3) As constantes individuais novadmfiguram eni3.

PROPOSIGO 4.2. Sel’ ¢ B, entiol - B. Alem dissoé possvel tomar uma deddp de
I' + B satisfazendo a seguinte propriedade: se, nesta daguacorrer uma aplicago de
(Gen) a umadrmula que dependa de um@ulaD, com varavel quantificada;, enio
isto ja acontecia na ded@p original del” -¢ B.

LEMA 4.1. Sejay uma varavel que @o ocorre livre numadrmulaB de K. Enfiotg
(Vy)(C(y) — B) — ((3y)C(y) — B).

Demonstrago. (do lema)
Considere a seguinte dedug¢ao &m
Al: (¥y)(C(y) — B) (hip.)
A2: (Vy)(C(y) — B) — (C(y) — B) (axioma do esquema IV)
A3: C(y) — B ((MP),de Al e A2)
A4d: -B — —C(y) (transposi¢ao de A3)
A5: (Vy)(—B — —C(y)) ((Gen), de A4)
A6: (Vy)(—-B — =C(y)) — (=B — (Vy)—C(y)) (axioma do esquema V, pelo fato
dey nado ocorrer livre enfs)
A7: =B — (Vy)-C(y) ((MP), de A5 e Ab6)
A8: —(Vy)-C(y) — B (transposicado, de A7)
(A1,..., A8) mostra(vVy)(C(y) — B) Fx (3y)C(y) — B. A (nica aplicago de
(Gen) na referida deducao foi feita com variavel quargiday, que nao ocorre livre em
(My) (C(y) — B); assim, podemos aplicar o teorema da deducao para coatkgse. [

Demonstrago. (da proposicao)

Sejam (3y1)C1(y1), - - -, I(yn)Cn(yn) as formulas as quais a regra C foi aplicada e
di,...,d, as respectivas constantes individuais introduzidas, danorde ocorréncia,
numa deducao d& o B. Paral < j < n, denote porK; a teoria de 1la. ordem
obtida a partir d&<” por introducéo das constantes individugds, ..., d;} (i.e. a teoria
de la. ordem cujos simbolos sao os mesmoK derescidos das referidas constantes, e
cujos axiomas proprios sao os mesmodide

Decorre da definicao 4.1 que Cy(dy),...,Cn(dy) bk, B (i.e. B & dedutivel em
K,, semusar a regra C, a partir d& C;(d1), .. .,Cn(dy)) . Pelo item 2 da definicdo 4.1,
podemos aplicar o teorema da deducao para inferir dadikifirmacéo qug, Cy(d;), . - .,
Cn-1(dn-1) Fk, Cn(d,) — B (e ainda pelo referido teorema, podemos tomar uma tal
deducao satisfazendo a propriedade da segunda parteidoi@io). Sejay uma variavel
que ndo figura em nenhuma das formula®d&ly:)C1(y1), - - -, 3(yn)Cn(yn). Substitua,
na dedugao d&,Cy(d;),..., Ch_1(dn-1) Fk, Cn(d,) — B, todas as ocorréncias de
d,, pory; obtém-se, assim, uma deducaold€;(d;),...,Cn-1(dn-1) Fk, Cnly) — B
na qual nao figura a constante individdal (isto decorre da hipotese sobre a ordem de
ocorréncia das formula&y:)Ci(y1), - - -, I(yn)Cn (y,) feita na primeira sentenca desta
demonstragdo). Entéo esta também sera uma dedog&q e;, de modo qué&', Cy(d1), . . .,
Cn-1(dn-1) bk, _, Ca(y) — B. Aplicando-s€Gen), segue-s€,Cy(d1), ..., Cpn-1(dn-1)
Fr._. (Vy)(Cn(y) — B). Pelo fato dey ndo ocorrer ent3, o lema anterior e (MP)
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acarretani’,Cy(d1), ..., Ch—1(dn-1) Fx,_, (3y)Cn(y) — B. Por outro lado, decorre
da escolha da variavel, da definicdo de&,,(y) a partir deC,(d,,) e da definicdo de
Cn(dy) a partir deC,,(dy,), quetg, , (3y)Cn(y) < (3yn)Cn(yn) (para provar isto,
observe que a escolha gee as referidas definicdes implicam qdg(y) & obtida de
Cn(yr) por substituicdo de todas as ocorréncias livreggdeor y, y € livre paray,
emC(y,) e y nao ocorre entC(y,)). Assim, por silogismo hipotético conclui-se que
0,C(d1),. ., Cno1(dn-1) Fx,_, (un)Cn(yn) — B. Mas, pela hipotese sobre a ordem
de ocorréncia das formulésy:)C1 (y1), - - -, 3(yn)Cn (yn) feita na primeira sentenca desta
demonstracgao, e pela definicdo 4.1, teni~s@ (d1), . . ., Cn—1(dn—1) Fx,,_; (3Yn)Cn(yn)-
Portanto, por (MP), segue-8§eC;(d1),...,Cn1(dn-1) Fx,_, B-

Este argumento nos permitiu concliiyC, (d1), ..., Ch—1(dn—1) bk, _, B a partir de
I',Ci(dr),.-.,Cn(dn) Fk, B. Reaplicando o mesmo argumeiito— 1) vezes, segue-se
atese.

O
5. AuLa 17

DEFINICAO 5.1. SejaK uma teoria de 1a. ordem que possui uimisolo predicativo
binario “ =". Diz-se queK & umateoria de 1a. ordem com igualdadese as seguintes
formulas forem teoremas dé:
AB6: (V:cl)arl =T
A7: =y — (B(z,x) — B(z,y)) sey livre paraz emB(z, z) e B(z,y) se obém
deB(z,x) por substituigo de algumas das ocdmcias livres de: por y.

PrROPOSIGAO 5.1. Em toda teoria com igualdade, tem-se:
(1) F t =t (para qualquer terma)
(2) Ft=s— s =t (paraquaisquer termoset)
(3) Ft=s— (s=r—t=r)(paraquaisquer termos, s et)

Demonstrago. (1) Decorre de (i} (Vz1)x1 = x1 (por A6), (i) - (Vzq)z, = 21 —
t = t (axioma do esquema V) e (MP).

(2) Lema SejamK uma teoria com igualdade. EntBor =y — y = .

Demonstrago. (do lema)

Com efeito, tomamo#(x, x) a formulaz = x e B(z,y) a formulay = =.
Entdoy é livre parax emB(x, z). Por (A7), segue-Sez =y — (x =z — y =
x), teorema que usaremos na seguinte demonstrac@o:em

Bl: (Vz)x = z (por A6)

B2: x = x (de B1, pelo esquema de axiomas IV e (MP))

B3: 2 =y — (x =z — y = z) (teorema obtido de A7 coli(z,y) dada por
y =1x)

B4 (z=y—>(z=0—y=2) > (zr=2—(z=y > y=na)
(quasi-tautologia)

BS: z =2 — (z =y — y=2z) (MP), de B4 e B3)

B6: x =y — y = 2 (MP), de B5 e B2).

O
Considere, agora, termase ¢t de uma teoria com igualdad€. Tomez ey

variaveis que nao ocorrem enet, e considere a seguinte demonstracadlem
Cl: z =y — y = = (lema que acabamos de demonstrar)
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C2: (Vz)(Vy)r = y — y = = (2 aplicacdes de (Gen), de C1)
C3: t =s — s =t (de C2 aplicando 2 vezes o axioma IV e (MP)).

(3) Sejamr, s et termos de uma teoria com igualdale e x, y variaveis que nao
ocorrem env, s et. SejamB(x,x) dada porz = r e B(z,y) a formulay = r;
portantoy & livre paraz emB(z, ). Assim, por (A7), tem-se z =y — (z =
r —y =r). Como- y = 2 — = = y, pelo item anterior, por silogismo
hipotético conclui-sé& y = z — (zr = r — y = r). Entdo, por duas aplica¢des
de (Gen), seque-se (Vz)(Vy)(y = 2 — (z = r — y = r)), e duas aplicacdes
do esquema de axiomas IV fornecem a tese.

O

PROPOSIGAO 5.2. SejaK uma teoria de 1a. ordem na qual (A&)um teorema e (A7) vale
para todas as@rmulas abmicasB(z, z) nas quais Ao figuram constantes individuais.
Entio K & uma teoria com igualdade, i.e. (A7) vale para quaisqoemntlasB(z, x).

Demonstrago. Temos que verificar (A7) para uma formubdz, «) na qualy seja livre
paraz. Por hipotese, isto vale &z, =) for uma formula atdmica e na qual nao figuram
constantes individuais. Tem-se:

() A tese da proposicao 5.1 vale e, pois na demonstracao da referida proposi¢ao so
usamos (A7) para formuld(x, 2) atbmicas e sem constantes individuais.

(i) Faremos indu¢ao no nUmerode conectivos proposicionais ou quantificadores univer-
sais que figuram e(x, «). Paran = 0, B(z, ) € uma férmula atdmica, na qual figuram,
eventualmente, constantes individuais, e na gualivre parar. Substitua cada uma das
constantes individuais que figuram &, ) por variaveis distintas de e y e que nao
figurem na referida formula. Sejafi(x, =) a formula assim obtida, &' (x, y) a formula
obtida deBB(x, y) substituindo-se as constantes individuais pelas mesmiase®. Entéo
B'(z,z) & uma formula atdmica e sem constantes individuaig, & livre paraz em
B'(z, x); assim, por hipotese, tem-sex = y — (B'(z,z) — B'(z,y)). Aplique (Gen)

a esta Ultima férmula, tomando como variaveis quantifiseas variaveis novas introduzi-
das nos lugares das constantes individuais que figuravaifi(eny); a seguir, aplique o
axioma |V, substituindo-se cada uma das constantes indiisdos lugares das variaveis
novas introduzidas. Obter-se-a, entde; = y — (B(z,z) — B(z,y)).

(i) Sejamn > 1, e B(x,z) uma formula na quay & livre paraz e na qual figuram
n conectivos proposicionais ou quantificadores univers@ismo hipotese de inducao,
supomos que a tese vale para formulas com menos t¢ais simbolos. Temos trés casos
a considerar:

(1) B(z,z) = =C(z,z). EntdoB(z,y) = —C(z,y). As ocorréncias livres dg em
C(x,y) s@o de dois tipos: (1) as que resultaram da substituiegoen alguma
ocorréncia livre de: emC(z, z) e (2) as ocorréncias que ja existiam é(n, x).
Sejaz uma variavel distinta de e y e que ndo ocorre edi(x,z). Denote por
C(z,z,z) eC(x,y, z) as formulas obtidas a partir déx, z) e C(x, y), respecti-
vamente, substituindo-se todas as ocorréncias livresdietipo (2) porz. Entdo
qualquer ocorréncia livre dgemC(z, y, z) ndo aparece no escopo de um quan-
tificador (Vx) (pois, por construgdo, uma tal ocorréncia resultou destiuicao
de alguma ocorréncia livre deemC(x, ) pory); ou sejax € livre paray em
C(z,y, z). Alem disso, pelo fato de serlivre paraz emC(z, z, z) (0 que decorre
do fato de sey livre parax em B(z, x)), e por construcao, a formuliz, x, z)
pode ser obtida dé(z, y, z) pela substituicdo de algumas das ocorréncias livres
dey porz. Assim, pela hipotese de indugao, tem-sg = 2 — (C(z,y,2) —
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C(z,z,z)). Por (Gen), seque-se (Vz)[y = = — (C(z,y,2) — C(z,x,2))].
Comoy & livre paraz emC(z,y, z) e C(x, z, z) (por construcao), pelo esquema
de axiomas IV e (MP) segue-sey = = — (C(:c,y,y) — C(:C,:v,y)). Mas
C(z,y,y) =C(z,y) eC(x,x,y) = C(z,z), de modo qué y = = — (C(w,y) —
C(z,)). Por transposicéo, obtem4sey = = — (—C(z,z) — —C(,y)). Final-
mente, como- z = y — y = x (pelo item (i)), por silogismo hipotético obtém-se
Frx=y— (-C(z,z) — —C(z,y)).

(2) B(z,z) = C(z,z) — D(z,z). Como no item anterior, a hipotese de indugdo
fornece- z = y — (=C(z,2) — —C(z,y)) eF z =y — (D(z,z) — D(z,y)).
Usando a tautologia~4 — -A’) A (B — B') — [(A — B) — (A’ — B’)],
conclui-se a tese pal¥(z, ).

(3) B(z,x) = (V2)C(z,z,2). Sez coincidir comz, entdo todas as ocorréncias de
x emB(z, z) séo ligadas; portant@(x, y) coincide com3(z, z) e a tese & triv-
ial. Sez coincidir comy, entdo todas as ocorrénciasdem B(z, z) também
devem ser ligadas, pelo fato de selivre paraxz em B(z, x), e pelo mesmo ar-
gumento do caso anterior a tese é trivial. Finalmente, rfup@uez seja uma
variavel distinta dex e dey. Tem-seB(z,y) = (Vz)C(z,y,z). Pela hipotese
de indugdo, tem-se =z = y — (C(z,2,2) — C(z,y,2)). Por (Gen), tem-
set (Vz)[z = y — (C(z,2,2) — C(=,y,2))]. Comoz é distinta dex
e y, podemos aplicar o esquema de axiomas V e (MP) para concluir =
y — (V2)(C(z,2,2) — C(z,y,2)). Finalmente, como- (Vz)(C(z,z,2) —
C(z,y,2)) = ((V2)C(z,z,2) — (V2)C(x,y, 2)) (vide exercicio 3.1.2), por silo-
gismo hipotético segue-se a tese.

O

PROPOSIGO 5.3. SejaK uma teoria de 1a. ordem na qual (A8)um teorema e as
seguintes cond@es §o satisfeitas:

(1) O esquema (A7) vale para todas asmulas abmicasB(z, 2) nas quais fo figu-
ram dmbolos funcionais ou constantes individuai$3 (e, y) & obtida deB(z, x)
pela substituigo de umainica ocoréncia dex por y.

@ Fz=y— f'a,..,20) = f(w1,...,wy), onde fI & um $mbolo fun-
cional qualquerzy, ..., z, S40 variaveis ef}‘(wl, ..., wy) € obtida a partir de
fI(z1,. .., 2,) pela substituigo de umainica ocoréncia dex pory.

Entio K & uma teoria com igualdade.

Demonstrago. Pela proposicao anterior, & suficiente verificar (A7 pg@rmulas atdmicas
B(x, x) nas quais ndo ocorrem constantes individuais. Além degsno na demonstracao
anterior, sob as hipodteses enunciadas ainda é validz aléeproposicao 5.1. Usaremos 0s
seguintes lemas:

LEMA 5.1. Sob as hipteses da proposip, tem-sé- 21 = y1 A - Az, = yp —
(R(:cl, ceyZn) — R(y1,. .. ,yn)), ondex1,...,x, SA0 variaveis duas a duas distintas,
Y1, .-, Yn SAO variaveis,R(z1, . .., z,) € uma brmula abmica sem constantes individu-
ais ou $mbolos funcionais, &(y1, . . .,y,) resulta deR(z1, ..., z,) por substituigo de
cada ocoréncia dex; pory;, paral <i < n.

LEMA 5.2. Sob as hipteses da proposip, - x = y — t(z,z) = t(z,y), ondet(z, x)
& um termo no qual&@o ocorrem constantes individuaiger, y) se obém det(x, ) por
substitui@io de algumas das ocdncias der por y.
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Admitamos os dois lemas. Sejafi{z, ) uma formula atdmica e sem constantes in-
dividuais, eB(x,y) obtida deB(z, ) por substituicdo de algumas ocorrénciascdeor
y. Entdo, para algum € N, B(z,z) & da formaR(t1(z,z),...,t,(z,2)), ondeR &
um simbolo predicativai-ario et¢;(x,z) € um termo sem constantes individuais, para
1 < i < n. Assim sendo, deve-se Bz, y) = R(t1(z,y),...,tu(z,y)), onde, para cada
1 < i < n, otermot;(z,y) & obtido det;(x, x) por substituicdo de algumas ocorréncias
dex pory. Sejamzy, 1, . . ., Tn, yn Variaveis duas a duas distintas e que nao ocorram em
B(z,z)ouB(z,y); pelolema5.1, tem-sexy = y1 A+ - - Azy = yn — (R(21,...,2,) —
R(y1,-..,yn)). Considere, entao, a seguinte deducaaiem

Bl: z =y — t1(z,x) = t1(z,y) (pelo lema5.2)

B2: z1 =1 A ANxpy = Yy — (R(:cl, cosy) — R(y1,... ,yn)) (teorema de
K, conforme olema5.1)

B3: (V:vl)[:vl =y A ATy = Yp — (R(:vl, ceyXn) — R(y1,. .. ,yn))} ((Gen),

de B2)
Note que,emx; = y1 A---Axy = yp — (R(xl,...,xn) — R(yl,...,yn)),
x1 ndo ocorre quantificada (lembre gRér4, . . ., ,,) € atdbmica), portantq (x, x)

é livre parar; nareferida formula. Isto justifica o passo seguinte:

Bd: t1(z,2) = pn Az = ya A ATy = Y — (R(tl(x,x),xg,...,xn) —
R(y1,-..,yn)) (de B3, usando o esquema de axiomas IV e (MP))

B5: (Vyl)[tl(x,x) =y ATo =Yoo A+ ANTp =y, — (R(tl(:v,x),:vg, cey X)) —
R(y1,...,yn))] ((Gen), de B4)

Por observagao analoga a que precede (B8, y) & livre paray; emt; (z,z) =
YLAT2 =Yoo A ATy = Yy — (R(tl(x,x),xg,...,xn) — R(yl,...,yn)),
donde:

B6: ti(z,z) =ti(x,y) Ao =ya A+~ ATp = yp — (R(tl(x,x),xg, B
R(ti(z,y),y2,--.,yn)) (de B5, usando o esquema de axiomas IV e (MP))

B7: x =yAx2a=y2 A" ANy = Yy — (R(tl(a:,:zr),:zrg, oo p) — Rt (x,y),
Yo, . .. ,yn)) (de B1 e B6, por silogismo hipotético)

Assim,- 2 = y Az = yo A - Az = Yy, — (R(tl(x,x),xg,...,xn) —
R(t1(%,y),y2,-..,yn)). ApOs reaplicar o argumento acinfa — 1) vezes, conclui-se

Frz=y— (R(t1 (z,2),... to(z,2)) — R(t1(z,9), ..., ta(z, y))) -

Demonstrago. (do lema5.1)

(i) Afirmo que, para cada formula atdomiBdz, =) sem constantes individuais ou simbolos
funcionais,- z = y — (B(z,z) — B(z,y)) seB(z,y) for obtida deB(z, z) pela
substituicao de uma ou mais ocorrénciaszdgor y. Com efeito, como o0 nimero de
tais substituicdes deve ser finito, podemos encontrar seg@éncia finita de formulas
By,...,B, tal queB; = B(x,z), B, = B(x,y), e tal que cada formula da sequéncia
resulta da anterior pela substituicdo de uma Unica éooia dex por y. Entdo, para

2 < i < n, da hipétese (1) da proposi¢ao 5.3, segue-se= y — (B;—; — B;). Por-
tanto, por um nimero finito de silogismos hipotéticosusege- « = y — (B1 — By),
como afirmado.

(ii) Afirmo que, paral < i < n, bz =y A ANy = yp — (R(a:l,...,xn) —
R(y1, .- Yi, Tit1,--- ,xn)). A tese do lema decorre desta afirmacao patan. Com
efeito, fixe um tal e assuma, como hipotese de indugao, que a afirmacapaméndices
menores qué Considere a seguinte deducao &m
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Clizi =1 A ATy = Yp — (R(zl,...,xn) — R(yl,...,yi,l,xi,...,xn))
(é um teorema d&’, pela hip. de indugao)

C2:z1=y1 AN+ ANz =y, — x; = y; (eliminagado de conjuncao)

C3: XTi; = Y; — (R(yl, ey Yim1, Ty e ,LL‘n) — R(yl, ey Yy Tig 1y ,{En)) (teo-
rema demonstrado na parte (i)

Chd: 1 = AN Ny = Yp — (R(yl,...,yi,l,xi,...,:En) — R(y1,.--,Yi,
Tit1,---,T,)) (silogismo hipotético, de C2 e C3)

C:z1 =1 N ANy = Yp — (R(xl,...,xn) — R(yl,...,yi,le,...,xn))
(de C1 e C4, usando a tautologih — (B — C)]A[A — (C — D)] — [A —
(B — D)] e (MP))

Oquemostr& z1 = y1 A -Axy = yp — (R(:vl,...,xn) — R(y1,- - Yir Tit1y-- -,

O
Demonstrago. (do lema 5.2)
() Sejam f um simbolo funcionah-ario e x1,y1,. .., T, yn variaveis. Afirmo que-
1 =yY1 Ny = Yn — f(x1,...,24) = f(y1,...,yn). Com efeito, para cada< i < n,
provemos que T1 = Y1 NTp = Yn — f(‘rla' ..,.’I/'n) = f(y17" 5 Yirs Tit1y - axn)-

Fixe um tal: e admita, como hipbdtese de inducao, que a afirmacaopaate todos os
indices menores que Considere a seguinte deducao Bm

CO: 1 =y1 A+ Az =y, (hip.)

Clizi =1 A ANy =Yyn — (f(a:l,...,xn) :f(yl,...,yi,l,xi,...,xn)) G
um teorema dé<, pela hip. de inducéo)

C2: z; = y; (de CO, por eliminacdo de conjunc¢ao)

C3 oz =y — (fWi,- s Yim1:Tiso - @) = f(Y1, s Yir Tig1, ., Tn)) (t€O-
rema, pela hipotese (2) da proposicao)

C4. f(yl, ey Yis1, Ty ,In) = f(yl, ey Yiy T,y ,In) ((MP), deC2e C3)

C5: f(z1,...,zn) = f(Y1,-- -, Yi-1,Ti, ..., x,) (MP), de CO e C1)

C6: f(x1,...,2n) = f(Y1,--- s Yi, Tit1,---,Zy) (pOr C4, C5, peloitem 3 da proposicéo
5.1 e por (MP)).

De (C1,...,C6) e do teorema da dedugao (note que nao se aplicou (Genyngade
acima), segue-sex; = y1 A+ Az = yn — (f(@1,.. ., 20) = FY1, - ¥, Tigt, - - -
:cn)), 0 que prova a afirmacao feita.

(i) Usando a parte (i), demonstraremos o lema por indugd@mimeron de simbolos
funcionais que ocorrem enfx, y).

(1) Paran = 0, t(x,x) & uma variavel. Se for uma variavel distinta geentao
t(z,y) coincide comt(x, x); portanto- t(x, x) = t(z, y) por (A6), e trivialmente
o=y — (t(z,z) = t(z,y)). Set(x,z) coincidir com a variavek, entao
t(z,y) coincide comx ou comy. Neste caso, s€z,y) coincidir comz, entao
Ft(x,x) = t(z,y) por (AB), e novamente a tese & trivial. &e, y) coincidir com
y, entdor =y — (t(x,z) = t(z,y)) coincide comz = y — z = y, que & uma
quasi-tautologia, logo um teorema e

(2) Sejan > 1 e suponha, como hipbtese de inducao, que a tese vale grara t
most(x, x) nos quais figuram menos quesimbolos funcionais. Existe € N
tal quet(z,z) & dado porf (t1(z, z),...,tn(z,2)), ondef & um simbolo fun-
cional n-ario e, paral < ¢ < n, t;(x,z) & um termo no qual figuram menos
quen simbolos funcionais (e, portanto, a hipétese de indwsgaplica para o



MAT 349 17

referido termo, i.e.k- =z = y — t;(z,z) = t;(x,y)). Entdot(z,y) coin-

cide comf(t1(2,y),...,tn(z,y)), onde, paral < i < n, t;(z,y) & obtido
do termot;(z, ) por substituicdo de algumas ocorrénciasadpor y. Sejam
x1,Y1,---,Tn, Ys Variaveis duas a duas distintas, e distintas égy. Pela parte
(i), tem-se- z1 = y1 Axp = yn — f(T1,- . 20) = F(Y15- -5 Yn)-

Provemos que, paa< i < n,F 2 =y AZjy1 = Yir1 A AN Ty = Yp —
[f(tl(:zr, x), .. ti(r, ), Xy, .- ,xn) = f(tl(:c,y), e 6l (TY) s Yik 1y - s yn)}

A tese obtém-se de= n nesta Ultima afirmacao. Fixe um taé admita, como
hipbtese de inducao, que a referida afirmacao sejaadeith para todo indice
menor que. Considere a seguinte deducao &m

D1l: x =y Axiy1 = yir1 A - Axy = yyp (hip.)

D2: ©x = yAx; = yi N AXy = Y — [f(tl(:zr,x), contici(xy ), g, ,xn) =
f(t(@,y), ... tia(z,y), yis - - -, yn) | (teoremadés, pela hipotese de inducéo)

D3: z = y (de D1, por eliminacéo de conjuncao)

D4: x =y — t;(z,z) = t;(x,y) (teorema de¥, pela hipbtese de indugao)

D5: (Vwi)[x =yAz; =yi N ANTp =y, — [f(tl(ac,x), e tior(z x),
Ti,... ,xn) = f(tl(x,y), conticn(@, ), Yy yn)ﬂ ((Gen), de D2)
Comot,;(xz,x) € livre paraz; emaz = y Ax; = g A Ay = yp —
[f(tl(:c,x), contici(xy ), @, ,xn) = f(tl(:c,y), v tici(@, ), vy
yn)] 0 proximo passo segue do esquema de axiomas IV e por (MP):

D6: © = yAti(z,x) = Y\ Axp = Yp — [f(tl(:c,x), conti(zx), X, xn) =
f(tl(:zr, Yy tic1(T,9), Yiy - - yn)}

D7: (Vyl)[:zr =yAti(z,x) =y A ANy = yp — [f(tl(:c,x), ooty ),
Tit1s--nan) = f(ti(z,y), .. tic(2,9), i, - .- yn) || (Gen), de D7)

D8: © = yAti(z,x) = ti(z, Y)ATip1 = Yit1 A+ ALy, = Yp — [f(tl(:c,x), ce
ti(x,x), Tig1, .. . ,;vn) = f(tl (@, y)y- s (@ Y), Yit1, - - - ,yn)] (de D7,
novamente usando o esquema de axiomas IV e (MP))

D9: t;(z,z) = t;(x,y) (MP), de D3 e D4)

D10: z =y Ati(x,z) = ti(z,2) ANxip1 = Yit1 A+ Ay =y, (de D1 e D9,
por introducao de conjuncao)

D11: f(tl(:c,x), o ti(Tx), g1y - xn) = f(tl(:zr, Yy ti(x,y), Yit1,

.-, Yn) ((MP), de D8 e D11)

De (D1,...,D11) e do teorema da dedugao (note que, na deducéo acima, as
duas aplicacdes de (Gen) ocorreram com variaveis dicadase; e y;, as quais
nao figuramenr = y A zip1 = Yit1 A - AT = Yp), SEQUE-SE- x =
YANTig1 = Yirl N ATy = Yp — [f(tl(x,x),...,ti(x,x),:ciJrl,...,:z:n) =
f(t(z,y), ... ti(@,y), yit1,---,yn)], O que conclui a demonstragéo do passo
de inducao.

O

6. RESOLUQOES DEALGUNS EXERCICIOS DA LISTA 2

Exerdcio 6.1 Em Materatica, muitas vezeé conveniente a introdde de nomes ou
abrevia@es para se denotar objetoséexistentes (para se evitar repégs). Por ex-
emplo, suponha que, num determinado contexto, para quaisqy. .., z, Se prove a
exiséncia de ununico objetou que tenha a propriedadB(u, 1, . .., x,). Enfio intro-
duzimos um novdmbolo funcionah-ario f, de modo qu¢ (z1, ..., z,) denote dinico
tal objeto, i.e. tal queB(f(a:l, ey Tn), T, ,xn). Analogamente, se for provada a
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exiséncia de uminico objetou que satisfaz a propriedadé(u), e u & alnica varavel
livre que ocorre enf3(u), introduz-se uma nova constante individbigdara denotar este
objeto. Numa teoria de 1a. ordem com igualdddepode-se formalizar estas defibas
da maneira como segue. Assuma aue-,...,x, Sejam varaveis duas a duas distin-
tas e queB(u, z1,...,x,) seja umadrmula deK tal quetx (31 u)B(u, x1,...,2,).
Considera-se, efib, a teoria de 1a. ordem com igualdad&, extendo de K, obtida
pelo acéscimaa linguagem deg< de um smbolo funcionah-ario f e pelo acéscimo do
seguinte axioma [@prio: v = f(x1,...,z,) — B(u,z1,...,2,). Num sentido a ser
precisado na propos#p 6.1, abaixo, esta exteds ndo modifica os teoremas da teoria em
quesho, i.e. num certo sentidd e K* tem os mesmos teoremas (ou, se prefedin @
mesma teoria).

(a): Prove que, nateoria elementar dos grugoévide exerecio), - (3; y)y+z = 0.
(b): Pelo item anterior, faz sentido introduzir um novimmbolo funcional uério,
de modo quef(z) satisfagcaf(xz) + =z = 0. Ou seja, conforme descrito acima,
estendemos a teorid pela adi¢io de um Bnbolo funcional uario f e do axioma
y = f(x) = y+x = 0. Abreviamosf (x) por (—x). Mostre que, nesta exteirs
(1) Fx+ (—x)=0.
@2 FGiy)z+y=0.
B)Fz+0==x.
M+ —(—z) ==
B) (z+z=y+zVz+r=2+y) —z=y.

Usaremos 0s seguintes lemas:

LEMA 6.1. Sejanr, s et termos quaisquer d€'. Tem-se:
D) e (r+s)+t=r+(s+1)
) FgO0+r=r
B) Feg@Ex)z+r=0
@) Fgr=s—(r+t=s+tAt+r=t+s)

Demonstrago. (1) Sejamuz,y, z variaveis que nao ocorrem ems, t. Tem-se:
Bl: (z+y)+2z=x+ (y + 2) (axioma (a))
B2: (Vz)(Vy)(Vz)(xz +y) + 2 =2 + (y + 2) (3 aplicagbes de (Gen), de B1)
B3: (r+s)+t=r+(s+t) (de B2, usando 3 aplicagdes do axioma IV e (MP))
Para demonstrar os demais itens, use um argumento ars&dog® (1), aplicando os
axiomas (b), (c) e (g), o axioma IV e (MP).
O

LEMABG2. Fgaxzo+x21=0— 21 +29=0

Demonstrago. Considere a seguinte deducéo ém

B2: (Jz3)xs + x2 =0 (lema6.1)

B3: d + 22 = 0 (regra C, de B2)

B4: 0+ (1‘1 =+ ,TQ) =21+ 2o (Iema 61)

Observa@o: Usaremos, daqui em diante, abreviacdes da formsas = ¢

parar = s A s = t, onder, s et sdo termos quaisquer. Pela proposicéao 5.1,
r = s =t — r = t. Este fato (e outros analogos, também decorrentes dedii)
assumido tacitamente nas deducdes subsequiientesgeeesnros a justificativa
abreviada “axiomas da igualdade” quando for o caso).
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B5: (d+ z2) + (21 + x2) = 0+ (21 + x2) = x1 + 22 (@ primeira de B3 e do lema
6.1; a segunda do lema 6.1)

B6: (d+a2) + (w1 +22) =d+ ((x2+ 1) +a2) =d+ (04 22) =d+ 22, =0
(dolema 6.1 e B3)

B7: z1 + 2 = 0 (de B5, B6 e axiomas da igualdade)

De (B1,...,B7) tem-sexs + 1 = 0 k¢ a1 + 2 = 0; portanto, pela proposi¢ao
4.2 (note que nao houve aplicacao de (Gen) na dedugdmpdem-sers + z; = 0 +
1 + w2 = 0 e podemos aplicar o teorema da deducao 3.1, dbpdes + 21 = 0 —
1+ X9 = 0.

O

COROLARIO 6.1. Sejar um termo de5. Enot¢ (3z)r + z = 0.

Demonstrago. Com efeito:

Bl: (3z)xz +r =0 (lemma6.1)

B2: d+r =0 (regra C, de B1)

B3: r+d=0(de B2,lema6.1 e (MP))

B4: (3z)r + z = 0 (regra existencial, de B3)

(B1,...,B4) mostra queé-¢ (3z)r + = = 0; portanto, pela proposi¢éo 4.2, segue-se
Fo (3z)r + 2« = 0.
O

COROLARIO 6.2. Sejanr, s termos deG. Enolg r+s5s=0— s+ 7 = 0.

Demonstrago. Com efeito, sejamr e y variaveis que nao ocorrem ere s, e considere
a seguinte deducgao e
Bl: z+y=0—y+x=0(lemab6.2)
B2: (Vz)(Vy)(z +y =0 — y+ x = 0) (por duas aplica¢des de (Gen) a B1)
B3: r+s=0— s+ r =0 (de B2, por duas aplicacdes do axioma IV e (MP))
O

COROLARIO 6.3. Sejar um termo de5. Eniol¢ r + 0 = 0.

Demonstrago. Com efeito, considere a seguinte deducaofém
B1: (3z1)x1 +r =0 (pelo lema 6.1)
B2: d+r =0 (regra C, de B1)
B3: r + d = 0 (pelo corolario 6.2 e (MP))
B4: r + (d+r) =r + 0 (de B2, axioma (g) e (MP))
B5: r+(d+7r)=(r+d)+r=0+r =r (axioma (a), B3 e axioma (g), axioma
(b))
B6: r + 0 = r (de B4, B4 e axiomas da igualdade)
(B1,...,B6) mostra-¢ r + 0 = r. Pela proposi¢ao 4.2, sequetsgr +0 = r.
O

LEMA6.3. F¢ (z1 + 23 =22+ 23 Vas +x1 = 23 + 22 — o1 = T

Demonstrago. Considere as seguintes deducdesem
Bl: x3 +x1 =23+ 22 (hlp)
B2: (Jz4)x4 + 3 = 0 (pelolema 6.1)
B4: d + z3 = 0 (regra C, de B2)
B5: d+ (x5 + 21) = d + (3 + x2) (de B1, axioma (g) e (MP))
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B6: d+ (z3 + 1) = (d + x3) + 1 = 0 + 1 = z; (axioma (a), B4 e axioma (g),
axioma (b))

B7: d+ (23 + x2) = (d + x3) + 22 = 0 + 22 = zo (aXxioma (a), B4 e axioma (g),
axioma (b))

B8: x; = x5 (de B5, B6, B7 e axiomas da igualdade)

C1: 1+ T3 =22 + T3 (hlp)

C2: (Fx4)z4 + x5 = 0 (pelolema 6.1)

C3: d+ z3 =0(regraC, de C2)

C4: z3+ d = 0 (pelo corolario 6.2 e (MP))

C5: (21 +23) +d = (22 + 23) + d (de C1 e axioma (g))

C6: (r1+x3)+d =21+ (x3 +d) = 21 + 0 = 27 (axioma (a), C4 e axioma (g),
corolario 6.3)

C7: (x2+x3) +d =22+ (x3 + d) = 22 + 0 = 25 (axioma (a), C4 e axioma (g),
corolario 6.3)

C8: z; = x5 (de C5, C6, C7 e axiomas da igualdade)

(B1,...,B8) mostra quers + x1 = x3 + 22 F¢ 21 = x2; portanto, pela proposi¢ao
4.2, tem-sexs + x1 = x3 + 22 b x1 = x2, € do teorema da deducgdo segue-ge
x3 + 21 = x3 + 2 — 1 = x2. Analogamente(C1,...,C8) mostra quer; + z3 =

T2 + 23 Fo 21 = 2; Novamente pela proposicao 4.2 e pelo teorema da dedecfue-se
Fo 1 + 23 = 22 + 23 — 21 = z2. Portanto, usando a tautologid — C) A (B —
C)— (AV B — C) e (MP), segue-se a tese.

O

COROLARIO 6.4. O lema anterior vale com termos quaisquer nos lugares de; e x3.

Demonstrago. (do exercicio)

(a): Com efeito, tem-se:
Bl: y+2=0Az+2=0(hip.)
B2: y + z = z + x (de B1, axiomas da igualdade e (MP))
B3: y = z (de B2, usando o lema 6.3 e (MP))
Portantoy + t = 0A z+ x = 0 k¢ y = 2; do teorema da dedugao, segue-se
Fey+x=0Az2+2=0— y =z Isto sera usado na seguinte deducao:
Cl: (Jy)y + =0 (lema6.1)
C2:y+zx=0Az+2=0—y =z (€ umteorema dé&, conforme demon-
stramos acima)
C3: (Vy)(V2)ly+z=0Az+2=0— y=z)(de C2 e duas aplicacdes de
(Gen))
C4: [y +xz=0A[Vy)(V2)(y+2x=0Az+2=0—->y=2z)](deCle
C3, por introducao de conjun¢ao)
A Ultima formula &, por definicad3; y)y + = = 0.

(b): Ja fizemos nos lemas os itens (3) e (5). O item (2) decorreaada (a) e do
lema 6.2 (verifique os detalhes!). Assim, resta verificanapes itens (1) e (4).
SejaG* a extensao dé& pela adigao do simbolo funcional unariee do axioma
y=f(zr) = y+2=0. Tem-se:

(1) Considere a seguinte deducao:
BO: (Jy)y = f(x) (da proposicao 5.1 e regra existencial)
B1l: d = f(«x) (regra C, de B0)
B2: (Vy)[y = f(z) — y + x = 0] ((Gen) do axioma novo)
B3: d = f(z) — d 4+« = 0 (de B2, axioma IV e (MP))
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B4: d+x =0 ((MP),de Bl e B3)

B5: z +d =0 (de B4, lema 6.2 e (MP))

B6: ©+d ==z + f(z) (de Bl e axioma ())

B7: z + f(x) = 0 (de B5, B6 e axiomas da igualdade)
(BO,...,B7) mostra-¢ = + f(x) = 0. Como n&o foi aplicada (Gen) com
variavel quantificada livre enB0 (note quey nao ocorre livre em BO), a
proposicdo 4.2 garante;s = + f(x) =0, i.e.;Fgi 2 + (—z) = 0.

(4) Com efeito, considere a seguinte deducaa®m
Bl: z + (—x) = 0 (item (1))
B2: —z + [—(—x)] = 0 (também do item (1), aplicando (Gen), axioma
IV e (MP))

B3: —z+x =0(deB1,lema6.2 e (MP))

B4: —z + [—(—z)] = —z + = (de B2, B3 e axiomas da igualdade)

B5: —(—x) = z (corolario 6.4).

O

PROPOSIGAO 6.1. SejamK uma teoria de la. ordem com igualdade,z:,...,z,
variaveis (duas a duas distintas)®(u, x1, ..., z,) uma brmula de K. Suponha que
Fx (31)B(u,z1,...,2,). Denote porK* a teoria de 1a. ordem obtida a partir de
K pela introdu@o de um novoimbolo funcionaln-ario f e do axioma poprio u =
flxy,...,z) — B(u,1,...,2,). Enfio K* & uma teoria de 1a. ordem com igualdade
e existe uma transformag efetiva:{formulas dek*} — {formulas dek }, que leva cada
formulaC de K* numa brmulaC* de K, satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) Sef nao ocorre ent, enio C* coincide conc.

(2) (=C)* coincide com(C*).

(3) (C — D)* coincide conC* — DF.

(4) [(Vz)C)* coincide com(Vz)CF.

(5) Fgs C « CE.

(6) Selk: C, enfiol C*. Portanto, sef ndo ocorre ent elx: C, enfiokx C.

Demonstrago. (parcial)

(1) Para provar qués* & uma teoria de 1a. ordem com igualdade, apliquemos a peapos
5.3.E claro que A6) & um teorema d&* (pois & um teorema de, e todas as demonstracdes
em K também sao demonstracdes &ff); resta, pois, verificar as hipoteses (1) e (2) da
referida proposicao. A hipbtese (1) se verifica triviahtte, a partir dos seguintes fatos:
(i) as formulas atdmicas sem constantes individuaisiobslos funcionais deés e K*

sao as mesmas; (ii) a referida hipotese se verificdserpois K € uma teoria com igual-
dade; (iii) toda demonstracao e & uma demonstracao efi. Quanto & hipotese (2),

sb €& necessario verifica-la para o novo simbolo furaigrintroduzido (para os demais,
gue ja existiam enk, usamos 0 mesmo argumento anterior). Note que, pelo fato de
valer (A6) e a hipotese (1) de 5.3, vale diif a tese da proposicio 5.1. Neste caso,
sejamz, y, y1, - - - , Yn, Variaveis quaisquer, e considere um terfitosq, . .., w,) que re-
sulte def(y1,...,y,) pela substituicdo de uma Unica ocorrénciaadpor y. Temos
que provat-g: = =y — f(y1,...,yn) = f(wi,...,w,). Sem perda de generali-
dade, podemos supor que, para i < n, y; € distinta deu, x4, ...,z, € nao ocorre

em B(u,z1,...,2,); com efeito, se ndo for este o caso, basta substitupor uma
outra variavely, que satisfaca a referida condicao e notar que as foetiila) dada por
r=y— fY1, - Yis---,Yn) = f(wi,...,w,) eC(y,) obtida deC(y;) por substituicio

de todas as ocorréncias gepor y; sdosimilares(vide exercicio 7 da lista 2), portanto
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Fxt C(yi) < C(y}) . Pelo mesmo argumento, também podemos supor o mesmg.para
Sejaz uma variavel distinta de todas as anteriores, e considsegainte sequéncia de
formulas:

Bl: x =y (hip.)

BZ: f(y17 te 7yn) = f(yla e ayn) (prOpOSigao 51)

B3: (3z)z = f(w1,-..,yn) (regraexistencial, de B2)

B4: f(wi,...,w,) = f(wi,...,w,) (proposi¢ao 5.1)

B5: (32)z = f(ws,...,w,) (regra existencial, de B4)

B6: di = f(y1,-..,yn) (regra C, de B3)

B7: dy = f(ws,...,w,) (regra C, de B5)

B8: u= f(z1,...,2n) — B(u,x1,...,1,) (axioma dek *)

B9: u = f(y1,-.-,yn) — B(u,y1,...,yn) (de B8, porn aplicagdes sucessivas de
(Gen), axioma IV e (MP), lembrando queé livre parac; emB(u, z1,...,2y,))

Note que, com@uwy, . .., w,) resulta dgy, . .., y,) pela substituicdo de uma

Unica ocorréncia de pory, e como (para < 7 < n) y; € livre parar; em
B(u,x1,...,2,), aformulaB(u, wy, ..., w,) se obtém d&S(u, y1,...,y,) pela
substituicao de algumas das ocorréncias livres plery. Alem disso, comg nao
ocorre em3(u, x1, . . . , £, ), 0 quantificadofvy) ndo ocorre enB(u, y1, . . ., Yn);
portanto,y & livre parax em B(u,y1,.-.,yn). Assim, por (A7) emK, tem-se
bz =y — (B(u,y1,...,yn) — Blu,wi,...,wy)). Finalmente, como todo
teorema dek’ & um teorema d&#, podemos escrever:

B10: z = y — (B(u,y1,...,yn) — B(u,w1,...,w,)) (teorema dek*, como
acabamos de concluir)

B11: B(u,y1,.-.,yn) — B(u,wy,...,w,) ((MP), de B1 e B10)

B12: (Vu)lu = f(y1,---,Yn) — B(u,y1,...,yn)] (Gen), de B9)

B13: d1 = f(y1,---,yn) — B(d1,91,...,yn) (de B12, aplicando o axioma IV e
(MP))

B14: B(di,y1,---,yn) (MP), de B6 e B13)

B15: (Vu)[B(u,y1,.-.,yn) — Blu,ws,...,wy,)] (Gen), de B11)

B16: B(d1,y1,---,yn) — B(di,w1,...,w,) (de B15, aplicando o axioma IV e
(MP))

B17: B(dy,ws,...,w,) (MP), de B14 e B16)

B18: u = f(ws,...,w,) — B(u,w,...,w,) (de B8, porn aplicagdes sucessivas
de (Gen), axioma IV e (MP))

B19: dy = f(w1,...,wy,) — B(da,ws,...,w,) (de B18, aplicando (Gen), axioma
IV e (MP))

B20: B(ds,ws,...,w,) (MP), de B7 e B19)

B21: B(dy,ws,...,wy) A B(da,wy,...,w,) (de B17 e B20, por introducao de
conjuncao)

B22: (3, w)B(u,x1,...,z,) (teorema d€s - por hipotese da proposicéo; portanto,
& um teorema d&’*)

B23: (31 u)B(u,z1,...,2n) — (Vu)(V2)[B(u,x1,...,20) A B(z,21,...,25) —
u = z|

B24: (Vu)(V2)[B(u,z1,...,zn) A B(z,21,...,2,) — u = z] ((MP), de B22 e
B23)

B25: B(dy,w1,...,wy,) A B(da,ws,...,w,) — di = do (de B24, aplicando o
axioma IV duas vezes)

B26: d; = ds ((MP), de B21 e B25)
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B27: dl = d2 /\dl = f(yl,,yn) A d2 = f(wl,...,wn) — f(yl,,yn) =
flws,...,w,) (pela proposi¢ao 5.1)
B28: f(y1,...,yn) = f(wi,...,w,) (de B6, B7, B26, introducao de conjungéo e

(MP))
Como todas as aplica¢des de (Gen) na deducéo acimassa dem variaveis quantifi-
cadas distintas de, y1, ..., Yn, w1, ..., wy, (B1,..., B28) & uma dedu¢do usando a re-

graC,donde: =y k¢ f(y1,.-.,9n) = f(ws,...,wy,). Além disso, em(B1,..., B28)
também nao se aplicou (Gen) com variavel quantificaday. Portanto, pela proposicao
41, tem-sex = y bFgs f(y1,.--yYn) = flwr,...,w,), € podemos tomar uma tal
deducao sem aplicar (Gen) com variavel quantificaday. Deste modo, podemos aplicar
o teorema da deduc¢ao (3.1) para, finalmente, conelyirz = y — (f(yl, cesYn) =

f(’LUl, RPN ,wn))
(1) Definiremost : {formulas dek*} — {formulas dek } indutivamente.

(1) SejaC uma formula atdmica dé&*. Se f nao ocorre ent, definimosC? =
C. Caso contrario, deve figurar ethum termo da formgf (y1,...,y,), onde
Y1, ...,Yn SAO variaveis; substitua a primeira ocorréncia de untetaho emC
pela primeira variavel que nao ocorre €mdigamosy;. Denote pocC* a formula
assim obtida, e defir@ = (Juy ) (C* AB(u1,y1,--.,yn)). Note que-x; C < C’
(verifique!), e quef ocorre enC’ uma vez menos que efh Sef nao mais ocorrer
em(C’, pomosC! = C’; caso contrario, construim@¥, e assim sucessivamente.
Como ha um nimero finito de ocorréncias flem C, e como em cada passo
obtém-se uma formula com uma ocorréncia a mengs dpbés um namero finito
de passos (igual ao nUmenade ocorréncias d¢ em() obter-se-a uma formula
€™, na qual nao ha ocorréncias fige tal que-: C — C(™. Definimos, entao,
ct = ¢,

(2) Suponha qué€ seja uma formula dé&* na qual ocorrenm conectivos proposi-
cionais ou quantificadores universais. Suponha que a gpbg¢ga esteja definida
para formulas nas quais ocorrem menos guais simbolos, e que satisfaca as
propriedades (1) a (5) do enunciado. Um dos seguintes cagedorrer:

(@) C coincide com~D; pomos, entaa;? = —(DF).
(b) C coincide comD — &£; pomos, entad}? = D — £*,
(c) C coincide comVz)D; pomos, entaq;* = (Vx)DF.

t . {formulas dek’*} — {formulas dek } fica definida indutivamente por (1) e
(2), e satisfaz as propriedades (1) a (5) do enunciado dagigiw. Para verificar
gue tal aplicacéo também satisfaz (6), basta demongtafl) e (5), que s€ for
uma formula dei e g: C, entao-x C. Tal demonstracio sera referida at[1]

O
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IRecomendo gue aguarde, no entanto, o Teorema da Compldau@é&del, ainda a ser visto em aula.



