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1. AULA 10

PROPOSIÇ̃AO 1.1. SejamL uma linguagem de 1a. ordem eM uma interpretaç̃ao deL
com universoD. Tem-se:

(1) Se duas avaliaç̃oes−→a e
−→
b coincidem no conjunto das variáveis de um termot,

ent̃ao t(−→a ) = t(
−→
b ).

(2) SejamA uma f́ormula deL, −→a e
−→
b duas avaliaç̃oes que coincidem nas variáveis

livres deA. Ent̃aoM |= A[−→a ] se, e somente se,M |= A[
−→
b ].

Demonstraç̃ao. (1) Por indução no númeron de sı́mbolos funcionais que figuram em
t:
(a) Sen = 0, t é uma variávelx ou uma constante individualc deL; no primeiro

caso,t(−→a ) = −→a (x)
hip.
=

−→
b (x) = t(

−→
b ), e no segundot(−→a ) = cM = t(

−→
b ).

(b) Sejat um termo no qual figuramn > 1 sı́mbolos funcionais, e suponha que
a tese seja verdadeira para termos nos quais figurem menos quen sı́mbolos
funcionais. Então existe, para algumk ∈ N, um sı́mbolo funcionalk-ário f

e termost1, . . . , tk tais quet = f(t1, . . . , tk). Para cadai ∈ {1, . . . , k}: (1)
emti figuram menos quen sı́mbolos funcionais; (2) as variáveis que figuram
em ti pertencem ao conjunto das variáveis que figuram emt. Assim, pela
hipótese de indução, tem-se, para1 6 i 6 k, ti(

−→a ) = ti(
−→
b ); portanto,

t(−→a ) = fM
(

t1(
−→a ), . . . , tk(−→a )

)

= fM
(

t1(
−→
b ), . . . , tk(

−→
b )

)

= t(
−→
b ).

(2) Por indução no númeron de conectivos proposicionais e quantificadores univer-
sais que figuram emA:
(a) Sen = 0, A é uma fórmula atômica. Ou seja, existe, para algumk ∈ N,

um sı́mbolo predicativok-ário R e termost1, . . . , tk de L tais queA =

R(t1, . . . , tk). Pelo item (1), tem-se, para1 6 i 6 k: ti(
−→a ) = ti(

−→
b ). As-

sim,M |= A[−→a ] ⇔ RM
(

t1(
−→a ), . . . , tk(−→a )

)

⇔ RM
(

t1(
−→
b ), . . . , tk(

−→
b )

)

⇔

M |= A[
−→
b ].

(b) SejaA uma fórmula deL na qual ocorremn > 1 conectivos ou quantifi-
cadores, e suponha que a tese seja verdadeira para fórmulasdeL nas quais
figurem menos quen conectivos ou quantificadores. Provemos que, neste
caso, a tese também se verifica paraA. Um dos seguintes casos deve ocorrer:

1



2 MAT 349

(i) A = ¬B, para alguma fórmulaB deL. Pela hipótese de indução, a
tese é válida paraB. EntãoM |= A[−→a ] ⇔ não-M |= B[−→a ] ⇔

não-M |= B[
−→
b ] ⇔ M |= A[

−→
b ].

(ii) A = B → C, ondeB e C são fórmulas deL. Pela hipótese de
indução, a tese é válida paraB e C. EntãoM |= A[−→a ] ⇔ não-M |=

B[−→a ] ou-M |= C[−→a ] ⇔ M |= não-B[
−→
b ] ou-M |= C[

−→
b ] ⇔ M |=

A[
−→
b ].

(iii) A = (∀xi)B, ondexi é uma variável eB uma fórmula deL. Pela
hipótese de indução, a tese é válida paraB. SuponhaM |= A[−→a ].

Seja
−→
b′ uma avaliação de variáveis tal que

−→
b′ (x) =

−→
b (x) se x 6=

xi. Por hipótese,−→a e
−→
b coincidem nas variáveis livres deA; assim,

−→
b′ e −→a coincidem nas variáveis livres deA = (∀xi)B, donde

−→
b′ e

−→a coincidem nas variáveis livres deB exceto, possivelmente, emxi.

Tomando-se
−→
a′ tal que

−→
a′ (xi) =

−→
b′ (xi) e

−→
a′ = −→a fora dexi, conclui-

se que
−→
a′ coincide com

−→
b′ nas variáveis livres deB. Logo, comoM |=

(∀xi)B[−→a ], segue-seM |= B[
−→
a′ ], donde (pela hipótese de indução)

M |= B[
−→
b′ ]. Como isto vale para toda

−→
b′ tal que

−→
b′ (x) =

−→
b (x)

sex 6= xi, segue-seM |= (∀xi)B[
−→
b ]. Assim,M |= A[−→a ] implica

M |= A[
−→
b ], e a recı́proca segue do mesmo argumento.

�

2. AULAS 11, 13E 14

PROPOSIÇ̃AO 2.1 (Propriedades das Noções de Satisfatibilidade e Validade no Cálculo de
Predicados de 1a. Ordem).SejamL uma linguagem de 1a. ordem eM uma interpretaç̃ao
deL. Tem-se:

(1) (a) A é v́alida emM se, e somente se,¬A é contra-v́alida emM;
(b) A é contra-v́alida emM se, e somente se,¬A é v́alida emM.

(2) Nenhuma f́ormulaé v́alida e contra-v́alida emM.
(3) SeM |= A eM |= A → B, ent̃aoM |= B.
(4) A → B é contra-v́alida emM se, e somente se,M |= A eM |= ¬B.
(5) Seja−→a uma avaliaç̃ao de varíaveis. Tem-se:

(a) M |= A ∧ B[−→a ] se, e somente se,M |= A[−→a ] eM |= B[−→a ];
(b) M |= A ∨ B[−→a ] se, e somente se,M |= A[−→a ] ouM |= B[−→a ];
(c) M |= A ↔ B[−→a ] se, e somente se,−→a satisfaz simultaneamenteA e B ou

não satisfaz ambas emM.

(d) M |= (∃x)A[−→a ] se, e somente se, existe
−→
a′ que coincide com−→a exceto

(possivelmente) emx tal queM |= A[
−→
a′ ].

(6) M |= A se, e somente se,M |= (∀x)A.
(7) Todaquasi-tautologia(i.e. uma f́ormula deL obtida a partir de uma tautologia

do ćalculo proposicional por substituições de f́ormulas deL no lugar dośatomos)
é v́alida em qualquer interpretação deL.

(8) SeA é umasentença fechada(i.e. uma f́ormula sem varíaveis livres), ouM |= A

ouM |= ¬A.
(9) SejamB(xi) uma f́ormula et um termo livre paraxi. Ent̃ao (∀xi)B(xi) → B(t)

é logicamente v́alida (i.e. é v́alida em qualquer interpretação).
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(10) Sexi não ocorre livre emB, (∀xi)(B → C) →
(

B → (∀xi)C
)

é logicamente
válida.

Demonstraç̃ao. Seja−→a uma avaliação de variáveis. Considere a linguagem proposicional
cujos átomos são as expressões “M |= A[−→a ]”, para cada fórmulaA deL. A definição de
verdade de Tarski induz uma valoraçãovT nesta linguagem proposicional, que satisfaz as
seguintes condições:

(vT 1): vT (M |= ¬A[−→a ]) = vT (¬M |= A[−→a ])
(vT 2): vT (M |= A → B[−→a ]) = vT

(

(M |= A[−→a ]) → (M |= B[−→a ])
)

para quaisquer fórmulasA eB deL.
Da observação acima e dos teoremas já demonstrados para oCálculo Proposicional,

seguem-se os ı́tens (1) a (5). O item (6) é imediato e já foi demonstrado em aula. Abaixo
segue a demonstração dos ı́tens (7) a (10):

(7) SejaB(A1, . . . , An) uma quasi-tautologia deL, i.e. uma fórmula obtida de uma
fórmula tautológicaB(x1, . . . , xn) do Cálculo Proposicional (ondex1, . . . , xn

são os átomos que figuram na referida fórmula) substituindo-se, para cadai ∈
{1, . . . , n}, o átomoxi pelaL-fórmulaAi. Segue-se de (vT 1) e (vT 2), por indução
no número de conectivos que figuram emB(x1, . . . , xn), que:

vT

(

M |= B(A1, . . . , An)[−→a ]
)

= vT

(

B(M |= A1[
−→a ], . . . , M |= An[−→a ])

)

e, comoB(x1, . . . , xn) é tautológica, segue-se quevT assume valor “verdadeiro”
emM |= B(A1, . . . , An)[−→a ].

(8) ComoA é fechada, decorre da proposição 1.1 que, se alguma avaliação de variáveis
satisfizerA emM , o mesmo ocorrerá para qualquer outra avaliação de vari´aveis, e
se alguma avaliação de variáveis não satisfizerA emM , nenhuma outra a satisfará.

(9) Decorre dos seguintes lemas:

Notaç̃ao. A seguinte notação será usada no enunciado e demonstração dos lemas
abaixo. Sejamxi uma variável,t e u termos deL, −→a uma avaliação de variáveis
e b um elemento do universo deM . Denotar-se-ão por:
• t|xi=u o termo deL obtido det por substituição da variávelxi pelo termou

(casoxi não ocorra emt, isto significa quet|xi=u coincide comt).
• −→a |xi 7→b a avaliação de variáveis dada por: (i)xi 7→ b e (ii) y 7→ −→a (y) sey

for uma variável deL distinta dexi.
Uma notação similar para denotar fórmulas obtidas por substituições de termos

deL em variáveis livres foi fixada nos slides 15 e 16 da aula 14.

LEMA 2.1. Sejamt e u termos deL, t′
.
= t|xi=u, −→a uma avaliaç̃ao de varíaveis

e
−→
a′

.
= −→a |xi 7→u(−→a ). Ent̃ao t′(−→a ) = t(

−→
a′ ).

LEMA 2.2. Sejamxi uma varíavel, t um termo,A(xi) uma f́ormula deL, e−→a
uma avaliaç̃ao de varíaveis. Suponha quet é livre paraxi (vide definiç̃ao no slide
17 da aula 14). Tem-se:

(a): Tome
−→
a′

.
= −→a |xi 7→t(−→a ); então M |= A(t)[−→a ] se, e somente se,M |=

A(xi)[
−→
a′ ].

(b): SeM |= (∀xi)A(xi)[
−→a ], ent̃aoM |= A(t)[−→a ].

Demonstraç̃ao do lema 2.1.Se xi não ocorre emt, a tese é trivial (decorre da
proposição 1.1 e do fato de que, neste caso,t′ = t). Suponha, pois, quexi ocorre
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em t. Neste caso, o argumento segue por indução no númeron de sı́mbolos fun-
cionais que ocorrem emt:

(i): Sen = 0, t = xi, dondet′ = u, portantot′(−→a ) = u(−→a ) = xi(
−→
a′ ) =

t(
−→
a′ ).

(ii): Seja t um termo no qual ocorremn > 1 sı́mbolos funcionais deL, e
suponha que a tese seja válida para termos nos quais figurem menos quen
sı́mbolos funcionais. Então existek ∈ N, um sı́mbolo funcionalk-áriof deL
e termost1, . . . , tk tais quet = f(t1, . . . , tk). Como em cadati, 1 6 i 6 k,
figuram menos quen sı́mbolos funcionais (caso contrário figuraria emt mais

quen sı́mbolos funcionais), pela hipótese de indução tem-set′i(
−→a ) = ti(

−→
a′ ),

para1 6 i 6 k. Além disso, tem-set′ = f(t′1, . . . , t
′

k). Portanto,t′(−→a ) =

fM
(

t′1(
−→a ), . . . , t′k(−→a )

)

= fM
(

t1(
−→
a′ ), . . . , tk(

−→
a′ )

)

= t(
−→
a′ ).

�

Demonstraç̃ao do lema 2.2. (a): Sexi não ocorre livre emA(xi), a tese é triv-

ial (pois, neste caso,A(t) = A(xi) e−→a ,
−→
a′ coincidem nas variáveis livres

que ocorrem nesta fórmula). Suponha, pois, quexi tem pelo menos uma
ocorrência livre emA(xi). Neste caso, o argumento segue por indução no
númeron de conectivos e quantificadores universais que figuram emA(xi):

(i): Sen = 0, A(xi) é atômica, i.e. existemk ∈ N, um sı́mbolo predica-
tivo k-árioR deL e termost1, . . . , tk tais queA(xi) = R(t1, . . . , tk).
Definindo-se, para1 6 i 6 k, t′i

.
= ti|xi=t, segue-se do lema 2.1 que

t′i(
−→a ) = ti(

−→
a′ ). Assim, comoA(t) = R(t′1, . . . , t

′

k), tem-se:M |=

A(t)[−→a ] ⇔ RM
(

t′1(
−→a ), . . . , t′k(−→a )

)

= RM
(

t1(
−→
a′ ), . . . , tk(

−→
a′ )

)

⇔

M |= A(xi)[
−→
a′ ].

(ii): SejaA(xi) uma fórmula deL na qual figuramn > 1 conectivos
ou quantificadores universais, e suponha que a tese seja válida para
fórmulas nas quais figurem menos quen tais sı́mbolos. Um dos seguintes
casos deve ocorrer:

(ii.1): A(xi) é da forma¬B(xi), para alguma fórmulaB(xi) de
L. Pela hipótese de indução, tem-seM |= B(t)[−→a ] ⇔ M |=

B(xi)[
−→
a′ ]. Assim,M |= A(t)[−→a ] ⇔¬M |= B(t)[−→a ] ⇔¬M |=

B(xi)[
−→
a′ ] ⇔ M |= A(xi)[

−→
a′ ].

(ii.2): A(xi) é da formaB(xi) → C(xi), e a hipótese de indução
se aplica paraB(xi) e C(xi). O argumento segue como no item
anterior, notando queA(t) = B(t) → C(t).

(ii.3): A(xi) é da forma(∀xj)B(xi), ondexj é uma variável de
L, de modo queA(t) = (∀xj)B(t). A hipótese de indução se
aplica paraB(xi). Além disso: (1) a variávelxj é distinta dexi,
pois estamos assumindo (vide inı́cio da demonstração) quexi tem
pelo menos uma ocorrência livre emA(xi); (2) pela hipótese de
sert livre paraxi emA(xi), a variávelxj não pode ocorrer emt
(caso contrário, comoxi tem pelo menos uma ocorrência livre em
A(xi), e portanto emB(xi), xi ocorreria livre no escopo de uma
variável que figura emt, i.e. t não seria livre paraxi emA(xi)).
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Suponha queM |= (∀xj)B(t)[−→a ]. Provemos queM |= (∀xj)B(xi)[
−→
a′ ].

Com efeito, seja
−→
b′ uma avaliação de variáveis tal que

−→
b′ (x) =

−→
a′ (x) para toda variávelx distinta dexj . Defina

−→
b

.
=

−→
b′ |xi 7→

−→a (xi).

Então, como
−→
a′ = −→a |xi 7→t(−→a ), e comoxi é distinta dexj , segue-

se que: (1)−→a e
−→
b coincidem fora dexj e (2)

−→
b′ =

−→
b |xi 7→t(−→a ).

Segue-se de (1), do fato dexj não figurar emt e da proposição 1.1,

quet(
−→
b ) = t(−→a ). Assim, de (2) segue-se que

−→
b′ =

−→
b |

xi 7→t(
−→
b )

,

e a hipótese de indução (com
−→
b no lugar de−→a ) forneceM |=

B(t)[
−→
b ]⇔M |= B(xi)[

−→
b′ ]. Ora, de (1) e deM |= (∀xj)B(t)[−→a ],

segue-seM |= B(t)[
−→
b ], donde, por modus ponens,M |= B(xi)[

−→
b′ ].

Como a avaliação de variáveis
−→
b′ com

−→
b′ (x) =

−→
a′ (x) para toda

variávelx distinta dexj foi tomada arbitrariamente, segue-seM |=

(∀xj)B(xi)[
−→
a′ ], como afirmado. A recı́proca se verifica através

do mesmo argumento.
(b): Suponha queM |= (∀xi)A(xi)[

−→a ]. Então, para toda avaliação de variáveis
−→
a′ que coincide com−→a fora dexi, tem-seM |= A(xi)[

−→
a′ ]. Em particular,

podemos escolher
−→
a′ com

−→
a′ (xi) = t(−→a ), e então segue-se da parte (a) que

M |= A(t)[−→a ].
�

(10) SejamM uma interpretação e−→a uma avaliação de variáveis. Provemos que, se
xi não tem ocorrências livres emB, tem-seM |= (∀xi)(B → C) →

(

B →

(∀xi)C
)

[−→a ]. Com efeito, suponha que isto não ocorra. Então (1)M |= (∀xi)(B →

C)[−→a ] mas (2)¬M |= B → (∀xi)C[−→a ]. De (2), segue-se (3)M |= B[−→a ] e (4)
¬M |= (∀xi)C[−→a ]. De (4), conclui-se que (5) existe uma avaliação de variáveis
−→
a′ que coincide com−→a fora dexi, tal que¬M |= C[

−→
a′ ]. Além disso, de (1)

segue-se (6)M |= B → C[
−→
a′ ]. Comoxi não tem ocorrências livresB, e como

−→
a′

que coincide com−→a fora dexi, segue-se que (7)−→a e
−→
a′ coincidem nas variáveis

livres que figuram emB. De (3), de (7) e da proposição 1.1, segue-se que (8)

M |= B[
−→
a′ ]. De (8) e (6) segue-se, por modus ponens, (9)M |= C[

−→
a′ ], o que con-

tradiz (5). Portanto, devemos terM |= (∀xi)(B → C) →
(

B → (∀xi)C
)

[−→a ];
como a interpretaçãoM e a avaliação de variáveis−→a foram tomadas arbitraria-
mente, conclui-se que(∀xi)(B → C) →

(

B → (∀xi)C
)

é logicamente válida.

�

3. AULA 15

PROPOSIÇ̃AO 3.1. Todo teorema de uma teoria de 1a. ordemK é v́alido em qualquer
modelo deK.

Demonstraç̃ao. Num modelo deK todos os axiomas são válidos, por definição. Pelos
ı́tens 6 e 3 da proposição 2.1, as regras de inferência deK transformam fórmulas válidas
em fórmulas válidas.

�
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PROPOSIÇ̃AO 3.2. SejamK uma teoria de 1a. ordem eA uma quasi-tautologia deK.
EntãoA é um teorema deK é pode ser demonstrada usando-se apenas os esquemas de
axiomas (A1) a (A3) e (MP).

Demonstraç̃ao. SejaA = B(A1, . . . , An), i.e. B(x1, . . . , xn) é uma fórmula tautológica
do Cálculo Proposicional (ondex1, . . . , xn são os átomos que figuram na referida fórmula)
e A é obtida substituindo-se, para cadai ∈ {1, . . . , n}, o átomoxi pelaL-fórmulaAi.
Pelo teorema da completude para o Cálculo Proposicional,B(x1, . . . , xn) é um teorema
da teoria formalL, de modo que existe uma dedução formal emL da referida fórmula.
Numa tal dedução, substitua, para cadai ∈ {1, . . . , n}, o átomoxi pelaL-fórmulaAi, e
substitua os demais átomos que porventura ocorram em alguma fórmula da dedução por
fórmulas quaisquer deK. Após estas substituições, obtém-se uma dedução emK deA, a
qual só usa os esquemas de axiomas (A1) a (A3) e (MP). �

PROPOSIÇ̃AO 3.3. Todo teorema de um cálculo de predicados de 1a. ordemé logicamente
válido.

Demonstraç̃ao. As fórmulas pertencentes aos esquemas de axiomas (A1) a (A3) são quasi-
tautologias; portanto, pelo item 7 da proposição 2.1, são logicamente válidas. As fórmulas
dos esquemas de axiomas (A4) e (A5) também são logicamenteválidas, pelos ı́tens 9
e 10 da referida proposição, respectivamente. Finalmente, pelos ı́tens 3 e 6 da mesma
proposição, as regras de inferência (MP) e (Gen) transformam fórmulas logicamente válidas
em fórmulas logicamente válidas.

�

DEFINIÇÃO 3.1. Uma teoria de 1a. ordemK diz-seconsistentese, para qualquer f́ormula
A deK, seA e¬A não s̃ao ambos teoremas deK.

COROLÁRIO 3.1. Todo ćalculo de predicados de 1a. ordemK é consistente.

Demonstraç̃ao. Pelo item 1 da proposição 2.1, para qualquer fórmulaA deK, A e ¬A

não podem ser ambas logicamente válidas. Assim, pela última proposição,A e ¬A não
podem ser ambas teoremas deK.

�

PROPOSIÇ̃AO 3.4. SejamK uma teoria de 1a. ordem,Γ um conjunto de f́ormulas,A eB
fórmulas deΓ. Se, numa dedução mostrando queΓ,A ⊢K B, B não depende deA, ent̃ao
Γ ⊢K B.

Demonstraç̃ao. Por indução no comprimenton de uma dedução(A1, . . . , An) (ondeAn =
B). Suponha que a tese seja válida para deduções com comprimento menor quen. SeAn

é um axioma ouAn pertence aΓ, tem-seΓ ⊢ B, trivialmente. Se este não for o caso, então
An obtém-se a partir de uma ou duas das fórmulas anteriores naseqüência, por aplicação
de (Gen) ou (MP), e nenhuma destas fórmulas depende deA. Neste caso, a hipótese de
indução se aplica a esta(s) fórmula(s) (uma ou duas), de modo que cada uma delas pode
ser deduzida a partir deΓ; portanto,Γ ⊢ B. �

TEOREMA 3.1 (da Dedução).SejamK uma teoria de 1a. ordem,Γ um conjunto de
fórmulas,A e B fórmulas deΓ. Se, numa dedução mostrando queΓ,A ⊢K B não se
aplica (Gen) a uma f́ormula que depende deA com varíavel quantificada livre emA,
ent̃aoΓ ⊢K A → B.
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Demonstraç̃ao. Seja(A1, . . . , An = B) uma dedução conforme o enunciado. Mostremos
que, para cadak ∈ {1, . . . , n}, tem-seΓ ⊢K A → Ak. Com efeito, seja dado um talk e
suponha, como hipótese de indução, que a tese seja verdadeira para todas as fórmulas da
seqüência com ı́ndice menor quek. Um dos seguintes casos deve ocorrer:

(1) Ak é um axioma ouAk ∈ Γ. Então, tem-seΓ ⊢K Ak. Como⊢K Ak → (A →
Ak), pelo esquema de axiomas I, segue-se por (MP) queΓ ⊢K A → Ak.

(2) Ak = A. EntãoA → Ak coincide comA → A, que é uma quasi-tautologia ,
portanto um teorema deK, dondeΓ ⊢K A → Ak.

(3) Existem ı́ndicesi, j < k tais queAj coincide comAi → Ak e Ak é obtida por
(MP) deAi e Aj . Pela hipótese de indução,Γ ⊢K A → Ai eΓ ⊢K A → (Ai →
Ak). Como⊢K

(

A → (Ai → Ak)
)

→
(

(A → Ai) → (A → Ak)
)

(pelo
esquema de axiomas II), segue-se, aplicando-se (MP) duas vezes,Γ ⊢K A → Ak.

(4) Existe um ı́ndicej < k e uma variávelxi tal queAk coincide com(∀xi)Aj (i.e.
Ak é obtida por (Gen) deAj ). Pela hipótese do teorema,Aj não depende deA ou
xi não ocorre livre emA.
(a) SeAj não depende deA, pela proposição anterior tem-seΓ ⊢K Aj . Aplicando-

se (Gen), segue-seΓ ⊢K (∀xi)Aj . Como⊢K (∀xi)Aj →
(

A → (∀xi)Aj

)

,
por (MP) segue-seΓ ⊢K A → (∀xi)Aj .

(b) Suponha quexi não ocorre livre emA. Pela hipótese de indução, tem-se
Γ ⊢K A → Aj . Aplicando-se (Gen), conclui-seΓ ⊢K (∀xi)(A → Aj).
Por outro lado, pelo esquema de axiomas V, tem-se⊢K (∀xi)(A → Aj) →
(

A → (∀xi)Aj

)

, poisxi não ocorre livre emA. Assim, por (MP), conclui-se
Γ ⊢K A → (∀xi)Aj .

�

Exerćıcio 3.1. SejaK uma teoria de 1a. ordem. Mostre que:

(1) ⊢ (∀x1)(∀x2)A → (∀x2)(∀x1)A
(2) ⊢ (∀x)(A → B) →

(

(∀x)A → (∀x)B
)

(3) ⊢ (∀x)(A → B) →
(

(∃x)A → (∃x)B
)

(4) ⊢ (∀x)(A ∧ B) ↔
(

(∀x)A ∧ (∀x)B
)

(5) ⊢ (∀x1) . . . (∀xn)A → A
(6) ⊢ ¬(∀x)A → (∃x)¬A

Demonstraç̃ao. (1) A1: (∀x1)(∀x2)A (hip.)
A2: (∀x1)(∀x2)A → (∀x2)A (esquema de axiomas IV; note quex1 é livre para

x1 em qualquer fórmula)
A3: (∀x2)A (MP, de A1 e A2)
A4: (∀x2)A → A (esquema de axiomas IV)
A5: A (MP, de A3 e A4)
A6: (∀x1)A (Gen, de A5)
A7: (∀x2)(∀x1)A (Gen, de A6)
(A1, . . . , A7) mostra que(∀x1)(∀x2)A ⊢K (∀x2)(∀x1)A. Como não foi apli-

cada (Gen) com variável quantificada livre em(∀x1)(∀x2)A, segue-se do teorema
da dedução que⊢ (∀x1)(∀x2)A → (∀x2)(∀x1)A.

(2) A1: (∀x)(A → B) (hip.)
A2: (∀x)A (hip.)
A3: (∀x)(A → B) → (A → B) (esquema de axiomas IV)
A4: (∀x)A → A (esquema de axiomas IV)
A5: A → B (MP, de A1 e A3)
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A6: A (MP, de A2 e A4)
A7: B (MP, de A5 e A6)
A8: (∀x)B (Gen, de A7)
(A1, . . . , A8) mostra que(∀x)(A → B), (∀x)A ⊢K (∀x)B. Como não foi

aplicada (Gen) com variável quantificada livre em(∀x)(A → B) ou (∀x)A,
segue-se do teorema da dedução (e da observação subseq¨uente ao enunciado do
referido teorema, vista em aula, que permite aplicar o teorema em “cascata”), que
⊢ (∀x)(A → B) →

(

(∀x)A → (∀x)B
)

.
(3)

LEMA 3.1. (A → B) ⊢K

(

(∃x)A → (∃x)B
)

Demonstraç̃ao. (para efeito de simplificação, foram omitidas aplicações de (MP))
B1: A → B (hip.)
B2: ¬(∀x)¬A (hip.)
B3: ¬B → ¬A (transposição de B1)
B4: (∀x)(¬B → ¬A) (Gen, de B3)
B5: (∀x)¬B → (∀x)¬A (teorema demonstrado no exercı́cio anterior)
B6: ¬(∀x)¬A → ¬(∀x)¬B (transposição de B5)
B7: ¬(∀x)¬B (MP, de B6 e B2)
(B1, . . . , B7) mostra queA → B,¬(∀x)¬A ⊢K ¬(∀x)¬B. Como não foi

aplicada (Gen) com variável quantificada livre em¬(∀x)¬A, o lema segue do
teorema da dedução.

�

Considere, agora, a seguinte dedução (novamente omitimos algumas aplicações
de MP para efeito de simplificação):

C1: (∀x)(A → B) (hip.)
C2: (∃x)A (hip.)
C3: A → B (de C1 e do esquema de axiomas IV)
C4: (∃x)A → (∃x)B (de C3 e do lema anterior)
C5: (∃x)B (MP, de C4 e C2)
(C1, . . . , C5) mostra que(∀x)(A → B), (∃x)A ⊢K (∃x)B. Como não foi

aplicada (Gen) com variável quantificada livre em(∃x)A ou (∀x)(A → B),
segue-se⊢ (∀x)(A → B) →

(

(∃x)A → (∃x)B
)

.
(4) A1: (∀x)A ∧ B (hip.)

A2: (∀x)A ∧ B → A ∧ B (esquema de axiomas IV)
A3: A ∧ B (MP, de A1 e A2)
A4: A ∧ B → A (quasi-tautologia)
A5: A ∧ B → B (quasi-tautologia)
A6: A (MP, de A3 e A4)
A7: B (MP, de A3 e A5)
A8: (∀x)A (Gen, de A6)
A9: (∀x)B (Gen, de A7)
A10: (∀x)A →

(

(∀x)B →
(

(∀x)A ∧ (∀x)B
))

(quasi-tautologia)
A11: (∀x)B →

(

(∀x)A ∧ (∀x)B
)

(MP, de A10 e A8)
A12: (∀x)A ∧ (∀x)B (MP, de A11 e A9)
(A1, . . . , A12) mostra que(∀x)A∧B ⊢K (∀x)A∧ (∀x)B. Como não foi apli-

cada (Gen) com variável quantificada livre em(∀x)A ∧ B, segue-se⊢K (∀x)A ∧
B →

(

(∀x)A ∧ (∀x)B
)

.
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Considere, agora:
B1: (∀x)A (hip.)
B2: (∀x)B (hip.)
B3: (∀x)A → A (esquema de axiomas IV)
B4: (∀x)B → B (esquema de axiomas IV)
B5: A (MP, de B1 e B3)
B6: B (MP, de B2 e B4)
B7: A →

(

B → (A ∧ B)
)

(quasi-tautologia)
B8: B → (A ∧ B) (MP, de B7 e B5)
B9: A ∧ B (MP, de B8 e B6)
B10: (∀x)A ∧ B (Gen, de B9)
(B1, . . . , B10) mostra que(∀x)A, (∀x)B ⊢K (∀x)A ∧ B. Como não foi apli-

cada (Gen) com variável quantificada livre em(∀x)A ou (∀x)B, segue-se, por
duas aplicações do teorema da dedução, que⊢K

(

(∀x)A∧(∀x)B
)

→ (∀x)A∧B.
Como já tı́nhamos⊢K (∀x)A∧B →

(

(∀x)A∧ (∀x)B
)

, conclui-se, por aplicação
da quasi-tautologia(C → D) →

(

(D → C) → (C ↔ D)
)

e duas vezes (MP), que
⊢ (∀x)(A ∧ B) ↔

(

(∀x)A ∧ (∀x)B
)

.
(5) Por indução sobren: sejan > 1, e suponha, como hipótese de indução, que a

tese seja verdadeira para fórmulas com menos quen quantificadores universais.
Considere a seguinte dedução:

A1: (∀x1) . . . (∀xn)A (hip.)
A2: (∀x1) . . . (∀xn)A → (∀x2) . . . (∀xn)A (esquema de axiomas IV)
A3: (∀x2) . . . (∀xn)A (MP, de A1 e A2)
(A1, . . . , A3) mostra que(∀x1) . . . (∀xn)A ⊢K (∀x2) . . . (∀xn)A. Como não

foi aplicada (Gen) com variável quantificada livre em(∀x1) . . . (∀xn)A, segue-
se do teorema da dedução que⊢K (∀x1) . . . (∀xn)A → (∀x2) . . . (∀xn)A. Pela
hipótese de indução, tem-se⊢K (∀x2) . . . (∀xn)A → A; então, por silogismo
hipotético, conclui-se que⊢K (∀x1) . . . (∀xn)A → A.

(6) A1: (∀x)¬¬A (hip.)
A2: (∀x)¬¬A → ¬¬A (esquema de axiomas IV)
A3: ¬¬A (MP, de A1 e A2)
A4: ¬¬A → A (quasi-tautologia)
A5: (∀x)A (Gen, de A4)
(A1, . . . , A5) mostra que(∀x)¬¬A ⊢K (∀x)A. Como não foi aplicada (Gen)

com variável quantificada livre em(∀x)¬¬A, segue-se do teorema da dedução que
⊢K (∀x)¬¬A → (∀x)A. Por transposição, segue-se⊢K ¬(∀x)A → ¬(∀x)¬¬A,
i.e. ⊢K ¬(∀x)A → (∃x)¬A.

�

4. AULA 16

PROPOSIÇ̃AO 4.1. SejamC uma subf́ormula deB, eB′ a fórmula obtida deB por substituiç̃ao
de uma ou mais ocorrências deC porD. Suponha que todas as variáveis livres deC ouD
que sejam varíaveis ligadas emB estejam na lista{y1, . . . , yk}. Tem-se:

(1) ⊢
(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (B ↔ B′) (TEOREMA DA EQUIVALÊNCIA)
(2) Se⊢ C ↔ D, ent̃ao⊢ B ↔ B′ (TEOREMA DA SUBSTITUIÇÃO)

Demonstraç̃ao. (1) Por indução no númeron de conectivos proposicionais e quantifi-
cadores universais que figuram emB.
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(a) Sen = 0, entãoB é uma fórmula atômica. ComoC é uma subfórmula deB, o
fato deB ser atômica implicaC = B. ComoB′ é obtida deB por substituição
de uma ou mais ocorrências deC porD, temos duas alternativas:

(i) B′ = B = C (i.e. nenhuma substituição é feita). Neste caso,
(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (B ↔ B′) coincide com
(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (B ↔ B), que é uma quasi-tautologia
(obtida a partir da fórmula tautológicap → (q ↔ q)).

(ii) B′ = D. Neste caso,
(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (B ↔ B′) coincide
com

(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (C ↔ D), que é um teorema,
conforme já demonstrado no exercı́cio 3.1.5 (vide seçãoanterior).

(b) Sejan > 1; suponha que a tese seja válida para todas as fórmulasB nas
quais figurem menos quen conectivos ou quantificadores. SeB = C, usa-
se o mesmo argumento do item anterior. Caso contrário,C deve ser uma
subfórmula própria deB (i.e. uma subfórmula deB, diferente deB), e então
um dos seguintes casos deve ocorrer:

(i) B = ¬E . ComoC 6= B, C deve ser uma subfórmula deE eB′ = ¬E ′.
Pela hipótese de indução,⊢

(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (E ↔ E ′).
Como⊢ (E ↔ E ′) ↔ (¬E ↔ ¬E ′), por silogismo hipotético segue-se
⊢

(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (¬E ↔ ¬E ′).
(ii) B = (E → F). Então, pelo fato de serC 6= B, B′ = (E ′ → F ′).

Pela hipótese de indução, a tese vale paraE e F . Como⊢ (E ↔
E ′) ∧ (F ↔ F ′) →

(

(E → F) ↔ (E ′ → F ′)
)

, conclui-se a tese para
B por silogismo hipotético.

(iii) B = (∀x)E . Então, pelo fato de serC 6= B, B′ = (∀x)E ′, e pela
hipótese de indução a tese vale paraE , i.e.

(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔

D)
)

→ (E ↔ E ′). Aplicando-se(Gen), conclui-se:

(1) ⊢ (∀x)
[(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (E ↔ E ′)
]

Comox é ligada emB, sex ocorrer livre emC ou D, pela hipótese
da proposição seguir-se-iax ∈ {y1, . . . , yk}. Entãox não ocorre livre
em (∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D). Portanto, do esquema de axiomas (V)
e de (1), segue-se

(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→ (∀x)(E ↔ E ′).
Mas, como corolário do exercı́cio 3.1.2 (vide seção anterior), tem-se
⊢ (∀x)(E ↔ E ′) →

(

(∀x)E ↔ (∀x)E ′
)

; portanto, por silogismo
hipotético, segue-se

(

(∀y1) . . . (∀yk)(C ↔ D)
)

→
(

(∀x)E ↔ (∀x)E ′
)

.
(2) Com efeito, suponha⊢ C ↔ D. Então, aplicando-se (Gen)k vezes, conclui-se

⊢ (∀y1) . . . (∀yk)C ↔ D. Logo, pelo item anterior e por (MP) segue-se⊢ B ↔ C.
�

DEFINIÇÃO 4.1. Umadeduç̃ao usando a regra Cnuma teoria de 1a. ordemK, de uma
fórmulaB a partir de um conjunto de fórmulasΓ (NOTAÇ ÃO : Γ ⊢C B), é uma seq̈uência
de f́ormulas(B1, . . . , Bn), comBn = B, tal que as seguintes condições s̃ao satisfeitas:

(1) Para cadai ∈ {1, . . . , n}, uma das seguintes condiçõesé satisfeita:
(a) Ai é um axioma deK ouAi ∈ Γ.
(b) Ai é obtida por (MP) ou (Gen) a partir de fórmulas anteriores da seqüência.
(c) existej < i tal queAj = (∃x)C(x) e Ai = C(d), onded é uma nova con-

stante individual (regra C). Ao ser aplicada a regra C, a constante individual
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introduzida passa a fazer parte da linguagem, i.e. estamos estendendo a lin-
guagem deK. Portanto, nas f́ormulas seguintes da seqüência, esta constante
pode ser usada nos esquemas de axiomas.

(2) Nenhuma aplicaç̃ao de (Gen)́e feita com varíavel quantificada livre numa fórmula
(∃x)C(x) à qual tenha sido aplicada a regra C anteriormente.

(3) As constantes individuais novas não figuram emB.

PROPOSIÇ̃AO 4.2. SeΓ ⊢C B, ent̃aoΓ ⊢ B. Além disso,́e posśıvel tomar uma dedução de
Γ ⊢ B satisfazendo a seguinte propriedade: se, nesta dedução, ocorrer uma aplicaç̃ao de
(Gen) a uma f́ormula que dependa de uma fórmulaD, com varíavel quantificadax, ent̃ao
isto já acontecia na dedução original deΓ ⊢C B.

LEMA 4.1. Sejay uma varíavel que ñao ocorre livre numa f́ormulaB deK. Ent̃ao⊢K

(∀y)
(

C(y) → B
)

→
(

(∃y)C(y) → B
)

.

Demonstraç̃ao. (do lema)
Considere a seguinte dedução emK:

A1: (∀y)
(

C(y) → B
)

(hip.)
A2: (∀y)

(

C(y) → B
)

→
(

C(y) → B
)

(axioma do esquema IV)
A3: C(y) → B ((MP), de A1 e A2)
A4: ¬B → ¬C(y) (transposição de A3)
A5: (∀y)

(

¬B → ¬C(y)
)

((Gen), de A4)
A6: (∀y)

(

¬B → ¬C(y)
)

→
(

¬B → (∀y)¬C(y)
)

(axioma do esquema V, pelo fato
dey não ocorrer livre emB)

A7: ¬B → (∀y)¬C(y) ((MP), de A5 e A6)
A8: ¬(∀y)¬C(y) → B (transposição, de A7)

(A1, . . . , A8) mostra(∀y)
(

C(y) → B
)

⊢K (∃y)C(y) → B. A única aplicação de
(Gen) na referida dedução foi feita com variável quantificaday, que não ocorre livre em
(∀y)

(

C(y) → B
)

; assim, podemos aplicar o teorema da dedução para concluir a tese. �

Demonstraç̃ao. (da proposição)
Sejam(∃y1)C1(y1), . . . ,∃(yn)Cn(yn) as fórmulas às quais a regra C foi aplicada e

d1, . . . , dn as respectivas constantes individuais introduzidas, na ordem de ocorrência,
numa dedução deΓ ⊢C B. Para1 6 j 6 n, denote porKj a teoria de 1a. ordem
obtida a partir deK por introdução das constantes individuais{d1, . . . , dj} (i.e. a teoria
de 1a. ordem cujos sı́mbolos são os mesmos deK acrescidos das referidas constantes, e
cujos axiomas próprios são os mesmos deK).

Decorre da definição 4.1 queΓ, C1(d1), . . . , Cn(dn) ⊢Kn
B (i.e. B é dedutı́vel em

Kn, semusar a regra C, a partir deΓ, C1(d1), . . . , Cn(dn)) . Pelo item 2 da definição 4.1,
podemos aplicar o teorema da dedução para inferir da última afirmação queΓ, C1(d1), . . . ,
Cn−1(dn−1) ⊢Kn

Cn(dn) → B (e ainda pelo referido teorema, podemos tomar uma tal
dedução satisfazendo a propriedade da segunda parte do enunciado). Sejay uma variável
que não figura em nenhuma das fórmulas deΓ, (∃y1)C1(y1), . . . ,∃(yn)Cn(yn). Substitua,
na dedução deΓ, C1(d1), . . . , Cn−1(dn−1) ⊢Kn

Cn(dn) → B, todas as ocorrências de
dn pory; obtém-se, assim, uma dedução deΓ, C1(d1), . . . , Cn−1(dn−1) ⊢Kn

Cn(y) → B
na qual não figura a constante individualdn (isto decorre da hipótese sobre a ordem de
ocorrência das fórmulas(∃y1)C1(y1), . . . ,∃(yn)Cn(yn) feita na primeira sentença desta
demonstração). Então esta também será uma dedução emKn−1, de modo queΓ, C1(d1), . . . ,
Cn−1(dn−1) ⊢Kn−1

Cn(y) → B. Aplicando-se(Gen), segue-seΓ, C1(d1), . . . , Cn−1(dn−1)

⊢Kn−1
(∀y)

(

Cn(y) → B
)

. Pelo fato dey não ocorrer emB, o lema anterior e (MP)
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acarretamΓ, C1(d1), . . . , Cn−1(dn−1) ⊢Kn−1
(∃y)Cn(y) → B. Por outro lado, decorre

da escolha da variávely, da definição deCn(y) a partir deCn(dn) e da definição de
Cn(dn) a partir deCn(dn), que⊢Kn−1

(∃y)Cn(y) ↔ (∃yn)Cn(yn) (para provar isto,
observe que a escolha dey e as referidas definições implicam queCn(y) é obtida de
Cn(yn) por substituição de todas as ocorrências livres deyn por y, y é livre parayn

em C(yn) e y não ocorre emC(yn)). Assim, por silogismo hipotético conclui-se que
Γ, C1(d1), . . . , Cn−1(dn−1) ⊢Kn−1

(∃yn)Cn(yn) → B. Mas, pela hipótese sobre a ordem
de ocorrência das fórmulas(∃y1)C1(y1), . . . , ∃(yn)Cn(yn) feita na primeira sentença desta
demonstração, e pela definição 4.1, tem-seΓ, C1(d1), . . . , Cn−1(dn−1) ⊢Kn−1

(∃yn)Cn(yn).
Portanto, por (MP), segue-seΓ, C1(d1), . . . , Cn−1(dn−1) ⊢Kn−1

B.
Este argumento nos permitiu concluirΓ, C1(d1), . . . , Cn−1(dn−1) ⊢Kn−1

B a partir de
Γ, C1(d1), . . . , Cn(dn) ⊢Kn

B. Reaplicando o mesmo argumento(n − 1) vezes, segue-se
a tese.

�

5. AULA 17

DEFINIÇÃO 5.1. SejaK uma teoria de 1a. ordem que possui um sı́mbolo predicativo
binário “ =”. Diz-se queK é umateoria de 1a. ordem com igualdadese as seguintes
fórmulas forem teoremas deK:

A6: (∀x1)x1 = x1

A7: x = y →
(

B(x, x) → B(x, y)
)

sey livre parax emB(x, x) eB(x, y) se obt́em
deB(x, x) por substituiç̃ao de algumas das ocorrências livres dex por y.

PROPOSIÇ̃AO 5.1. Em toda teoria com igualdade, tem-se:

(1) ⊢ t = t (para qualquer termot)
(2) ⊢ t = s → s = t (para quaisquer termoss e t)
(3) ⊢ t = s → (s = r → t = r) (para quaisquer termosr, s e t)

Demonstraç̃ao. (1) Decorre de (i)⊢ (∀x1)x1 = x1 (por A6), (ii) ⊢ (∀x1)x1 = x1 →
t = t (axioma do esquema IV) e (MP).

(2) Lema SejamK uma teoria com igualdade. Então⊢ x = y → y = x.

Demonstraç̃ao. (do lema)
Com efeito, tomamosB(x, x) a fórmulax = x e B(x, y) a fórmulay = x.

Entãoy é livre parax emB(x, x). Por (A7), segue-se⊢ x = y → (x = x → y =
x), teorema que usaremos na seguinte demonstração emK:

B1: (∀x)x = x (por A6)
B2: x = x (de B1, pelo esquema de axiomas IV e (MP))
B3: x = y → (x = x → y = x) (teorema obtido de A7 comB(x, y) dada por

y = x)
B4:

(

x = y → (x = x → y = x)
)

→
(

x = x → (x = y → y = x)
)

(quasi-tautologia)
B5: x = x → (x = y → y = x) ((MP), de B4 e B3)
B6: x = y → y = x ((MP), de B5 e B2).

�

Considere, agora, termoss e t de uma teoria com igualdadeK. Tomex e y

variáveis que não ocorrem ems e t, e considere a seguinte demonstração emK:
C1: x = y → y = x (lema que acabamos de demonstrar)
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C2: (∀x)(∀y)x = y → y = x (2 aplicações de (Gen), de C1)
C3: t = s → s = t (de C2 aplicando 2 vezes o axioma IV e (MP)).

(3) Sejamr, s e t termos de uma teoria com igualdadeK, e x, y variáveis que não
ocorrem emr, s e t. SejamB(x, x) dada porx = r eB(x, y) a fórmulay = r;
portanto,y é livre parax emB(x, x). Assim, por (A7), tem-se⊢ x = y → (x =
r → y = r). Como⊢ y = x → x = y, pelo item anterior, por silogismo
hipotético conclui-se⊢ y = x → (x = r → y = r). Então, por duas aplicações
de (Gen), segue-se⊢ (∀x)(∀y)

(

y = x → (x = r → y = r)
)

, e duas aplicações
do esquema de axiomas IV fornecem a tese.

�

PROPOSIÇ̃AO 5.2. SejaK uma teoria de 1a. ordem na qual (A6)é um teorema e (A7) vale
para todas as f́ormulas at̂omicasB(x, x) nas quais ñao figuram constantes individuais.
EntãoK é uma teoria com igualdade, i.e. (A7) vale para quaisquer fórmulasB(x, x).

Demonstraç̃ao. Temos que verificar (A7) para uma fórmulaB(x, x) na qualy seja livre
parax. Por hipótese, isto vale seB(x, x) for uma fórmula atômica e na qual não figuram
constantes individuais. Tem-se:
(i) A tese da proposição 5.1 vale emK, pois na demonstração da referida proposição só
usamos (A7) para fórmulasB(x, x) atômicas e sem constantes individuais.
(ii) Faremos indução no númeron de conectivos proposicionais ou quantificadores univer-
sais que figuram emB(x, x). Paran = 0,B(x, x) é uma fórmula atômica, na qual figuram,
eventualmente, constantes individuais, e na qualy é livre parax. Substitua cada uma das
constantes individuais que figuram emB(x, x) por variáveis distintas dex e y e que não
figurem na referida fórmula. SejamB′(x, x) a fórmula assim obtida, eB′(x, y) a fórmula
obtida deB(x, y) substituindo-se as constantes individuais pelas mesmas variáveis. Então
B′(x, x) é uma fórmula atômica e sem constantes individuais, ey é livre parax em
B′(x, x); assim, por hipótese, tem-se⊢ x = y →

(

B′(x, x) → B′(x, y)
)

. Aplique (Gen)
a esta última fórmula, tomando como variáveis quantificadas as variáveis novas introduzi-
das nos lugares das constantes individuais que figuravam emB(x, y); a seguir, aplique o
axioma IV, substituindo-se cada uma das constantes individuais nos lugares das variáveis
novas introduzidas. Obter-se-á, então,⊢ x = y →

(

B(x, x) → B(x, y)
)

.
(iii) Sejam n > 1, e B(x, x) uma fórmula na qualy é livre parax e na qual figuram
n conectivos proposicionais ou quantificadores universais.Como hipótese de indução,
supomos que a tese vale para fórmulas com menos quen tais sı́mbolos. Temos três casos
a considerar:

(1) B(x, x) = ¬C(x, x). EntãoB(x, y) = ¬C(x, y). As ocorrências livres dey em
C(x, y) são de dois tipos: (1) as que resultaram da substituição de y em alguma
ocorrência livre dex emC(x, x) e (2) as ocorrências que já existiam emC(x, x).
Sejaz uma variável distinta dex e y e que não ocorre emC(x, x). Denote por
C(x, x, z) e C(x, y, z) as fórmulas obtidas a partir deC(x, x) e C(x, y), respecti-
vamente, substituindo-se todas as ocorrências livres dey de tipo (2) porz. Então
qualquer ocorrência livre dey emC(x, y, z) não aparece no escopo de um quan-
tificador (∀x) (pois, por construção, uma tal ocorrência resultou da substituição
de alguma ocorrência livre dex emC(x, x) por y); ou seja,x é livre paray em
C(x, y, z). Além disso, pelo fato de sery livre parax emC(x, x, z) (o que decorre
do fato de sery livre parax emB(x, x)), e por construção, a fórmulaC(x, x, z)
pode ser obtida deC(x, y, z) pela substituição de algumas das ocorrências livres
dey por x. Assim, pela hipótese de indução, tem-se⊢ y = x →

(

C(x, y, z) →
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C(x, x, z)
)

. Por (Gen), segue-se⊢ (∀z)
[

y = x →
(

C(x, y, z) → C(x, x, z)
)]

.
Comoy é livre paraz emC(x, y, z) e C(x, x, z) (por construção), pelo esquema
de axiomas IV e (MP) segue-se⊢ y = x →

(

C(x, y, y) → C(x, x, y)
)

. Mas
C(x, y, y) = C(x, y) eC(x, x, y) = C(x, x), de modo que⊢ y = x →

(

C(x, y) →

C(x, x)
)

. Por transposição, obtém-se⊢ y = x →
(

¬C(x, x) → ¬C(x, y)
)

. Final-
mente, como⊢ x = y → y = x (pelo item (i)), por silogismo hipotético obtém-se
⊢ x = y →

(

¬C(x, x) → ¬C(x, y)
)

.
(2) B(x, x) = C(x, x) → D(x, x). Como no item anterior, a hipótese de indução

fornece⊢ x = y →
(

¬C(x, x) → ¬C(x, y)
)

e⊢ x = y →
(

D(x, x) → D(x, y)
)

.
Usando a tautologia(¬A → ¬A′) ∧ (B → B′) → [(A → B) → (A′ → B′)],
conclui-se a tese paraB(x, x).

(3) B(x, x) = (∀z)C(x, x, z). Sez coincidir comx, então todas as ocorrências de
x emB(x, x) são ligadas; portanto,B(x, y) coincide comB(x, x) e a tese é triv-
ial. Sez coincidir comy, então todas as ocorrências dex emB(x, x) também
devem ser ligadas, pelo fato de sery livre parax emB(x, x), e pelo mesmo ar-
gumento do caso anterior a tese é trivial. Finalmente, suponha quez seja uma
variável distinta dex e dey. Tem-seB(x, y) = (∀z)C(x, y, z). Pela hipótese
de indução, tem-se⊢ x = y →

(

C(x, x, z) → C(x, y, z)
)

. Por (Gen), tem-
se ⊢ (∀z)

[

x = y →
(

C(x, x, z) → C(x, y, z)
)]

. Como z é distinta dex

e y, podemos aplicar o esquema de axiomas V e (MP) para concluir⊢ x =
y → (∀z)

(

C(x, x, z) → C(x, y, z)
)

. Finalmente, como⊢ (∀z)
(

C(x, x, z) →

C(x, y, z)
)

→
(

(∀z)C(x, x, z) → (∀z)C(x, y, z)
)

(vide exercı́cio 3.1.2), por silo-
gismo hipotético segue-se a tese.

�

PROPOSIÇ̃AO 5.3. SejaK uma teoria de 1a. ordem na qual (A6)é um teorema e as
seguintes condiç̃oes s̃ao satisfeitas:

(1) O esquema (A7) vale para todas as fórmulas at̂omicasB(x, x) nas quais ñao figu-
ram śımbolos funcionais ou constantes individuais, eB(x, y) é obtida deB(x, x)
pela substituiç̃ao de umáunica ocorr̂encia dex por y.

(2) ⊢ x = y → fn
j (z1, . . . , zn) = fn

j (w1, . . . , wn), ondefn
j é um śımbolo fun-

cional qualquer,z1, . . . , zn são variáveis efn
j (w1, . . . , wn) é obtida a partir de

fn
j (z1, . . . , zn) pela substituiç̃ao de umáunica ocorr̂encia dex por y.

EntãoK é uma teoria com igualdade.

Demonstraç̃ao. Pela proposição anterior, é suficiente verificar (A7) para fórmulas atômicas
B(x, x) nas quais não ocorrem constantes individuais. Além disso, como na demonstração
anterior, sob as hipóteses enunciadas ainda é válida a tese da proposição 5.1. Usaremos os
seguintes lemas:

LEMA 5.1. Sob as hiṕoteses da proposição, tem-se⊢ x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn →
(

R(x1, . . . , xn) → R(y1, . . . , yn)
)

, ondex1, . . . , xn são variáveis duas a duas distintas,
y1, . . . , yn são variáveis,R(x1, . . . , xn) é uma f́ormula at̂omica sem constantes individu-
ais ou śımbolos funcionais, eR(y1, . . . , yn) resulta deR(x1, . . . , xn) por substituiç̃ao de
cada ocorr̂encia dexi por yi, para1 6 i 6 n.

LEMA 5.2. Sob as hiṕoteses da proposição,⊢ x = y → t(x, x) = t(x, y), ondet(x, x)
é um termo no qual ñao ocorrem constantes individuais et(x, y) se obt́em det(x, x) por
substituiç̃ao de algumas das ocorrências dex por y.
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Admitamos os dois lemas. SejamB(x, x) uma fórmula atômica e sem constantes in-
dividuais, eB(x, y) obtida deB(x, x) por substituição de algumas ocorrências dex por
y. Então, para algumn ∈ N, B(x, x) é da formaR

(

t1(x, x), . . . , tn(x, x)
)

, ondeR é
um sı́mbolo predicativon-ário e ti(x, x) é um termo sem constantes individuais, para
1 6 i 6 n. Assim sendo, deve-se terB(x, y) = R

(

t1(x, y), . . . , tn(x, y)
)

, onde, para cada
1 6 i 6 n, o termoti(x, y) é obtido deti(x, x) por substituição de algumas ocorrências
dex pory. Sejamx1, y1, . . . , xn, yn variáveis duas a duas distintas e que não ocorram em
B(x, x) ouB(x, y); pelo lema 5.1, tem-se⊢ x1 = y1∧· · ·∧xn = yn →

(

R(x1, . . . , xn) →

R(y1, . . . , yn)
)

. Considere, então, a seguinte dedução emK:

B1: x = y → t1(x, x) = t1(x, y) (pelo lema 5.2)
B2: x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn →

(

R(x1, . . . , xn) → R(y1, . . . , yn)
)

(teorema de
K, conforme o lema 5.1)

B3: (∀x1)
[

x1 = y1∧· · ·∧xn = yn →
(

R(x1, . . . , xn) → R(y1, . . . , yn)
)]

((Gen),
de B2)

Note que, emx1 = y1 ∧ · · · ∧xn = yn →
(

R(x1, . . . , xn) → R(y1, . . . , yn)
)

,
x1 não ocorre quantificada (lembre queR(x1, . . . , xn) é atômica), portantot1(x, x)
é livre parax1 na referida fórmula. Isto justifica o passo seguinte:

B4: t1(x, x) = y1 ∧ x2 = y2 ∧ · · · ∧ xn = yn →
(

R(t1(x, x), x2, . . . , xn) →

R(y1, . . . , yn)
)

(de B3, usando o esquema de axiomas IV e (MP))
B5: (∀y1)

[

t1(x, x) = y1 ∧x2 = y2 ∧ · · · ∧xn = yn →
(

R(t1(x, x), x2, . . . , xn) →

R(y1, . . . , yn)
)]

((Gen), de B4)
Por observação análoga à que precede (B5),t1(x, y) é livre paray1 emt1(x, x) =

y1 ∧ x2 = y2 ∧ · · · ∧ xn = yn →
(

R(t1(x, x), x2, . . . , xn) → R(y1, . . . , yn)
)

,
donde:

B6: t1(x, x) = t1(x, y) ∧ x2 = y2 ∧ · · · ∧ xn = yn →
(

R(t1(x, x), x2, . . . , xn) →

R(t1(x, y), y2, . . . , yn)
)

(de B5, usando o esquema de axiomas IV e (MP))
B7: x = y ∧ x2 = y2 ∧ · · · ∧ xn = yn →

(

R(t1(x, x), x2, . . . , xn) → R(t1(x, y),

y2, . . . , yn)
)

(de B1 e B6, por silogismo hipotético)

Assim, ⊢ x = y ∧ x2 = y2 ∧ · · · ∧ xn = yn →
(

R(t1(x, x), x2, . . . , xn) →

R(t1(x, y), y2, . . . , yn)
)

. Após reaplicar o argumento acima(n − 1) vezes, conclui-se
⊢ x = y →

(

R(t1(x, x), . . . , tn(x, x)) → R(t1(x, y), . . . , tn(x, y))
)

.
�

Demonstraç̃ao. (do lema 5.1)
(i) Afirmo que, para cada fórmula atômicaB(x, x) sem constantes individuais ou sı́mbolos
funcionais,⊢ x = y →

(

B(x, x) → B(x, y)
)

seB(x, y) for obtida deB(x, x) pela
substituição de uma ou mais ocorrências dex por y. Com efeito, como o número de
tais substituições deve ser finito, podemos encontrar umaseqüência finita de fórmulas
B1, . . . , Bn tal queB1 = B(x, x), Bn = B(x, y), e tal que cada fórmula da seqüência
resulta da anterior pela substituição de uma única ocorrência dex por y. Então, para
2 6 i 6 n, da hipótese (1) da proposição 5.3, segue-se⊢ x = y → (Bi−1 → Bi). Por-
tanto, por um número finito de silogismos hipotéticos, segue-se⊢ x = y → (B1 → Bn),
como afirmado.
(ii) Afirmo que, para1 6 i 6 n, ⊢ x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn →

(

R(x1, . . . , xn) →

R(y1, . . . , yi, xi+1, . . . , xn)
)

. A tese do lema decorre desta afirmação parai = n. Com
efeito, fixe um tali e assuma, como hipótese de indução, que a afirmação valepara ı́ndices
menores quei. Considere a seguinte dedução emK:
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C1: x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn →
(

R(x1, . . . , xn) → R(y1, . . . , yi−1, xi, . . . , xn)
)

(é um teorema deK, pela hip. de indução)
C2: x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn → xi = yi (eliminação de conjunção)
C3: xi = yi →

(

R(y1, . . . , yi−1, xi, . . . , xn) → R(y1, . . . , yi, xi+1, . . . , xn)
)

(teo-
rema demonstrado na parte (i))

C4: x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn →
(

R(y1, . . . , yi−1, xi, . . . , xn) → R(y1, . . . , yi,

xi+1, . . . , xn)
)

(silogismo hipotético, de C2 e C3)
C5: x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn →

(

R(x1, . . . , xn) → R(y1, . . . , yi, xi+1, . . . , xn)
)

(de C1 e C4, usando a tautologia[A → (B → C)] ∧ [A → (C → D)] → [A →
(B → D)] e (MP))

O que mostra⊢ x1 = y1∧· · ·∧xn = yn →
(

R(x1, . . . , xn) → R(y1, . . . , yi, xi+1, . . . ,

xn)
)

.
�

Demonstraç̃ao. (do lema 5.2)
(i) Sejamf um sı́mbolo funcionaln-ário ex1, y1, . . . , xn, yn variáveis. Afirmo que⊢
x1 = y1 ∧ xn = yn → f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yn). Com efeito, para cada1 6 i 6 n,
provemos que⊢ x1 = y1 ∧ xn = yn → f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yi, xi+1, . . . , xn).
Fixe um tali e admita, como hipótese de indução, que a afirmação valepara todos os
ı́ndices menores quei. Considere a seguinte dedução emK:

C0: x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn (hip.)
C1: x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn →

(

f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yi−1, xi, . . . , xn)
)

(é
um teorema deK, pela hip. de indução)

C2: xi = yi (de C0, por eliminação de conjunção)
C3: xi = yi →

(

f(y1, . . . , yi−1, xi, . . . , xn) = f(y1, . . . , yi, xi+1, . . . , xn)
)

(teo-
rema, pela hipótese (2) da proposição)

C4: f(y1, . . . , yi−1, xi, . . . , xn) = f(y1, . . . , yi, xi+1, . . . , xn) ((MP), de C2 e C3)
C5: f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yi−1, xi, . . . , xn) ((MP), de C0 e C1)
C6: f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yi, xi+1, . . . , xn) (por C4, C5, pelo item 3 da proposição

5.1 e por (MP)).

De (C1, . . . , C6) e do teorema da dedução (note que não se aplicou (Gen) na dedução
acima), segue-se⊢ x1 = y1∧· · ·∧xn = yn →

(

f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yi, xi+1, . . . ,

xn)
)

, o que prova a afirmação feita.
(ii) Usando a parte (i), demonstraremos o lema por induçãono númeron de sı́mbolos
funcionais que ocorrem emt(x, y).

(1) Paran = 0, t(x, x) é uma variável. Se for uma variável distinta dex, então
t(x, y) coincide comt(x, x); portanto⊢ t(x, x) = t(x, y) por (A6), e trivialmente
⊢ x = y →

(

t(x, x) = t(x, y)
)

. Set(x, x) coincidir com a variávelx, então
t(x, y) coincide comx ou comy. Neste caso, set(x, y) coincidir comx, então
⊢ t(x, x) = t(x, y) por (A6), e novamente a tese é trivial. Set(x, y) coincidir com
y, entãox = y →

(

t(x, x) = t(x, y)
)

coincide comx = y → x = y, que é uma
quasi-tautologia, logo um teorema deK.

(2) Sejan > 1 e suponha, como hipótese de indução, que a tese vale para ter-
most(x, x) nos quais figuram menos quen sı́mbolos funcionais. Existen ∈ N

tal quet(x, x) é dado porf
(

t1(x, x), . . . , tn(x, x)
)

, ondef é um sı́mbolo fun-
cional n-ário e, para1 6 i 6 n, ti(x, x) é um termo no qual figuram menos
quen sı́mbolos funcionais (e, portanto, a hipótese de indução se aplica para o
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referido termo, i.e. ⊢ x = y → ti(x, x) = ti(x, y)). Entãot(x, y) coin-
cide comf

(

t1(x, y), . . . , tn(x, y)
)

, onde, para1 6 i 6 n, ti(x, y) é obtido
do termoti(x, x) por substituição de algumas ocorrências dex por y. Sejam
x1, y1, . . . , xn, yn variáveis duas a duas distintas, e distintas dex e y. Pela parte
(i), tem-se⊢ x1 = y1 ∧ xn = yn → f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yn).

Provemos que, para1 6 i 6 n, ⊢ x = y ∧ xi+1 = yi+1 ∧ · · · ∧ xn = yn →
[

f
(

t1(x, x), . . . , ti(x, x), xi+1, . . . , xn

)

= f
(

t1(x, y), . . . , ti(x, y), yi+1, . . . , yn

)]

.
A tese obtém-se dei = n nesta última afirmação. Fixe um tali e admita, como
hipótese de indução, que a referida afirmação seja verdadeira para todo ı́ndice
menor quei. Considere a seguinte dedução emK:

D1: x = y ∧ xi+1 = yi+1 ∧ · · · ∧ xn = yn (hip.)
D2: x = y∧xi = yi∧· · ·∧xn = yn →

[

f
(

t1(x, x), . . . , ti−1(x, x), xi, . . . , xn

)

=

f
(

t1(x, y), . . . , ti−1(x, y), yi, . . . , yn

)]

(teorema deK, pela hipótese de indução)
D3: x = y (de D1, por eliminação de conjunção)
D4: x = y → ti(x, x) = ti(x, y) (teorema deK, pela hipótese de indução)
D5: (∀xi)

[

x = y ∧ xi = yi ∧ · · · ∧ xn = yn →
[

f
(

t1(x, x), . . . , ti−1(x, x),

xi, . . . , xn

)

= f
(

t1(x, y), . . . , ti−1(x, y), yi, . . . , yn

)]]

((Gen), de D2)
Como ti(x, x) é livre paraxi em x = y ∧ xi = yi ∧ · · · ∧ xn = yn →
[

f
(

t1(x, x), . . . , ti−1(x, x), xi, . . . , xn

)

= f
(

t1(x, y), . . . , ti−1(x, y), yi, . . . ,

yn

)]

, o próximo passo segue do esquema de axiomas IV e por (MP):
D6: x = y∧ti(x, x) = yi∧· · ·∧xn = yn →

[

f
(

t1(x, x), . . . , ti(x, x), xi, . . . , xn

)

=

f
(

t1(x, y), . . . , ti−1(x, y), yi, . . . , yn

)]

D7: (∀yi)
[

x = y ∧ ti(x, x) = yi ∧ · · · ∧ xn = yn →
[

f
(

t1(x, x), . . . , ti(x, x),

xi+1, . . . , xn

)

= f
(

t1(x, y), . . . , ti−1(x, y), yi, . . . , yn

)]]

((Gen), de D7)
D8: x = y∧ti(x, x) = ti(x, y)∧xi+1 = yi+1∧· · ·∧xn = yn →

[

f
(

t1(x, x), . . . ,

ti(x, x), xi+1, . . . , xn

)

= f
(

t1(x, y), . . . , ti(x, y), yi+1, . . . , yn

)]

(de D7,
novamente usando o esquema de axiomas IV e (MP))

D9: ti(x, x) = ti(x, y) ((MP), de D3 e D4)
D10: x = y ∧ ti(x, x) = ti(x, x) ∧ xi+1 = yi+1 ∧ · · · ∧ xn = yn (de D1 e D9,

por introdução de conjunção)
D11: f

(

t1(x, x), . . . , ti(x, x), xi+1 , . . . , xn

)

= f
(

t1(x, y), . . . , ti(x, y), yi+1,

. . . , yn

)

((MP), de D8 e D11)
De (D1, . . . , D11) e do teorema da dedução (note que, na dedução acima, as

duas aplicações de (Gen) ocorreram com variáveis quantificadasxi e yi, as quais
não figuram emx = y ∧ xi+1 = yi+1 ∧ · · · ∧ xn = yn), segue-se⊢ x =
y ∧ xi+1 = yi+1 ∧ · · · ∧ xn = yn →

[

f
(

t1(x, x), . . . , ti(x, x), xi+1 , . . . , xn

)

=

f
(

t1(x, y), . . . , ti(x, y), yi+1, . . . , yn

)]

, o que conclui a demonstração do passo
de indução.

�

6. RESOLUÇÕES DEALGUNS EXERCÍCIOS DA L ISTA 2

Exerćıcio 6.1. Em Mateḿatica, muitas veześe conveniente a introdução de nomes ou
abreviaç̃oes para se denotar objetos pré-existentes (para se evitar repetições). Por ex-
emplo, suponha que, num determinado contexto, para quaisquer x1, . . . , xn se prove a
exist̂encia de uḿunico objetou que tenha a propriedadeB(u, x1, . . . , xn). Ent̃ao intro-
duzimos um novo sı́mbolo funcionaln-ário f , de modo quef(x1, . . . , xn) denote óunico
tal objeto, i.e. tal queB

(

f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn

)

. Analogamente, se for provada a
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exist̂encia de uḿunico objetou que satisfaz a propriedadeB(u), e u é a única varíavel
livre que ocorre emB(u), introduz-se uma nova constante individualb para denotar este
objeto. Numa teoria de 1a. ordem com igualdadeK, pode-se formalizar estas definições
da maneira como segue. Assuma queu, x1, . . . , xn sejam varíaveis duas a duas distin-
tas e queB(u, x1, . . . , xn) seja uma f́ormula deK tal que⊢K (∃1 u)B(u, x1, . . . , xn).
Considera-se, então, a teoria de 1a. ordem com igualdadeK♯, extens̃ao deK, obtida
pelo acŕescimoà linguagem deK de um śımbolo funcionaln-ário f e pelo acŕescimo do
seguinte axioma próprio: u = f(x1, . . . , xn) → B(u, x1, . . . , xn). Num sentido a ser
precisado na proposiç̃ao 6.1, abaixo, esta extensão não modifica os teoremas da teoria em
quest̃ao, i.e. num certo sentidoK e K♯ tem os mesmos teoremas (ou, se preferir, são a
mesma teoria).

(a): Prove que, na teoria elementar dos gruposG (vide exerćıcio),⊢ (∃1 y)y+x = 0.
(b): Pelo item anterior, faz sentido introduzir um novo sı́mbolo funcional uńario,

de modo quef(x) satisfaçaf(x) + x = 0. Ou seja, conforme descrito acima,
estendemos a teoriaG pela adiç̃ao de um śımbolo funcional uńario f e do axioma
y = f(x) → y + x = 0. Abreviamosf(x) por (−x). Mostre que, nesta extensão:
(1) ⊢ x + (−x) = 0.
(2) ⊢ (∃1 y)x + y = 0.
(3) ⊢ x + 0 = x.
(4) ⊢ −(−x) = x.
(5) (x + z = y + z ∨ z + x = z + y) → x = y.

Usaremos os seguintes lemas:

LEMA 6.1. Sejamr , s e t termos quaisquer deG. Tem-se:

(1) ⊢G (r + s) + t = r + (s + t)
(2) ⊢G 0 + r = r

(3) ⊢G (∃x)x + r = 0
(4) ⊢G r = s → (r + t = s + t ∧ t + r = t + s)

Demonstraç̃ao. (1) Sejamx, y, z variáveis que não ocorrem emr, s, t. Tem-se:
B1: (x + y) + z = x + (y + z) (axioma (a))
B2: (∀x)(∀y)(∀z)(x + y) + z = x + (y + z) (3 aplicações de (Gen), de B1)
B3: (r+s)+ t = r+(s+ t) (de B2, usando 3 aplicações do axioma IV e (MP))

Para demonstrar os demais ı́tens, use um argumento análogoao de (1), aplicando os
axiomas (b), (c) e (g), o axioma IV e (MP).

�

LEMA 6.2. ⊢G x2 + x1 = 0 → x1 + x2 = 0

Demonstraç̃ao. Considere a seguinte dedução emG:

B1: x2 + x1 = 0 (hip.)
B2: (∃x3)x3 + x2 = 0 (lema 6.1)
B3: d + x2 = 0 (regra C, de B2)
B4: 0 + (x1 + x2) = x1 + x2 (lema 6.1)

Observaç̃ao: Usaremos, daqui em diante, abreviações da formar = s = t

parar = s ∧ s = t, onder, s e t são termos quaisquer. Pela proposição 5.1,
r = s = t → r = t. Este fato (e outros análogos, também decorrentes de 5.1)será
assumido tacitamente nas deduções subseqüentes, e escreveremos a justificativa
abreviada “axiomas da igualdade” quando for o caso).
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B5: (d + x2) + (x1 + x2) = 0 + (x1 + x2) = x1 + x2 (a primeira de B3 e do lema
6.1; a segunda do lema 6.1)

B6: (d + x2) + (x1 + x2) = d +
(

(x2 + x1) + x2

)

= d + (0 + x2) = d + x2 = 0
(do lema 6.1 e B3)

B7: x1 + x2 = 0 (de B5, B6 e axiomas da igualdade)

De (B1, . . . , B7) tem-sex2 + x1 = 0 ⊢C x1 + x2 = 0; portanto, pela proposição
4.2 (note que não houve aplicação de (Gen) na dedução acima), tem-sex2 + x1 = 0 ⊢
x1 + x2 = 0 e podemos aplicar o teorema da dedução 3.1, donde⊢G x2 + x1 = 0 →
x1 + x2 = 0.

�

COROLÁRIO 6.1. Sejar um termo deG. Ent̃ao⊢G (∃x)r + x = 0.

Demonstraç̃ao. Com efeito:

B1: (∃x)x + r = 0 (lemma 6.1)
B2: d + r = 0 (regra C, de B1)
B3: r + d = 0 (de B2, lema 6.1 e (MP))
B4: (∃x)r + x = 0 (regra existencial, de B3)

(B1, . . . , B4) mostra que⊢C (∃x)r + x = 0; portanto, pela proposição 4.2, segue-se
⊢G (∃x)r + x = 0.

�

COROLÁRIO 6.2. Sejamr, s termos deG. Ent̃ao⊢G r + s = 0 → s + r = 0.

Demonstraç̃ao. Com efeito, sejamx e y variáveis que não ocorrem emr e s, e considere
a seguinte dedução emG:

B1: x + y = 0 → y + x = 0 (lema 6.2)
B2: (∀x)(∀y)(x + y = 0 → y + x = 0) (por duas aplicações de (Gen) a B1)
B3: r + s = 0 → s + r = 0 (de B2, por duas aplicações do axioma IV e (MP))

�

COROLÁRIO 6.3. Sejar um termo deG. Ent̃ao⊢G r + 0 = 0.

Demonstraç̃ao. Com efeito, considere a seguinte dedução emK:

B1: (∃x1)x1 + r = 0 (pelo lema 6.1)
B2: d + r = 0 (regra C, de B1)
B3: r + d = 0 (pelo corolário 6.2 e (MP))
B4: r + (d + r) = r + 0 (de B2, axioma (g) e (MP))
B5: r + (d + r) = (r + d) + r = 0 + r = r (axioma (a), B3 e axioma (g), axioma

(b))
B6: r + 0 = r (de B4, B4 e axiomas da igualdade)

(B1, . . . , B6) mostra⊢C r + 0 = r. Pela proposição 4.2, segue-se⊢G r + 0 = r.
�

LEMA 6.3. ⊢G (x1 + x3 = x2 + x3 ∨ x3 + x1 = x3 + x2 → x1 = x2

Demonstraç̃ao. Considere as seguintes deduções emG:

B1: x3 + x1 = x3 + x2 (hip.)
B2: (∃x4)x4 + x3 = 0 (pelo lema 6.1)
B4: d + x3 = 0 (regra C, de B2)
B5: d + (x3 + x1) = d + (x3 + x2) (de B1, axioma (g) e (MP))
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B6: d + (x3 + x1) = (d + x3) + x1 = 0 + x1 = x1 (axioma (a), B4 e axioma (g),
axioma (b))

B7: d + (x3 + x2) = (d + x3) + x2 = 0 + x2 = x2 (axioma (a), B4 e axioma (g),
axioma (b))

B8: x1 = x2 (de B5, B6, B7 e axiomas da igualdade)

C1: x1 + x3 = x2 + x3 (hip.)
C2: (∃x4)x4 + x3 = 0 (pelo lema 6.1)
C3: d + x3 = 0 (regra C, de C2)
C4: x3 + d = 0 (pelo corolário 6.2 e (MP))
C5: (x1 + x3) + d = (x2 + x3) + d (de C1 e axioma (g))
C6: (x1 + x3) + d = x1 + (x3 + d) = x1 + 0 = x1 (axioma (a), C4 e axioma (g),

corolário 6.3)
C7: (x2 + x3) + d = x2 + (x3 + d) = x2 + 0 = x2 (axioma (a), C4 e axioma (g),

corolário 6.3)
C8: x1 = x2 (de C5, C6, C7 e axiomas da igualdade)

(B1, . . . , B8) mostra quex3 + x1 = x3 + x2 ⊢C x1 = x2; portanto, pela proposição
4.2, tem-sex3 + x1 = x3 + x2 ⊢ x1 = x2, e do teorema da dedução segue-se⊢G

x3 + x1 = x3 + x2 → x1 = x2. Analogamente,(C1, . . . , C8) mostra quex1 + x3 =
x2 + x3 ⊢C x1 = x2; novamente pela proposição 4.2 e pelo teorema da dedução segue-se
⊢G x1 + x3 = x2 + x3 → x1 = x2. Portanto, usando a tautologia(A → C) ∧ (B →
C) → (A ∨ B → C) e (MP), segue-se a tese.

�

COROLÁRIO 6.4. O lema anterior vale com termos quaisquer nos lugares dex1, x2 ex3.

Demonstraç̃ao. (do exercı́cio)

(a): Com efeito, tem-se:
B1: y + x = 0 ∧ z + x = 0 (hip.)
B2: y + x = z + x (de B1, axiomas da igualdade e (MP))
B3: y = z (de B2, usando o lema 6.3 e (MP))
Portanto,y + x = 0 ∧ z + x = 0 ⊢G y = z; do teorema da dedução, segue-se

⊢G y + x = 0 ∧ z + x = 0 → y = z. Isto será usado na seguinte dedução:
C1: (∃y)y + x = 0 (lema 6.1)
C2: y + x = 0 ∧ z + x = 0 → y = z (é um teorema deG, conforme demon-

stramos acima)
C3: (∀y)(∀z)(y + x = 0 ∧ z + x = 0 → y = z) (de C2 e duas aplicações de

(Gen))
C4: [(∃y)y + x = 0] ∧ [(∀y)(∀z)(y + x = 0 ∧ z + x = 0 → y = z)] (de C1 e

C3, por introdução de conjunção)
A última fórmula é, por definição,(∃1 y)y + x = 0.

(b): Já fizemos nos lemas os ı́tens (3) e (5). O item (2) decorre da parte (a) e do
lema 6.2 (verifique os detalhes!). Assim, resta verificar apenas os ı́tens (1) e (4).
SejaG♯ a extensão deG pela adição do sı́mbolo funcional unáriof e do axioma
y = f(x) → y + x = 0. Tem-se:
(1) Considere a seguinte dedução:

B0: (∃y)y = f(x) (da proposição 5.1 e regra existencial)
B1: d = f(x) (regra C, de B0)
B2: (∀y)[y = f(x) → y + x = 0] ((Gen) do axioma novo)
B3: d = f(x) → d + x = 0 (de B2, axioma IV e (MP))
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B4: d + x = 0 ((MP), de B1 e B3)
B5: x + d = 0 (de B4, lema 6.2 e (MP))
B6: x + d = x + f(x) (de B1 e axioma (g))
B7: x + f(x) = 0 (de B5, B6 e axiomas da igualdade)

(B0, . . . , B7) mostra⊢C x + f(x) = 0. Como não foi aplicada (Gen) com
variável quantificada livre emB0 (note quey não ocorre livre em B0), a
proposição 4.2 garante⊢G♯ x + f(x) = 0, i.e.⊢G♯ x + (−x) = 0.

(4) Com efeito, considere a seguinte dedução emG♯:
B1: x + (−x) = 0 (item (1))
B2: −x + [−(−x)] = 0 (também do item (1), aplicando (Gen), axioma

IV e (MP))
B3: −x + x = 0 (de B1, lema 6.2 e (MP))
B4: −x + [−(−x)] = −x + x (de B2, B3 e axiomas da igualdade)
B5: −(−x) = x (corolário 6.4).

�

PROPOSIÇ̃AO 6.1. SejamK uma teoria de 1a. ordem com igualdade,u, x1, . . . , xn

variáveis (duas a duas distintas) eB(u, x1, . . . , xn) uma f́ormula deK. Suponha que
⊢K (∃1)B(u, x1, . . . , xn). Denote porK♯ a teoria de 1a. ordem obtida a partir de
K pela introduç̃ao de um novo sı́mbolo funcionaln-ário f e do axioma pŕoprio u =
f(x1, . . . , xn) → B(u, x1, . . . , xn). Ent̃aoK♯ é uma teoria de 1a. ordem com igualdade
e existe uma transformação efetiva:{fórmulas deK♯}→ {fórmulas deK}, que leva cada
fórmulaC deK♯ numa f́ormulaC♯ deK, satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) Sef não ocorre emC, ent̃aoC♯ coincide comC.
(2) (¬C)♯ coincide com¬(C♯).
(3) (C → D)♯ coincide comC♯ → D♯.
(4) [(∀x)C]♯ coincide com(∀x)C♯.
(5) ⊢K♯ C ↔ C♯.
(6) Se⊢K♯ C, ent̃ao⊢K C♯. Portanto, sef não ocorre emC e⊢K♯ C, ent̃ao⊢K C.

Demonstraç̃ao. (parcial)
(I) Para provar queK♯ é uma teoria de 1a. ordem com igualdade, apliquemos a proposição
5.3.É claro que(A6) é um teorema deK♯ (pois é um teorema deK, e todas as demonstrações
emK também são demonstrações emK♯); resta, pois, verificar as hipóteses (1) e (2) da
referida proposição. A hipótese (1) se verifica trivialmente, a partir dos seguintes fatos:
(i) as fórmulas atômicas sem constantes individuais ou s´ımbolos funcionais deK e K♯

são as mesmas; (ii) a referida hipótese se verifica emK, poisK é uma teoria com igual-
dade; (iii) toda demonstração emK é uma demonstração emK♯. Quanto à hipótese (2),
só é necessário verificá-la para o novo sı́mbolo funcional f introduzido (para os demais,
que já existiam emK, usamos o mesmo argumento anterior). Note que, pelo fato de
valer (A6) e a hipótese (1) de 5.3, vale emK♯ a tese da proposição 5.1. Neste caso,
sejamx, y, y1, . . . , yn variáveis quaisquer, e considere um termof(w1, . . . , wn) que re-
sulte def(y1, . . . , yn) pela substituição de uma única ocorrência dex por y. Temos
que provar⊢K♯ x = y → f(y1, . . . , yn) = f(w1, . . . , wn). Sem perda de generali-
dade, podemos supor que, para1 6 i 6 n, yi é distinta deu, x1, . . . , xn e não ocorre
em B(u, x1, . . . , xn); com efeito, se não for este o caso, basta substituiryi por uma
outra variávely′

i que satisfaça a referida condição e notar que as fórmulasC(yi) dada por
x = y → f(y1, . . . , yi, . . . , yn) = f(w1, . . . , wn) eC(y′

i) obtida deC(yi) por substituição
de todas as ocorrências deyi por y′

i sãosimilares(vide exercı́cio 7 da lista 2), portanto
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⊢K♯ C(yi) ↔ C(y′

i) . Pelo mesmo argumento, também podemos supor o mesmo paray.
Sejaz uma variável distinta de todas as anteriores, e considere aseguinte seqüência de
fórmulas:

B1: x = y (hip.)
B2: f(y1, . . . , yn) = f(y1, . . . , yn) (proposição 5.1)
B3: (∃z)z = f(y1, . . . , yn) (regra existencial, de B2)
B4: f(w1, . . . , wn) = f(w1, . . . , wn) (proposição 5.1)
B5: (∃z)z = f(w1, . . . , wn) (regra existencial, de B4)
B6: d1 = f(y1, . . . , yn) (regra C, de B3)
B7: d2 = f(w1, . . . , wn) (regra C, de B5)
B8: u = f(x1, . . . , xn) → B(u, x1, . . . , xn) (axioma deK♯)
B9: u = f(y1, . . . , yn) → B(u, y1, . . . , yn) (de B8, porn aplicações sucessivas de

(Gen), axioma IV e (MP), lembrando queyi é livre paraxi emB(u, x1, . . . , xn))
Note que, como(w1, . . . , wn) resulta de(y1, . . . , yn) pela substituição de uma

única ocorrência dex por y, e como (para1 6 i 6 n) yi é livre paraxi em
B(u, x1, . . . , xn), a fórmulaB(u, w1, . . . , wn) se obtém deB(u, y1, . . . , yn) pela
substituição de algumas das ocorrências livres dex pory. Além disso, comoy não
ocorre emB(u, x1, . . . , xn), o quantificador(∀y) não ocorre emB(u, y1, . . . , yn);
portanto,y é livre parax emB(u, y1, . . . , yn). Assim, por (A7) emK, tem-se
⊢K x = y →

(

B(u, y1, . . . , yn) → B(u, w1, . . . , wn)
)

. Finalmente, como todo
teorema deK é um teorema deK♯, podemos escrever:

B10: x = y →
(

B(u, y1, . . . , yn) → B(u, w1, . . . , wn)
)

(teorema deK♯, como
acabamos de concluir)

B11: B(u, y1, . . . , yn) → B(u, w1, . . . , wn) ((MP), de B1 e B10)
B12: (∀u)[u = f(y1, . . . , yn) → B(u, y1, . . . , yn)] ((Gen), de B9)
B13: d1 = f(y1, . . . , yn) → B(d1, y1, . . . , yn) (de B12, aplicando o axioma IV e

(MP))
B14: B(d1, y1, . . . , yn) ((MP), de B6 e B13)
B15: (∀u)[B(u, y1, . . . , yn) → B(u, w1, . . . , wn)] ((Gen), de B11)
B16: B(d1, y1, . . . , yn) → B(d1, w1, . . . , wn) (de B15, aplicando o axioma IV e

(MP))
B17: B(d1, w1, . . . , wn) ((MP), de B14 e B16)
B18: u = f(w1, . . . , wn) → B(u, w1, . . . , wn) (de B8, porn aplicações sucessivas

de (Gen), axioma IV e (MP))
B19: d2 = f(w1, . . . , wn) → B(d2, w1, . . . , wn) (de B18, aplicando (Gen), axioma

IV e (MP))
B20: B(d2, w1, . . . , wn) ((MP), de B7 e B19)
B21: B(d1, w1, . . . , wn) ∧ B(d2, w1, . . . , wn) (de B17 e B20, por introdução de

conjunção)
B22: (∃1 u)B(u, x1, . . . , xn) (teorema deK - por hipótese da proposição; portanto,

é um teorema deK♯)
B23: (∃1 u)B(u, x1, . . . , xn) → (∀u)(∀z)[B(u, x1, . . . , xn) ∧ B(z, x1, . . . , xn) →

u = z]
B24: (∀u)(∀z)[B(u, x1, . . . , xn) ∧ B(z, x1, . . . , xn) → u = z] ((MP), de B22 e

B23)
B25: B(d1, w1, . . . , wn) ∧ B(d2, w1, . . . , wn) → d1 = d2 (de B24, aplicando o

axioma IV duas vezes)
B26: d1 = d2 ((MP), de B21 e B25)
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B27: d1 = d2 ∧ d1 = f(y1, . . . , yn) ∧ d2 = f(w1, . . . , wn) → f(y1, . . . , yn) =
f(w1, . . . , wn) (pela proposição 5.1)

B28: f(y1, . . . , yn) = f(w1, . . . , wn) (de B6, B7, B26, introdução de conjunção e
(MP))

Como todas as aplicações de (Gen) na dedução acima se deram com variáveis quantifi-
cadas distintas dez, y1, . . . , yn, w1, . . . , wn, (B1, . . . , B28) é uma dedução usando a re-
gra C, dondex = y ⊢C f(y1, . . . , yn) = f(w1, . . . , wn). Além disso, em(B1, . . . , B28)
também não se aplicou (Gen) com variável quantificadax ouy. Portanto, pela proposição
4.1, tem-sex = y ⊢K♯ f(y1, . . . , yn) = f(w1, . . . , wn), e podemos tomar uma tal
dedução sem aplicar (Gen) com variável quantificadax ouy. Deste modo, podemos aplicar
o teorema da dedução (3.1) para, finalmente, concluir⊢K♯ x = y →

(

f(y1, . . . , yn) =

f(w1, . . . , wn)
)

.

(II) Definiremos♯ : {fórmulas deK♯} → {fórmulas deK} indutivamente.

(1) SejaC uma fórmula atômica deK♯. Se f não ocorre emC, definimosC♯ .
=

C. Caso contrário, deve figurar emC um termo da formaf(y1, . . . , yn), onde
y1, . . . , yn são variáveis; substitua a primeira ocorrência de um taltermo emC
pela primeira variável que não ocorre emC, digamos,u1. Denote porC∗ a fórmula
assim obtida, e definaC′

.
= (∃u1)

(

C∗∧B(u1, y1, . . . , yn)
)

. Note que⊢K♯ C ↔ C′

(verifique!), e quef ocorre emC′ uma vez menos que emC. Sef não mais ocorrer
emC′, pomosC♯ .

= C′; caso contrário, construı́mosC′′, e assim sucessivamente.
Como há um número finito de ocorrências def em C, e como em cada passo
obtém-se uma fórmula com uma ocorrência a menos def , após um número finito
de passos (igual ao númeron de ocorrências def emC) obter-se-á uma fórmula
C(n), na qual não há ocorrências def , e tal que⊢K♯ C ↔ C(n). Definimos, então,
C♯ .

= C(n).
(2) Suponha queC seja uma fórmula deK♯ na qual ocorremn conectivos proposi-

cionais ou quantificadores universais. Suponha que a aplicação♯ já esteja definida
para fórmulas nas quais ocorrem menos quen tais sı́mbolos, e que satisfaça as
propriedades (1) a (5) do enunciado. Um dos seguintes casos deve ocorrer:
(a) C coincide com¬D; pomos, então,C♯ .

= ¬(D♯).
(b) C coincide comD → E ; pomos, então,C♯ .

= D♯ → E♯.
(c) C coincide com(∀x)D; pomos, então,C♯ .

= (∀x)D♯.
♯ : {fórmulas deK♯} → {fórmulas deK} fica definida indutivamente por (1) e

(2), e satisfaz as propriedades (1) a (5) do enunciado da proposição. Para verificar
que tal aplicação também satisfaz (6), basta demonstrar, por (1) e (5), que seC for
uma fórmula deK e⊢K♯ C, então⊢K C. Tal demonstração será referida a [1]1

�
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1Recomendo que aguarde, no entanto, o Teorema da Completude,de Gödel, ainda a ser visto em aula.


