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Teorias com Igualdade

DEFINICAO Seja K uma teoria de 1la. ordem gque

DOSSUi um simbolo predicativo binario “=".
Diz-se que K € uma teoria de la. ordem com

igualdade se as seguintes formulas forem
teoremas de K

A6 (Vﬂ?l)ﬂﬁl = I

AT =y — (B(x,z) — B(x,y)) sey livre para z
em B(x,x) e B(x,y) se obtém de B(x, x) por
substituicao de algumas das ocorréncias
livres de x por y.

MAT349 - Introducao a Loaicahtto://www.ime.usp.br/mat/349 — p. 2



Teorias com Igualdade

PROPOSICAO Em toda teoria com igualdade,

tem-se:

1. -t =t (para qualquer termo t)

2. Ft=s— s =1t (paraquaisquer termos s e t)
3. Ft=s— (s=r —t=r)(para quaisquer

termos r, s e t)
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Teorias com Igualdade

PROPOSICAO Seja K uma teoria de la. ordem
na qual (A6) € um teorema e (A7) vale para
todas as formulas atdbmicas B(x, x) nas quais
nao figuram constantes individuais. Entao K é
uma teoria com igualdade, i.e. (A7) vale para
quaisquer formulas B(z, x).
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Teorias com Igualdade

PROPOSICAO Seja K uma teoria de la. ordem
na qual (A6) € um teorema e as seqguintes
condicOes sao satisfeitas:

1. O esqguema (A7) vale para todas as formulas
atomicas B(x, x) nas quais nao figuram
simbolos funcionais ou constantes
individuais, e B(x,y) é obtida de B(z, x) pela
substituicao de uma Unica ocorréncia de x
por 1.
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Teorias com Igualdade

2. Fx=y— [z, 2) = [T (w, ... wy),
onde f!' € um simbolo funcional qualquer,
21, - - -, 2, SAO variaveis e fI'(wi, ..., w,) €
obtida a partir de f*(z1,...,2,) pela
substituicao de uma Unica ocorréncia de x

por v.

Entao K e uma teoria com igualdade.
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Exemplos

A teoria elementar dos grupos é uma teoria
com igualdade.

* I[dem para a teoria elementar dos corpos e
para a teoria elementar dos corpos
ordenados.
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Exercicios

Mostre que, em toda teoria de 1la. ordem com
igualdade:

1. x =y — f(z) = f(y) onde f e qualquer
simbolo funcional unario.

2. (Vz)(Jy)z =y

3. (V) (B(z) « (Vy)(z =y — B(y))) se y ndo
ocorre em B(x)
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