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Teorias de la. Ordem

DEFINICAO Seja £ uma linguagem de 1la.
ordem. Uma K na
linguagem L é uma teoria formal, cujos simbolos
e formulas sao os mesmos de L, e cujos
axiomas e regras de inferéncia sao
especificados conforme abaixo.
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Teorias de la. Ordem

DEFINICAO Seja £ uma linguagem de 1la.
ordem. Uma K na
linguagem L é uma teoria formal, cujos simbolos
e formulas sao os mesmos de L, e cujos
axiomas e regras de inferéncia sao
especificados conforme abaixo.

« Axiomas Logicos. Para quaisquer formulas
A.B,C de L:

(A1) A — (B% ./4)
A2) (A—-(B—C)) — (A—=DB)— (A—C))
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Teorias de la. Ordem

(A3) (- A — -B) — ((ﬂA — B) — A)

(A4) (Vx;)B(x;) — B(t) set for livre para z; em
B(x;)

(A5) (Vz;)(B — C) — (B — (Va;)C) se z; ndo
ocorrer livre em B.



Teorias de la. Ordem

« Axiomas proprios. Sao especificos de cada
teoria.

* Regras de Inferéncia:

- A A — B
B
A

Gen




Calculo de Predicados de 1a.
Ordem, Modelos

DEFINICAO Uma teoria de 1la. ordem que nao
POSsui axiomas proprios (i.e. s6 tem 0s 5
esquemas de axiomas ldgicos) chama-se um

DEFINICAO Seja K uma teoria de la. ordem na
linguagem £. Um de K é uma
Interpretacao de K na qual todos os axiomas de
K séo validos.



Exemplos de Teorias de 1a.
Ordem

« Ordem Parcial. £: um simbolo predicativo
binario <. Axiomas proprios:
01 (Vap)—z1 < 11
O2: (Vxl)(V:cQ)(ng)(xl < X NT9 < x3 — 21 < 513‘3)

Um modelo desta teoria chama-se uma



Exemplos de Teorias de 1a.
Ordem

 Teoria dos Grupos. £: um simbolo funcional
binario +, uma constante individual 0, um
simbolo predicativo binario =. Axiomas
Proprios:
Gl: (\V/.Cli‘l)(\vlilig)(v,flj‘g)(il?l -+ CIZ‘Q) + X3 = T+ (CIZ‘Q + 512‘3)
G2: (Vxl)() + X1 = 21
G3: (Va1)(dxo)xs + 21 =0



Exemplos de Teorias de 1a.

Ordem
(Vaq1)r = 21
(Vxl)(\vll’g)( — X9 — L9 — 331)
(\Vlilil)( )( )(3712332/\3722333%331:333)
(Vajl)(ng)(Va:g)(zg — T3 — X1 + X9 =

r1+x3 ANxo+ 11 = T3+ 27)

Um modelo para esta teoria, na qual a

interpretacéo de “=" é a relacao de identidade no

universo, chama-se um . O grupo diz-se
se também satisfizer o axioma (G3)

(le)(Vmg)xl + X9 = T9 + I1q.



Propriedades das Teorias de la.
Ordem

PROPOSICAO Todo teorema de uma teoria de
la. ordem K é valido em qualquer modelo de K.



Propriedades das Teorias de la.
Ordem

PROPOSICAO Todo teorema de uma teoria de
la. ordem K é valido em qualquer modelo de K.

PROPOSICAO Sejam K uma teoria de la. ordem
e A uma quasi-tautologia de K. Entao A é um
teorema de K e pode ser demonstrada
usando-se apenas 0s esquemas de axiomas
(Al) a (A3) e (MP).



Propriedades das Teorias de la.
Ordem

PROPOSICAO Todo teorema de um calculo de
oredicados de la. ordem é logicamente valido.

DEFINICAO Uma teoria de la. ordem K diz-se
se, para qualquer formula A de K,
se A e -A ndo sao ambos teoremas de K.

COROLARIO Todo calculo de predicados de 1a.
ordem €& consistente.



Dependéncia de FOormulas numa
Deducao Formal

DEFINICAO Sejam K uma teoria de la. ordem,
A uma féormula pertencente a um conjunto I' de
formulas de K, e (A4,...,4,) uma deducdo em
K a partir de I', com uma justificativa em cada
passo da deducao. Diz-se que, nesta deducao,

, Sé uma das seguintes
condicOes ocorrer:

1. A; € A e ajustificativa e “A; pertence a I".

2. A; € obtida por (MP) ou (Gen) de féormulas
anteriores da sequéncia, com pelo menos
uma das quais depende de A.



Exemplo

Tome I' = {A, (Vz,)A — B}, e a seguinte
deducao a partirde 1"

(A1) A (hip.)

(A2) (Vz1)A (Gen, de Al)
(A3) (Vz1)A — B (hip.)
(A4) B (MP, de A2 e A3)
(A5) (Vx1)B (Gen, de A4)

Al depende de A, A2 depende de A, A3
depende de (Vz;)A — B, A4 e A5 dependem de
ambas.

0 a Loaicahttn://www.ime.usp.br/mat/349 — p. 12/



Teorema da Deducao

PROPOSICAO Sejam K uma teoria de la.
ordem, I' um conjunto de formulas, A e B
formulas de K. Se, numa deducao mostrando
que I', A g B, B nao depende de A, entao

I' g B.

TEOREMA Sejam K uma teoria de la. ordem, I
um conjunto de formulas, A e B formulas de K.
Se, numa deducao mostrandoque I', A +x B
nao se aplica (Gen) a uma formula que depende
de A com variavel quantificada livre em A, entao



Teorema da Deducao

COROLARIO Sejam K uma teoria de la. ordem,
[' um conjunto de formulas, A e B formulas de
K. Se, numa deducao mostrandoque I', A i B
nao se aplica (Gen) a uma formula com variavel
qguantificada livreem A, entao I' Hx A — B.



Teorema da Deducao

OBSERVACAO: E possivel mostrar que, no
teorema da deducao (bem como na proposicao
gue o precede), podemos tomar uma deducao
del'x A— B(oudel g B, na proposicao)
gue satisfaz a seguinte propriedade: ocorre
nesta deducao uma aplicacao de (Gen) a uma
formula que depende de uma féormula C se, e
somente se, na deducao originalde I' A+, B ja
ocorria uma tal aplicacdo, com a mesma variavel
guantificada. Esta observacao ¢ util para
aplicacoes do teorema da deducao em
‘cascata’.
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Exercicios

Seja K uma teoria de 1la. ordem. Mostre que:
. (Vo) (Vag) A — (Vag) (V) A
- (Vz)(A — B) — (Vo)A — (Vz)B)
- (Va)(A — B) — ((32)A — (3z)B)
(Va)(
(V1) ..

- (Vo) (A A B) < (V) AN (Va)B)
- (Vx1) ... (Vo) A — A
- (Vo)A — (dz)-A

o 0 A~ W D E
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