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A Definicao de Verdade de Tarskl

DEFINICAO | ] Sejam £ uma
Iinguagem de la. ordem, M uma interpretacao
de £, @ uma avaliacdo de varidveis e A uma
formula de L. Define-se por inducao no
comprimento de A que

(NOTACAO: M [= A[<d]) por:




A Definicao de Verdade de Tarskl

. se A é atbmica, da forma R(t4,...,t,),
M = Ald] se RM(t(a), ... tn(_>)).

. se Aédaforma—-B, M = A[d’] se ndo se
tem que M = B[d'];

.se AédaformaB — C, M = A[d] se
M = -=B[d]ou M = C[d];
. se A édaforma (Vz)B, M = A[d] se, para

—

toda avalia(;éo de variaveis ¢’ que coincide
com @ exceto (posswelmente) na variavel z,

tem—seM:B[ 1.




Exercicios

. o —
1. Mostre que, se duas avaliacdes @ e b
coincidem no conjunto das variaveis de um

~ — —
termot,entdaot(a ) =t( b).
2. Sejam A uma féormula de£, M uma

— . ~
interpretacdo, @ e b duas avaliacGes que
coincidem nas variaveis livres de A. Egtéio
M = Ald’] se, e somente se, M = A[ b].
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A Definicao de Verdade de Tarskl

DEFINICAO Sejam £ uma linguagem de la.
ordem e M uma interpretacao de £ com
universo D. Denote por A(zq,...,x,) uma
formula de £ cujas variaveis livres pertencem ao
conjunto {z,...,x,}, e seja(a,...,a,) € D".
Diz-se que se, para alguma
avaliacdo de variaveis a tal que @' (x;) = a; para
1 <i< n,tem-se M = A[d].
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FOormulas Validas numa
Interpretacao

DEFINICAO Sejam M uma interpretacao de uma
linguagem de la. ordem £ e A uma férmula de
L. Diz-se gue:

c Aé (NOTACAO: ) se, para
toda avaliacdo de variaveis o', tem-se
M = Ald].

c Aé se existir uma

avaliacdo de variaveis «’, tal que M = A[d].

c Aé se, para toda
avaliacdo de variaveis @, ndo se tem
M = Ald].




Exercicios

Estudar a satisfatibilidade das seguintes
formulas de Lo no modelo “standard” dos
numeros reais (onde x e y sao variaveis):

x>0

L2 >0Var =0
.22 <0

(Vx)xr <y
(Fr)r <y
(Vz)(Jy)r =y
(Fy)(Vz)r =y

N oo s N e



RelacOes Definidas por Formulas

DEFINICAO Sejam £ uma linguagem de la.

ordem, M uma interpretacao de £ com universo

D e A(z) uma formula de £ na qual figura uma

unica variavel livre, z. O ou a
definida por A(x) na interpretacéo

M € o subconjunto de D dado por

{ae D| M = Alal}.




RelacOes Definidas por Formulas

DEFINICAO Sejam £ uma linguagem de la.
ordem, M uma interpretacao de £ com universo
De A(xy,...,x,) uma formula de £ na qual
figuram as variaveis livres =, ..., z,. A

definida por A(x4,...,x,) nainterpretacao
M € o subconjunto de D™ dado por
{(a1,...,a,) € D" | M = Alaq, ..., a,]}




Formulas Validas (cont.)

DEFINICAO Seja £ uma linguagem de 1la.
ordem. Diz-se que:

« Uma interpretacao M é um para um
conjunto de L-formulas I' se toda formula de
I for valida em M.

« Uma formula A de L e se
A for valida em toda interpretacao de L, e
ou se —A for

logicamente valida. NOTACAO: = A para A
logicamente valida.




Formulas Validas (cont.)

« Uma formula Ade L é se existir
uma interpretacao M de £ e uma avaliacao
de variaveis @ tais que M = Ald].

« Um conjunto I" de formulas de £
uma formula A se, para toda
interpretacéo M e toda avaliacao de variaveis
@ tais que @ satisfaz em M toda férmula de
I, tem-se M = A[a].

e Duas formulas A e B de £ séo
se cada uma delas implica
logicamente a outra.
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Propriedades das Nocoes de
Satisfatibilidade e Validade

Sejam £ uma linguagem de la. ordem e M uma
Interpretacao de £. Tem-se:

1.(a) A e véalidaem M se, e somente se, - A &
contra-valida em M,;

(b) A é contra-valida em M se, e somente se,
—A e valida em M.

2. Nenhuma formula é valida e contra-valida em
M.

3.S5eM=AeM =A— B,entao M = B.

4. A — B é contra-valida em M se, e somente
se, M =Ae M =—-B.
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(@) M
M
(b) M
M
(c) M

(d) M

Propriedades (cont.)
5. Sejam M uma interpretacao com universo D

e @ uma avaliacdo de variaveis. Tem-se:
— A A B[d'] se, e somente se,

— Aldle M = B[d);

— AV B[d] se, e somente se,

— A[a’] ou M

— B[d];

— A < B[d’] se, e somente se, @
satisfaz simultaneamente A e B ou nao
satisfaz ambas em M.

—

= (dz)A[ @] se, e somente se, existe a’

que coincide com ‘@ exceto
H
(possivelmente) em x tal que M = Ald'|.
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Propriedades (cont.)

6. M = A se, e somente se, M = (Vz)A.

7. Toda (i.,e. uma formula de £
obtida a partir de uma tautologia do calculo
proposicional por substituicGes de formulas
de £ no lugar dos atomos) é valida em
gualquer interpretacao de L.
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Termo Livre para uma Variavel

Notacdo. Sejam £ uma linguagem de la. ordem
e ry,...,xr, variaveis de L. A notacao
A(xq,...,x,) Sera usada para denotar uma
formula A de £ na qual podem ocorrer livres as
variaveis r4, ..., r,. Esta notacao é util para
efeito da seguinte:
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Termo Livre para uma Variavel

DEFINICAO Seja £ uma linguagem de 1la.

ordem, A(xq,...,z,) umaférmula de L, e
t1,...,t, termos de L. Denotar-se-a por
A(ty,...,t,) aformula obtida a partir de
A(xy,...,x,) por substituicao de todas as

ocorréncias de x; port;, paral < i < n.
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Termo Livre para uma Variavel

DEFINICAO Seja £ uma linguagem de 1la.
ordem, A(xq,...,z,) umaférmula de L, e
t1,...,t, termos de L. Denotar-se-a por
A(ty,...,t,) aformula obtida a partir de
A(xy,...,x,) por substituicao de todas as
ocorréncias de x; port;, paral < i < n.

PERGUNTA: Se B(z;) for uma formula de L,
gual a condicao a ser colocada sobre um termo ¢
de £ para que a substituicao das ocorréncias
livres de x; em B(x;) por t n&o gere novas
variaveis ligadas?
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Termo Livre para uma Variavel

DEFINICAO Sejam £ uma linguagem de la.
ordem, ¢t um termo, x; uma variavel e A(x;) uma

formula de L. Diz-se que
se, para toda variavel y que ocorre em t,

nenhuma ocorréncia livre de x; em A(x;)
pertence ao escopo de (Vy).
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Termo Livre para uma Variavel

Decorre imediatamente da ultima definicao que:
« z; € livre para x; em qualquer formula;

e se t € um termo no qual nado ocorrem
variaveis, ou se nenhuma variavel de ¢ ocorre
quantificada em A(x;), entdo ¢ é livre para z;

 se todas as ocorréncias de x; em A(x;) s&o
ligadas, entdo qualquer termo é livre para z;
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Exercicios

Em Lo, sejamty =z ety = (x1+1) - xo.
Decida se t; e ¢, sao livres para cada uma das
variaveis que figuram nas seguintes formulas:

1. 21 < x9 - T3
2. (Vx1)x) < 29 - 3
3. (Vx1)(dxo)x1 < 29 - 3
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Mais Propriedades das Nocoes de
Satisfatibilidade e Validade

Sejam £ uma linguagem de la. ordem. Tem-se:

8. Se A éuma

Interpretacao de £, ou M

(l.e. uma
formula sem variaveis livres), entao, dada M

— Aou M

= —A.

9. Sejam B(x;) uma formula e ¢ um termo livre

para z;. Entao = (Vz;)B(x

i) — B(t).

10. = (Va;)(B — C) — (B — (V;)C) se z; ndo

ocorre livre em B.



Exercicios
Mostre que, numa linguagem de la. ordem:

1. A implica logicamente B se, e somente se,
— A — B.

2. A e logicamente equivalente a B se, e
somente se, = A «— B.

3. = B(t) — (3z;)B(x;) se t for um termo livre

B — (dz;)B.

)(Vz;)B «— (Vz,)(Vz;)B.
)(32)B < (3z;)(31,)B.
Vz;)(B — C) — ((Vz;)B — (Va;)C).

N o O A
]
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