Vitor de Oliveira Ferreira

Algebra Linear

14 de agosto de 2020






Prefacio

Estas notas compreendem todo o contetido da sequéncia de Algebra Linear para os alunos do primeiro ano dos cursos
de Engenharia na Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo.

A sequéncia de Algebra Linear é constituida de duas disciplinas semestrais: MAT3457 - Algebra Linear I e MAT3458
- Algebra Linear II. Aqui, encontra-se o contetido unificado delas.

Sdo parte integrante destas notas as listas de exercicios elaboradas pelos docentes responsaveis pelas turmas e
disponibilizadas aos alunos.

O simbolo ¢ marca o final da solu¢do de um exercicio, o simbolo O, o de uma demonstracdo.
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Capitulo 1
Sistemas lineares, matrizes e determinantes

Neste capitulo, e tem todos os capitulos subsequentes destas notas, o conjunto dos niimeros reais serd denotado por IR.

1.1 Sistemas lineares

Uma equagdo linear nas n incégnitas xg, X2, . . . , X, € uma equagdo da forma

ajx|+axxy+---+apx, =b, (1.1)
em que aj,ds, .. .,dy, b sdo ndmeros reais, chamados coeficientes da equagdo linear. Uma solugdo para (ILI) é uma
sequéncia de n nimeros reais (sy, 52, . .., s,) tal que a igualdade envolvendo niimeros reais

ais;+axsa+---+aps,=b

esteja satisfeita.
Um sistema linear de m equagdes nas n incégnitas xp, xs,...,x, € uma sequéncia de m equacdes lineares nas
incégnitas x1, X2, . . ., Xp:
anxy+apxa+-+amx, = by

az Xy +axx,+---+ayux, = bz

1.2)
Am1X1 + ApaXo + -+ + AnXn = by,
Uma solugdo para (I.2) € uma sequéncia (s1, 52, . . ., 5,,) de niimeros reais que € solugdo para cada uma das m equagdes
que compdem (L.2)).
Exemplo 1.1.1 O par (2, 1) é uma solug@o para o sistema linear
2x1+ (2)xp =2
X1+ (=2)x2 (13)

2)(1 +2x2 = 6,

como pode ser diretamente verificado. Ainda, (2, 1) € a unica solugdo desse sistema, pois se (51, s2) é uma solug@o,
entdo da primeira equagdo obtemos que 51 = 52+ 1. Como (s1, 52) = (s2+1, 52) € solugdo também da segunda equago,
segue 2(sp + 1) + 255 = 6, donde obtém-se s, = 1 e, portanto, s; = 2.

Exemplo 1.1.2 O sistema linear
2)61 + 2)62 =4

1.4
2)(1+2)C2=2 ( )



ndo tem solugdes, uma vez que se (s1, s2) € uma solucio da primeira equacdo do sistema, entdo 2s; + 25, = 4; assim,
(s1, $2) nao pode ser uma solucéo da segunda equacdo do sistema.

Exemplo 1.1.3 O sistema linear

—6x1 +2xp = -8

3

Sx1+(-3)n =2 (1.5

tem infinitas solu¢des. De fato, para qualquer ¢ € R, o par (#,3¢t — 4) € uma soluc¢do do sistema, como pode ser
diretamente verificado.

Adiante, veremos um método para concluir, dado um sistema linear, se ele possui solu¢do ou nio e, no caso de
possuir, uma maneira de encontrar todas as solugdes do sistema.

Observagdo Adotaremos algumas simplificagdes na notacdo para sistemas lineares:
» Equagdes que envolvem coeficientes negativos terdo um termo da forma
et (ma)y+ ...,

com a > 0, reescritos na forma
cee—ay+....

Por exemplo, no Exemplo[L.T1] o sistema (I.3)) pode ser reescrito na forma

2)61 - 2)C2 =2
2x1 + ZXZ =6.
* Quando o niimero de incégnitas é pequeno, podemos rotuld-las por x, y, z, . . .. Assim, o sistema (I.3) pode ser
escrito, ainda, como
2x =2y =2
2x +2y = 6.

* Quando o nimero 1 aparecer como coeficiente de alguma incdgnita, esse coeficiente serd omitido, e quando o
nimero 0 aparecer como coeficiente de alguma incdgnita, o termo correspondente serd omitido. Por exemplo,
serd mais comum denotarmos o sistema

2x -1y =3

Ox+2y=1
por

2x —y =3

2y =1.

Também vale registrar que os termos varidvel ou indeterminada sdo utilizados como sinénimo de incégnita.

Sistemas lineares serdo categorizados em trés classes. Dizemos que um sistema linear é

* impossivel (ou incompativel, ou, ainda, inconsistente) se nao possuir solugoes;
* possivel (ou compativel, ou, ainda, consistente) determinado se possuir apenas uma solucao;
* possivel (ou compativel, ou, ainda, consistente) indeterminado se possuir pelo menos duas solugdes.

Assim, nos trés exemplos acima, o sistema (I.3) € possivel determinado, o sistema (I.4), impossivel, e o sistema
(L.3), possivel indeterminado.

Veremos que todos sistema linear possivel indeterminado possui, de fato, infinitas solucdes.



Notac¢ao matricial

O sistema linear
ayxyt+apxy+---+agpxy, = bl

az Xy +axx,+ - +ayux, = by

A1 X1 + A X2 + + -+ + A Xy = by,

pode ser mais compactamente denotado por

AX =B,
em que
ai]p a2 ... din
ajz) azy ... dyp
Aml1 Am2 ... Amn

é uma matriz m X n — o que sera doravante denotado por A € M,,x,, (R) —,

b ]
by

é uma matriz m X 1 (ou B € M,,,x1(R)), e )
X1
X2

Xn

€ uma “matriz” n X 1 cujas entradas sdo incognitas.
A matriz
apy ap ... ain|by
ajzy azp ... dyp bz
[AlBl=| . . S| | € My (R)

Aml Am2 . Amn|bm

é chamada matriz aumentada do sistema.

Operacoes elementares

Para obter um método de resolucdo de sistemas, dado um sistema linear, em notacdo matricial,
AX =B (S)

consideraremos as seguintes operagdes sobre as equagdes que compdem (S):

I. Permutar duas equacdes de (S).
II. Multiplicar todos os coeficientes de uma equagio de (S) por um mesmo nimero real ndo nulo.



III. Somar a uma das equagdes de (S) uma outra equagdo cujos coeficientes foram todos multiplicados por um mesmo
ndmero real.

As operagdes I, 11 e 111 sdo chamadas operagdes elementares sobre as equagdes de (S).

Assim, quando se efetua uma operacio elementar sobre as equacdes de um sistema linear, obtém-se um novo sistema
linear com o mesmo nimero de incgnitas e o mesmo nimero de equacdes. (Especialmente no caso de operagdes
elementares do tipo III, observe que o que se faz € substituir uma equacio, a j-ésima, digamos, por uma nova equagao:
a j-ésima equacgdo original somada a uma outra equacdo multiplicada, por sua vez, por um nimero real. Veremos,
abaixo, um exemplo concreto.)

Operacoes elementares sobre as equacdes de um sistema linear ndo alteram suas solugdes. Em outras palavras,
se (S1) é um sistema linear obtido a partir de (S) pela aplicagio de uma operagdo elementar sobre suas equagdes,
entdo, dada uma sequéncia de niimeros reais (s1, 52, . . ., 5,,), temos que (1, 52, . . ., 5,) € solucdo de (S) se, e somente
se, (51, 52,...,5,) é solucdo de (Sy). E facil ver que toda solucio de (S) é também uma solugio de (S;). Isso pode
ser verificado considerando, um por vez, cada um dos trés tipos de operacdes elementares sobre equacdes. Por outro
lado, 0 mesmo argumento mostra que toda solugio de (S;) € solugio de (S)). Isso decorre do fato de que operagdes
elementares sobre equagdes podem ser “desfeitas” e, assim, (S) pode ser obtido a partir de (S;) por meio da aplicagio
de uma operagio elementar sobre as equagdes de (Sy). Por exemplo, digamos que (S;) tenha sido obtido a partir de (S)
por meio de uma operacéo elementar do tipo III, em que a j-ésima equagdo de (S;) € o resultado da soma da j-ésima
equacio de (S) com a i-ésima equacio de (S) multiplicada pelo nimero A. Entdio, como o leitor pode facilmente
verificar, (S) pode ser obtido a partir de (S;) por meio de uma operagdo elementar do tipo III: a j-ésima equagdo de
(S) € o resultado da soma da j-ésima equagdo de (S;) com a i-ésima equagdo de (S;) multiplicada por (—1). Deixamos
a cargo do leitor verificar que um raciocinio similar se aplica a operacdes elementares dos tipos I e II.

Dizemos que dois sistemas lineares com o mesmo nimero de incégnitas sdo equivalentes se tiverem exatamente as
mesmas solugdes. Assim, o que vimos acima é que se (S ) foi obtido por meio da aplicagdo de uma operagdo elementar
sobre as equacdes de (S}, entdo (S)) e (S;) sdo equivalentes.

Nosso objetivo serd, dado um sistema linear (S}, obter um sistema linear (S’) que € equivalente a ele, cujas solugdes
sdo faceis (num sentido a ser tornado preciso adiante) de ser encontradas. Esse sistema (S”) serd obtido por meio de
uma sequéncia finita de operagdes elementares sobre equagdes a comegar pelo sistema (S).

Antes, porém, de descrever o método, consideremos um exemplo.

Exemplo 1.1.4 Considere o sistema linear

2x—-y+z=4
x—-y+z=1 (1.6)
3x -6y +6z=0.

Se aplicarmos uma operacao elementar de tipo I a esse sistema, permutando a primeira e a segunda equagdo, obtemos
o sistema

x—y+z=1
2x—y+z=4
3x -6y+62=0,

que € equivalente a (L6). Agora, aplique a esse sistema uma operagdo elementar do tipo III, somando a segunda
equacdo a primeira multiplicada por —2:

x—-y+z=1
y—z=2
3x —6y+6z=0.

Esse novo sistema € equivalente ao anterior, que, por sua vez, era equivalente a (L.); portanto € ele, também, equivalente
a (L6). Agora, a esse dltimo sistema aplicamos uma operagdo elementar do tipo III, somando a terceira equagio a
primeira multiplicada por —3:



x—y+z=1
y-z=2
-3y+3z=-3.

Mais uma vez, obtemos um sistema que € equivalente a (I.6). Finalmente, aplique uma operagéo elementar do tipo III,
somando a terceira equacgdo a segunda multiplicada por 3 e obtenha o sistema

y—z=2 (1.7)

O sistema (L.7) € obviamente impossivel (uma vez que sua terceira equagdo ndo tem solugdo). Como ele é equivalente
a (I.G), pois foi obtido a partir dele por uma sequéncia de operacdes elementares sobre equagdes, segue que o sistema
(L.6) é, também, impossivel.

A cada operagdo elementar sobre as equacoes de um sistema AX = B corresponde uma operagdo elementar sobre
as linhas da matriz aumentada [A | B] do sistema:

I. Permutar duas linhas de [A | B].
II. Multiplicar todas as entradas de uma linha de [A | B] por um mesmo nimero real ndo nulo.
III. Somar a uma das linhas de [A | B] uma outra linha cujas entradas foram todas multiplicadas por um mesmo
ndmero real.

Assim, a sequéncia de operagdes elementares realizada no Exemplo[[.T.4]pode ser resgistrada como uma sequéncia de
operagdes elementares sobre as linhas da matriz aumentada de (L.6):

2-114 1-11|1 1-11]1 1-11]1 1-11]1
I-11j1|{—-|2-114]|—-(01 -12| >0 1 -1|2 [—>|O0O 1 —-1}2
3-66|0 3-66|0 3-6 610 0-3 3|-3 00 03

Para descrever o método que aplicamos no exemplo acima, vamos introduzir uma defini¢ao.

Definicao Uma matriz € dita ser escalonada se ambas as seguintes condi¢des estiverem satisfeitas:

(i) todas suas linhas nulas (se existirem) estdo abaixo das linhas ndo nulas, e
(i) em cada linha ndo nula, o primeiro elemento ndo nulo (lendo da esquerda para a direita), chamado pivd,
ocorre mais a direita do que o pivo da linha imediatamente acima dela.

100 101

. 00| (011 - p

Por exemplo, as matrizes 1ol lio1l 1 1 0| nao sdo escalonadas, mas |0 0 1] é.
001 000

Observacdo Se R € M,,;x,,(IR) é uma matriz escalonada e R tem p pivos, entdo p < m e p < n. A primeira
desigualdade segue do fato de que o nimero de pivds em uma matriz escalonada é igual ao nimero de linhas nio
nulas dela. A segunda desigualdade é consequéncia do fato de que em cada coluna de uma matriz escalonada, hd, no
maximo, um pivo.

O processo de escalonamento

A seguir, apresentamos o resultado que estd por trds do método de resolucdo de sistemas que adotaremos nesse curso.
O teorema garante que o método se aplica a qualquer sistema. Sua demonstragdo € algoritmica, isto é, € apresentada
em forma de uma sequéncia de passos que, uma vez seguidos, conduzem a tese do teorema. O procedimento a
ser apresentado na demonstra¢do do teorema € conhecido como algoritmo de eliminagdo gaussiana ou processo de
escalonamento.



Teorema 1.1.5 Para toda matriz, existe uma sequéncia de operagées elementares sobre linhas que resulta em uma
matriz escalonada.

Demonstracdgo Dada uma matriz A, submeta-a a seguinte sequéncia de operagdes elementares sobre linhas:

Passo 1: Se A é a matriz nula, pare. (Ela ja é escalonada.)

Passo 2: Se ndo, encontre a primeira coluna (da esquerda para a direita) de A que contém uma entrada ndo nula —
digamos a — e permute a linha que contém essa entrada com a primeira linha, se necessario.

Passo 3: Por adicdo de multiplos adequados da primeira linha nas linhas abaixo dela, zere todas as entradas abaixo
do elemento a.

Passo 4: Repita os passos 1-4 na matriz que consiste das linhas abaixo da primeira.

O processo termina quando nao houver mais linhas no passo 4 ou quando as linhas restantes forem nulas. Em qualquer
dos casos, a matriz resultante sera escalonada. O

Vejamos um exemplo do processo de escalonamento de uma matriz.

No que segue, uma operagdo elementar do tipo I que permuta as linha i e j serd denotada por L; < L;; uma
operagdo elementar do tipo II que multiplica a linha i por A # 0 serd denotada por L; < AL;; e uma operag¢ao elementar
do tipo IIT que soma a linha j a linha i multiplicada por A serd denotada por L; < L; + AL;. Os piv0s serdo destacados
em vermelho para facilitar sua identificag@o.

Exemplo 1.1.6 Apliquemos o processo de escalonamento a seguinte matriz 4 X 6:

0002109 0-2-6202 0-2-6202
0-2-6202|LoL (00 0 2 19| Ll |00 0219
02 6 220 02 6 220 00 0022
03 9 2219 03 9 2219 03 92219

0-2-6202 0-2-620 2 0-2-6202

LicLet3Li |00 0 21 9| LicLatCHL 0 0 0 2 1 9 | LicLitdta |0 0 0 219

00 0022 - 00 002 2 — 100 0022

00 05222 00 00-%-1 00 0000

A dltima matriz na sequéncia acima é uma matriz escalonada.

Observagdo No processo de escalonamento de uma matriz, ¢ comum haver escolhas diferentes que podem ser feitas
no passo 2. No exemplo acima, por exemplo, poderiamos ter realizado a operacdo L; <> L3 ou L| < L4 no lugar de
Ly < Ly, logo na primeira etapa. Essas escolhas diferentes conduziriam, ao final do processo, a uma matriz escalonada
diferente da que obtivemos.

Em resumo, a matriz escalonada obtida ao final do processo de escalonamento ndo estd univocamente determinada
pela matriz com que comeg¢amos.

Método para resolucio de sistemas lineares

Podemos aplicar o Teorema [[.1.3] para desenvolver um método de resolucdo de sistemas lineares.

Seja (S) um sistema linear de m equacdes e n incdgnitas, com matriz aumentada M € Mx(n+1) (R). Pelo
Teorema[I.1.3] existe uma matriz escalonada R que pode ser obtida a partir de M por meio de operacdes elementares
sobre linhas. Chamemos de (S’) o sistema linear que tem R como matriz aumentada. Como (S’) foi obtido a partir de
(S) por meio de operagdes elementares sobre suas equagdes (exatamente a mesma sequéncia que produziu R a partir
de M), esses sistemas sdo equivalentes. Vejamos como encontrar as solu¢des de (S”).

Ha duas possibilidades:

Caso 1: A matriz R tem um pivd na coluna n + 1. Neste caso, (S’) tem uma equagdo da forma O = b, com b # 0.
Logo (8’), e, portanto, também, (S), ndo tem solugio.



Caso 2: A matriz R ndo tem pivd na coluna n + 1. Neste caso, se p denota o ntimero de pivos de R, entdo p < n
(pois, como vimos, em uma matriz escalonada hd, no maximo um pivo por coluna). H4 dois subcasos a
considerar:

(a) Se p = n, entdo (S8’), e, portanto, também, (S), tem uma Unica solugio, que é obtida resolvendo a
primeira equagio nao nula, de baixo para cima, de (S’), determinando-se, assim, o tnico valor possivel
para a varidvel x,. Esse valor € substituido na equacdo exatamente acima dela, da qual resultard o
Unico valor possivel para x,_1, e, assim, por diante, sempre substituindo-se em uma equagao os tinicos
valores obtidos para as varidveis nas equagdes abaixo dela.

(b) Se p < n, entdo (S’), e, portanto, também, (S), tem infinitas solu¢des. Neste caso, a varidveis de (S”)
correspondentes as colunas de R, exceto a tltima, que ndo t€m pivo sdo chamadas varidveis livres. As
varidveis livres de (S”) sdo em nimero de n — p. Para cada escolha independente de valores reais para
as varidveis livres, uma solugdo para (S’) pode ser obtida pelo mesmo método utilizado no caso (a).
Assim, atribuem-se parametros independentes as varidveis livres e escrevem-se as demais (chamadas
varidveis pivo) em termos das livres.

O método para encontrar solu¢des descrito no caso 2, acima, comegando pela primeira equacio ndo nula, de baixo
para cima, e substituindo os valores encontrados nas equagdes acima dela é chamado retrossubstituicdo.

Observacdo Note que segue da andlise acima que se um sistema € possivel e indeterminado, isto &, se tem pelo menos
duas solugdes, entdo, necessariamente ele estd no caso 2(b) e, portanto, tem, de fato, infinitas solucdes.

Exemplo 1.1.7 Encontre todas as solugdes do sistema linear

x—-2y—-z=1
2x+y—-3z=0
x—"Ty=3.

Solugdo: Vamos escalonar a matriz aumentada do sistema:

1-2-11 ?:ﬁziﬁiﬂf‘ 121 1], ,[1-2-1]1
21 3jo] TS o5 <12 =2 o 5 —1]-2
1-7 03 0-5112 00 00

Estamos no caso 2(b), em que nio ha pivd na tltima coluna e existem 2 piv0s, destacados em vermelho. Os pivos
ocorrem nas colunas correspondentes as varidveis x e y, que sdo, portanto, varidveis piv0. A coluna correspondente a
varidvel z ndo contém pivd; assim, z € uma varidvel livre. Atribuimos um parametro a ela, digamos z = ¢ e resolvemos
o sistema resultante,

x—-2y—-t=1

Sy —t=-2,

por retrossubstituicdo. Da dltima equacdo, resolvendo para y, obtemos y = —% + %t. Substituindo esse valor na primeira

equacdo e resolvendo para x, obtemos x = % + %t. Logo, as solucdes do sistema original sdo dadas por

1 7 2 1
§+§t,—§+§t,t, t€R.

Solugdes particulares sdo obtidas escolhendo valores para o parametro ¢. Por exemplo, tomando ¢ = 1, encontramos a
solucéo (%, —%, . ¢



Sistemas lineares homogéneos

Um sistema linear da forma AX = 0, em que 0 denota uma matriz de uma tinica coluna cujas entradas sio todas iguais
ao numero 0, € dito homogéneo.
Todo sistema homogéneo é possivel, uma vez que tem, pelo menos, a solugdo trivial: (0,0, ...,0).

Teorema 1.1.8 Um sistema linear homogéneo com mais incognitas do que equagdes é possivel indeterminado.

Demonstracdo Se p denota o niimero de pivos da matriz escalonada obtida pelo processo de escalonamento da matriz
aumentada de um sistema homogéneo com m equacdes e incdgnitas, entdo, como vimos p < m. Mas, por hipétese,
m < n. Isso resulta em p < n e, portanto, estamos no caso 2(b) (pois, certamente, essa matriz escalonada tem como
ultima coluna uma coluna de zeros, sem pivos, portanto). O

E importante observar que o teorema nada afirma sobre sistemas homogéneos com niimero de incégnitas menor ou
igual ao nimero de equagdes. Um sistema desses pode ser ou determinado ou indeterminado. (Vocé consegue produzir
exemplos para os dois casos?)

Outra ressalva é a de que o teorema apenas se aplica a sistemas homogéneos. E muito f4cil dar exemplos de sistemas
ndo homogéneos com mais incégnitas do que equacdes e que sao impossiveis.

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 1-12.

1.2 Matrizes

Vimos, na secao anterior. que matrizes podem ser utilizadas para denotar sistemas lineares de modo mais compacto e,
mais importante, que podem ser sujeitadas ao processo de escalonamento.
Nesta se¢@o, veremos que existem operacdes que nos permitirdo falar na dlgebra de matrizes.

ai]p aip ... dip

ajzy 4dzp ... Ayp ; L .
SeA=| . . . | € Myxn(R), escreveremos, a titulo de abreviagdo, A = (a;;)1<i<m,1<j<n, OU, simples-

Aml Am2 - .- Amn

mente, A = (a;;), quando néio houver divida a respeito do tamanho de A.

Dizemos que duas matrizes s@o iguais se tiverem o mesmo tamanho e suas entradas correspondentes forem iguais.
Mais detalhadamente, dadas A = (a;;) € M,,xn(R) € B = (b;;) € M,«s(R),entdo A = B se,esomentese,m =r,n=s
e,paracadai=1,...,me j=1,...,n,tivermos a;; = b;;.

Dadas matrizes A = (a;;), B = (b;j) € Mpuxn(R), asoma A + B € M,;;x»(R) € definida como sendo a matriz dada

por A+ B = (cij) € Mpxn(R), em que ¢;j = a;; + b;j, paratodosi =1,...,m, j =1,...n. Por exemplo,
234 N -102| |136
102 002 |104]"
Dada uma matriz A = (a;;) € M,,x,(IR) e dado um niimero real 4, define-se a multiplicagfio de A por A como sendo
a matriz dada por AA = (d;;) € M;uxn(R), em que d;; = Ada;j, paratodosi=1,...,m, j =1,...n. Por exemplo,
11239]_[%13
3|-103%] " [-0l]"

O produto de duas matrizes, a ser definido em seguida, ndo envolve matrizes de mesmo tamanho. Dada uma matriz
A = (a;j) € Mpxn(R) e uma matriz B = (b;;) € M,x (IR), define-se o produto AB € M, (IR), como sendo a matriz
dada por AB = (e;;), em que
ejj = apbij+apbyj+ - +apbnj,



paratodosi =1,...,me j =1,...,r. Em poucas palavras, o produto de uma matrix m X n por uma matriz n X r é
uma matriz m X r cuja entrada na posicéo (i, j) é dada pelo produto da linha i de A pela coluna j de B. Por exemplo,

21-1 (2)8?? _[3 201
32 4 21710 8 6-1]
1211

As operacdes definidas entre matrizes satisfazem as seguintes propriedades, que podem ser diretamente demonstra-
das a partir das definicdes.

Proposicao 1.2.1 Sejam A, B,C, M, N, L matrizes e sejam A, u € R. Entdo, se estdo definidas as matrizes no lado
esquerdo das igualdades, as matrizes do lado direito também estdo definidas e elas sdo iguais:

(i) A+ B=B+A;
(i) (A+B)+C=A+(B+C);
(iii) (AM)N = A(MN);
(iv) AMM +L) =AM + AL;
(v) (A+ B)M = AM + BM;
(vi) A(A+ B) = 1A + AB;
(vii) (1 + u)A = 1A + uA;
(viii) A(AM) = (AA)M = A(AM);
(ix) (Ap)A = A(pA).
Ou seja, muitas das propriedades das operagdes entre nimeros reais continuam validas para matrizes. Porém, ao

contrario do produto entre niimeros, o produto entre matrizes nao é comutativo. Isto é, se A e B sdo matrizes e ambos
os produtos AB e BA estdo definidos, nem sempre eles sdo iguais. Por exemplo,

12{110] |32 L 12 [10]]12
24|111] " |64 36| |11][24]"
Uma matriz que tem o mesmo nimero de linhas que o nimereo de colunas é chamada matriz quadrada. O conjunto

de todas as matrizes quadradas n X n sera denotado, simplesmente, por M, (R).
A matriz identidade de tamanho n x n € definida como sendo a matriz quadrada I,, = (e;;) € M,(R), em que

100
(1) (])} e Iy = |0 1 0|. E f4cil concluir que para qualquer matriz A € M, (R),

1, sei=j
ejj = . Por exemplo, I, = 001

0, sei#j

tem-se [,,A = A = Al,.

Definicdo Dizemos que uma matriz quadrada A € M, (R) é inversivel se existir uma matriz B € M, (R) tal que
AB=1,e BA=1,.

Por exemplo, a matriz A = _21 _35] ¢ inversivel, pois tomando-se B = [i’ ;] vale AB = BA = I,. Ja a matriz
C = [g (1)] ndo € inversivel, pois se D = [z Z € M, (R) é uma matriz arbitraria, temos CD = 2a0+ ¢ ZbJ d , que

ndo ¢ a matriz identidade, quaiquer que sejam a, b, c,d € R.

Proposicao 1.2.2 Seja A € M, (R) uma matriz inversivel. Entdo, existe uma inica matriz B € M,(R) tal que
AB = BA = I,,. Essa matriz serd denominada matriz inversa de A e serd denotada por A™'.

Demonstragdo Sejam B,C € M,,(R) taisque AB=BA=1,¢e AC =CA =1,.Entdo, B=1,B=(CA)B=C(AB) =
Cl, =C. m]

As demonstragdes das propriedades enunciadas na préxima proposi¢ao sao simples e ficam a cargo do leitor.

Proposicao 1.2.3 Sejam A, B € M, (R) matrizes inversiveis. Entdo,



(i) a matriz AB é inversivel e (AB)™! = B~1A7!;
(ii) a matriz A~ é inversivel e (A™")™! = A;
(iii) a matriz I,, € inversivel e I,jl =1I,.

Veremos, na préxima se¢do, que se uma matriz tiver um inverso de um lado, entdo ela serd automaticamente
inversivel. Mais precisamente, veremos, apds a demonstragdo do Teorema que se A, B € M, (R) sdo tais que
AB = I,,, entdo, A é inversivele B = A~ (Em particular, BA = I,.)

Observagdo Vale ressaltar que o conceito de invertibilidade sé se aplica a matrizes quadradas. Para matrizes ndo

. Entao,

- - . . 1
quadradas, fendmenos “patolégicos” podem ocorrer; por exemplo, considere as matrizes A = [2 1] eB= [_

AB =1y, mas BA # I,.

1

Método pratico para inversao de matrizes

Uma matriz n X n € chamada matriz elementar se pode ser obtida a partir da matriz identidade /,, por meio de uma
operacdo elementar sobre as linhas de 7,,. Vejamos alguns exemplos:

100
e A matriz £ = |0 0 1| € uma matriz elementar, pois foi obtida a partir de /3 pela permutacdo das linhas 2 e 3.
010
-200
e A matriz F = | 0 10| é uma matriz elementar, pois foi obtida a partir de /3 por meio da multiplicagdo da
001
primeira linha por —2.
100
e A matriz G = [0 1 0| é uma matriz elementar, pois foi obtida a partir de /3 por meio da soma da primeira linha
301
multiplicada por 3 a terceira linha.

O efeito da multiplicacdo de uma matriz elementar pela esquerda é bem familiar:

Proposicao 1.2.4 Seja A € My, (R) e seja E € M,,(R) uma matriz elementar. Entdo E A é a matriz obtida a partir
de A pela mesma aplicagdo da operagdo elementar sobre linhas que produziu E a partir de I,.

Demonstracdo Este resultado pode ser demonstrado considerando-se, um por vez, cada um dos trés tipos de operacdo
elementar sobre linhas de uma matriz. O

Por exemplo, considere as matrizes

1 21 Ly Lyt (- h)L, 1 21
A=1-2 317 — -2 3 7| =B.

1 3

3 —13 0 -21

Entdo, B = EA e E é a matriz obtida por
100 LyLys(-bL, 1 00
=010 — 0 10|=E.

001 -301

Vimos que toda operacdo elementar sobre as linhas de uma matriz pode ser desfeita por uma operacio elementar
do mesmo tipo. Logo, toda matriz elementar é inversivel, e sua inversa € também elementar: se E € obtida a partir
de I,, por uma operacgdo elementar, seja F' a matriz obtida a partir de /,, pela operagdo elementar que a desfaz. Entdo
FE=1,=FEF.
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A seguir, introduziremos um resultado que dard origem a um método pratico para encontrar a inversa de uma matriz,
quando existir.

Teorema 1.2.5 Se existe uma sequéncia de operagoes elementares sobre linhas que, a partir de uma matriz A € M, (R),
produz a matriz identidade I,,, entdo A é inversivel. Além disso, a mesma sequéncia de operacoes elementares sobre
linhas que produziu I, a partir de A produz A~ a partir de I,,.

Demonstracdo Como toda operacdo elementar sobre linhas pode ser realizada por multiplicacdo a esquerda por
matrizes elementares, dizer que existe uma sequéncia de operagdes elementares que produz [, a partir de A € dizer que
existem matrizes elementares E, E», . .., E, € M, (R) tais que

E.E._i...EbE/A=1,.

Como produto de matrizes inversiveis é inversivel, amatriz E, E,_; . .. E; E| é inversivel. Multiplicando-se a igualdade
acima pela inversa dessa matriz a esquerda, obtemos

A= (EEr_y...ExE\) " W(EvE,_1...E2E1A) = (EyEp_i ... E2E)) "', = (EE,_ ... E2E}) ™\
Portanto, A € inversivel (pois € a inversa de uma matriz inversivel) e
- —1y-1
AV = ((EvErot .. . E2EN)™Y) = EE,1...E2Ey = E,E,_y ... E2E

que € a matriz obtida a partir de /,, pela mesma aplica¢do da sequéncia de operagdes elementares que produziu 7, a
partir de A. O

Costumamos registrar o método obtido na demonstra¢do do teorema acima da seguinte maneira:
-1
[Al L] — [L|AT].

Vejamos um exemplo.

123
Exemplo 1.2.6 Encontre a inversa da matriz A = |2 5 3].
108

Solugdo: Realizamos operagdes elementares simultdneas sobre as linhas de A e da matriz identidade /3 com o intuito
de obter, a partir de A, a matriz identidade I3:

123/100 éz:éz:g;g 12 3100],  [123]100
253010 772 o1 =3]-210] TS o1 =31-210
108/001 0-25|-101 00-1/-521
Lr—IL,+3L _ _
e | 1231 0 0] folasl T120-14 6 3], 0 [100/-40 16 9
—"7101-3-21 0 AN 010|13 -5-3 AN 010/13 -5-3
00 1[5 -2-1 001| 5 -2-1 001/ 5 -2-1
—40 16 9
Segueque A™! = | 13 -5 -3|. ¢
5 —2-1

Dois comentdrios sdo devidos. O primeiro € que a sequéncia de operacdes elementares a qual a matriz A deve ser
submetida a fim de produzir a matriz identidade pode,sempre, ser realizada na seguinte ordem:

1. Por escalonamento, produz-se uma matriz escalonada a partir de A.

2. Em seguida, por operacgdes elementares do tipo II, transformam-se todos os pivds em 1.

3. Finalmente, por “retroescalonamento”, isto é, “escalonamento de baixo para cima”, zeram-se todas as entradas
acima dos pivos.
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Essa foi a ordem adotada no exemplo acima.

O segundo comentdrio diz respeito ao fato de sé podermos aplicar o método se soubermos, de antemdo, que a
matriz A € inversivel. Veremos, na préoxima se¢do, que hd um critério simples para determinar se uma matriz € ou
ndo inversivel sem necessariamente exibir a inversa. Além disso, também veremos que, no caso de ser inversivel, o
processo de escalonamento sempre conduzird a uma matriz escalonada com pivds em todas as linhas, o que garante
que o procedimento acima sempre poderda ser aplicado.

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 13-17.

1.3 Determinantes

Nesta se¢@o, seremos menos rigorosos em nossos argumentos. Muitos dos resultados serdo enunciados sem demons-
tracdo. Recomendamos, ao leitor interessado em maiores detalhes, a leitura de [S, Se¢des 2.1 e 2.2] ou [1} Capitulo 2].
Para um tratamento rigoroso da teoria de determinantes, recomendamos [4}, Capitulo 7].

O determinante de uma matriz quadrada A, denotado por det(A), é um nimero real associado a ela que contém
informacao relevante a respeito de sua invertibilidade.

Para uma matriz 1 X 1, seu determinante serd definido como sendo o niimero real que ocupa sua tnica entrada:
det[a] = a. Para o cdlculo do determinante de matrizes de tamanho maior, usaremos os fatos que serdo listados abaixo.

Necessitaremos dos seguintes conceitos a respeito de matrizes:

* Uma matriz quadrada A = (a;;) € M, (R) é chamada triangular superior se a;; = 0 sempre que { > j, ou seja,
se A tiver o formato
ai; a2 413 ... A
0 ajz azs ... dyp
A= 0 O asz3z ... dip

0 0 O ...am
* Dada uma matriz (ndo necessariamente quadrada) B = (b;;) € My, (IR), define-se a matriz transposta de B

como sendo a matriz B" = (cij) € Mpxm(R), em que ¢;j = bj;, paratodosi = 1,...,m,j=1,...,n,0useja, a
i-ésima linha de B" é a i-ésima coluna de B. Por exemplo,

[1 2 3]T ~ ; ;‘
456 36
Nao ¢ dificil demonstrar que
() I =1y;
(ii) se A e B sdo matrizes tais que o produto AB esteja definido, entdo (AB)" = BTAT;
(iii) se D é uma matriz inversivel, entdo DT é inversivel, e (DT)~! = (D‘l)T.

Os fatos (assumidos sem demonstracdo) que nos permitirdo calcular determinantes de matrizes de tamanhos
arbitrarios sdo os seguintes:

Fato 1. Se A = (a;;) € M,(R) é uma matriz triangular superior, entdo
det(A) =a11a22033 . ..A4np-
(Em particular, det(Z,) = 1.)

Fato 2. Para qualquer matriz quadrada A, vale
det(A) = det(AT).
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Fato 3. Os efeitos das operacdes elementares sobre linhas de uma matriz quadrada A em seu determinante sdo os
seguintes:

I. Se B ¢ obtida de A por meio da permutacdo de duas linhas de A, entdo
det(B) = —det(A).

II. Se B ¢ obtida a partir de A por meio da multiplicacdo de uma das linhas de A pelo nimero A (ndo

necessariamente nao nulo), entdo
det(B) = Adet(A).

II. Se B ¢ obtida a partir de A por meio da adicdo de uma linha multiplicada por um niimero a uma outra

linha, entao
det(B) = det(A).

De posse dos fatos acima, € possivel calcular o determinante de qualquer matriz quadrada fazendo uso do processo
de escalonamento, uma vez que toda matriz quadrada escalonada € triangular superior.

Ainda, por causa do Fato 2, segue que o determinante de matrizes triangulares inferiores (aquelas em que as entradas
acima da diagonal principal sdo nulas) também ¢é dado pelo produto dos elementos na diagonal principal. Além disso,
o Fato 2 também nos proporciona um método de célculo do determinante fazendo uso de “operacdes elementares sobre
colunas” (ou seja, valem as afirmag¢des do Fato 3 com cada ocorréncia de “linha” trocada por “coluna”).

Vejamos dois exemplos. Um primeiro, numérico, e outro contendo uma férmula familiar.

35-26
. . 12-11
Exemplo 1.3.1 Calcule o determinante da matriz A = 24 15|
3753
Solucdo: Vamos escalonar A:
35-26 0-113
12-11 12 -11
A 2415 00 33 =B
3753 01 80

Aqui, fizemos uso de operacdes elementares do tipo III utilizando a segunda linha para zerar trés entradas na primeira
coluna. Como foram usadas apenas operacdes do tipo III, segue det(B) = det(A). Agora,

0-113 12 -11
12 -11 0-11 3
B=100 33" lo0 33/7¢
01 80 01 80

Nessa passagem, realizamos uma operagdo elementar do tipo I, permutando a primeira e segunda linhas. Assim,
det(C) = —det(B); portanto, como det(B) = det(A), segue que det(A) = —det(C). Aplicando mais uma operagio
elementar do tipo III, que ndo altera o determinante, obtemos:

12 -11 12 -11
0-113 0-113
C=loo 33 ”loo 3370
01 80 00 93

Logo, det(A) = —det(C) = —det(D). Finalmente, um dltimo uso de uma operagio elementar do tipo III:
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12 -11] 12 -11
o-113] lo-11 3
D=1o0 33/ "loo 3 3|7 F
0093 loo o-6

Como det(E) =1-(=1)-3-(-6) = 18, uma vez que E € triangular superior, concluimos que det(A) = —det(D) =
—det(E) =-18. ¢

Exemplo 1.3.2 Mostre, usando o que vimos sobre o efeito no determiante de operagdes elementares sobre linhas de
uma matriz, que
ab

cd =ad - bc.

det [

Solucdo: Consideremos, primeiramente, o caso em que a = 0. Temos

0b cd
det [c d] = —det [0 b] = —cb,

0 que comprova a férmula neste caso.
Suponha, agora, que a # 0. Neste caso,

ab a b
det[cd}—det[()d_%

Seguem dos fatos a respeito de determinantes que citamos acima, as seguintes propriedades.

=ad - bc.

Proposicao 1.3.3 Seja A uma matriz quadrada.

(i) Se A tem uma linha nula, entdo det(A) = 0.
(ii) Se A tem duas linhas iguais, entdo det(A) = 0.
(iii) Se A tem tamanho n X n e A € R, entdo det(1A) = A" det(A).

Demonstracdo Para (i), observe que A € obtida a partir de si mesma pela multiplica¢do de sua linha nula por 0. Logo,
det(A) = 0det(A) = 0. Para (ii), utilize as linhas iguais de A para produzir, por meio de uma operacdo elementar do
tipo III, uma matriz que tem uma linha nula. Finalmente, (iii) segue da aplica¢do do Fato 3.II a cada uma das n linhas
de A. O

Uma das propriedades mais importantes do determinante de uma matriz serd enunciada no resultado a seguir,
apresentado sem demonstracgao.

Teorema 1.3.4 Sejam A e B matrizes quadradas de mesmo tamanho. Entdo,
det(AB) = det(A) det(B).

Esse teorema tem a consequéncia imediata de que se A € uma matriz inversivel, entdo det(A) # 0. Com efeito,
suponha que A tem tamanho nXn e que B seja uma matriz tal que AB = I,. Segue do Teoremal[l.3.4lque det(A) det(B) =
det(AB) = det(I,) = 1. Logo, det(A) # 0. Na realidade, essa condi¢do sobre o determinante é também suficiente para
garantir a invertibilidade de A.

Corolario 1.3.5 Seja A uma matriz quadrada. Entdo, A é inversivel se, e somente se, det(A) # 0.

Demonstracdo Ja vimos que a condigdo € necessdria. Reciprocamente, suponha que det(A) # 0, e seja R uma matriz
escalonada obtida a partir de A por meio do processo de escalonamento. Como vimos, temos que det(A) # O se, e
somente se, det(R) # 0, uma vez que operagdes elementares do tipo II s6 sdo permitidas, no escalonamento, com
constantes ndo nulas. Agora, o fato de det(R) néo ser nulo implica que R tem pivé em todas suas linhas. Fazendo,
agora, retroescalonamento, podemos obter a matriz identidade a partir de A por meio de operacdes elementares sobre
linhas, o que é equivalente a escrever A como um produto de matrizes elementares, que sdo todas inversiveis, como
vimos. Logo A € inversivel. O
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Finalmente, podemos enunciar um resultado que relaciona invertibilidade de matrizes com sistemas lineares. Para
tanto, observemos, primeiramente, que se AX = B € um sistema linear (em nota¢do matricial) com n varidveis e se

(s1,82,...,5,) é uma sequéncia de n nimeros reais, entdo (s, 2, . . ., §,) € solucdo do sistema AX = B se, e somente
S1
52 /

se, AS = B,emque S = | . | e AS denota o produto matricial. (E esse fato, alids, que justifica a ado¢@o da notacdo
Sn

matricial para sistemas lineares.) Se, de fato, AS = B, serd comum, deste ponto em diante, referirmo-nos a matriz S
como uma solucdo do sistema linear AX = B.

Teorema 1.3.6 Seja A € M, (R). Sdo equivalentes:

(a) A é inversivel.

(b) Para qualquer B € M,x1(R), o sistema linear AX = B ¢é possivel determinado.
(c) O sistema linear homogéneo AX = 0 é possivel determinado.

(d) det(A) # 0.

Demonstragio Para ver que[(@)implica[(b)} suponha que A € inversivel e seja S = A~! B. Mostremos que S € a tinica
solu¢do de AX = B. Primeiramente, S é, de fato, solucdo de AX = B, uma vez que AS = A(A‘lB) = (AA‘I)B =
I,B = B. Suponha, agora, que S € M,x;(R) seja uma solugdo de AX = B. Entdo, AS’ = B. Multiplicando essa
igualdade por A~! a esquerda em ambos os lados, obtemos A™'(AS”) = A™!B, o que resulta em S’ = S, provando que
S € a unica solugdo de AX = B.

E claro que[(b) implica[(c)} pois[(c)|é apenas o caso particular de[(b)lem que B = 0.

Vejamos, agora, por que [(c)] implica [[d)} Se o sistema AX = 0 é possivel determinado e R € M,y (n+1)(R) é uma
matriz obtida no processo de escalonamento da matriz aumentada [A | 0] de AX = 0, entdo R tem exatamente n pivos,
ou seja, R é daforma R = [T | 0], em que T € uma matriz quadrada de tamanho n X n que € triangular superior e cujas
entradas na diagonal principal sdo todas ndo nulas. Assim, det(7") # 0. Como T foi obtida a partir de A por operagdes
elementares sobre linhas, segue que det(A) # 0.

O Corolério da conta do fato que[(d)] implica [(a)]

Logo, as trés condic¢des sdo equivalentes. O

Note que segue do resultado acima que se A € M, (R) € uma matriz para a qual existe uma matriz B € M, (IR) tal
que AB = I,,, entiio A é inversivel e A~! = B.Isso, pois de AB = I,,, segue que det(A) det(B) = det(AB) = det(1,,) = 1.
Portanto, det(A) # 0, o que implica, pela equivaléncia entre[(a)le[(d)]do Teoremall.3.6] que A é inversivel. Multiplicando
a igualdade AB = I,, por A™! a esquerda, obtemos B = A~!. Ou seja, para demonstrar que uma matriz é inversivel,
basta exibir uma inversa a direita. Um argumento andlogo mostra que uma matriz quadrada que tem uma inversa a
esquerda € inversivel.

Terminamos esta se¢do com uma ressalva importante. Apesar de a fun¢do determinante ser multiplicativa, de acordo
com o Teorema[I.3.4] ela ndo € uma fungdo aditiva, ou seja se A e B sdo matrizes quadradas de mesmo tamanho, entdo
ndo vale sempre que det(A + B) serd igual a soma dos nimeros det(A) e det(B), como mostra, por exemplo, a conta a

seguir:
12 10 22
det([“ + 01])_det[12]_2,
a0 passo que
12 10
det[l 1 + det Ol]:—1+1=O.

Observagdo Ha outros métodos usuais para o calculo de determinantes, como as conhecidas férmulas de Sarrus (para
determinantes de matrizes 3 X 3) e de Laplace (também conhecida como expansao em cofatores). Ainda, no que tange
ao uso de determinates para resolucio de sistemas, costuma também ser adotada a férmula de Cramer. O leitor encontra
referéncia a esses métodos na bibliografia indicada no inicio da se¢@o.

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 18-35.
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Capitulo 2
Vetores

Neste capitulo serd definido o conjunto dos vetores no espaco tridimensional e serdo introduzidas operagdes envolvendo
os elementos desse conjunto.

Admitem-se, no que segue, conhecimentos de geometria euclidiana no plano e no espaco.

O conjunto formado por todos os pontos do espago tridimensional serd denotado por E?.

A referéncia principal para este capitulo € o livro [2].

2.1 Vetores e operacoes entre vetores

Dados dois pontos A, B € E3, o par ordenado (A, B) serd denominado segmento orientado de extremidade inicial A e
extremidade final B.

Ao segmento orientado (A, B) de [E3 associamos um vetor, %nota@or A—B> No conjunto dos vetores, estd definida
a seguinte relagdo de igualdade: se A,B,C,D € B3, entio AB = CD se, e somente se, as seguinte trés condigdes
estiverem satisfeitas:

(i) Os segmentos de reta AB e CD tém o mesmo comprimento.
(i) Os segmentos de reta AB e CD sdo paralelos.
(iii) Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) t¢ém o mesmo sentido.

Sejam (A, B) e (C, D) segmentos orientados tais que os segmentos de reta AB e CD sejam pararelos. Dizemos que
(A,B) e (C, D) ttm o mesmo sentido se AC N BD = @. Caso contririo, dizemos que (A, B) e (C, D) t€m sentidos
opostos

I

I

I

I

I

|
C .
mesmo sentido sentidos opostos

! Essa € a definicdo de segmentos orientados de mesmo sentido quando os segmentos de reta suporte sdo paralelos, mas ndo estdo contidos
em uma mesma reta. Se (A, B) e (C, D) sdo segmentos orientados com AB e CD contidos em uma mesma reta, tome pontos C’, D’
fora dessa reta de forma que CD e C’D’ sejam segmentos de reta paralelos e (C, D) e (C’, D’) sejam segmentos orientados de mesmo
sentido. Assim (A, B) e (C, D) terdo mesmo sentido se (A, B) e (C’, D’) tiverem mesmo sentido.
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Por convencao, os segmentos de reta de comprimento nulo, isto €, aqueles da forma AA, sdo paralelos a qualquer outro
segmento de reta. Ainda, convenciona-se também que os segmentos orientados (A, A) e (C, D) t€ém o mesmo sentido,
qualsquer que sejam A,C,D € E3.

Se V é um vetor e A, B € E? sdo tais que V = AB dizemos que o segmento orientado (A, B) € um representante
do vetor V.

— — —

Para todos A, B € E*, AA = BB. Esse vetor serd chamado vetor nulo e ser denotado por 0.

(0] conJunto de todos os vetores serd denotado por V3.

Dado V € V3, sejam A, B € E’ tais que Vv = AB. Define-se o comprimento (ou norma) de vV como sendo o

comprimento do segmento de reta AB. O comprimento de V" serd denotado por || V']|. E claro que “ 0 || =0equeo

vetor nulo € o tnico Vetor de V3 com comprimento igual a 0.

Dado vV € V° tal que AB comA, B e E?, define-se o vetor oposto de vV como sendo o vetor BA e 0 denotamos
por —V. (Isto é,se V = AB entio — vV = BA)

Dados dois vetores W, V, dizemos que eles sdo paralelos se tiverem representantes paralelos, isto é, se, escrevendo
W=ABeV = CD com A, B,C,D € E?, os segmentos de reta AB e CD forem paralelos. Por convencio, o vetor
nulo € paralelo a qualquer vetor.

A préxima observacdo serd crucial no que segue.

Observagdo Dados A € E3 e 7V € V3, existe um tinico B € E? tal que vV = AB. (Ou seja, fixado um ponto e um vetor,
existe um representante desse vetor com extremidade inicial naquele ponto.)

Soma de vetores

—
Dados 0,V € V3,se @ =AB,com A,B € E3, seja C € B’ tal que Vv = BC. Define-se a soma i + V como sendo o
vetor dado por @ + 7 = AC.

B

=l

=l

U+v C

A proprosic¢ao a seguir retine propriedades da soma entre vetores, que podem ser verificadas por meio de argumentos
geométricos no plano.

Proposiciio 2.1.1 Para quaisquer @, V,w € V3, valem:

(i)(7+ M+W=uU+(V+W);
(ii) u+v :7+ﬁ>
(iii) T+0=1

(iv) i+ (-1) = 6

Uma questdo notacional: se i, vV € V7, utilizaremos a abreviagido % — vV para significar o vetor 7 + (=7"). Assim,
dados os vetores i e V, podemos identificar os vetores i + V e @ — V como as diagonais do paralelogramo definido
por ¥ e V, como na figura:
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Para ver isso, chame de X o vetor destacado em vermelho. Esse vetor satistaz vV + X = ©. Somando —V a ambos os

—

lados dessa igualdade, obtemos X = W — V.

Multiplicacio de um escalar por um vetor

A partir deste ponto, usaremos o termo escalar para nos referirmos a um nimero real.
Dados um vetor @ € V3 e um escalar A € R, define-se a multiplicacio do escalar A pelo vetor @ como sendo o
—> . — Py —> Py — —> A . .
vetor Au que tem comprimento |A| ||« ||, é pararelo a u e é tal que & e Au t€m o mesmo sentido se 4 > 0 e sentidos
S >
opostos se 4 < 0. Se A = 0, define-se Au = 0.

2u -2u
w —
/ur u
Segue, imediatamente da definigfio, que para qualquer vetor i, temos (—1)% = — 4.
Aqui, também, argumentos de natureza geométrica permitem a demonstracio das seguintes propriedades.

(Sl

Proposiciio 2.1.2 Para quaisquer @,V € V3 e A, u € R, valem:
(DAT+V) =AU + AV,
(ii) (A+ )W = A0 + pu;
(iii) 14 = u;
(iv) A& = A(uid).
Vejamos, em um exemplo, como utilizar a linguagem de vetores para fazer argumentos sobre problemas geométricos.
Exemplo 2.1.3 (Lista 1 - Algebra Linear I, ex. 41) Mostre que o segmento que une os pontos médios de dois lados de
um triangulo € paralelo ao terceiro lado e tem metade de sua medida.

Solugdo: Sejam A, B, C os @iees do tridngulo. Seja M o ponto médio do lado AB e seja N o ponto médio do lado
BC. Consideremos o vetor M N.

B

C

——

Como M é o ponto médio de AB, segue que MB = %ﬁ, e, como N € o ponto médio de BC, segue que BN = %B—C)
Assim,

MN = MB+ BN = SAB+ 2BC = - (4B + BC) = 54C.
2 2 2 2
Segue, portanto, que o segmento M N ¢é paralelo ao segmento AC (uma vez que, por defini¢do, o vetor %A—é é paralelo

ao vetor A—C)) e a medida do segmento MN ¢ igual a ||1Wv’|| = H%A—C:H = |%| HA—C:H = % HA_C:“, que é a metade da
medida do segmento AC. <
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Observagdo Podemos utilizar o conceito de multlphcagao de um escalar por um vetor para representar a no¢do de
paralelismo entre vetores. Mais precisamente, dados @, V € V3, & ;t 0 temos que W e V sdo paralelos se, e somente
se, existir 1 € R tal que V = A%. (Com efeito, se V = A%, entdo vV é paralelo au, por defini¢do. Para a reciproca,

— — . ~ —> —
suponha que u e Vv sejam vetores paralelos. Entdo, v = Au, com A = ,se i e V tiverem o mesmo sentido, €

A= ” ; ” ,se i e V tiverem sentidos opostos, como o leitor pode facilmente verificar.)

A construgio do conjunto V? e a definicio das operacdes de soma e multiplicacdo por escalar pode ser replicada
para dar origem ao conjunto V2, dos vetores bidimensionais, partindo de segmentos orientados cujas extermidades sio
elementos do conjunto E2, formado por todos os pontos do espaco bidimensional.

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 36-38.

2.2 Dependéncia linear

Dizemos que um vetor i é combinagdo linear dos vetores vi, V3, . .., Vv, se existirem escalares A1, s, ..., A, tais que
U=WVvi+va+- - +A,v,.

Por exemplo, se A, B, C, D sao os vértices de um quadrado, conforme a figura

B C

A D

entdo o vetor AC é combinagdo linear de CBe D_C:, uma vez que
AC=AD+DC=BC+DC=-CB+DC=(-1)CB +1DC.

Por outro lado AC ndo € combinagdo hnear de CBe AD pois qualquer combinagdo linear de CB e AD serd um vetor
paralelo a AD mas AC ndo é paralelo a AD.
A defini¢@o central nesta secdo utiliza o conceito de combinagao linear.

Definicio Um conjunto de vetores {u{,u3,...,u,} é dito linearmente dependente (doravante abrevidado por LD)
se algum u; for combinacdo dos demais vetores do conjunto. Caso contrario, dizemos que o conjunto é linearmente
independente (ou, simplesmente, LI).

No exemplo do quadrado acima, {A—C>, CTB), D_C>} éLD,e {A_C:, B_C>} éLL
Observagcdo Seguem imediatamente da definicdo:

* Qualquer conjunto que contenha o vetor nulo € LD. (Pois o vetor nulo se escreve como combinag¢ao linear dos
demais utilizando-se apenas o niimero 0 como coeficiente em cada termo da combinacdo linear.)

o Qualquer subconjunto de um conjunto LI é LI. (Isso segue do fato de que se {uy,u3,...,u,} é LD, entdo
{ui,u3,...,u,, vV} éLD, qualquer que seja vV € V3, bastando usar o escalar 0 como coeficiente de V)

Interpretacio geométrica da dependéncia linear

Vejamos, geometricamente, o significa dizer que um conjunto de vetores ¢ LD. Vamos fazer um tratamento em casos
por tamanho do conjunto.
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Comecemos lembrando que dois vetores sdo paralelos se tiverem representantes paralelos Diremos que trés vetores
sdo coplanares se tiverem representantes coplanares. Mais precisamente, dados u,V,w eV, dizemos que u,v,w
sdo coplanares se existirem P, A, B, C € E*> em um mesmo plano tais que % = PA, v P_é, = PC.

A interpretacdo geométrica da dependéncia linear segue abaixo.

-
~ . .. - —
1. Por convengdo, um conjunto com um tinico vetor {u'} é LD se, e somente se, u = 0.

2. {W, V) éLD se, e somente se, W,V sdo paralelos.
Com efeito, se {, vV} é LD, entdo, um deles € um multiplo escalar do outro e, portanto, eles sdo paralelos
Reciprocamente, se sido paralelos e i # 0 por exemplo, entdio, como vimos, existe 1 € R tal que Vv = 1%, o
que garante que {#, vV} é LD. Se @ = 0, o conjunto {#, V'} € trivialmente LD: @ = 0V.

3. {W,V,W} é LD se, e somente se, U, V,W sdo coplanares.
Com efeito, suponha, por exemplo, que existem escalares A, u € R tais que @ = AV +uw. Tome P, A, B,C € E3
tais que U =PA V= P_é W = PC. Se sdo P, B, C colineares, P, A, B, C estdao em um mesmo plano e, portanto,
w,V,w sio coplanares Resta considerar o caso em >m que P, B, C nio sio colineares. Neste caso, seja M € E?
tal que AV = PM e se]a N eE E? tal que uw = PN. Entdao, M estd na reta PB e N estd na reta PC. Como
PA=u#=Av+ Uw = PM + PN segue que P, A, B, C estdo no plano definido por P, B, C. Logo, @, V, W sdo
coplanares
Reciprocamente, suponha que u = PA V= PB W= PC em que os pontos P, A, B, C estdo em um mesmo
plano. Podemos supor que %, w ndo sdo paralelos, pois se sdo, {i, w} é LD e, a fortiori, {i,V,w} é LD.
Considere o ponto A’ dado pela intersecdo da reta paralela a PC que passa por B com a reta PA e o ponto C’
dado pela intersecdo da reta paralela a PA que passa por B com a reta PC, como na figura

Como PA' ¢ paralelo a PA, existe A € R tal que PA;/IPA v u. Como PC PC’ ¢ paralelo a PC, existe uelR
talquePC’ ,uPC Uw. Assim, vV = =PB=PA +A'B=PA +PC =% +uw,e{u,V,w}éLD.

4. Qualquer conjunto com quatro ou mais vetores é LD.
Isso é consequéncia do resultado a seguir.

Teorema 2.2.1 Seja {1, V', W} um conjunto LI contendo trés vetores. Seja X € V3. Entdo X é combinacdo linear de
u,V,w.

Demonstracio Tome P, A, B, C € B3 tais que @ = PA V= PB = PC. Como {¥,V,w} éLl, esses quatro pontos
nio estio em um mesmo plano. Seja D € E? tal que X = = PD. Considere os seguintes quatro pontos:

* M, dado pela interse¢do do plano PAB com a reta paralela a PC que passa por D;

* N, dado pela intersecdo da reta PA com a reta paralela a PB que passa por M;

* (, dado pela interse¢@o da reta PB com a reta paralela a PA que passa por M;

* R, dado pela intersecdo da reta PC com o plano paralelo ao plano PAB que passa por D;

conforme o paralelepipedo na figura.
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Como PA e PN sd0 paralelos PN =aPA =a W, para algum @ € RR. Similarmente, PQ ﬁPB BV, para algum
BeR,e PR = 7PC yw para algumy e R.
Logo, ¥ =PD=PM+MD=PN+NM+MD = PN+PQ+PR a’ + BV +yw. ]

Corolario 2.2.2 Qualquer conjunto com quatro ou mais vetores é LD.

Demonstrac@o Seja {uy,u3,u3,us, ...} um conjunto com pelo menos quatro vetores. Se {uy, i3, u3} é LD, entdo o
conjunto maior é LD. Se {u7, u3, u3} é LI, entdo pelo Teorema2.2.1] u4 é combinagdo linear de u7, u>, 43 e, portanto,
também é combinagdo linear de todos os outros vetores do conjunto, utilizando o escalar 0, se necessdrio, como
coeficiente dos demais. ]

Resumindo, podemos caracterizar a dependéncia linear em termos geométricos por:

N
1. {¥} éLD se, e somente se, ¥ = 0.
2. {¥,V}éLD se, e somente se, i, V sio paralelos.
— —> >\ - > > ~
3. {u,Vv,w}éLD se, e somente se, i, v, w sdo coplanares.
- o> > o 2
4, {u,vV,w,7Z,...}ésempre LD.
Dependéncia e independéncia linear podem ser caracterizadas por uma condi¢do equivalente a da definicdo e que €
frequentemente conveniente.

Proposiciio 2.2.3 Sejam i3, i3, . ..,i, € V3. Entdo, o conjunto {u1,u3,...,i,} é LD se, e somente se, existem
A1, A2, ..., Ay € R, ndo todos nulos, tais que
— — — =
/11u1+/lzu2+-~+/lnun= 0. (2.1)
Demonstracio Se {u1,u3,...,u,} é LD, entdo, digamos (para efeito da argumentacfio), u; é combinagio linear de
Uz,. ..,y ou seja, existem B,, . .., B, € IR tais que

u‘l}:ﬁﬂji‘*"'""ﬁnﬁ;-

Isso implica que vale a igualdade (2.1), em que 4; = 1 e 4; = —f;, paratodo i = 2, ..., n. Em particular, o coeficiente
A1 ndo é nulo.

Reciprocamente, suponha que existem A1, s, ..., 4, € R, ndo todos nulos, tais que (2.1) seja valida. Suponha, para

efeitos da argumentacdo, que A; # 0. Entdo, it} = Boits +- - - + Byiiy, em que B; = —:ll—i, paratodoi = 2,...,n. Portanto,
— — —>\ 2 1

{ui,uz,...,u,} éLD. ]

Essa condi¢@o equivalente para dependéncia linear implica a seguinte condicao equivalente para a independéncia
linear: um conjunto de vetores {u7, i3, . .., i, } é LI se, e somente se, a inica combinacdo linear de u7, 43, . . . , it,, que
resulta no vetor nulo € aquela em que todos os escalares aparecendo como coeficientes sdo nulos.
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Exemplo 2.2.4 No triangulo de vértices A, B, C, seja M o ponto médio do lado AB e seja N o ponto no lado AC tal
que o segmento M N seja paralelo ao lado BC. Mostre que N € o ponto médio do lado AC.

1—)
1AC.

R

Solugdo: Para mostrar que N € o ponto médio de AC, ¢ suficiente mostrar que AN =

A

C

Como AN e AC sio paralelos, existe 4 € R tal que AN = AAC. Precisamos mostrar que d = % Como AC = AB+ B_C),
temos, por um lado, N N N N N
AN = AAC = A(AB+ BC) = AAB + ABC. 2.2)

Por outro lado, sabemos que XI_\i = XM’ + m . Como M ¢ o ponto médio de AB, temos m = %;\‘é Ainda, como
MN e BC sio paralelos (por hipétese), existe u € R tal que MN = uBC. Logo,
—_— _ — 11— —
AN = AM + MN = §AB+,uBC. 2.3)
Comparando ([2.2) com (2.3)), obtemos
e > ] — >
AAB + ABC = EAB + uBC,
que, por sua vez, implica

1\ — > —
(/I—E)AB+(/I—,u)BC= 0.

Como {A—é B—C>} é LI, pois AB e BC ndo sio paralelos, segue que A — % =0eque d—pu =0. Em particular, 4 = %,
que € o que desejdvamos provar. (Observe que obtemos, também, a informacao de que u = %, ou seja, de que a medida
do segmento M N é a metada da medida do lado BC.)

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 39—45.

2.3 Bases e coordenadas

Vimos, na se¢do anterior, que dado um conjunto LI de trés vetores, qualquer vetor se decompde como combinac¢ao
linear desses trés vetores (Teorema[Z.2.1). Nesta secdo usaremos esse fato para definir bases e coordenadas em V3.

Defini¢io Um conjunto LI ordenado formado por trés vetores em V? serd chamado base.

Dada uma base 8 = {e7, €3, 3} de V3 e dado um vetor qualquer %, pelo Teorema[Z.2 1] existem escalares A1, 15, A3
tais que
7=/lle_1>+/12€—2>+/l3€_3>. (24)

Mostremos que os escalares na decomposi¢do (2.4) estdo univocamente determinados por #. Com efeito, suponha que
11, M2, 13 € R sejam tais que W = pyeq + pres + uzes. Comparando as duas decomposicdes de @ como combinagio
linear de e7, e5, e3, obtemos
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A1e] + 283 + A3€3 = p1€] + o3 + 3es,

donde segue que N
(A1 = p)er + (A2 — uo)es + (A3 — pz)ez = 0.

Como o conjunto {e7, €3, 3 } € LI (pois é uma base), segue que | — u; = 0, Ao — up = 0 e A3 — u3 = 0, ou, ainda, que
Ay =1, Ay =po, A3 =p3.

Por causa da unicidade dos escalares utilizados na decomposi¢iio (2.4) de & como combinacio linear de {e7, e>, €3},
podemos introduzir a defini¢do seguinte.

Definiciio Seja B = {e], ¢3, ¢3} uma base de V3 e seja & € V3. Os escalares A1, A, A3 € R tais que @ = Ae] + 1265 +
Aze3 sdo chamados coordenadas de i em relagdo a base 8. Usamos a notacdo % = (1, A2, 13) 5.

Exemplo 2.3.1 Considere, em E3, o cubo de vértices A, B, C, D, E, F, G, H, conforme a figura.
H G

Dr----t--JC

A B

Os vetores A_C> s E{’ s EF sio LI, uma vez que Ezio sdo coplanares. Entdo, o conjunto ordenado B = {A—C) , m R EF }é
uma base de V3. Encontre as coordenadas de AF em relagdo a base 8.

Solucdo: Precisamos encontrar a decomposicao de AF como combinagao linear de A_C:, AH , EF. Temos

AF=AE+EF =AH+HE +EF =AH+CB+EF
—~AH+CA+AB+EF=AH - AC+EF+EF
= (-1)AC + 1AH + 2EF.

Assim, AF = (=1,1,2)g. ©
Observagio O Exemplo[2.3.1Inos serd til para algumas observagdes:

c A ordem em que os vetores de uma base sdo exibidos é fundamental. Por exemplo, em relagdo a base C =
{m EF, AC 1 _que ¢ formada pelos mesmos vetores que formam $B, mas em outra ordem, as coordenadas de
AF sio outras: AF = (1,2,-1)c.

* A unicidade dos escalares na decomposi¢do de um vetor como comblnagao de vetores ndo estd garantida se 0s
vetores utilizados na decomposi¢éo nao forem LI. Por exemplo, o conjunto {AB EG G, HE } ndo é LI e o vetor DB
pode ser decomposto como combinacao linear de {AB EG G, HE }, por exemplo, das seguintes duas maneiras:

DB =DA +AB = HE + AB
= 1AB +0EG + IHE

DB=DA+AB=HE+EF =HE +EG+GF =HE +EG + HE
=0AB+ 1EG +2HE.

(Hd uma i infinidade de outras decomposi¢des de DB como combmagao linear de {AB EG G, HE }, uma vez ez que
AB = HE + EG. Assim, por exemplo, para qualquer A € R, temos DB = (1T+ /I)AB + (- /l)EG +(1- /l)HE )
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Se 8 ¢ uma base de V3, como os vetores que a compdem formam um conjunto LI, segue que 0= (0,0,0)g. Além
disso, 0 é o dnico vetor de V3 cujas coordenadas s@o todas nulas.

A principal vantagem de se trabalhar com coordenadas € que elas se comportam bem com respeito as operagdes de
soma e de multiplicacio por escalar definidas em V3, como mostra préximo resultado.

Proposicao 2.3.2 Seja B uma base de V° e sejam U,V € V3, com U = (a1, @2, a3)g e V = (B1, B2, B3) 8. Entdo,

. —> —>
(i) ¥ +V = (a1 +B1,a2 + B2, @3 + 3) 8/
(ii) AW = (a1, Adaa, Aaz) g, qualquer que seja A € R.
Demonstracio Se B = {e], e3, e3}, entdo as hipoteses dizem que ¥ = aje1+azer+azez eque vV = Be+Bresr+53e3.
Assim,
N
u

—>
1%

+V = (a1e] + mes + aze3) + (Bie] + Baes + B3ez) = (@) + Bi)el + (ar + Ba)es + (az + B3)e3

AW = Aaje] + mes +aze3) = (day)e] + (Aa)es + (daz)es,

provando o que se queria. O

Exemplo 2.3.3 Considerando coordenadas em relacio a uma base fixada de V3, em cada um dos itens abaixo, verifique
se os dois vetores apresentados formam um conjunto LD ou LI.

()@ =3,10,11)e 7 = (4,7,-1)
(i) @ =(1,-7,2) e V= (-1, 2,-1)

Solugdo: (i) Como U # 6, segue que {#, V} é LD se, e somente se, existir A € R tal que vV = A% Isso implicaria,
pela Proposicdo que (4,7,—1) = (32,104, 111). Como estamos comparando coordenadas em relacdo a uma
base, isso s6 seria possivel se 4 = 31, 7 = 104 e —1 = 114. Claramente, ndo existe 1 € R que satisfaca essas trés
equagdes. Portanto, {, vV} é LL

(ii) Como @ = (1,-7,2) = -2(3, 1, 1) = =27, segue que {#, V} éLD. ¢

Para verificar dependéncia linear entre trés vetores, coordenadas proporcionam um teste rapido.

Proposiciio 2.3.4 Seja B uma base de V° e sejam W, V,w € V3, com @ = (a1, a2,a3)8, V = (B1,52.83)8 €
W = (y1,72,y3) 8. Entao,
] a2 a3
{W,V, W} éLD se, e somente se, det|B; B2 B3| =0.
Y1 7273

Demonstra¢iio Um conjunto de vetores ser LD significa ndo ser L1. Sabemos que {#, V, W} é LI se, e somente se, 0s
Unicos escalares A, u, p tais que
— — ¢
Au +uv +pw =20 2.5)

forem A = u = p = 0. Em coordenadas, usando a Proposi¢do[2.3.2] a combinagdo linear (2.3)) 1&-se
(A1 +pupr + py1, dax+upa + py2, das +ups+pys) = (0,0,0),

isto é, (4, u, p) € solucdo do sistema linear

ax+pB1y+y1z=0
ax + By +yz=0
a3x+ B3y +vy3z=0
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ay B1 1
Pelo Teorema[[.3.6] esse sistema tem apenas a solucdo trivial se, e somente se, det |2 82 y2| # 0. Logo, {¥, V,w}

@3 33 73
) az a3
é LI se, e somente se, det (81 B2 B3| # 0, usando o fato de que o determinante de uma matriz coincide com o de sua

Y7273
transposta. O

Exemplo 2.3.5 Seja B = {e}, &3, 3} uma base de V> e considere os vetores
— — —
fi=2ei—e3, fr=el—-er+2e3, f3=e]+2e3.

(i) Mostre que C = {f;, ]_‘;, J_‘;} ¢ uma base de V°.
(ii) Encontre as coordenadas de vV = (1,2, —2)¢ em relacéo a base 8.

(Adiante, veremos um método eficiente para, dadas coordenadas em uma base, encontrd-las em outra.)

2-10
Solugdo: (i) Temos f; = (2,—1,0)g, o = (1,—1,2)g e fs = (1,0,2)g. Como det |1 =1 2| = —4 # 0, segue, da
102

Pr0p0s1ga0[m], que { fl ,_[2 f3} € LL e, portanto, C € uma base de V3.
(i) ¥ = (1,2,-2)c = fi+2f» -2/ = (2,-1,0)g +2(1,-1,2)5 — 2(1,0,2)5 = (2,-3,0)5. O

Como vimos no Exemplo[2.3.3] a verifica¢do da existéncia de uma relagio de dependéncia linear entre dois vetores,
em termos de coordenadas, € bastante imediata. Apesar disso, hd um teste geral que nos serd util no préximo capitulo.

Proposicao 2.3.6 Seja B uma base de V° e sejam U,V € V3, com U = (a1, 2, a3)g e V = (B1, B2, B3) 8. Entdo,

a as|
B ,33] =0

@y @3

Bi B3|~ det

— , | @
{W,V}éLD se, e somente se, det ! 2} = det

B B2

Demonstragio Se W = 6 entdo {i, V} é LD e os trés determinantes sio nulos Podemos supor, entdo, que 7#0.
Se {¥,V} é LD, existem 4, u € R, ngo ambos nulos, tais que A% + uV = 0. Se u = 0, terfamos A% = O 0 que

implicaria A = 0, uma vez que @ # 0. Mas isso contradiz o fato de A e 4 ndo serem ambos nulos. Logo, u # O e,

portanto, V = _;7 u. Daf segue que V = (—ﬁm, —I%a/z, ——013)8 o que implica que os trés determinantes sdo nulos

(pois sdo determinantes de matrizes que t€m linhas proporcionais).
Reciprocamente, suponha que os trés determinantes sejam nulos. Como % # O alguma de suas coordenadas deve
ser necessariamente diferente de zero. Suponha que a; # 0. Assim, do primeiro determinante, obtemos S, = g—]az,

B Bi Bi Bi

e, do segundo, B3 = ‘ag Portanto, vV = ( ai, Gras, —a3)3, isto é, Vv = (BT‘]U, donde segue que {, vV} é LD. Se

as # 0 ou a3 # 0, 0 argumento € andlogo. O

Bases ortonormais

Dizemos que dois vetores nao nulos & ue V sdo ortogonais se tiverem representantes ortogonais, isto €, se existirem
A,B,C € B’ tais que o = =ABe vV = AC com os segmentos de reta ABe AC ortogonals Por convengdo, o vetor nulo
¢ ortogonal a qualquer vetor. Denotaremos a ortogonalidade entre i e V por ¥ L V.

Definicio Uma base {e7, e, e3} de V3 é ortonormal se os vetores ey, €5, e3 forem, dois a dois, ortogonais e || e || =
lle3]l = [le3ll = 1.

Trabalhar com bases ortonormais é conveniente, pois existe, por exemplo, uma maneira simples de expressar norma
em termos de coordenadas, como mostra a préoxima proposicdo. Veremos, adiante, que bases ortonormais t&ém outras
propriedades boas.
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Proposiciio 2.3.7 Seja B uma base ortonormal de V? e seja i = (a, 8,y)s € V. Entdo,

171 = o2 + 52+ 7.

Demonstragio Suponha que B = {ej, e3,e3}. Como vimos na demonstragdo do Teorema 2.2.1] podemos obter as
coordenadas de % em relagio 4 base B por meio de uma construgio geométrica. Sejam P, A, B, C, D € E? tais que

—>

el =PA, & =PB, & =PC, @=PD.

Sejam N o ponto da reta PA tal que PN = aer;sejaQ o ponto da da reta F PB tal tal que PQ Be; seja R o ponto da reta
PC tal que PR = ye3; e seja M o ponto do plano PAB tal que PM = PN + PQ conforme a figura:

R..
!
!
|
|
|

~ — —> —> — YV DA Y1 YV 5y EPN £ a
Entdo, u = aej + Be; + ye3 = PN+ PQ + PR = PM + PR. Como o tridingulo PM D € reto, com angulo reto em M
(pois e3 € ortogonal a e] € a 3), segue, do Teorema de Pitdgoras, que

| Z|? = PD?* = PM?* + MD?. (2.6)
Agora, como MD = P_R: segue
3112 — —
D* =||PR|[" = lly&3I1* = Iy I* 1. @7
Finalmente, a ortogonalidade entre e] € e; garante que o tridngulo PN M € reto com angulo reto em N. Portanto,
S0 — |12 — — — —
PM? = PN>+ NM? = | PN + | PG| = lla@t 1> + 18831 =l 1717 + 51 1311 2.8)
Substituindo @2.7) e 2.8) em 2.6) e usando que os trés vetores da base t¢ém norma 1, obtemos
171 = o® + 57+ 97,
como desejavamos. O

Observagdo Existem infinitas bases ortonormais em V3. Para escolher uma, por exemplo, basta escolher dois pontos
A, B € B3 tais que o segmento AB tenha comprimento 1. Agora, no plano perpendicular ao segmento AB que contém
A, tome um ponto C de modo que o segmento AC tenha compr1ment0 1. Flnalmente na reta perpendicular ao plano
ABC, tome um ponto D tal que AD tenha comprimento 1. Entdo, {AB AC AD} é uma base ortonormal de V3.

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 46-53.
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2.4 Produto escalar

Nesta secdo, introduziremos uma nova operagdo no espaco do vetores, o produto escalar. Para tanto, necessitaremos
do conceito de angulo entre vetores.
. - — 3 o~ 3 . — - — v . A — —
Sejam u, v € V” ndo nulos. Tome A,B,C € E° taisque u = ABe vV = AC. Definimos o dngulo entre u e v
como sendo o angulo entre os segmentos de reta AB e AC.

B

=l

A > C

—
v

A medida do angulo entre dois vetores serd sempre feita em radianos e é um valor 6 satisfazendo 0 < 6 < 7.

Definiciio Sejam 7,V € V3. Definimos o produto escalar @ - v como sendo o niimero real dado por

> —» |0 S

— —

“=0o0uv=0
—

#0

e
Vv = — —
eu #0ev 0,

1NV N cos(6) s

em que 6 denota a medida do angulo entre 7/ e V.

O produto escalar prové um critério rapido para detec¢io de ortogonalidade: dados dois vetores i, V, temos que
WLV seesomentese, u-v =0.

De fato, &7 e Vv sdo ndo nulos e ortogonais se, e somente se, o dngulo entre eles medir % radianos, o que, por sua vez,
Z . 1.0 c o~ . - — .
é equivalente a cos(6) = 0. Essa ultima condi¢go ocorre precisamente quando u - v = 0. Quando um dos dois vetores
¢é nulo, a equivaléncia € imediata.
Lembrando que um angulo de medida 6 € dito agudo se 0 < 6 < 7, e obtuso se 7 < 6 < &, dados w,V € V3 nio
N 2 - — - o
nulos, o dngulo entre eles € agudo se, e somente se, © - v < 0, e obstuso se, e somente se, u - v > 0.

Observagdo Tanto a norma de um vetor quanto a medida do angulo entre dois vetores ndo nulos podem ser obtidos
por meio do produto escalar:
* Para qualquer @ € V3, vale || 7| = V& - &.

e Se @,V € V3 s3o ndo nulos, entio a medida do angulo entre eles € dada por arccos ( T M“”'”V =T )

Em funcdo de coordenadas em relacdo a uma base ortonormal, o produto escalar adquire uma forma bastante
simples.

Proposicio 2.4.1 Seja B uma base ortonormal de V* e sejam @ = (a1, a2, a3)8, V = (B1, B2, 83) 8. Entdo,

U~V =a1f1 +axpr + @3Bs.

— — —
Dem%stragdo Se ¥ = 0 ou vV = 0, entdo a férmula € trivialmente valida. Suponha, portanto, que @ # 0 e
V¥ # 0, e seja 8 a medida do angulo entre eles. Pela Proposicio23.2l @ — V = (a1 — B1, @2 — B2, a3 — B3) 8, €, pela
Proposi¢do[2.3.7] temos

I Z1* = af + a3 +a3

2_ 222
IVII° =81 + By + B3

17 = VI = (a1 - B1)2 + (a2 — B2)? + (a3 — B3)*
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Se A, B, C € E’ sio tais que @ = ABe V = A—C), entio CB = 7 — 7. E, pela lei dos cossenos aplicada ao tridngulo
ABC,

B
0
u-v
0
A » C

<!

obtemos
2 2 2
N2+ 1V =207 17N cos(8) = |4 = V|7

Substituindo, no lado esquerdo, || || || V|| cos(8) por @ - V e utilizando os valores dos quadrados das normas em
termos das coordenadas obtidos acima, segue a igualdade desejadaE o

Em relag@o as operacdes de soma e multiplicag@o por escalar, o produto escalar tem as seguintes propriedades.

=
U
DU-(V+W)=u - V+u-W;
(i) w-(AV)=Au) -V u
) w-vV=y-u;
(iii) R
(iv) - U >0,eud-u =0se, esomentese, i =0.
Demonstracdo (iii) é consequéncia imediata da defini¢do. (iv) segue de @ - & = || ﬁ'||2. Para (i) e (ii), fixe uma base
ortonormal em V3 e tome coordenadas em relagiio a essa base. Por exemplo, se @ = (a1, a2, a3), Vv = (B1,52,53) €

W = (1,72, 73), em relacdo a uma base ortonormal de V3, entdo

—
u

(VW) =a1(Br+y1) + (B2 + ¥2) + a3(B3 +¥3),

a0 passo que
ﬁb -

SV +U W= (1B + @afr + @3B3) + (@1y1 + a2y + @3y3).

A igualdade segue da propriedade distributiva do produto em rela¢do a soma de nimeros reais. O

Exemplo 2.4.3 (Prova 1, Algebra Linear I, 2015) Sejam a, b, ¢ € R e seja & uma base ortonormal de V3. Considere
os vetores 7 = (1,0,1)g, vV = (=2,1,0)g, W = (0,-1,1)s e ¥ = (a,b,c)g. Se || X’|| = 3, ¥ é ortogonal a 7 e
{V, W, ¥} é linearmente dependente, entiio |a + b + c| & igual a

A2 (B)3 ©1 D)7 E)S

Solugdo: Como 7 L ¥, segue 7 - X =0.Mas, 7 - X = (1,0, 1)g - (a,b,c)g = la+0b + 1c = a+c, uma vez que & é
ortonormal. Logo, a + ¢ = 0, donde segue que ¢ = —a, e, portanto, X = (a, b, —a)g. Como {V, W, ¥} é LD, segue da

210
Proposi¢do2.3.4l que det | 0 —1 1 | = 0. Calculando o determinante, obtemos a relagdo —a + 2b = 0. Logo, a = 2b.
a b -a

Assim, X = (2b, b, —2b)g. Portanto, usando a Proposicio[2.3.7] obtemos || X ||> = (2b)% + b% + (—=2b)% = 9b%. Como,
por hipétese, || X|| = 3, segue que b = 1 ou b = —1. Assim, ¥ = (2,1,-2)g ou X = (=2, -1,2)s. Em ambos os casos,
|a+ b +c|=1.Resposta: (C). <

2 A rigor, a demonstra¢io que fizemos s6 se aplica no caso em que {i, V'} é LI, pois somente neste caso teremos, de fato, um tridngulo.
Porém, o mesmo argumento se aplica quando @ e V sdo paralelos, pois, ainda nesse caso, a lei dos cossenos continua vélida.
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Exemplo 2.4.4 Sejam é7, ¢5,e3 € V3. Mostre que {e7, €5, 23} é uma base ortonormal de V? se, e somente se, para
.. . 1 sei=j

todos i, j = 1,2,3, tivermos ¢; - €; = . J.
0 sei#j.

Solucdo: A condigiio é equivalente ao fato de e7, e3, e3 serem vetores de norma 1 que sdo, dois a dois, ortogonais.
1 sei=j

~ — —> —>
~° entdo {eq, ez, €3}
0 sei+#j,

Assim, a tnica coisa que resta a ser demonstrada € que se e, €3, €3 satisfazem &; - ; =
P . ~ . —> —> —> = . —>
¢ LI. Sejam, entdo «, 8,y € R tais que ae + Be; + ye3 = 0. Considerando o produto escalar com o vetor e, obtemos
— — — —> — 7
el - (aeyj +Bes+7ye3)=e;- 0 =0.
Por outro lado,
el - (ael + ey +ye3) =aej-ej+Pej-ez+yej-e3=a+0+0=a.

Logo, a = 0. Tomando o produto escalar com e € 3, obtemos, analogamente, 8 = 0 e ¥ = 0. Portanto, {e7, €3, €3} é,
de fato, LI. <

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 54—68.

2.5 Projecao ortogonal

Nesta secdo, veremos como utilizar o produto escalar para encontrar a projecdo ortogonal de um vetor sobre outro.

N
Definiciio Seja vV € V3, ¥V # 0. Dado @ € V3, chama-se projecdo ortogonal de U sobre V' o vetor w que satisfaz as
seguintes duas condi¢des:
. —> —>
(i) wéparaleloa v, e
ey —> — . —
(i) ¥ — w € ortogonal a V.
Veremos, em seguida, que a projegdo ortogonal sempre existe e € Gnica. Assim, utilizaremos a notagao projy ¥
para denota-la.

=y
=l

- projy

> >
=

—
v

Y

v proj i

—

Proposiciio 2.5.1 Seja V € V3, V # 0 e seja i € V3. Entdo, a projecdo ortogonal de i sobre V' é dada por

- —
u-v._,
V.

projp U = — 5
[Vl

o
u-v
111

(Mais precisamene, o vetor V satisfaz as condigées de projecdo ortogonal de U sobre V e é o linico vetor a

satisfazé-las.)

Demonstracio Considere o vetor w = ﬁv. Mostremos que esse vetor satisfaz as condi¢des na definicdo de
v

projegdo ortogonal de @ sobre V. A condigdo (i) estd claramente satisfeita, uma vez que W é um multiplo escalar de
— s~ .. — —> —
v. Para a condicdo (ii), calculemos o produto escalar (' — w) - v

- - - —
- o\ o — u-v — - - u-v_,
(M— ) = - _)2\)- = — - =
vl 1Vl
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uma vez que V - ¥ = || ¥||. Portanto, a condi¢do (i) também est4 satisfeita.
Finalmente, verifiquemos que W € o Unico vetor que tem as proprledades (i) e (ii). Seja 7 € V3 um vetor que é

paralelo a V e que satisfaz (& — Z) L V. Como V # Oe? paralelo aV,existe d € Rtal que 7 = AV. Agora,
de (W —7Z) L Vsegue que (¥ — Z) - v = 0. Portanto, (& /17) = 0. O lado esquerdo dessa tltima igualdade
coincide com @ - V — A || V||%. Assim, A = Hu?lﬁz' Logo, 7 = Huvﬁz 7 =W. o

Exemplo 2.5.2 Seja 8 uma base ortonormal de V3. Considere os vetores @ = (3,-6,0)ge V = (2, -2, 1)g.

(i) Encontre a projecdo ortogonal de ¥ sobre V.
(ii) Encontre um vetor p paralelo a vV e um vetor ¢ ortogonal a V taisque @ = p + ¢ .

I’L ﬁz v. Como a base 8 ¢ ortonormal, podemos utilizar

[V
a Proposicao[2.4.1l para calcular numerador e denominador do escalar que aparece na férmula:

Solugao: (i) Sabemos, pela Proposi¢do 23] que proj o =

IP1P=v - V=2-21)g-(2,-2,1)g=4+4+1=09.

Logo, projy @ = §(2,-2.1)5 = (4,~4,2)s.
(ii) Sabemos que ¥ — projy» ¥ € ortogonal a V. Como também vale que projy @ € paralelo a V', basta tomar
P =projy il =(4,-2,2)ge ¢ = U —projy i = (3,-6,0)5 — (4,-2,2)5 = (-1,-2,-2)g. ©

-
No exemplo anterior, como % # 0, também é possivel considerar a projecdo ortogonal de V sobre #. O leitor pode
verificar que proj; V = (£, -12,0)3.

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 69-78.

2.6 Mudanca de base

Vimos que, fixada uma base de V3, podemos associar a cada vetor de V? suas coordenadas em relacio a essa base. Se
tomarmos uma segunda base, um mesmo vetor terd, agora, duas sequéncias de coordenadas: uma em relacio a primeira
e outra, a segunda. Qual € a relagao entre ¢ elas? Essa serd a questao a ser abordada nesta se¢do.

Sejam B = {e71,e3,e3} e C = {fl f2 f3} bases de V? e seja @ € V3. Suponha que

W= (x,x,x3)g ¢ U=(ynynys)e

Como B é uma base de V3, os vetores que compdem a base C também se escrevem como combinacio linear dos
elementos de B, ou seja, existem escalares a;; € R, com i, j = 1,2, 3 tais que

—
fi=(ai o, a3 )g
>
fr=(an,an,an),
>
f3= (a3, 003, 033) 4.
Vamos procurar uma relag:ao entre as coordenadas de @ em relacdo a base B cabase C.

Usando as coordenadas de % em relagiio a base C e as coordenadas de fl, fz, f3 em relagdo a base 8B, podemos
escrever

> — - -
u=yifi+tyo+fs
— —> — — — —> — — —
=yi(anel +@mies +azie3) + ya(aner + ane; + anes) + ys(aizel + axes + azzes)
— — —
= (an1y1 +apy2 + azys)er + (@21y1 + any: + @zys)es + (@31y1 + @3y2 + @33y3)es.
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Os escalares obtidos, acima, na decomposicao de W como combinagio linear dos elementos da base B, fornecem-nos
as coordenadas de @ em relacio a base B, e, portanto, segue que

X1 =aj1y1 +apy2+aizys
@21Y1 + any2 + @23y3

X3 = @31y1 + @32y2 + @333,

X2

ou ainda, de modo mais compacto, usando o produto entre matrizes,

X1 @11 @12 @13 [ Y1
Xo| = |21 @22 @23 | Y2
X3 @3] @32 @33| (V3

Neste ponto, introduziremos as seguintes notacdes:

X1 Y1 ) a2 a3

— —
vl =[ulg, |y2|=[uls e |a an as|=M.g4.
x3 Y3 @z @3 @33

A matriz 3 x 1 [@], (respectivamente, [] ;) é chamada vetor de coordenadas de W em relagio a base B
(respectivamente, C).
Assim, demonstramos o seguinte resultado fundamental.

Teorema 2.6.1 Sejam B e C bases de V* e seja i € V?. Entdo,
[ﬁ]g :MCB[?[]C' 2.9)

A matriz M, 5 € o que se chama de uma matriz de mudanga de base.

Observe que na matriz de mudanga de base M, 4, a primeira coluna € formada pelas coordenadas do primeiro vetor
da base C em relacdo a base 8. Na segunda e terceira colunas estdo as coordenadas do segundo e terceiro vetores,
respectivamente, da base C em relagdo a base B:

N
ﬁ= (a1, 021,031 ) iy a

se ]:2) = (0[|2,(222,(I32)B , entao MCB = (a2 ax s
f=(an,a3,033) g @31 an

sendo C = {J71), J_Cz), ?3)}-

Observagio Se B e C sio bases de V3, entdo det(M cg) # 0,umavez que C é um conjunto LI (veja a Proposigao[2.3.4).
Portanto, M., € uma matriz inversivel. Assim, se % € V3, aidentidade (9] 1&-se também na forma

(@] = (Mgg) ' [W] g (2.10)

Exemplo 2.6.2 No Exemplo- o item (ii) podena ter sido mais rapldamente resolvido usando a matriz de mudanga
de base. Lembre que, como fl =(2,-1,0)g, f2 =(1,-1,2)g e f3 =(1,0,2) s, temos

2 11
Mes = |-1-10],
0 22
e, portanto, usando (2.9),
2 11 1 2
[V]g=MgylV]e=|-1-10[]2]=]-3

0 2 2(|-2 0
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Agora,

. -
-1 _ E1 01 _IZ
Meg)™ =1=2 -1 7 |-
L g 1
) 7 |
Assim, neste exemplo, se W = (4, 1, 2)g, usando (Z.10), obtemos
o I
— 11— 2 0 A N 1 :
[Wle =Mcg) [Wlg=|-3-1 3 [|1|=7]3
1 1
| 5 1 7 2 7

Proposiciio 2.6.3 Sejam B, C e D bases de V3. Entdo, Mpyp=MogM, o

Demonstraci@o Suponha que D = {g7, g5, g3}. Entdo, para todo j = 1,2, 3, segue do Teorema[2.6.1] que
[8_;18 = MCB[g_.;]C’

%sto é, a j—ésirpa coluna da matriz M, coincide com o produto de M., pela j-ésima coluna de M, .. Logo, a
igualdade desejada segue. o

Corolario 2.6.4 Sejam B ¢ C bases de V°. Entdo, M, = (Mz)~".

Demonstragio E claro que My, = I3. Da Proposi¢do 2.6.3 obtemos I3 = Mgz, = M, zM .. Portanto, M.
(M,g)". o

Exercicios Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 1-6.

2.7 Produto vetorial

Nesta seco, introduziremos uma tltima operag@o envolvendo vetores, o produto vetorial. Para tanto, serd preciso fixar
uma orientagio no espago V3.

Dadas bases B e C de V3, dizemos que B e C tém a mesma orientacdo, se det(M CB) > 0. Caso contrario, isto é,
se det(M, 5) < 0, dizemos que B e C t€m orientagdes opostas.

Observagdo E relevante notar as seguintes consequéncias da defini¢cdo acima.

* det(Mz) > 0se, e somente se, det(M,) > 0. Ou seja, a nogo de bases de mesma orientagéo, ou de orientagdes
opostas, ndo depende da ordem em que as bases foram apresentadas.

« A propriedade de ter a mesma orientagdo ¢ transitiva, no sentido de que se B, C e D sdo bases de V? tais que
(8B, C) € um par de bases de mesma orientagdo e (C, D) também é um par de bases de mesma orientagdo, entdo
B e D tém a mesma orientagdo. Isso segue, imediatamente, da Proposi¢do 2.6.31

» Também é consequéncia da Proposicio 2.6.3 que se B, C e D sio bases de V3 tais que B e C tém orientagdes
opostas, e B ¢ D também tém orientacdes opostas, entdo C e D tém mesma orientagio.

Diremos que V3 estd orientado se estiver fixada uma base 8 em V3. Neste caso, dada uma outra base C de V3,
diremos que C € uma base positiva se B e C tiverem a mesma orientacdo. Caso contrario, diremos que C € uma base
negativa.

Por exemplo, se B = {e}, e, e3} é a base que dé a orientacio de V3, entdo C = {3, e, 1} é uma base negativa

001 010
(pois M, = |0 1 0|, que tem determinante igual a —1), e D = {e3, e1, €3} é uma base positiva (pois M, = (00 1],

100 100
que tem determinante igual a 1).
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Observagdo Se o espaco V? estiver orientado, existem infinitas bases ortonormais positivas (e infinitas bases ortonor-
mais negativas). De fato, como vimos na Secdo 23] existem infinitas bases ortonormais em V3. Se C = {, V', W} é
uma delas e C ndo é positiva, entdo {V, &, W} sera.

Definicio Considere V3 com uma orientacio fixada. Dados 7, v € V3, definimos o produto vetorial de i e ¥V como
sendo o vetor @ A V que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) se {#,V} éLD,entio ® AV = 0
(ii) se {u, V} é LI, entdo

a U vVi=|lu v || sen(8), em que @ denota a medida do angulo entre u e V;
q g
b u/\véorto onalau ea Vv,
g
C u,V,u AV} éumabase positiva de V3.

Observagdo Essa definicdo do produto vetorial em termos geométricos € dificil de ser aplicada. Veremos, adiante,
que, em termos de coordenadas em relagdo a uma base ortonormal positiva, existe uma férmula 1til para o produto
vetorial. No entanto, algumas consequéncias podem ser obtidas ja a partir da definicdo em termos geométricos:

* || A V|| é igual a drea do paralelogramo definido por @ e V. Mais prec1samente suponha {u v} LI (caso
contrarlo eles ndo definem um paralelogramo) e sejam A, B, C € E tais que o = =ABe 7V = AC. Seja D € E?
tal que AD =7 +7. Entdo, A, B, C, D sao os vértices de um paralelogramo, como na figura:

C D

=!

h

>

A s B

Denote por 4 a altura do paralelogramo em relagio ao lado AB. Entdo, & = (AC) sen(6) e a drea do paralelogramo
¢ dada por (AB)h = (AB)(AC) sen(8) = || @] || V|| sen(8) = || & A V.

* No caso em que {#, vV} é LI, o produto vetorial Z A V nio é o vetor nulo, pois, neste caso, 8 # 0 e § # m, 0 que
garante que sen(#) # O e, portanto, || @ A V|| # 0. Assim, o produto vetorial fornece um teste de dependéncia
linear: N

{ﬁ’,V} éLDse,esomentese, * AV = 0.

—

Em particular, segue que @ A & = 0, qualquer que seja 7 € V7.

Assim, temos, em V3 dois produtos definidos: o produto escalar, que é um niimero real, e o produto vetorial, que é
um vetor.
Vejamos como encontrar as coordenadas do produto vetorial.

Proposiciio 2.7.1 Considere V* com uma orientacdo fixada. Seja B uma base ortonormal positiva de V* e sejam
u= (cxl, s, a3)3, V= (ﬁl,ﬁz,ﬂj,)g € VS. Entao,

TNV = (afs - aspa, a3pi —a1fs, @12~ P ) g (2.11)
Demonstracio Seja W = (y1,%2,v3)s € V3, o vetor cujas coordenadas sio dadas por
Yi=@mBs—a3fr, vi=wfi -3, y3=aifr—afi.
Mostremos que W = % A V.
Primeiramente, note que se { %, Z} ¢LD,entdo ¥ = AV ou V = Au, para algum A € R. Em qualquer caso, teremos

¥1 =72 =3 =0e, portanto, W = 0.
Suponha, entdo, que {#, v} seja LI Por um lado, temos
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W% =y} +93 +73 = (@283 — @3f2)* + (@31 — a183)” + (@182 — 2 fBr) . (2.12)
Por outro lado,

17 AVIP = 17121 V117 sen?(8) = | ZII* | V11> (1 = cos?(8))
=1 ZIPIVIE = N Z N2 N1V 1P cos*(8) = | I IV = (@ - )? (2.13)
= (o] + 3 + 3) (B + B3 + B3) — (@1B1 + axfr + a3fB3)”.

Comparando os lados direitos de 2.12) e (Z.13)), obtemos que || W] = || & A V.
Agora,
] ) a3
W-W=ayy) +arys +azy; =det |a; @z az| =0.

B1 B2 B3

A segunda igualdade acima pode ser verificada expandindo-se o determinante em cofatores ao longo da primeira linha.
Segue que @ e W sdo ortogonais. De maneira analoga, prova-se que vV ¢ w também sdo ortogonais.

Finalmente, mostremos que C = {i/, vV, W} é uma base positiva de V3. Para tanto, basta verificar que esse conjunto
¢ LI e que a matriz de mudanca de base M, , tem determinante positivo. Para mostrar que C € LI, considere a matriz

] @y a3
A= B B2 B3
Y1 Y2 Y3

Calculando o determinante de A por expansdo em cofatores ao longo da terceira linha, obtemos
det(A) = y1(@pBs — @3f) — ya(1 B3 — a3fy) +ya(@1fa — mBy) = y; +v3 +v3 = | W]

Como vimos acima que ||| = || A W] e {iZ, ¥} é LI segue que det(A) = || A V> # 0. Assim, C &, de fato,
uma base de V3. Para ver que C é positiva, é preciso mostrar que det(M cg) > 0. Agora, M, = AT. Portanto,
det(M ) = det(AT) = det(A) = || & A V> > 0. Logo, C &, com efeito, uma base positiva de V5.

Conclui-se que W = &% A V, pois esses dois vetores tém o mesmo comprimento, sio paralelos e t€m o mesmo
sentido. O

Notacao para o produto vetorial em forma de determinante

A fim de facilitar a memorizagdo da expressdo (2.11)), utilizamos a seguinte nota¢do expandida para o determinante.

. . - 3 . - > 7 . ~ —
Considere uma orientagdo fixada em V-, e seja 8 = {7, ], k} uma base ortonormal positiva. Entdo, se u =
(a1, a2,a3)8 e V = (B1, B2, B3) 8, segue que

N
T Tk

J
WAV =det|a; az a3],
B1 B2 B3
em que esse “determinante” € calculado por “expansdo em cofatores ao longo da primeira linha”:
> > @ a3 — a) a3 - ay az| 7>
u AV =det U —det + det k.
B2 ﬁs} [/31 Bl T B /32]
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Exemplo 2.7.2 Considere uma orientacio fixada em V3 e coordenadas dadas em relacdo a uma base ortonormal
positiva. Calcule @ A V,emque @ = (1,2,3) e vV = (-1, 1,2).

Solugdo: Usando a notagdo em forma de determinante,

TTK
UAV=det|1 23 =det[23]7—det[l 3 7+ det
12

12 -12
-1

1 2] >
. 1] K=(1,-53). ¢

Observagio E facil verificar, usando, por exemplo, a nota¢do em forma de determinante para o produto vetorial, que
se V3 tem uma orientagdo fixada e {7, 7, k} é uma base ortonormal positiva, entdo

TAT =k, TAT=-F,
TAK =T, EANT =-7,
EAT =7, TAk=-T7.

Exemplo 2.7.3 Calcule a drea do tridngulo ABC, em que AC = (I,1,3) e CB = (=1,1,0) e as coordenadas estdo
dadas em relagio a uma base ortonormal positiva de V3. Determine a altura do tridangulo ABC em relagio ao lado BC.

Solucdo: Seja D o ponto tal que AD = CTB: conforme a figura:

Sabemos que a drea do paralelogramo ACBD € dada por HA—C) A A_D>“ = ”A—C: A CTB>H Logo, a drea do tridngulo ABC
€ dada por % HA—C: A CTB>“ Agora,

s
1

AC A CB = det =(=3,-3,2).

»—A'—A&.i
S W x|

-1

Logo, a drea do tridngulo ABC ¢ igual a 1~/(=3)2+ (=3)2+22 = 14/22. Se h denota a altura do triangulo ABC
em relacdo ao lado BC, entdo a drea de ABC também pode ser dada por %HB_C)H h. Como Hl?_é“ = ”C_B)H =

V(=12 + 12+ 02 = V2, segue que % 22 = %\/Eh Portanto, h = V11. <

A seguir vemos como o produto vetorial comporta-se em relag@o a outras operacdes definidas no espago do vetores.
Proposiciio 2.7.4 Considere fixada uma orientacdo em V3. Sejam i, uy,us, v, v1,v> € V3 e 1 € R. Entdo,
()@ ANVT+V2) =W AVI+ U AVy;
(i) G+ W) AV =Ul AV +ir AV,
(iii) AD)AV =W AQAV) =AU A V);
(iv) U ANV ==(V ATW).
Demonstracao Para a demonstracdo dessas propriedades, basta considerar uma base ortonormal positiva B e co-

ordenadas em relacdo a essa base. Assim, por exemplo, se ¥ = (x,y,2)g8, V1 = (X1,Y1,21)8 € V2 = (X2,¥2,22)8,
entao
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UAGT+2) = (y(z1+22) —2(y1 +y2), 2(x1 +x2) —x(21 +22), x(y1 +y2) — y(x1 +x2))
= (yz1 = 2y1, 2%1 = X21,Xy1 — yX1) + (Y22 — 2Y2, 2X2 — X22, Xy2 — YyX2),

o que demonstra (i). As demais propriedades podem ser mostradas de modo andlogo. )

Observagdo Como vimos, no item (iv) proposi¢do acima, o produto vetorial ndo é comutativo, isto €, a ordem em que
0s vetores aparecem importa.

Também vale notar que o produto vetorial ndo € uma operagio associativa, isto €, em uma sequenma de trés vetores,
distribuicdes diferentes de parénteses podem resultar em vetores diferentes. Por exemplo se i 7, k} é uma base
ortonormal positiva, entdo (7 A 7)) A T = =0AT= O aopassoque 7 A(TAT)=T A(=k) ——(] A k)——

Exercicios Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 7-23.

2.8 Produto misto

Ao procurar calcular o volume de um paralelepipedo, deparamo-nos com uma expressdo em que aparecem tanto o
produto vetorial quando o produto escalar. Chamaremos essa expressao de produto misto, como definido adiante.

Sejam @, V', W € V3 com {i, ¥, W} LL Se A, B,C, D € B3 sio tais que @ = AB, vV = AC e W = AD, entio os
pontos A, B, C, D ndo estdo em um mesmo plano e portanto definem um paralelepipedo, conforme a figura

G H

=l
e

=)
o

A
Vamos calcular o volume V do paralelepipedo ABCDEFGH. Sabemos que esse volume pode ser expresso por
V = Aph,

em que Ay, denota a drea da base, formada pelo paralelogramo ABCE, e h denota a altura do paralelepipedo em relacio
a essa face. J4 vimos que, se V? estiver orientado (e, portanto, o produto vetorial entre quaisquer dois vetores estiver
definido), entdo

Ap =7 AV

Resta-nos determinar a altura . Sabemos que @ A V' é um vetor ortogonal a i e a V. Assim, seu representante com
extremidade inicial no ponto A € perpendicular ao plano ABC, que contém o paralelogramo ABEC, como na figura.

G H
UANV /
D / F
4(// : ///
W/
. —> ! = g e e e e
projzae @ | /0 T E
A w B
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A altura h € dada pela distincia do vértice D ao plano ABC, e, portanto, coincide com a norma da proje¢ao ortogonal
de W sobre 7 A 7.1 Logo,

h:“pro]uAv W”—Hw (% A v)_’/\_’H

AV|?
W- @A) o AV W
- A @AY = e
1% AV 1w AVl
Assim, o volume do paralelepipedo ABCDEFGH ¢ dado por
A w — —> —
Va7 A7) AT pywL
lw AVl

Esse cédlculo motiva a seguinte defini¢do.
Definicio Considere uma orientacio fixa em V3. Dados @, V, W € V3, definimos o produto misto de i, V, W (nesta
, — —> — - > —
ordem) como sendo o nimero real dado por (' A V) - w e denotado por [, Vv, w].
Conforme vimos acima, o volume do paralelepipedo definido pelos vetores i, vV, w é igual a [[i@, V, W]].
O proximo resultado exibe uma férmula para o produto misto em termos de coordenadas.

Proposicao 2.8.1 Considere fixada uma orientacio em V3, e seja B uma base ortonormal positiva de V°. Se & =
(a1, @2,03)8, V = (B1, B2, B3)8, W = (1,72, ¥3)8 € V°, entdo

] @y a3
[, V, W] =det |B1 B2 B3
Y1 Y23

Demonstra¢i@o Sabemos, da Proposi¢ao2.7.1] que

N @ @ a) @ a) @
u/\V:(det[2 3],—det ! 3],det 12

),

B2 B3 Bi B3 B1 B2
Assim,
— = — - > > ) a3
u,v,w|l=(u ANVv)-w=det - — det + det
Lt vowl = (A ) B> B [/3 5| [,8 ﬁz]
] @y a3
=det (B1 B2 B3|
Y1 7273
expandido em cofatores ao longo da terceira linha. o

Assim como o produto vetorial fornecia um teste para dependéncia linear entre dois vetores, o produto misto fornece
um teste para dependéncia linear entre trés vetores:

Corolario 2.8.2 Considere fixada uma orientacio em V3, e seja B uma base ortonormal positiva de V3. Sejam
@ = (a1,02,@3)8, V = (B1,B2.83)8, W = (1,72, ¥3) € V°. Entdo,

{7,7,@’} é LD se, e somente se, [Y,V,W] =0.

3 A figura sugere que {#, V,W}e {&, V, ¥ A V} sejam bases de mesma orientagio. Mesmo que nfio sejam, a altura do parelelepipedo
coincide com ||proj;, W
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) ay @3
Demonstracio Vimos, na Proposicio 23 4lque {7, V, W} é LD se, e somente se, det |81 82 B3| = 0. Como vimos

o ) ) o ] N Y1 Y23
na proposi¢@o acima, o determinante coincide com o produto misto [u, Vv, w]. O

Em particular, se hd uma repeticio de vetores em um produto misto, ele é nulo: [@, W, V] = [¥,V,®] =
- —

[V, W, @] = 0. Ao final desta se¢o, veremos como o produto misto se comporta em relagio a permutagdes de vetores
e em relacdo as operagdes de soma e multiplicacdo por escalar.
Exemplo 2.8.3 Calcule, usando o produto misto, o volume do tetraedro de vértices A, B, C, D.

Solucdo: Sabemos que o volume V do tetraedo de vértices A, B, C, D € dado por

1
V= -Aph,
3 b

em que Ay denota a drea da base triangular ABC e h denota a alturﬂ)io te_trgedo em relacdo a essa face. Como a drea
do tridngulo ABC ¢ metade da 4rea do paralelogramo definido por AB e AC, segue
1j— -—
Av=[aB raC|.
A altura h pode ser expressa por
|[AB, AC, AD]|
|48~ ac|

uma vez que ela coincide com a altura do paralelepipedo definido pelos vetores XB?, AC , AD.

Dai, conclui-se que

adaac] 8

AB,AC,AD]|.

(Aqui, supusemos, implicitamente, que V> estava orientado, para que pudéssemos falar no produto vetorial e misto de
vetores. Isso serd feito sempre que pertinente.) <

Exemplo 2.8.4 Considere o paralelepipedo ABCDEFGH da figura:
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Suponha que esteja fixada uma orientacdo em Ve que A—B) = (1,0,1), BE = (ILLI,1)e ﬁ = (0,3, 3), e que essas
coordenadas estejam expressas em relacio a uma base ortonormal positiva de V3.

(i) Encontre o volume do paralelepipedo ABCDEFGH.
(i1) Encontre o volume do tetraedro EABD.
(iii) Determine a altura do tetraedro EABD em relacdo a face DEB.

101
Solugdo: Temos AE = AB + BE = (1,0,1) + (1, 1,1) = (2,1,2). Logo, [AB, AD, AE] = det |0 3 3| = -3.
212
(1) O volume do paralelepipedo € igual a |-3| = 3.
(ii) Conforme vimos no exemplo anterior, o volume do tetraedro EABD € igual a %|—3| = %
(iii) Sabemos que % = volume de EABD = %Ah, em que A denota a drea do tridngulo DEB e h denota a altura do

tetraedo EAD B em relacéo a face DEB. Como A = % HD—E> A D—é”, segue que

R
[DE A D]

Resta, portanto, encontrar BE A BE Temos

DE =DA+AE = -AD + AE = —(0,3,3) + (2,1,1) = (2, -2, -1)

(&
DB=DA+AB=-AD +AB = —(0,3,3) + (1,0, 1) = (1,-3,-2).
Logo, =
L TT k
DE ADB =det|2 -2 -1 = (1,3, -4).
1 -3-2

Assim, HDE A DB|| = V26. Portanto, h = T o

Proposiciio 2.8.5 Considere fixada uma orientacdo em V3, seja B uma base ortormal positiva de V? e seja C =
{W,V,W} uma outra base de V3. Entdo,
det(Mg) = [U,V, W].

Demonstraci@o Suponha que @ = (o, a2, @3)8, V = (81,52, 83)8 € W = (1, Y2, ¥3) 5. Entdo, pela Proposi¢io2.8.1]

temos
@y az @3

[W,V, W] =det |B1 B2 B3| =det(M,g") = det(Mg),
Y1 7273

como querfamos demonstrar. O
Podemos juntar o Coroldrio 2.8.2]com a conclusdo da Proposi¢do 2.8.3para obter o seguinte critério:

Corolario 2.8.6 Considere fixada uma orientacdo em V3, e sejam U, V,W € V3.

(i) Se [&, V, W] =0, entdo {&,V, W} ndo é base de V°.

(ii) Se [, V, W] > 0, entdo {i, V, W} é uma base positiva de V.

iii) Se [, V, W] <0, entdo {&, V, W} é uma base negativa de V°.
8!

W]

s bl

Uma das propriedades mais relevantes do produto misto é que ele € o que se chama de um produto alternado, isto
é, se dois dos vetores em um produto misto forem permutados, o produto misto muda de sinal:

(@, %, W] = [V, i, %] = [V, %, @] = [, %, V] = [#, &, ¥] = [, ¥, @].
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Isso pode ser demonstrando, por exemplo, por meio da Proposi¢io[2.8.1] usando o fato de que uma permutagdes entre
duas linhas no célculo de um determinante muda seu sinal.
Como consequéncia, segue que (i A V) -w = u - (V AW), pois o primeiro nimero é igual a [ %, V, W] e o segundo,
— —> — - o> —
a(vaAw)-u=[v,w,ul.
Por fim, como consequéncia das Proposi¢des 2.4.2le 2.7.4] pode-se demonstrar que o produto misto € trilinear, isto
é, que se em uma de suas trés entradas se colocar uma combinacio linear de vetores, isso resultard na combinacio
linear correspondente de produtos mistos. Por exemplo,

— — > —

= Alut, V, W] + pluz, ¥V, w1,

W]

[Aut + puz, V, w

e analogamente para combinacdes na segunda ou terceira posi¢des do produto misto.
Como consequéncia dessa dltima propriedade segue que o produto misto ndo se altera se somarmos a um de seus
vetores uma combinagao linear dos outros dois.

Exemplo 2.8.7 (Prova 2, Algebra Linear I, 2015) Suponha fixada uma orientacio no espaco V3. Considere as seguintes
afirmacdes sobre vetores vV, W, Z, 21, 2> € V°.

I.Se[V,w,Z]=5,entdo [V, W+27,Z7 -3V] =5.

IL Se [V, W,21] =2¢ [V, W, 23] = 3, entdo [V, W, 77 + 323] = 11.
1L [V, w, 7] = [W,Z, V]

Esta correto o que se afirma em
(A) I, II eIl (B) I e I1I, apenas. (C) I e 1, apenas. (D) 111, apenas. (E) I, apenas.
Solucdo: Vejamos I:

[V, W+27Z,7 -3V]=[V,W,
- —
vV, w

Logo, I estd correta. Consideremos, agora, 1I:
[V, W,Z21+322] = [V, W, Z1] +3[V, W, 2] =2+9 =11.
Assim, II também esta correta. Finalmente, III:
[V, W, 7] =-[W,V,Z] =W, Z,V].
Ou seja, III estd correta. Reposta: (A). <

Exercicios Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 24-27.
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Capitulo 3
Geometria analitica

Neste capitulo, utilizaremos o que vimos sobre vetores para resolver problemas geométricos tridimensionais, envolvendo
pontos, retas e planos.

3.1 Sistemas de coordenadas

Defini¢io Um sistema de coordenadas em E3 é um par T = (0, B), em que O € E3 é um ponto, chamado origem de
¥, e B é uma base de V3. Se B for uma base ortonormal, dizemos que o sistema de coordenadas X € ortogonal.

Dado um sistema de coordenadas ¥ = (O, 8) em E? e dado um ponto P € E?, se OP = (x,y,2)8, dizemos que
X, y, z sdo as coordenadas de P em relag@o ao sistema de coordenadas X, e escrevemos P = (x, y, 2)s.

Assim como coordenadas de um vetor em relagdo a uma base sao univocamente determinadas pelo vetor, coordenadas
de um ponto em relacdo a um sistema de coordenadas também sao Unicas. Mais prec1samente seja X = (O, B) um
sistema de coordenadas em E? e sejam P, Q € E taisque P = (x,y,2)s e Q = (x, y, z)s. Entio, OP = (x,y,2)8 = OQ
e isso implica P = Q.

Nosso primeiro resultado relaciona as coordenadas de dois pontos com as coordenadas do vetor que tem um
representante cujas extremidades s@o esses pontos.

Proposicao 3.1.1 Seja Ei(O, B) um sistema de coordenadas em B>, Se P,Q € E3 sdo tais que P = (x1,y1,21)s €
0 = (x2,y2,22)s, entdo PQ = (xa = X1,y2 = y1,22 — 21) 8-

Demonstragdo Pela definicdo de coordenadas de um ponto, temos que W)’ = (x1,y1,21)8 € O—Q) = (x2,¥2,22) 8-
Entéo,

PQ=PO+0Q=-0P+0Q =—(x1,y1,21)8 + (x2,¥2,22)8
=(x2 —X1,¥2 = Y1,22 — 21) 8,

que ¢ a expressdo desejada. O

Soma de ponto com vetor

Vimos_,flo inicio do Capitulo2l que dado um vetor @ € V> e um ponto P € E?, existe um tnico ponto Q € E? tal que
= PQ. Esse fato sera, por conveniéncia, denotado por Q = P + %. (Podemos pensar que Q é o ponto obtido a partir
de P por translagio, ao longo da dire¢iio e sentido de 7, de distancia || || de P.)
Dados P € E3 e @ € V3, a titulo de abreviacio, escreveremos P — i para denotar o ponto P + (= ).
Sao de demonstra¢do imediada, a partir da definicdo, as propridades listadas a seguir.
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Proposiciio 3.1.2 Sejam P,Q € B e i,V € V3. Entdo, valem:

(i) P+0 =P;

(i) P+ @)+ V=P+(U +V);
(iii) se P+ U =P+ 7V, entdo U = V;
(iv)se P+ U =Q + U, entdo P = Q.

As coordenadas da soma de um ponto com um vetor podem ser obtidas a partir das coordenadas do ponto e das
coordenadas do vetor, conforme a seguinte proposicao.

Proposiciio 3.1.3 Seja X = (0, B) um sistema de coordenadas em B?. Se P = (x,y,2)s e & = (a, b, ) g, entdo
P+ =(x+a,y+b,z+c)s.
Demonstragio Seja Q = P + . Entdo, PO = @. Se Q = (x',y’, z)x, pela Proposicao .11 temos
(' —x,y =y,2 =28 =P0 = & = (a,b,¢)s.
Logo,x’ —x=a,y’ —y=b,7"—z=c.Portanto, Q = (x +a,y + b,z + ¢)s. ]
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.4 Suponha fixado o sistema de coordenadas X = (0, 8) em E>. Dados P = (1,3,-3)5,0 = (0,-1,4)s €
EleV = (-1,4,0)g € V3, determine as coordenadas de

(i) QP
(i) P+ V5
(iii) Q +2PQ.
Solugdo: (i) QP =(1-03~(-1),-3-4)g = (L4 -T)g; (i) P+ V = (1+(~1),3+4,-3+0)x = (0,7,-3)s;

(iii) sab_e)mos que PQ = -QP = —(1,4,-7)g = (-1, -4,7)g. Portanto, 2PQ = 2(-1,-4,7)g = (-2, -8, 14) 5. Logo,
Q0+2PQ =0+(-2),-1+(-8),4+ 14y =(-2,-9,18)s. ¢

Exemplo 3.1.5 Suponha fixado o sistema de coordenadas £ = (0, 8) em E3. Determine as coordenadas do ponto
médio do segmento de extremidades A = (-1,4,7)se B = (0,1, 1)s.
Solugdo: Se M denota o ponto médio do segmento AB, entdo AM = %ﬁ, ou seja, M = A + %A—é Como AB =

(0_ (_1)7 1 _47 1 _7)8 = (15_3’ _6)85 segue que M= (_1 + 134_ %»7 - 3)2 = (_%3 %74)2' 3%

Observe que o argumento utilizado no exemplo acima pode ser generalizado para obter que as coordenadas do ponto
médio M do segmento de extremidades A = (x1, yi,z1)s € B = (x2, y2, 22)s s@o dadas por

X1 +Xxp 1+y2 z21+22
M:( yi+y ) ’
2

2 2 72

isto €, sdo as médias das coordenadas das extremidades. (Verifique!)

Exemplo 3.1.6 Mostre que os pontos A = (1,0, 1), B = (-1,0,2)e C = (1, 1, 1) sdo vértices de um tridngulo retangulo.
Aqui, coordenadas estdo dadas em relacdo a um sistema ortogonal.

Solugdo: Temos — A
AB=(-2,0.)z e AC=(0,1,0)z,

—_— —>
em que B denota a base do sistema de coordenadas. Como {AB, AC } ég, 0s trés pontos ndo sao colineares_,g, portanto,
sao vértices de um tridngulo. Esse tridngulo € retdngulo, pois AB e AC sdo vetores ortogonais, ja que AB - AC = 0.
Para esse tltimo célculo, utilizamos a Proposi¢io[Z.4.1] uma vez que B é uma base ortonormal de V3. ¢
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Observagdo Se T = (0, B) é um sistema ortogonal de coordenadas em B3 e P, Q € E? sio tais que P = (x1, y1,21)s
e Q = (x2,y2,22)s, entdo a distdncia d(P, Q) entre P e Q é dada por

d(P,Q) = \(x1 —x2)% + (31 = y2)? + (21~ 22)>.

Com efeito, d(P, Q) = ”P—Q)H

3.2 Retas

Nesta secdo, assumiremos como conhecido o conceito de reta no espago tridimensional E>.

Equacio vetorial da reta

Seja r uma reta em E3. Tome um ponto A € r e um vetor v # 0 paralel(ﬂ ar. Entdo, dado P € E3, temos que

Per < [AP,V}éLD
& existe A € R tal que AP = AV (pois V # 0)
&  existede€Rtalque P=A+AV.

A figura a seguir ilustra a situacdo descrita.

]/

~

"
A equacdo
r: X=A+1V (1€R)

chama-se equacdo vetorial daretar, e V € dito um vetor diretor de r.
O que acabamos de ver é que um ponto P € E3 estd na reta r se, e somente se, P satisfizer a equagio vetorial de 7,
ou seja, se, e somente se, existir A € R tal que P = A+ AV.

Observagdo Uma maneira de se pensar na equacdo de uma reta € a de que ela d4 uma trajetdria sobre a reta. Por
exemplo, podemos pensar em
r: X=A+1Vv (1eR)

como uma trajetéria sobre r que se inicia no ponto A — a origem da trajetéria — e percorre r com velocidade V: no
instante A estd-se no ponto A + AV

E claro que se W € V? é um outro vetor nio nulo paralelo 2 reta r ¢ B é um outro ponto de r, entio
r: X=B+uw (upeR)

—>
é também uma equacdo vetorial de r. Alids, se se conhecem dois pontos distintos A e B sobre uma reta r, entdo AB ¢
um vetor diretor de r e

1.0 vetor ¥ é paralelo a reta r se existirem M, N € E? tais que V = M N e o segmento M N for paralelo i reta r
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ri X=A+1AB (1€R)

€ uma equacdo vetorial de r.

Equacées paramétricas da reta

Suponha, agora, que X = (O, B) seja um sistema de coordenadas em E?, e considere a reta » em E? que passa pelo
ponto A = (xq, y0,20)x € tem vetor diretor V = (a, b, c)g. Entdo, dado um ponto P = (x,y,z)s € E3, conforme
vimos acima, sabemos que P € r se, e somente se, existir 4 € R tal que P = A + AV, 0 que, por sua vez, em vista da
Proposi¢ao[3.1.31€ equivalente a dizer que existe 1 € R tal que

x=xo+Ada, y=yo+Adb, z=z9+Ac.

As equagdes

X =Xxo9+Aa
y=yg+A4b (1€ R)
z=20+Ac

chamam-se equagoes paramétricas da reta que passa pelo ponto A = (xo,_yo, 70)s € € paralela ao vetor V = (a, b, ¢) 5.
Observe que, como V é um vetor diretor de r, em particular, v # 0, o que implica a? 4+ b% +¢? # 0. No caso

particular em que a # 0, b # 0 e ¢ # 0, podemos resolver para A e obter

X=X _Y—Yo_Z—%0
a b c

Essas duas igualdades chamam-se equacdes de r na forma simétrica.

Vejamos alguns exemplos de como descrever uma reta e suas propriedades a partir de equacdes que a definem, e
vice-versa, como encontrar equagdes que definem uma reta satisfazendo determinadas propriedades.

Nos exemplos que se seguem, considera-se fixado um sistema de coordenadas em E3. Coordenadas de pontos sdo
relativas a esse sistema de coordenadas, e coordenadas de vetores sdo relativas a base do sistema de coordenadas.

Exemplo 3.2.1 Encontre uma equagao vetorial, equagdes paramétricas e, se existirem, equagdes na forma simétrica
para a reta r que passa pelos pontos A = (1,0,1) e B = (0, 1,0).

Solugdo: Sabemos que AB = (—1,1,—1) é um vetor diretor de r. Assim, uma equagéo vetorial para r é
X=(1,0,1)+A(-1,1,-1) (1€ R).

Equagdes paramétricas para r sdo:

x=1-2
=1 (1eR)
z=1-4
e equacdes na forma simétrica:
x—1 z—-1
S

Podemos utilizar as equagdes na forma simétrica, por exemplo, para verificar se um determinado ponto de E* estd
ou ndo em r. Assim, P = (2,—1,2) € r, uma vez que suas coordenadas satisfazem as equagdes na forma simétrica,
mas Q =(2,1,0)¢r. <
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Exemplo 3.2.2 Determine uma equagdo vetorial da reta r que passa pelo ponto médio do segmento AB, em que
A=(1,1,3) e B=(3,1,0), e tem vetor diretor vV = (:{—g, 39;85, —‘/;)

Solugdo: Seja M o ponto médio do segmento AB. Como vimos, M = (ﬂ Ll 1310
(2.3,-14) = £V ¢

3 —
3= 30 S ) = (2,1,5). Agora, u =
»Ye paralelo a V' e, portanto, também € diretor de r. Logo, uma equagdo vetorial para r é

X:(2,1,%)+A(2,3,—14) 1eR). ©

Exemplo 3.2.3 Encontre uma equacéo vetorial da reta r definida pelas equagdes paramétricas

x=1+31
z=6-51

Solucdo: Vamos reescrever as equacdes paramétricas de r explicitando seus componentes:

x=1+213
y=0+242 (1 €R).
z =6+ A(-5)

Assim, a reta r passa pelo ponto A = (1,0, 6) e tem vetor diretor vV = (3,2, —5). Logo, uma equagdo vetorial de r é

X =(1,0,6) +2(3,2,-5) (1€R). ¢
Exemplo 3.2.4 Verifique se o ponto P = (4,1,—1) pertence aretar : X =(1,0,1) + 2(2,1,1) (1 € R).

Solucdo: E preciso decidir se existe 1 € R tal que P = (1,0,1) + A(2, 1, 1). Para tanto, A deve satisfazer (4,1, -1) =
(1+22,4,1+ Q). Ou seja, é preciso decidir se existe A € R tal que

4=1+22
1=2
-1=1+2

Mas € claro que nenhum A satisfaz essas trés equagdes. Logo, P ¢ r.

<&
Exemplo 3.2.5 Exiba um ponto e um vetor diretor da reta definida por

2x—-1 1-y
=—== 1.
3 2 Z+

3.1
Solugdo: Comecemos por reescrever as equacdes acima a fim de identificé-las, de fato, com as equagdes de uma reta.
Temos

2x_1_2(x—%)_x ;
3 3

Assim, as equagoes (3.I) podem ser escritas na seguinte forma, que mostra se tratarem de equagdes na forma simétrica
de uma reta, em que seus componentes foram explicitados:
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X—3 _y-1_z-(=1

3T
3 2 1

Ou seja, (3.I) definem uma reta que passa pelo ponto A = (% 1,-1) e tem vetor diretor Vv = (%, -2,1). ¢
Exercicios Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 28-30.

3.3 Planos

Nesta seciio, assumiremos como conhecido o conceito de plano no espaco tridimensional E?.

Equacao vetorial do plano

Seja 7 um plano em E3. Tome um ponto A € x e um par de vetores i, V € V3 tais que @ e V' sejam paralelodd a r e
{®, V} seja LI Entdo, dado P € E?, temos que

Pen & [AP,@,V}éLD
& existem A, 4 € R tais que AP = 17 +uV (pois {i, ¥} é LI)

&  existem A,y € Rtaisque P=A+A° +uv.

A figura a seguir ilustra a situacio descrita.

=l

A equacgdo
r: X=A+Au+uvV (A ueR)

chama-se equagdo vetorial do plano x, e @, V sdo chamados vetores diretores de .
Vimos que um ponto P € E> estd no plano 7 se, e somente se, P satisfizer a equagio vetorial de 7, ou seja, se, e
somente se, existirem A, u € R taisque P = A+ A% + uVv.

Equac6es paramétricas do plano

Suponha, agora, que T = (0, B) seja um sistema de coordenadas em E?, e considere o plano r em E* que contém o ponto
A = (x0,y0,20)x € tem vetores diretores @ = (r,s,t)g, Vv = (m,n, p)g. Entdo, dado um ponto P = (x,y,z)s € B3,
conforme vimos acima, sabemos que P € 7 se, e somente se, existirem 4, 4 € R taisque P = A + AW +uv,o que, por
sua vez, € equivalente a

X=xo+Ar+um, y=yg+As+pun, z=2z0+At+up.

As equacdes

2 O vetor i é paralelo ao plano 7 se existirem M, N € [E? tais que ¥ = M N e o segmento M N for paralelo ao plano 7.
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X=Xo+Ar + um
y=yo+As+un (A, ueR)
z=zo+ At +up

~ 7 . z 2z ->
chamam-se equacdes paramétricas do plano que contém o ponto A = (xg, yo,20)y € € paralelo aos vetores u =
—>
(r,s,t)g, vV = (m,n,p)sg.
- = -~ . . — = . . — — = .
Observe que como u, v sdo diretores de &, em particular {u, v} é LI. Assim, u A Vv # 0, qualquer que seja a
orientacio que se coloque em V7.
Nos exemplos a seguir, coordenadas de pontos sio relativas a um sistema de coordenadas em E? fixo e coordenadas
de vetores sdo relativas a base desse sistema de coordenadas.

Exemplo 3.3.1 Encontre uma equagio vetorial e equagdes paramétricas do plano que contém os pontos A = (0, 1, 0),
B=(1,0,1)eC=(0,0,1).

Solugdo: Os vetores AB = (I,-1,1)e AC = (0,-1, 1) sdo paralelos ao plano e {ﬁ, A—C)} € LI. Logo, eles sdo diretores
do plano. Assim, uma equagdo vetorial do plano é

X=(0,1,0)+A(1,-1,1) + u(0,-1,1) (1, u € R),

e equagdes paramétricas sdo

x=41
y=1l-21-u (LueR) <
z2=A+u

Equacio geral do plano

Seja T = (0, B) um sistema de coordenadas em E? e seja 7 o plano de E* que contém o ponto A = (xg, yo, 20)x € tem
vetores diretores i = (r, s,%, vV = (m,n,p)g. Vimos que dado um ponto P = (x1,y1,21)s € B3, temos que P € n
se, somente se, o conjunto {AP, i, V'} for LD. Como AP = (x1 —Xg, y1 — Y0, 21 — 20) 8, segue, da Proposicio[2.3.4] que
X1 —X0 Y1 — Yo 21— 20
P € & se, e somente se, det r ) t = 0. Desenvolvendo o determinante, por expansdo em cofatores
m n p
ao longo da primeira linha, por exemplo, obtemos que P € m se, e somente se, ax; + by; + cz; +d = 0, em que

st tr rs
a—det[np]—sp—tn,b—det[pm]—tm—rp,c—det[mn]—rn—smed——(axo+byo+cz()).

A equacdo
ax+by+cz+d=0

chama-se equagdo geral do plano . Vimos que um ponto de E? estd no plano 7 se, e somente se, suas coordenadas
satisfizerem a equacio geral de 7. Note que, na equacio geral do plano 7, a>+b?+c? # 0. Isso segue da Proposicio[2.3.6]
uma vez que {#, V} é LL

Observagdo Existe uma espécie de reciproca do fato de, fixado um sistema de coordenadas, todo plano ter uma
equacdo geral. Mais precisamente, seja X = (O, 8) um sistema de coordenadas em E3 e sejam a, b, ¢, d € R tais que
a® + b? + ¢* # 0. Entdo, existe um plano 7 em E3 que tem

ax+by+cz+d=0 (3.2)

como equagdo geral.
Com efeito, da condigio a” +b? +¢? # 0 segue que os escalares a, b, ¢ ndo podem ser os trés iguais a zero. Suponha,
por exemplo, que a # 0. Na equagdo (3.2)), fazendo

PO —_d.
y =z =0, obtemos x = &
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_ctd.
a 9
_b+d
7 -

e y=0ez=1,obtemosx =
e y=1ez=0,obtemos x =

Considere os pontos A = (—%, 0,0)s, B= (—%, 0,)seC = (—”GL", 1,0)x. Entao os vetores

AB = (—5,0, 1) e AC= (—é, 1,0)
a B a B

i
sdo LI e, portanto, existe um tnico plano 7 contendo os pontos A, B, C. Esse plano tem (—a)AB, AC como vetores
diretores e, assim, tem equagdo geral dada por

x—(-4)y-0z-0
det c 0 —-a|=0.
_b 1 0

a

Desenvolvendo o determinante, obtemos ax + by + cz + d = 0. O argumento € andlogo se b # O ou ¢ # 0.
Para os exemplos, suponha fixado um sistema de coordenadas em E>.

Exemplo 3.3.2 Encontre uma equacdo geral do plano que contém o ponto A = (9,-1,0) e € paralelo aos vetores
©=(0,1,00e vV =(1,1,1).

Solugdo: Comecemos por observar que, de fato, {#, V'} é LI e, portanto, definem com o ponto A um tnico plano. Uma
equagdo geral desse plano é
x=-9y—-(-1)z-0
det| O 1 0 | =0,
1 1 1

istoé,x—z-9=0. ¢
Exemplo 3.3.3 Encontre uma equacdo geral do plano que passa pelos pontos A = (1,0,1), B = (-1,0,1) e C =
(2,1,2).

Solugdo: Os vetores AB = (-2,0,0) e AC = (1,1, 1) sao paralelos ao plano e {A_B: A—C>} ¢ LI. Logo, uma equacdo
geral desse plano é
x-1y-0z-1
det{ -2 O 0 (=0,
1 1 1

ou, 2y —2z+2 = 0. Como as solugdes dessa equacao coincidem com as solugdes de y — z+ 1 = 0, essa ultima equacao
também € uma equacdo geral desse mesmo plano. <

Exemplo 3.3.4 Encontre uma equacio geral do plano definido pelas equagdes paramétricas

x=-14+21-3u
y=1+A+pu (A, ueR)
z=4

Solugdo: Das equagdes paramétricas, obtemos que o plano passa pelo ponto A = (—1,1,0) e tem vetores diretores
w=(2,1,1)e vV =(-3,1,0). (Observe que {u, V} &, de fato, L1.) Assim, uma equagio geral desse plano é
x=(-1)y-1z-0
0 = det 2 1 1 =—x-3y+5z+2,
-3 1 0

ou, equivalentemente, x + 3y -5z -2=0. <
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Exemplo 3.3.5 Encontre uma equagao vetorial para o plano definido pela equagao geral

x+2y—z-1=0. (3.3)

Solugdo: Basta encontrarmos trés pontos do plano que ndo sejam colineares, ou seja, busquemos trés solugdes de (3.3)
de modo que os pontos cujas coordenadas sejam essas solugdes ndo estejam sobre uma mesma reta. Fagamos, em (3.3)),
a seguinte tentativa:

*x =y =0e, portanto, z = —1;

*x=z=0e, portanto, y = %;

ey =z=_0e, portanto, x = 1.
Temos, entdo, trés pontos no plano: A = (0,0,-1), B = (0, 3,0), C = (1,0,0). Consideremos os vetores AB = 0,1,1)
e AC = (1,0,1). Como 2AB e AC sio paralelos ao plano e {2AB, AC} é LI,

X:(0705_])+/l(0a]’2)+/'l(]709]) (/l9l’t€]R‘)

€ uma equacfo vetorial para esse plano.

Se as solugdes de (3.3) que encontramos tivessem dado origem a trés pontos colineares, bastaria trocar uma delas
por uma outra que evitasse a colinearidade. Como o ndmero de solugoes de (3.3) € infinito, essa tarefa ndo seria dificil.
<&

Exemplo 3.3.6 Encontre equagdes paramétricas para a reta r determinada pela interse¢ao dos planos

T x+y+z-1=0 e mx+y—-2z=0.

Solugdo: A intersecdo de dois planos € uma reta precisamente quando esses planos ndo sdo paralelos. Veremos, adiante,
nessas notas, como verificar se dois planos sdo paralelos ou ndo a partir de equagdes gerais deles (cf. Exercicio[3.3.9).
Por ora, aceitemos, neste exemplo, que 7 e 7> ndo sdo paralelos. Para determinar a reta dada pela intersecdo deles,
basta encontrar dois pontos distintos sobre ela. As coordenadas dos pontos de r sdo precisamente as solugdes do sistema
linear

x+y+z=1

x+y—-2z=0.

No Capitulo[Il vimos um método que permite encontrar todas as solu¢des desse sistema. Aqui, bastam duas. Entdo,
vejamos, subtraindo a segunda equacdo da primeira, obtemos z = % Substituindo esse valor na segunda equacio

fornece x + y = % Tomando x = 0, obtemos a solugdo (0, %, %); tomando y = 0, obtemos a solucdo (%, 0, %). Logo,

1

—
» 5 %) eB = (%,0, %). Como o vetor AB = (%, —%,0) é paralelo a r, o vetor

r é a reta que passa pelos pontos A = (0
2AB = (1,-1,0) é diretor de r. Logo,

I
&~

-2 (1eR)

N R
Il

D= p—

sdo0 equagdes paramétricas parar. <

Vetor normal a um plano

Veremos que, no caso de um sistema ortogonal de coordenadas, os coeficientes que aparecem na equagdo normal de
um plano tém uma interpretacdo geométrica precisa.

—

Definicio Seja 7 um plano em E3. Um vetor 7 € V? & dito normal ao plano 7 se 7 # 0 e 7 é ortogonal a todo vetor
paralelo a 7.
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Suponha fixado um sistema ortogonal de coordenadas X = (O, B) em E>, e seja 7 um plano em E>. Seja A =
(x0, Y0, Z0)x um ponto de 7 e seja 7 = (a, b, c)g um vetor normal a 7. Dado um ponto P = (x1, y1,2z1)g de E3, entio
P €  se, e somente se 71 € AP sio ortogonais, isto é, se, e somente se, 7-AP = 0. Como abase B de V3 ¢ ortonormal
essa dltima igualdade € equivalente a a(x; — xg) + b(y1 — yo) + ¢(z1 — zo) = 0, ou ainda,

ax1+byi+cz1+d=0
em que d = —(axg + by + 0+ czp). Ou seja,
ax+by+cz+d=0

€ uma equacdo geral de 7.
Reciprocamente, mostremos que se ax + by +cz +d = 0 é uma equacdo geral de 7, entdo @ = (a, b, ¢)g é um vetor
normal a 7. De fato, seja vV um vetor paralelo a 7 € sejam A = (x1,y1,21)s € B = (x2, y2,22)x pontos de 7 tais que
AB Entao, V= (xz —X1,Y2 —Y1,322 — zl)g e, como B € ortonormal, temos

-V =alx—x1)+b(ys—y1)+c(z2—z1) = (axy + byy + cz2) — (ax; + by; +cz1) =d —d = 0,

uma vez que, como tanto A como B estdo em 7, suas coordenadas satisfazem a equacao geral ax+by+cz+d = 0de 7.
Nos exemplos que se seguem, estd fixado um sistema ortogonal de coordenadas em E>.

Exemplo 3.3.7 Obtenha uma equagdo geral do plano 7 que passa pelo ponto A = (1,0,2) e tem vetor normal
7 =(1,-1,4).

Solugdo: Sabemos que 7 tem uma equacio geral da forma x — y + 4z + d = 0. Falta encontrar d. Como A € 7, suas
coordenadas satisfazem a equacdo geral. Assim, 1 —0+8+d =0, e, portanto, d = -9. Logo, x —y+4z -9 =0 é uma
equacdo geral de 7. <

Exemplo 3.3.8 Obtenha uma equagdo geral do plano que passa pelo ponto A = (0, 1,2) e tem vetores diretores
w=(41,2),v=(21,-2).

Solugdo Comecemos por observar que, de fato, { @, V'} é L1. Um vetor normal a 7  qualquer vetor que seja ortogonal a
weaV.Se V3 estivesse orientado, poderfamos tomar o produto vetorial @ AV como vetor normal a 7. Fixemos, entdo,
uma orientacdio em V3. Se a base ortonormal 8 = {7~ k } de V3 que compoe o sistema de coordenadas for positiva,
saberemos encontrar as coordenadas de @ A V em termos das coordenadas de % e de V (usando a Proposi¢io [2.7.1)).
Se B for uma base negativa, basta inverter o sinal das coordenadas do lado direito de (Z.11) para obter as coordenadas
do produto vetorial # A V. Em qualquer caso.

7K
det|4 1 2 |=(-4,12,2)g
21 =2

¢ um vetor normal a 7 (pois ele é ortogonal a @ e a V, uma vez que ou ele é o igual a W@ A V ou igual a —(& A V)).
Portanto, 7 = —%(—4, 12,2) = (2,-6,—1) também é um vetor normal a . Logo, 7 tem uma equagao geral da forma
2x — 6y — z+d = 0. Substituindo as coordenadas de A nela, obtemos d = 8. Logo, uma equacdo geral de 7 é
2x—6y—-z+8=0. ¢

Exemplo 3.3.9 Encontre uma equagao vetorial para a reta r dada pela intersecio dos planos

m:2x—-y—-3=0 e m: 3x+y+2z—-1=0.

Solucdo: Sabemos que 7 = (2, —1,0) é normal a 7y e que 713 = (3, 1,2) é normal a 7r,. Como 17 € 713 ndo sdo paralelos,
os planos 7| e > ndo sdo paralelos, e, como consequéncia, 1 N 72 €, de fato, uma reta. Agora, um vetor ndo nulo vV
ser4 diretor de r se for paralelo a r, isto é, se for paralelo a | € a 5. Mas isso s6 ocorre se V for ortogonal a 711 € a 713.
Como vimos no exemplo acima, o vetor
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- —
l

J
det|2 -1 0| =(-2,-4,5)
3

Do

1

é ortogonal a 717 e a 11> (ele é (1] A 3), dependendo da orientacio de V3.). Assim, podemos tom4-lo como diretor de
r. Precisamos, por fim, de um ponto em r, ou seja, um ponto que esteja simultaneamente em 7| e 7,. Para tanto, basta
tomar um ponto cujas coordenadas sdo uma solugdo do sistema linear

2x—y=3
3x+y+2z=1

Subtituindo y = 2x — 3, obtida a partir da primeira equagao, na segunda, obtemos 5x + 2z = 4. Fazendo x = 0 nessa
ultima equagdo, obtemos a solugdo (0, —3,2). Logo,

X=(0,-3,2)+12(-2,-4,5) (1e€R)
é uma equagdo vetorial parar. <

Exercicios Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 31-35.

3.4 Posicoes relativas

Nesta se¢do, veremos como 0s intrumentos vetoriais que introduzimos no capitulo anterior auxiliam no estudo de
posic¢des relativas de retas e planos.

Posicao relativa de retas

Lembremos que duas retas em E> sdo ditas paralelas se ou sdo coincidentes ou sio coplanares e nio tém ponto em
comum; sdo ditas concorrentes se t€m um Unico ponto em comum (0 que € equivalente a serem coplanares mas nao
paralelas); e sdo ditas reversas se ndo sio coplanares.

Fica, portanto, claro que dada uma reta r, passando pelo ponto A com vetor diretor 7, € dada uma reta s, passando
pelo ponto B com vetor diretor s, temos:

* r e s sdo paralelas se, e somente se, {7, 5} é LD.

* re s sdo reversas se, e somente se, {7, 5, AB} é LI
* r e s sdo concorrentes se, e somente se, { ¥, 5, AB} é LDe {7, S} é LL

As figuras ilustram as trés situagdes.

~

7 A 7 .
S
g B
retas paralelas retas concorrentes retas reversas
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Vejamos alguns exemplos, em que se entende fixado um sistema de coordenadas em E® (ndo necessariamente
ortogonal).

Exemplo 3.4.1 Estude a posicdo relativa das retas

riX=(1,2,3)+2(0,1,3) (1eR) e s:X=(0,1,00+u(l,1,1) (ueR).

Solugdo: O vetor 7 = (0, 1, 3) é diretor de r, e o vetor 5 = (1,1, 1), de 5. Como {7, 5} é LI, as retas r € s ndo sdo
paralelas. Para decidir se sdo concorrentes ou coplanares, considere os pontos A = (1,2,3) ere B=(0,1,0) e seo

01 3
vetor ﬁ =(-1,-1,3). Temosdet| 1 1 1 [=2#0.Segueque{7,75, ﬁ} ¢ LI. Portanto, r € s sdo reversas. <
-1-1-3

Exemplo 3.4.2 Estude a posicdo relativa das retas

riX=(1,2,3)+20,1,3) (1eR) e s:X=(1,36)+u(0,2,6) (uecR).

Solugdo: O vetor 7 = (0, 1, 3) é diretor de r, e o vetor 5 = (0,2,6), de s. Como {7, 5} é LD (pois § = 27), as retas
r e s sdo paralelas. Vejamos se sdo coincidentes ou ndo. Considere o ponto A = (1,2, 3) € r. Verifiquemos se A € s,
ou seja, se existe u € R tal que A = (1,3,6) + u(0,2,6). Essa igualdade é equivalente a

1=1
2=3+2u
3=6+6u
que tem solucdo dada por u = —%. Logo, A € s, o que faz de r e s reta coincidentes. (Duas retas paralelas sdo

coincidentes precisamente quando t€ém um ponto em comum.) <

Exemplo 3.4.3 Estude a posicdo relativa das retas

—6=0
riX=(1,23)+1(0,1,3) (1eR) e s:{x+y+z
x-=y—-z+4=0

Solucdo: O vetor ¥ = (0,1,3) & diretor de r. Fazendo z = 0 nas equacgdes que definem s, obtemos o ponto P =
(1,5,0) € s e, fazendo z = 1, obtemos o ponto Q = (1,4,1) € s. Logo, §¥ = PQ = (0,-1, 1)_é) um vetor diretor de
s,e {7,5} é LL Temos os pontos A = (1,2,3) € re P = (1,5,0) € s, que definem o vetor AP = (0,3, —3). Como

01 3
0 conjunto {7,75, ﬁ} € LD (pois det [0 —1 1 | = 0), as retas r e s sdo concorrentes. Para determinar o ponto de
03 -3

intersecdo das retas basta, por exemplo, substituir nas equagdes que definem s as coordenadas de um ponto genérico
de r, que sdo da forma (1,2 + 4,3 + 34). Fazendo isso na primeira equagdo, obtemos A = 0 (e, na segunda, também).
Logo o ponto de coordenadas (1,2, 3) (que é o ponto A) é o ponto de interse¢doderes. <

Posicao relativa de reta e plano

Em E3, dada uma reta r e um plano 7, ha trés possibilidades de posi¢des relativas: ou  estd contida em 7, ou 7 € 7 nio
se interceptam — nesses dois primeiros casos, dizemos que r e 7 sdo paralelos —, ou a intersec@o de r e € apenas
um ponto — nesse caso dizemos que r e & sao transversais.
Se 7 é um vetor diretor da reta r e W, V sdo vetores diretores do plano 7, fica claro que r e & sdo paralelos se, e
- = >\ 2
somente se {7, u, v} é LD.
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O resultado a seguir fornece um instrumento vetorial til na andlise de posi¢des relativas de reta e plano, quando se
tem a disposi¢do uma equagao geral do plano.

Proposiciio 3.4.4 Seja X = (O, B) um sistema de coordenadas em B>. Seja W = (m, n, p)g um vetor e seja x um plano
em B3 de equacdo geral ax + by + cz + d = 0. Entdo, W é paralelo a 1 se, e somente se, am + bn + cp = 0.

Demonstracio Tome um ponto A € e seja B = A+ w. Entdo, W é paralelo a 7 se, e somente se, B € 7. Agora, como
A € m,se A = (x0,Y0,20)x, €ntdo
axg + byg+czo = —d. 3.4)

Como B = (xo +m, yo +n, z9 + p)s, temos que B € x se, e somente se, a(xg+m) +b(yo+n) +c(zo+p)+d =0.Em
vista de (3.4)), essa igualdade ocorre se, e somente se, am + bn + cp = 0. m}

Observagdo Se o sistema de coordenadas na proposicao acima fosse ortogonal, o resultado seria imediato, uma vez
que, nesse caso 7 = (a, b, ¢)g seria um vetor normal a 7 e, portanto, w seria paralelo a 7 se, e somente se, W e 70
fossem ortogonais. O que diz a Proposi¢ao[3.4.41é que o cdlculo que realizariamos para verificar a ortogonalidade entre
W e 71, no caso de sistema ortogonal, continua valendo como teste de paralelismo entre W e 7, mesmo se o sistema
ndo for ortogonal.

Como uma reta ¢ paralalela a um plano se, e s6 se, qualquer vetor diretor da reta for paralelo ao plano, o critério
acima pode ser aplicado no estudo da posi¢do relativa entre reta e plano.
Nos exemplos a seguir, sempre estard implicito um sistema de coordenadas ndo necessariamente ortogonal fixado.

Exemplo 3.4.5 Estude a posicdo relativa da reta r e plano 7, em que

o X=(,L0)+aB3,2,1) (@eR) e x:X=(L1,3)+A(1,-1,1)+u(0,1,3) (LueR).

Solucdo: Sabemos que uma equagao geral de 7 € dada por

x—1ly-1z-3
det| 1 -1 1 |=0.
0 1 3

Expandindo o determinante, obtemos 7 : 4x +3y —z —4 = 0. Como 7 = (3,2, 1) é um vetor diretor de r, o critério da
Proposi¢io [3.4.4 nos garante que 7 nio € paralelo a 7, uma vez que 4 - 3+3 -2+ (=1) - 1 = 17 # 0. Logo, r e 7 sdo
transversais. Para encontrar o ponto de intersecdo entre r e 7 basta substituir as coordenadas de um ponto genérico de
r, (1+3a,1+2a,1+ a), na equagdo geral de 7: 4(1 + 3a) + 3(1 +2a) — (1 + @) — 4 = 0. Essa equagio nos fornece

_ 2 _ 11 13 15
a——ﬁ.LogO,rﬂﬂ—{(ﬁ,ﬁ,ﬁ)}. o

Exemplo 3.4.6 Estude a posicdo relativa da reta r e plano &, em que

r: X=02,2,1)+a(3,3,0) (e¢eR) e n: X=(1,0,1)+4(1,1,1) + u(0,0,3) (A, u€R).
Solugd@o: Um vetor diretor de r é 7 = (3,3,0) e vetores diretores de 7 sdo ¥ = (1,1,1),V = (0,0,3). Como
det ? ? (1) = 0, segue que r e 7 sdo paralelos (pois o determinante sendo nulo garante que {7, @, v} é LD). Para
decic(l)iros?; r estd contida em 7 ou ndo, tomemos o ponto A = (2,2,1) € r. Se A for um ponto de 7, como r e 7

sdo paralelos, isso implicard que r estd contida em x, caso contrdrio, teremos » N 7 = @. Vejamos, entdo, se existem
A,ueRtaisque A=(1,0,1)+4(1,1,1) + u(0,0,3), isto é, A, u que satisfazem

2=1+42
2=2
I=1+2+3u
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E claro que esse sistema ndo tem solugdo. Portanto, A ¢ m, donde se concluiquer Nt =@. <

Exemplo 3.4.7 Estude a posicdo relativa da reta r e plano 7, em que

x=1+2
r:qy=1-2 (1€ R) e m:ox+y—-2=0
z=4a

Solucdo: Um vetor diretor de r € 7 = (1,-1,1).Como 1 - 1 +1-(=1)+0-1 = 0, r e  sdo paralelos. O ponto
A =(1,1,0) estd em r e suas coordenadas satisfazem a equag@o geral de . Logo, r estd contidaem 7. &

Posicao relativa de planos

Dois planos em E? sio ditos fransversais se interceptarem-se em uma reta; caso contrério, sio ditos paralelos. Se sio
paralelos, podem ser coincidentes ou ter intersecio vazia.

Proposiciio 3.4.8 Seja X = (0, B) um sistema de coordenadas em B> e sejam 7| e m, planos em B3, com equacées
gerais
M aix+byy+ciz+di =0 e T axx+byy+crz+dy=0.

Entdo, nty e y sdo paralelos se, e somente se, existir 1 € R tal que da) = ap, Aby = by e Ac = ¢».

Demonstracdo Suponha que exista A € R tal que da; = ap, Ab; = by e Acy = c¢. Sejam u7, vi vetores diretores de
mi.Seuj = (r,s,t)s e vi = (m,n, p)g, entdo

axr + bys+cayt = dayr +aldbys + Acit = Aar+bys+ct) =0,

pois air + bys + cit = 0, pela Proposi¢do[3.4.4] uma vez que, sendo diretor de 71, ] € paralelo a 7r;. De modo similar,
mostra-se que axm +byn+cop = 0. Portanto, tanto iz como v sdo paralelos a 7r5. Dai, segue que 7 € 75 sdo paralelos.

Reciprocamente, suponha que 7| e 7> sejam paralelos. Sabemos que pelo menos um dos escalares aj, bi, c; ndo
€ nulo. Suponha, por exemplo, que a; # 0. Mostremos que, tomando A = Z—f, temos as igualdades desejadas. E claro
que a; = Aa;. Para mostrar que b, = Aby, considere o vetor w = (b,, —ay, 0)g. Pelo teste da Proposicio3.4.4] w €
paralelo a 7. Como 7, e 71 sdo paralelos, segue que W € paralelo a r; Outra aplicagdo da Proposigdo B.4.4] fornece
que ajby + by (—ay) =0, e, portanto, by = Ab;. Para mostrar que ¢, = Acy, usa-se um argumento analogo, com o fato
de o vetor 7 = (¢2,0,—ay) g ser paralelo a m, e, a fortiori, a my. O

Observagdo Na Proposicio [3.4.8] se o sistema de coordenadas X for ortogonal, entdo 77 = (a1, b1, c1)g € um vetor
normal a 71y e 13 = (a2, b, c2)g € um vetor normal a 5. Entdo, 1| e 75 sdo paralelos se, e somente se, 7] € 773 S30
vetores paralelos. Isso ocorre se, e somente se, existe 1 € R tal que n; = An; (lembre que vetores normais nunca sio
nulos). O que a Proposi¢ao[3.4.8]diz € que mesmo no caso de um sistema que néo seja ortogonal, a proporcionalidade
entre os tré€s primeiros coeficientes das equagdes gerais dos planos € equivalente ao paralelismo entre eles.

Nos exemplos, entende-se fixado um sistema de coordenadas nio necessariamente ortogonal em E?.

Exemplo 3.4.9 Estude a posicdo relativa dos planos 7y : X = (1,0,1) + A(1,1,1) + u(0,1,0) (2, u € R) e
m: X =1(0,0,0) +a(1,0,1) + B(-1,0,3) (e, B € R).

Solugdo: Equagdes gerais de mr; e 73 s@o obtidas fazendo, respectivamente,

x—1lyz-1 X yz
det{ 1 1 1 (=0 e det|1 01| =0.
0 1 0 -103
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Assim, 11 : x—z=0 e 7, : y=0. Aplicando o critério da Proposi¢io [3.4.8] obtemos que 7| e 7, sdo transversais.
A reta r de intersecdo de e m, € definida por

r:{x—zzo o
y=0

Exemplo 3.4.10 Estude a posicdo relativa dos planos 71 : 2x —y+z—-1=0¢e m : x — %y + %z -9=0.

Solucdo: Tomando A = % na Proposic¢do B.4.8] concluimos que 7 e m, sdo paralelos. Agora, para que eles fossem
coincidentes, seria necessdrio que o quarto escalar nas equacdes gerais estivessem na mesma propor¢ao dos demais.
Como -9 # %(—1), segueque 1 Ny =@. <

Exercicios Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 36—41.

3.5 Perpendicularismo e distancias

Nesta secdo, estard fixada uma orientagio em V? e um sistema ortogonal de coordenadas ¥ = (0, 8) em E3, em que a
base ortonormal 8 = {7", 7, k } de V* é positiva. Coordenadas de pontos estario dadas em relacio a ¥, e coordenadas
de vetores estardo dadas em relagdo a 5.

Comecemos por esclarecer o conceito de perpendicularidade envolvendo retas e planos.

Sejam r e s retas em E> com vetores diretores 7 e ', respectivamente. Dizemos que as retas 7 e s s30 orfogonais se
os vetores i e v forem ortogonais. Dizemos que as retas r e s sdo perpendiculares se forem ortogonais e concorrentes.
(Observe que retas reversas podem ser ortogonais, mas nio sao perpendiculares.)

Seja r uma reta em E3 com vetor diretor 7 e seja 7 um plano em E* com vetor normal 7. Dizemos que r e 7 sdo
perpendiculares se os vetores 7 e 7 forem paralelos.

Sejam 7 e mp planos em E? com vetores normais 7} € 713, respectivamente. Dizemos que os planos 71 e 7 sdo
perpendiculares se os vetores 717 e n; forem ortogonais.

Exemplo 3.5.1 Verifique se sdo ortogonais e perpendiculares as retas r : X = (1,1,1) + 1(2,1,-3) (1 € R) e
s:X=(0,1,0)+4(-1,2,0) (2 € R).

Solugcdo: Como vetores diretores de 7 e s temos 7 = (2,1,-3) e = (-1,2,0), respectivamente. Esses vetores
sdo ortogonais, uma vez que 7 - § = —2+2+0 = 0. Logo, r e s sdo retas ortogonais. Agora, tomando os pontos

—
N

2 1-3
A=(1,1,1) ereB=1(0,1,0) € s, obtemos o vetor AB = (-1,0,-1). Como det |-12 0 [ = —-11 # 0, segue que
-10-1

—>
{7,5,AB} é Ll e, portanto, r e s sdo reversas. Logo, nio sio perpendiculares. <

Exemplo 3.5.2 Encontre uma equag@o geral do plano 7 que contém a origem e € perpendicular a reta r : X =
(1,1,0) + 2(2,3,7) (4 € R).

Solugédo: Para que r e m sejam perpendiculares, € preciso que o vetor diretor 7 = (2, 3,4) de r seja normal a 7. Assim,
uma equagdo geral de 7 é da forma 2x + 3y + 7z + d = 0. Como a origem O = (0,0, 0) é um ponto de 7, segue que
d =0e,portanto, 7 : 2x+3y+7z=0. <

Exemplo 3.5.3 Verifique se os planos 7y : X = (0,0, 1)+2(1,0, 1)+u(-1,-1,1) (4, x € R) e mp : 2x—Ty+16z-40 =0

s@o perpendiculares.

TTK
1 0 1|=(1,-2,-1)

-1-11

¢ um vetor normal a 7. Sabemos que 71> = (2, —4, 16) é normal a 5. Temos 71 - 13 = 2 + 14 — 16 = 0. Logo, nn{ e ny

sdo ortogonais. Portanto, 7| e m, s@o perpendiculares. <

Solugcdo: Como @ = (1,0,1)e V = (=1, -1, 1) sdo vetores diretores de 711, 1] = & AV = det
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Exemplo 3.5.4 Considere aretar : X = (2,0,-1) + 1(3,1,3) (2 € R) e o ponto P = (1,2, 1). Determine a projecio
ortogonal do ponto P sobre a reta r e o ponto P’ simétrico de P em relagdo a r.

Solugdo: Se_]a Q a projecdo ortogonal de P sobre r. Entdo, Q € um ponto de r tal que a reta PQ € perpendicular ar, e
P =P+ 2PQ Veja a figura.

Como Q € r, temos Q = (2 + 34,4, -1+ 31), para algum A € R. Portanto, PQ = (1+34, 1-2,-2 + 34). Como
queremos que 7 e a reta PQ sejam perpendiculares, € preciso que os vetores 7 = (3,1,3) e PQ se]am ortogonais.

Assim, o nimero A que procuramos deve satisfazer 3(1 + 3/1) +(1=-2)+3(-2+32) = PQ = 0. Segue que
/l = 5 Logo 0= (?S, 159, - 19) Também segue que PQ (34 —33,-23). Assim, como P’ =P+ ZPQ segue que
(1 +234,2+ 5(-33), 1+ 3(-23)) = ?—;,—%,—%—;

Uma outra solugdo resulta da observagao de que 0=A+ proj» AP em que A € um ponto arbltrarlo de r (por
exemplo, A = (2,0, —1)). Neste caso, temos PQ = AQ — AP = prOJ»AP AP e, assim, P’ = P+2(prOJaAP AP)
sem precisarmos determinar Q. <

Distancia entre ponto e reta

Seja r uma reta em E3 e seja P € E? um ponto que ndo estd em . Sabemos, da geometria euclidiana, que a distdncia
d(P,r) entre P e r é dada por d(P,r) = d(P,Q), em que Q é o ponto de r de modo que a reta PQ seja perpendicular
ar.SeP er,entiod(P,r) =0

O resultado a seguir fornece uma férmula para a distdncia entre um ponto e uma reta que prescinde da determinacao
do “pé da perpendicular” (isto €, do ponto Q como acima).

Proposicio 3.5.5 Seja r uma reta que passa pelo ponto A e tem vetor diretor 7, e seja P um ponto. Entdo,
Pposi¢ ] que p pelop ’J p

”ﬁ/\?
d(P,r)Zw. (35)

Demonstracdo Se P € r, entdo {Xf’, 7} é LD, e a férmula € valida. Suponha que P ¢ r e seja B = A + 7. Entio,
d(P,r) = h, em que h denota a altura do tridingulo ABP em relagdo ao lado AB.

' h

A 7 ‘B

Sabemos que a drea do triangulo ABP € dada por % |ﬁ A EH Mas essa drea também é dada por % ”EH h.Igualando

as duas expressdes para a area, usando que AB = 7 e resolvendo para &, obtemos a férmula desejada. O
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. . x—=y—-1=0
Exemplo 3.5.6 Calcule a distancia entre o ponto P = (1,1,-1) earetar : Y
x+y-2z=0
Solugdo: Para aplicar a férmula (3.3), precisamos de um ponto sobre r € um vetor diretor de r. Como r estd dada pela
intersecdo de dois planos, sabemos que um vetor diretor de r pode ser obtido pelo produto vetorial entre os vetores

—>
- —
k

rJ
normais aos planos. Assim, 7 =det {1 —1 0 | = (1, 1,2) é um vetor diretor de . Um ponto sobre r é um ponto cujas
I 1 -1

coordenadas satisfacam as equacdes gerais dos dois planos, por exemplo, A = (0, -1, —1) € r. Assim, ZT’ =(1,2,0)
e, aplicando a férmula (3.3)), obtemos

1(.2.00 A (L L2 _ [I(4 -2, =Dl _ VI4

dPN="monr . S 2 2

—
(Uma outra maneira de se obter um vetor diretor de r seria determinar dois pontos A e B em r e tomar AB como diretor
der.) <

Distancia entre ponto e plano

Seja m um plano em E? e seja P € E* um ponto que nio estd em 7. A distdncia d(P, ) entre P e m é dada por
d(P,m) = d(P,Q), em que Q é o ponto de 7 de modo que a reta PQ seja perpendicular a 7. Se P € m, entdo
d(P,n) =0.

Existe uma formula para a distancia entre um ponto e um plano que evita a determinag@o do ponto Q mencionado
acima. Essa féormula estd dada na proxima proposicdo e € uma versao tridimensional para uma conhecida férmula para
a distincia entre um ponto e uma reta da geometria analitica bidimensional.

Proposicao 3.5.7 Seja n o plano que contém o ponto A e tem vetor normal 7, e seja P um ponto. Entdo,

—

|AP - 7|

4P = =

(3.6)

—>
Demonstracdo Basta notar que a distincia d(P, ) é dada pelo comprimento da projecdo ortogonal de AP na dire¢do
ortogonal ao plano 7, ou seja, na dire¢io de 77, conforme ilustrado na figura.

A
7
A
projﬁﬁ
A
s
Assim,
 — lAP-7|| |AP-#| . |AP-#@|. .. |AP-T7|
d(P,m) = ||proj AP| = || S0 | = (S 17 = S 1 =
7l 7l 7l 17l
que ¢é a férmula desejada. O

Observagdo Suponha, na Proposi¢ao que
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m:ax+by+cz+d=0 e P = (x0, y0, 20)-

Entdo, um vetor normal a 7 serd # = (a, b, ¢). Agora, dado A = (x1,y1,z1) € &, teremos ax; + by, + cz; +d = 0.
Logo,

AP -7 = (x0 = x1,¥0 = ¥1,20 — 21) - (@, b, ¢) = a(xo — x1) + b(yo — y1) + c(20 — 21) = axo + byo + cz0 +d,
uma vez que d = —(axj + byj + czy). Assim, a formula (3.6) assume a forma

|axg + by +czo + d|
Va? + b? + 2

Essa € a versao tridimensional para a conhecida férmula da distancia entre um ponto e uma reta da geometria analitica
no plano.

d(P,m) = (3.7

Exemplo 3.5.8 (Prova 2, Algebra Linear I, 2019) Considere o ponto P = (=1, 1, 1) e o plano 7 dado por:

x=—-1+2+7u
y=1-21+pu (LueeR).
7=A-5u

A distancia entre o ponto P e plano m € igual a
4 1 2 1 2
A) 5 B) 5 © 5 D) 5 (E) 5

Solugdo: Das equagdes paramétricas no enunciado, vemos que ¥ = (1,-2,1) e V = (7, 1, -5) sdo vetores diretores
do plano 7 e que o ponto A = (—1, 1, 0) pertence ao plano . Logo, uma equagio geral para  é

x+1ly-1z
det| 1 -2 1([=0,
7 I -5

ou, 9x + 12y + 15z — 3 = 0. Substituindo na férmula (3.7)), obtemos

9(=1)+12(D) +15(1) =3] _ 1

d(p,m) = VoI 1122+ 152

sl

Resposta: (B). <

Distancia entre retas

Sejam r e s retas ndo coincidentes em E3, e seja r uma reta perpendicular a r e a s. A distdncia d(r, s) entre r ¢ s é
dada por d(r, s) = d(P, Q), em que P é o ponto de intersecdo entre r e ¢t e Q € o ponto de intersecdo entre se ¢. Ser e
s sdo coincidentes, entdo d(r,s) =0. S

Se r e s sdo paralelas, existem infinitas retas perpendiculares a r € a s. Mas se r e s s30 concorrentes ou reversas,
existe apenas uma perpendicular comum. O leitor deve tentar se convencer deste fato. Segue dessa discussio que se r
e s sao concorrentes, entdo d(r, s) = 0.

A ilustrag@o abaixo auxilia a visualizar as diferentes configuragdes.
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P
|
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P r
P=0
|
il s : s \
0 | ot
|
retas paralelas retas concorrentes retas reversas

Se r e s sdo paralelas, entdo d(r,s) = d(A, s) = d(B,r), quaisquer que sejam A € r ou B € s. Assim, o célculo de
distancias entre retas paralelas recai no célculo de distancias entre ponto e reta.

Se as retas ndo sdo paralelas, o resultado a seguir d4 uma férmula para a distancia entre elas que evita passar pela
determinacdo da perpendicular comum e suas intersecdes com as duas retas.

Proposicao 3.5.9 Sejam r e s retas ndo paralelas com vetores diretores 7 e S, respectivamente. Seja A € r e seja
B € s. Entdo,

d(r,s) = 3.8)

—

N
Demonstracio Como r e s nio sdo paralelas, {7, 5} é L, e, portanto, 7 A’ S # 0. Logo, a férmula (3.8)) faz sentido.
— R Ll
Se r e s sdo concorrentes, entdo {7, 5, AB} € LD, o que implica que [ 7, 5", AB] = 0. Logo, a férmula (3.8)) vale neste
caso. Vejamos o caso em que r e s sdo reversas. Seja 7 o nico plano que contém r e é paralelo a s. (Esse é o plano
. S5 ) - A .. .
que tem vetores diretores 7, s e contém o ponto A.) Entdo, a distincia entre r e s coincide com a distancia entre B e
7 (veja a figura).

d(r,s)=d(B,n) =

que é o que desejdvamos mostrar. O

Uma outra maneira de entender (B8] é perceber que d(r, s) é precisamente a altura do paralelepipedo definido pelos
vetores 7, s e AB em relagio a face definida por 7 e 5.

Exemplo 3.5.10 Determine a distancia entre as retas
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riX=(1,2,3)+4(0,1,3) (1eR) e s:X=(0,1,0+u(1,1,1) (ueR).

Solugdo: Ja haviamos visto, no Exemplo[3.4.1] que r € s sdo reversas. De todo modo, elas ndo sdo paralelas, uma vez
A . — — . ~ ~

que tém vetores diretores 7 = (0,1,3) e s = (1,1, 1), respectivamente, e eles ndo sdo paralelos. Temos os pontos

A=(1,2,3) ereB=1(0,1,0) € 5. Logo, por (3.8), temos

ﬂnﬁzlq $.AB]| _ 11(0,1,3), (1,1, 1), (=1, -1, =3)]| 12| )

—,> = = =— <
7 A 10,1,3) A (1, L D) 1(=2.3.-DIl 14

Distancia entre reta e plano

Seja r uma reta em E e seja 7 um plano em E>. Se r N7 = @, isto &, se r e 7 forem paralelos, mas r ndo estiver contida
em 7, entdo a distancia d(r, ) entre a reta r e o plano x € dada por d(r, ) = d(P, ), em que P € qualquer ponto de
r. Se r estiver contida em 7 ou r e 7 forem transversais, entdo d(r, ) = 0.

Assim, o cdlculo da distancia entre uma reta e um plano, quando a distncia ndo € nula, fica reduzido ao cdlculo da
distancia entre um ponto e um plano, que j4 tratamos anteriormente.

Distancia entre planos

Se 1 e my sdo planos em E? tais que 71 N 72 = @, ou seja, sdo planos paralelos ndo coincidentes, entdo a distdncia
d(my, my) entre os planos 7y e m; satisfaz d (w1, 73) = d(P, m) = d(Q, m1), quaisquer que sejam P € 1 e Q € m;. Se
1 e mp forem coincidentes ou transversais, d (1, m5) = 0.

Novamente, recaimos em um caso j4 estudado anteriormente.

Exercicios Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 42-63.
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Capitulo 4
Espacos vetoriais

Neste capitulo, serd introduzida a nogdo de espago vetorial, um tipo de estrutura algébrica que generaliza o espago V3
dos vetores tridimensionais.
As referéncias para este e os demais capitulos destas notas sao [3], [4] e [S].

4.1 Definicio, exemplos e propriedades basicas

Lembre que no conjunto V3, formado pelos vetores tridimensionais, foram definidas duas operacdes: soma e multi-
plicag@o por um escalar. (Também foram definidos produto escalar e produto vetorial, mas essas opera¢des nao serdo
consideradas neste momento.) Essas opera¢des tinham propriedades algébricas, listadas nas Proposi¢des 2. 1. 1le 2.1.2]
que fazem de V3 um exemplo de um espaco vetorial, conforme a defini¢io a seguir.

Definicio Chamamos de espago vetorial um conjunto V munido de duas operagdes

VXV —V R RxV —DYV
(u,v) — u+v (4,v) — Av,

denominadas soma e multiplicacdo por escalar, respectivamente, que satisfazem as seguintes condigdes:

(EV-1) u+v =v+u,paratodos u,v € V;

(EV-2) u+ (v+w)=(u+v)+w,paratodos u,v,w € V;

(EV-3) existe Oy € V tal que u + Oy = u, qualquer que sejau € V;
(EV-4) paratodo u € V, existe —u € V tal que u + (—u) = Oy;
(EV-5) (Au)u = A(uu), paratodos A, u € Reu €V,

(EV-6) (14 p)u = du + pu, paratodos L, u € Reu e V;

(EV-7) A(u+v)=Au+ Av,paratodos 1 € Reu,v eV,

(EV-8) lu =u,paratodou €V.

Os elementos de um espago vetorial V sdo denominados vetores de V; o vetor Oy € chamado vetor nulo de V.

Vejamos alguns exemplos de espagos vetoriais.

Exemplo 4.1.1 Como ja mencionado, V? com as operagdes usuais de soma de vetores e de multiplicagcdo de um escalar
por um vetor é um espago vetorial, em que Oys = 0. As Proposi¢oes Z1.1le garantem que as oito condi¢des na
definicdo de espaco vetorial estdo satisfeitas.

Exemplo 4.1.2 Seja n um inteiro positivo, e considere o conjunto R” formado por todas as sequéncias de n nimeros
reais, isto é,
R" = {(al,az,...,an) | a; € R, paratodoi = 1,...,n}.

63



O conjunto R” tem uma estrutura natural de espaco vetorial em que a soma é dada por
(al,az,...,an) +(b1,b2,...,bn) = ((11 +b1,a2+b2,...,an+bn),
e a multiplicagdo por escalar, por
Aay,as,...,a,) = (day, das, ..., day).

Para demonstrar essa afirmagdo € necessario verificar cada uma das condi¢des (EV-1)—(EV-8) na defini¢do de espaco
vetorial. Essa é uma tarefa simples (e tediosa), que fica a cargo do leitor. O que vale a pena destacar é que, com essas
operacdes, 0s vetores cujas existéncias estdo postuladas nas condi¢cdes (EV-3) e (EV-4) sdao dados por

Orn = (0,0,...,0)

—(ay,az,...,ay) = (—ay,—as,...,—ay,).

Exemplo 4.1.3 Seja I um intervalo contido na reta real R. Considere o conjunto das funcdes reais definidas em /:
F()={f:1—-R]| féumafuncio}.

Existe uma estrutura natural de espago vetorial em ¥ (/) em que as operagdes sdo tais que se f,g € F(I) e 2 € R,
entao

(f+e)(x)=f()+g(x) e  (ANHx)=1f(x),
para todo x € I. Neste caso, o vetor nulo O#(7) é a funcdo nulan: I — R, definida por n(x) = 0, paratodo x € I. E
se f € F(I), entdo —f € F(I) é a funcio definida por (—f)(x) = —f(x), para todo x € I. Mais uma vez, a tarefa de
verificagdo de que as condi¢des (EV-1)—(EV-8) estdo satisfeitas fica a cargo do leitor.

Exemplo 4.1.4 Um exemplo de espaco vetorial ji visto nesta notas, mas ndo nomeado dessa maneira, s30 0s espagos
vetoriais de matrizes. Sejam m, n inteiros positivos e denote (como vimos fazendo) o conjunto de todas as matrizes
m X n por My, (R). Esse conjunto tem uma estrutura natural de espaco vetorial em que as operacdes sao dadas por

(aij) + (bij) = (aij +bij) e Aaij) = (Aay).

Essas sdo as mesmas operagdes que introduzimos na Secdo Aqui, 0y
sdo todas iguais a 0, e —(a;;) = (—a;;).

(i) € @ MAtriz m X n nula, cujas entradas

Exemplo 4.1.5 Este ¢ um exemplo que serd bastante explorado neste curso. Seja n um inteiro positivo. Denote por
?,,(IR) o conjunto formado por todos os polindmios de grau menor ou igual a n e o polindmio nulo. Ou seja,

P.(R) = {ao+a1x+a2x2+~~~+anx" | ag,ai,...,a, e]R}.

Definimos, em #,,(IR) a seguinte operacdo de soma: dados p = ap + ajx + arx?+ -+ apx, q=by+bix+ box? +
s+ bpx™ € P, (R), define-se

p+q=(ag+bo)+ (a1 +bi)x+ (ar +b2)x> + -+ (a, + b,)x".

Uma operagdo de multiplicagdo por escalar em $,(R) é definida da seguinte maneira: dados A € Re p = ap+ajx +
axx* + - +apx" € P,(R), entdo

Ap = dag + daix + Aarx* + - - - + dapx".

Com essas operagdes, £, (IR) € um espago vetorial em que Op, (r) € 0 polindmio nulo, ou seja, aquele em que todos os
n+1 coeficientes sdoiguaisa0,edado p = ap+aix+asxi+- - +apx" € P.(R), temos —p = —ag—aix—asx3—- - -—apx",
como o leitor pode verificar.

Observe que £, (IR) € um subconjunto de 7 (IR). Na secéio seguinte, neste capitulo, veremos o conceito de subespago
vetorial de um espago vetorial e mostraremos que, de fato, £, (IR) é um subespaco de ¥ (IR).
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Exemplo 4.1.6 (Lista 1 - Algebra Linear II, ex. 2) Consideremos um exemplo em que as operacdes em um espago
vetorial ndo sdo as “usuais”, por assim dizer.

SejaV ={u € R | u > 0}. Serdo definidas operagdes no conjunto V que fardo dele um espaco vetorial. A fim de
evitar ambiguidades na compreensio das operagdes a serem definidas, utilizaremos, neste exemplo, o simbolo & para
denotar a operacdo de soma no espago vetorial V e o simbolo © para denotar a opera¢do de multiplicagdo por escalar
no espaco vetorial V.

Vamos as defini¢des: dados u, v € V, defina a soma u @ v por

udv=uv,

e, dados 1 € R e u € V, defina a multiplica¢do por escalar A © u por

A0u=ut.

Observe que, de fato, u @ v € um elemento do conjunto V, uma vez que se u,v € V,entdou > 0e v > 0, o que
implica uv > 0. Também ¢ verdade que se 4 © u € V, quaisquer que sejam 4 € R e u € V, pois, como u > 0,
u? > 0. Em resumo, as definicdes de ® e © sio, de fato, operacdes no conjunto V. Agora, passemos as condi¢des
(EV-1)-(EV-8). Por exemplo, para verificar a condicao (EV-1), € preciso mostrar que quaisquer que sejam u,v € V,
temos u ®v = v @ u. Mas isso €, de fato, verdadeiro, uma vez que o produto entre nimeros reais € comutativo: uv = vu.
Deixemos a verificagdo das condi¢des (EV-2)—(EV-4) a cargo do leitor, com apenas dois comentarios. O primeiro diz
respeito ao candidato ao vetor nulo nesse espaco vetorial. Fica claro que para provar a validade de (EV-3) € preciso
tomar Oy = 1, que, cabe observar, € um elemento do conjunto V. Ainda, o “oposto” de um elemento u de V, aqui
denotado por 6u, dever satisfazer ou = %, para que a condi¢@o (EV-4) esteja satisfeita.

Facamos a verificacdo de mais uma das oito propriedades das operag¢des que definem um espago vetorial. Por
exemplo, vejamos (EV-7): seja A € R e sejam u, v € V. Entdo,

A

A0wedv) =10 wv) =)' =uWt=utevi=QUou) ®(1ov),

como queriamos. O leitor deve terminar a verificagao das demais condicdes.

Exemplo 4.1.7 Vejamos, agora, um exemplo de um conjunto munido de duas operagdes @ e © que ndo € um espaco
vetorial porque as condigdes (EV-1)—(EV-8) ndo estdo todas satisfeitas.
Seja U = {(a,b) | a,b € R}. (O conjunto U nada mais é, como conjunto, que o conjunto R?). Defina em U as
seguintes operagoes:
(a,b) ® (c,d) = (a+d,b+c), paratodos (a,b),(c,d) € U,

A0 (a,b) = (da,Ab), paratodos A € Re (a,b) € U.

Para mostrar que U ndo € um espacgo vetorial, basta mostrar que pelo menos uma das condi¢des (EV-1)-(EV-8) ndo
estd satisfeita (uma vez que, para ser um espago vetorial, todas as condi¢des deveriam estar satisfeitas). Mostremos,
por exemplo, que a condi¢cdo (EV-1) ndo vale. Como essa condi¢do faz referéncia a uma igualdade valer para fodos
os elementos do conjunto em que estio definidas as operagdes, para mostrar que ela € violada, € suficiente exibir uma
escolha particular de elementos u e v para a qual a condi¢do ndo vale. No nosso caso especifico, se tomarmos os
elementos (1,2) e (3,5) de U, vemos que, por um lado

(1,2) ® (3,5) = (6,5),

e, por outro lado,
(3,5 @ (1,2) = (5,6).

Segue que (1,2) & (3,5) # (3,5) @ (1, 2). Assim, a condi¢do (EV-1) nao estd satisfeita e, portanto, U ndo é um espago
vetorial com essas particulares defini¢cdes de operagdes. (J4 haviamos visto, no Exemplo4.1.2l com n = 2, que existem
operacdes em R? que fazem dele um espaco vetorial.)
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Observagdo Note que, na definicdo de espaco vetorial, ndo hd mengdo ao fato de haver um inico vetor nulo em um
espaco vetorial. Também nao é dito que dado um vetor ¥ em um espago vetorial existe um zinico vetor —u tal que
u + (—u) = Oy. Apesar disso, ambas as unicidades podem ser garantidas. E o que faremos a seguir.

Seja V um espaco vetorial.

* Suponha que Oy, 0f, € V sejam vetores que satisfazem a condi¢do (EV-3) na defini¢do. Mostremos que Oy = 07,
Com efeito,

0y, =0}, + 0y pois Oy satisfaz (EV-3)
=0y +0i, por (EV-1)
=0y pois 07, satisfaz (EV-3)

* Seja u € V. Suponha que —u; e —uy sejam vetores que satisfazem a condi¢do (EV-4) na definicdo. Mostremos
que —u| = —uy. Com efeito,

—u; = —uy +0y por (EV-3)
=—uj + (u+(-uz))  pois —u, satisfaz (EV-4)
= (—uy +u)+ (-up) por (EV-2)
= (u+ (-u1)) + (—uz) por (EV-1)

=0y + (—u2) pois —u satisfaz (EV-4)
= —up +0y por (EV-1)
= Uz por (EV-3)

Algumas propriedades que todos os espagos vetoriais satisfazem sdo decorréncias imediadas da defini¢cdo, como as
que constam da proposi¢@o a seguir.

Proposicao 4.1.8 Seja V um espaco vetorial. Entdo, valem:

(i) A0y = Oy, para todo A € R;
(ii) Ou = Oy, para todo u € V;
(iii) se A € R eu €V sdo tais que Au = Oy, entdo A =0ouu =0y
(iv) (—)u = —(Au) = A(—u), para todos L € Reu € V;
(v) —(—u) = u, para todou € V;
(vi) seu,v,w €V sdo tais que u +v = u +w, entdo v =w.

Observe que, fazendo A = 1 em (iv), acima, obtém-se (—1)u = —u, paratodo u € V.

Demonstracd@o Faremos a demonstracao apenas de (i), ficando as demais propriedades a cargo do leitor. Comecemos
por observar que

A0y = A(0y +0y) = A0y + A0y, 4.1)

em que utilizamos (EV-3) na primeira igualdade e (EV-7), na segunda. Por (EV-4), existe um vetor —(A0y ) que satisfaz
A0y + (—(/lOV)) = 0Oy . Assim,

Oy = A0y + (=(10y)) = (A0y + A0y ) + (=(20y)) por @I)

= A0y + (/wv + (—(on))) por (EV-2)
= A0y + Oy por (EV-4)
= A0y, por (EV-3)
que ¢ a igualdade desejada. O
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Deste ponto em diante, faremos uso das propriedades relacionadas na proposi¢do acima, bem como das oito
condi¢des na definicdo de espaco vetorial, sem fazer mencao explicita a elas.

Uma questdo notacional: se u e v sdo vetores em um espago vetorial, o vetor u + (—v) serd, doravante, simplesmente
denotado por u — v.

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear II: Exs. 1-2.

4.2 Subespacos vetoriais

No Exemplo[.1.5] observamos que o espaco vetorial £, (IR) estava, como conjunto, contido no espago vetorial ¥ (RR).
Veremos que, de acordo com a préxima defini¢éo, P, (R) €, de fato, um subespaco vetorial de ¥ (R).

Definicdo Seja V um espago vetorial. Dizemos que um subconjunto W de V € um subespago vetorial de V se

i) Oy e W;
(ii) paratodos u,v € W, temosu +v € W,
(iii) paratodos A1 € Reu € W, temos du € W.

Em outras palavras, um subespaco vetorial (ou, simplesmente, subespaco) de um espaco vetorial € um subconjunto
do espago vetorial que contém o vetor nulo e é “fechado” para as operacdes de soma e multiplicagdo por escalar, no
sentido de que quando se soma dois vetores desse subconjunto obtém-se um vetor que ainda estd no subconjunto.
Analogamente, ndo se “sai” desse subconjunto tomando-se multiplos escalares de vetores nele.

Observagdo Se W € um subespago do espago vetorial V, entdo W €, ele mesmo, um espago vetorial com operagdes
dadas pela restri¢coes das operacdes de V a elementos de W. As condicoes (EV-1)—(EV-8) estdo satisfeitas em W porque
valiam para todos os vetores de V, em particular, para todos os vetores de W. (E claro que Oy = Oy e que a condigio
(EV-4) estd satisfeitaem W, pois se u € W, entdo —u = (-1)u € W.)

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.2.1 Considere o espaco vetorial R3 = {(x, y,z) | x, y, z € R} com as operac¢des usuais (aquelas introduzidas
no Exemplo.1.2), e o seguinte subconjunto de R:

Wz{()c,y,z)EIR3 |x—2y=0}.

Isto €, os elementos de W sdo apenas aquelas ternas ordenadas de niimeros reais (x, y,z) em que x — 2y = 0. Por
exemplo, (-2,—1,9) € W, porque (-2) —2(—1) = 0, mas (2,—-1,0) # W, uma vez que 2 — 2(—1) # 0. Mostremos que
W é um subespago de R>.

(i) O vetor nulo de IR? é o elemento Ors = (0,0,0), como vimos no Exemplo.1.2] Como 0 — 2(0) = 0, segue que,
de fato, Ogs € W.

(i1) Vejamos por que W ¢ fechado para a soma. Sejam w; e w, dois vetores de W. Entdo, cada um deles € um
elemento de R? satisfazendo a condicio para estar em W, isto é, wi = (x1, y1,z1) comx; —2y; =0, e wa = (x2, y2,22)
com xp — 2y, = 0. Verifiquemos que wi + wy € W. Para tanto, € preciso lembrar da defini¢do da opera¢do de soma
no espaco vetorial do qual W é um subconjunto, no caso, R?. Conforme mencionamos, a operacio de soma é aquela
introduzida no Exemplo4.1.2] Assim,

wi+wo = (x1,y1,21) + (X2, ¥2,22) = (X1 +x2,¥1 + y2,21 + 22).

Para que esse vetor soma esteja em W, € preciso que ele satisfaca a condi¢ao que define os vetores de W, o que, de fato,

€ o caso, uma vez que (x| +x2) —2(y; +y2) = (x1 = 2y1) + (x2 = 2y2) =0+ 0 = 0. Logo, W é fechado para a soma.
(iii) Finalmente, verifiquemos que W € fechado para multiplicacdo por escalar. Se A € Rew = (x,y,2) € W,

entio Aw = (Ax, 1y, A7), j4 que a multiplicagdo por escalar em R? é aquela definida no Exemplo E.1.21 Agora,
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Ax —2(Ay) = A(x — 2y) = 20 = 0, uma vez que x — 2y = 0, pois w é um elemento de W. Logo, W é também fechado
para multiplicag¢@o por escalar.

Como as trés condi¢des na definicio de subespaco estio satisfeitas, W é um subespaco de R?.

Tome, agora, o seguinte subconjunto de R3:

L:{(x,y,z)E]R3|x+y=1}.

Esse subconjunto ndo é um subespaco de R?, pois, por exemplo, Ogs ¢ L. (Na verdade, L nio satisfaz nenhuma das
trés condi¢des para ser um subespago, mas basta que uma delas ndo esteja satisfeita para que L ndo seja um subespago).

Exemplo 4.2.2 Todo espaco vetorial V tem pelo menos dois subespacos, chamados subespacos triviais de V: o subes-
paco {Oy } formado apenas pelo vetor nulo, e o subespago total V. Espacos vetoriais, em geral, contém muitos outros
subespacos além dos triviais.

Exemplo 4.2.3 Este é um dos exemplos mais importantes de subespaco vetorial. Seja A € M,,x,(R) e considere o
sistema linear homogéneo AX = 0 de m equagdes e n incégnitas. As solucdes de AX = 0 s@o elementos de R".
Mostremos que o conjunto S formado por todas as solu¢des de AX = 0 é um subespaco do espago vetorial R". (Aqui,
consideramos as operagdes usuais de R”, aquelas do Exemplo£.1.2).

(i) Temos que Og» = (0,0,...,0) € S, uma vez que um sistema homogéneo sempre tem, pelo menos, a solugio
trivial.

(i) Sejam u = (aj,az,...,an,)ev = (b1, by,...,by,) elementos de S, isto &, u e v sdo solugdes do sistema AX = 0.
Mostremos que u+v € S. Para tanto, € preciso mostrar que u+v = (a;+by,a+bs,...,a,+b,) ésoluciode AX = 0.

Mas isso € verdade, uma vez que vale a igualdade matricial

a; +b; ap by ai b 0 0 0
a + by an by an by 0 0 0
. =A[| .|+ . |[=A] . |+A| .| =] |+]|.]=].
a, + b, a, b, a, b, 0 0 0
(iii) Seja u = (aj,as,...,a,) € Sesejad € R. Entdo Au € §, pois
(23] ai 0 0
a) an 0 0
A A . Z/lA . =A =
a, a, 0 0

Conclui-se que, de fato, S é um subespaco de R".

Observe que o subespaco W de R? do Exemplo B.2.1] anterior é um caso particular deste, em que m = 1,n =3 e
A= [1 -2 O].

O conjunto formado por todas as solucdes de um sistema linear ndo homogéneo de m equagdes e n incdgnitas ainda
€ um subconjunto de R", mas nio € um subespaco de R". (Voc€ consegue ver por qué?)

Exemplo 4.2.4 Lembre, do Exemplol4.1.3] que o conjunto #,,(R) de todos os polindmios de grau < n, mais o polindmio
nulo, tem uma estrutura natural de espaco vetorial. Convenga-se de que se m < n, entdo $,,(RR) é um subespaco de

Pn(R).

Exemplo 4.2.5 Dado um intervalo aberto 7 na reta real, denote por C(I) o conjunto de todas as fungdes f: I — R
continuas. No curso de Calculo, vimos que a funcdo nula n: / — R € continua, que soma de func¢des continuas é
continua e que a multiplicagdo de uma constante por uma funcio continua é continua. Esses trés fatos podem ser
resumidos na afirmac@o de que C (/) é um subespaco do espaco vetorial ¥ (I) de todas as fungdes reais com dominio
1. Se D(I) denota o conjunto de todas as fun¢des f: I — R derivaveis, entdo, segue, também de resultados vistos no
curso de Célculo, que D(I) é um subespaco de C(I).

Mais geralmente, temos uma cadeia infinita de subespacos vetoriais:
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Po(R) CP1(R) S P2(R) €---CPR) S DR) cCR) € F(R),

em que P (IR) denota o espago vetorial formado por todos os polindmios, sem limitagdo no grau.

Exemplo 4.2.6 Agora, um exemplo em um espaco de matrizes. Afirmamos que

o

€ um subespaco do espago vetorial M,(R) (com as operagdes usuais definidas no Exemplo 4.1.4l) Com efeito,

ZZ]EMz(]R)|b=c}

Oy (my) = [8 8] € W, claramente; se A,B € W, entdlo A+ B € W (pois se A = [i z] e B = [Ccl, z,] entao

a+a b+b’

A+B= c+c' d+d

eb+b'=c+c’,umavezqueb=ceb’ =c’,jique A e Bsioelementos de W);sed € Re

Ada Ab

e Ad edb =Ac,jiaque b = c¢).

A € W,entdo 1A € W (pois se A = [z Z], entdo 1A = [

Exemplo 4.2.7 O subconjunto
S={A¢e M) |det(A) =0}

do espaco vetorial M,(IR) ndao é um subespaco, apesar de satisfazer as condigdes (i) e (iii) na defini¢do de subespaco,

00
o]
sdo matrizes de determinante nulo, portanto, M,N € S. Mas M + N = I, edet(l;) =1 # 0. Logo, M + N ¢ S. O
subconjunto S ndo é fechado para soma. Portanto, ndo é um subespaco de M, (R).

com o leitor pode facilmente verificar. Mas S ndo satisfaz a condi¢do (ii); por exemplo, M = [(1) 8} eN = [

O que fizemos nesta secdo e na anterior — e faremos nas seguintes — foi explorar consequéncias das condigdes
que definem um espaco vetorial. Pode-se demonstrar que muitas das propriedades do espaco vetorial V3, por exemplo,
sdo consequéncias apenas do fato de, nele, estar definida uma estrutura de espago vetorial, isto &, de estarem definidas
em V3 operagdes que satisfazem as condicdes (EV-1)—(EV-8), e nido necessariamente de o conjunto V3 ser formado
por vetores, definidos em termos de segmentos orientados em E>. Como vimos, hd diversos exemplos diferentes de
espacos vetoriais. Assim, tudo que foi — e serd — demonstrado para um espago vetorial abstrato, isto €, um conjunto
munido de duas operagdes satisfazendo as condicdes (EV-1)—(EV-8), serd vdlido em cada um desses exemplos. Este
€ o poder do método axiomdtico: por meio da obtencdo de consequéncias 16gicas de um determinado conjunto de
axiomas (por exemplo, as condi¢des que definem espaco vetorial), alcancamos resultados que sdo validos em qualquer
instancia particular em que os axiomas estdo satisfeitos. Isso ficard ainda mais claro nas sessdes seguintes, em que 0s
conceitos de combinagdo linear, dependéncia linear, base e coordenadas serdo introduzidos no contexto mais abstrato
dos espacos vetoriais.

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear IT: Exs. 3-5.

4.3 Combinacoes lineares e dependéncia linear

Seja V um espago vetorial e sejam uy,un,...,u, € V. Dizemos que um vetor v € V é combinagdo linear de
up,u,...,U, Se existirem a1, as,...,a, € R tais que

vV =aup + @y + -+ ey,
(Essa defini¢do dever ser comparada com a definicio de combinagio linear definida entre vetores de V3 na Se¢io2.2])
Exemplo 4.3.1 Em R?, (-3, 8) é combinagio linear de (—1,0) e (1,2), uma vez que (=3,8) = 7(—1,0) + 4(1,2).
Exemplo 4.3.2 Em P4(R), f = 8x* — 3x% + 5x + 52 é combinacdo linear de g = x* — 2x + 8 ¢ h = x> — 7x + 4, pois
f=8g—-3h.

69



Exemplo 4.3.3 Qualquer vetor de #,,(R) é combinag@o linear dos seguintes n + 1 vetores: 1, X, x2, X,

Exemplo 4.3.4 Em R?, (2, 1) ndo é combinagio linear de (1,0) e (—1,0), uma vez que qualquer combinagio linear
desses dois vetores serd da forma («, 0), para algum @ € R.

Definicao Seja V um espago vetorial e seja S = {uy, us, . .., u,} um subconjunto finito de V. Definimos o subespaco
vetorial de V gerado por S como sendo o subconjunto de V dado por

[S] = {aqul +@uy+ -+ auuy, | @, an, ..., a, € ]R}.
Isto é, [ S] € o conjunto formado por fodas as combinagdes lineares dos elementos de S.

Por convengio, definimos [@] = {0y }.
A proposigdo a seguir justifica o nome dado a [S].

Proposicao 4.3.5 Seja V um espago vetorial e seja S um subconjunto finito de S. Entdo, [S] é um subespago de V.

Demonstracdo Se S = @, a convengdo acima dd conta do resultado. Suponha que S = {uy, us, ..., u,}. Mostremos
que [S], conforme definido acima, satisfaz as trés condi¢Ges na defini¢o de subespaco de V.

(1) Oy € [S], pois Oy = Ouy + Oup + - - - + Ouy,.

(ii) Sejam v, w € [S]. Entdo, v = aju; + aguy + - - - + apu, € w = Biuy + Bouy + - - - + Buuy, com @, B; € R. Logo,

v+w = (auuy + @y + -+ apity) + (Bruy + Bouty + -+ - + Buty)
= (a1 + Bur + (a2 + Bo)uz + - - - + (@u + Bn)ttn,

e, portanto, v+ w € [S].

(iii) Sejam A € Re v € [S]. Entdo, v = aju; + axup + - - - + ayu,, com a; € R, e, portanto,

Av = Aauy + apuy + -+ - + apity)
= (/lozl)ul + (/10’2)”2 + -+ (/lan)un.

O que prova que Av € [S]. O

Se S = {uy,uy,...,u,}, € comum denotar [S] por [ui,us,...,u,], simplesmente. (Um alerta: a notacdo, com
colchetes, para o subespaco gerado por um conjunto com 3 vetores pode se confundir, em V3, com a notacio para o
produto misto. Geralmente, o contexto serd suficiente para evitar ambiguidades.)

Exemplo 4.3.6 Descreva o subespago W de R3 definido por W = [u,v],em que u = (1,-1,1) e v = (0, 1, -2).

Solucdo: Dado w = (x,y,z) € R?, temos

we [u,v] e existema,pB € R tais que w = au + Bv
< existem a, 8 € R tais que (x,y,z) = a(1,-1,1) + B(0,1,-2)
a=x
=  existema,f € Rtaisque{—-a+B8=y
a-2B=z
1 0 o X
&= osistema linear |—1 1 [ ﬁ] = |y|, nas varidveis a, 8, tem solugdo.
1 -2 Z
1 0 o X
Para encontrar, em funcio de x, y, z, condigdes para a existéncia de solugdes do sistema |—1 1 [ ﬂ] = |y|, iremos,
1 -2 z

como de costume, escalonar sua matriz aumentada:
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1 0|x 10| x 10 by
-1 1jy|—=(01|x+y [— |01 x+y
1 2|z 0-2-x+z 00[x+2y+z

Assim, o sistema tem solucdo se, e somente se, x + 2y + z = 0. Portanto, dado w = (x, y,z) € R3, temos quew € W
se, e somente se, x + 2y + z = 0. Em outras palavras,

W= [(1,-1,1),0,1,-2)] = {(x,y,2) e R} | x+2y +2=0}. ©

Exemplo 4.3.7 Mostre que, em 7 (R), temos [sen?(x), cos?(x) | = [ 1, cos(2x)].

Solugdo: Aqui, pede-se para demonstrar que, no espago vetorial F (R), de todas as fun¢des reais com dominio a reta

toda, os subespagos Wi = [ f, g] e W = [ p, ¢] coincidem, em que as fun¢des f, g, p,q: R — R sdo definidas por
f(x)=sen’(x),  g(x)=cos’(x), p)=1,  g(x)=cos(2x),

para todo x € R.
Com efeito, seja & € W,. Entdo, existem a,8 € R tais que h = af + Bg, isto é, h(x) = af(x) + Bg(x) =
asen”(x) + B cos?(x), para todo x € R. Assim, lembrando que cos?(x) = %(1 + cos(2x)), para todo x € R, temos
h(x) = asen®(x) + B cos?(x)
= a(1 - cos?(x)) + B cos®(x)

=a+(-a+p) cos?(x)

=a+(-a+p) (%(1 +cos(2X)))

a+,B+—a+ﬁ

=— cos(2x)
= L+~ By ),

para todo x € R. Portanto, i = # p+ _”2+B g, o que prova que i € W,. Logo, W; C W,. Para demonstrar a inclusio

reversa, tome ¢ € W,. Entdo, existem vy, 6 € R tais que r = yp + g, ou seja, t(x) = yp(x) + dg(x) =y + d cos(2x),
para todo x € R. Logo,

t(x) =y +6cos(2x)
=y +8(=1+2cos*(x))
=(y=-0)+20 cos?(x)
= (y - ) (sen(x) + cos?(x)) + 26 cos?(x)
= (y — 6) sen®(x) + (y + 6) cos>(x),
para todo x € R, donde se conclui que r = (y = 6) f + (y + §)g € W;. Assim, também temos W, C W;. Comparando
as duas inclusdes que foram demonstradas, concluimos que Wi = W,. <&

Observacdo Seja V um espaco vetorial, sejam uy,us,...,u, € V e seja W um subespaco de V. Para mostrar que
[u1,u2,...,u,] € W, basta mostrar que uy, ua, ..., u, € W, uma vez que se esses vetores estdo em W, entdo qualquer
combinagdo linear deles (isto €, qualquer elemento do subespago gerado por eles) também estard em W, ja que, sendo
um subespaco de V, W é fechado para somas e multiplica¢des por escalares.

Poderiamos ter utilizado essa observag¢ao no exemplo anterior e mostrado apenas que f € W e g € W a fim de
garantir W; = [ f,g] € Wa. Como W, = [p, g], mostrar que f € W, é mostrar que a fungio sen’(x) se escreve como
combinagdo linear da funcdo constante igual a 1 e da fung¢do cos(2x). Mas isso €, de fato, verdade, uma vez que, para
todo x € R, temos
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sen®(x) = %1 + (—%) cos(2x).

Similarmente, mostrar que g € W, é mostrar que a fungio cos?(x) é combinagdo linear da funcio constante igual a 1 e
da funcéo cos(2x), e isso € verdade, como jd vimos:

1 1
cos?(x) = 51 + > cos(2x).

A outra inclusdo, W, C Wy, poderia ser mostrada de modo similar, utilizando as identidades

1 = Isen’(x) + 1 cos®(x) e cos(2x) = (=1) sen?(x) + 1 cos?(x).

Dependéncia linear

Definicio Seja V um espaco vetorial e sejam u1, us, ..., u, € V. Dizemos que o conjunto {uy, us,...,u,} é linear-
mente dependente (LD) se existirem A1, Ay, ..., 4, € R, ndo todos nulos, tais que

Aquy + dup + -+ -+ Ayuy, =0y

Caso contrario, dizemos que {uy, us, ..., u,} € linearmente independente (LI).
Por convengao, o conjunto vazio @ € L1

Observacdo Dado um conjunto {uy,us,...,u,} de vetores em um espaco vetorial V, é sempre possivel escrever o
vetor nulo Oy como combinacdo linear de uy, u», . . . , u,, basta tomar escalares todos nulos: Ouj +0us +- - - +0u,, = Oy .
Chamemos essa combinagdo linear de trivial. O que diz a defini¢do acima € que se houver outra combinagio linear de
ui,us, . ..,u, que resulta no vetor nulo, além da trivial, entdo o conjunto {u,us, ..., u,} é dito LD.

Assim, para mostrar que um conjunto de vetores {uy, us, ..., u,} em um espaco vetorial V é LI é preciso mostrar
que se 41,42, ...,4, € R sdo tais que

Auy + Auy + - - -+ Ayuy, =0y,
entdo, necessariamente, A} = A, =--- =4, =0.

Exemplo 4.3.8 No espaco vetorial R* decida se {u, v} é LI ou LD, em queu =(1,2,3,4)ev=(1,1,2,3).

Solugdo: E preciso decidir se os tinicos escalares a, f tais que au + 8v = Ogs sdo @ = 8 = 0 (caso em que {u, v} é LI)
ou nio (e {u, v} seria LD). Vejamos,

au+pv=0r & «(1,2,3,4)+p(1,1,2,3) =(0,0,0,0)

a+B=0

20+ =0
3a+26=0
4a+3B8=0

Como, evidentemente, @ = 8 = 0 € a tinica solugdo desse sistema linear, {u#, v} é L. &

Exemplo 4.3.9 No espaco vetorial R?, decida se {(1,2,3), (2,3,4),(=1,0,1)} é LI ou LD.

Solucdo: Se a, B,y € R sido tais que

a(1,2,3)+B(2,3,4) +y(-1,0,1) = (0,0,0), 4.2)
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a+28-y=0 12-1
entdo {2a +38 =0 . Esse sistema linear € indeterminado, uma vez que det |23 0 | = O (ver Teorema [[.3.6).
3a+4B8+y =0 34 1
Portanto, existe pelo menos uma solug¢do ndo trivial (sdo infinitas, na verdade) para a equacdo (.2)), o que implica
que {(1,2,3),(2,3,4),(-1,0,1)} é LD. Para determinar uma combinag@o linear ndo trivial explicita, basta exibir uma
solucdo ndo trivial. As solugdes do sistema linear sdo da forma (-3¢,2¢,¢), t € R. Tomando, por exemplo, ¢ = 1,
obtemos a seguinte combinacao linear ndo trivial dos trés vetores resultando no vetor nulo:

~3(1,2,3) +2(2,3,4) + 1(=1,0,1) = (0,0,0). <

Exemplo 4.3.10 No espaco vetorial £(R), de todos os polindmios, decida se {f, g, h} € LI ou LD, em que f =
2 +1, g = 2-1,h=1t+2. (Neste exemplo, a varidvel estd sendo denotada por ¢, ao invés de x, como vinhamos
fazendo.)

Solugdo: Sejam a, B,y € R tais que af + g + yh = Op(Rr). Entio, a(f>+ 1)+ B> - 1) +y(t+2) =0,0queé

a+pB=0
equivalente a (@ + 8)12 + yt + (o — +2y) = 0. Em P(R) isso vale se, e s6 se, {y =0 . A tnica solucdo
a-B+2y=0

desse sistemaé @ = B =7y =0. Logo, {f,g,h} éLL. <

Exemplo 4.3.11 No espaco vetorial ¥ (IR), o conjunto {sen2 (x), cos?(x), cos(2x)} € LD, uma vez que
(—1) sen®(x) + 1 cos?(x) + (—1) cos(2x) = 0,

para todo x € R.

Observagdo Seja V um espago vetorial, sdo consequéncias imediatas da defini¢do:

e Dado u € V, temos que {u} é LD se, e somente se, u = Oy (uma vez que se u # Oy, entdo Au = Oy s6 ocorre
quando 4 = 0).

e Dados uy,us,...,u, €V, temos que {ui,us,...,u,} é LD se, e somente se, algum dos u; é combinacdo linear
dos demais. (O mesmo argumento utilizado na demonstragio da Proposi¢do 2.2.3]se aplica aqui.)

Vejamos algumas propriedades hereditdrias, por assim dizer, da dependéncia linear.

Proposicao 4.3.12 Seja V um espaco vetorial e sejam A, B C V dois conjuntos finitos de vetores de V. Valem as
seguintes propriedades:

(i) Se Oy € A, entdo A é LD.
(ii) Se AC Be AéLD,entdoB é LD.
(iii) Se AC Be BéLl entdo A é LL

Demonstracdo Para (i), suponha que A = {Oy = uy,up,...,u,}, entdo luy + Oupy + ...0u,, = Oy e os escalares
utilizados nessa combinacio linear ndo sdo todos nulos; logo, A é LD. E claro que (ii) e (iii) sdo equivalentes.
Mostremos (ii). Suponha que A = {uj,us,...,u,teque B = {uy,uz,...,un, Uns1,...,ur}. Se A é LD, entdo existem
ay, @z, ...,a, € R, ndo todos nulos, tais que aju; + agun + - - - + auit, = Oy . Assim,

Biuy + Bouz + -+ -+ Bty + Prstiner + -+ Pruy =0y,

emque 3; =a;,parai =1,...,n,e By = --- = B = 0. Como os escalares utilizados nessa combinag¢ao linear ndo
s@o todos nulos (algum S; com 1 < i < n é ndo nulo), B é LD. m]

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear II: Exs. 6-16.
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4.4 Bases e dimensao

Na se¢do anterior, vimos os conceitos de subespaco gerado por um subconjunto e independéncia (e dependéncia) linear.
Essas ideias serdo conjugadas para obtermos o conceito de base de um espago vetorial.

Defini¢io Seja V um espago vetorial e seja 8 um conjunto finito formado por vetores de V. Dizemos que B é uma
base de V se as duas seguintes condi¢des estdo satisfeitas:

(i) BgeraV,istoé, [B]=V,e
(i) BELL
Como vimos na secdo anterior, dado um subconjunto finito 8 de um espago vetorial, sempre podemos considerar o
subespago gerado por dele, que denotamos por [ B] e que é formado por todas as combinagdes lineares dos elementos
de B. O que a condigdo (i) na definicdo de base exige € que esse subespago coincida com todo o espago vetorial V.
Assim, uma base de um espago vetorial V nada mais € do que um conjunto finito que € LI e que esgota, tomando-se
combinagdes lineares de seus elementos, todos os elementos de V.
Comecemos com alguns exemplos para explorar essa definicdo.

Exemplo 4.4.1 O conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} é uma base de R3. Com efeito, é claro que esse conjunto é LI
Além disso, esse conjunto gera R3, pois todo vetor de R? pode ser escrito como combinagio linear dos trés vetores no
conjunto:

(a,b,c) =a(1,0,0)+b(0,1,0) +c(0,0,1).

De maneira anéloga, é facil ver que o conjunto de n vetores {e;, e2,...,e,}, em que, paracadai =1,...,n,

e: =(0,0,...,0,1,0,0,...,0)
1

é uma base de IR". Essa base € chamada base candnica de R".

Exemplo 4.4.2 O conjunto de n + 1 vetores {1,,£2,...,1"} é uma base de P, (IR), pois ele é claramente gerador e LI.

ool ool 1] 53]}

As bases dos dois exemplos anteriores também sdo, as vezes, chamadas de bases canOnicas de seus respectivos
espagos vetoriais.

Exemplo 4.4.4 O conjunto 8 = {(1,2,3),(0,2,2),(1,0,—1)} € uma base de R3. De fato, mostremos que B gera R3
eque BELL

i) [B] =R3: aqui, é preciso mostrar que todo vetor de R3¢ combinagdo linearde u; = (1,2,3),us = (0,2,2),u3 =
(1,0, —1). Para tanto, € preciso mostrar que, dadov = (x, y,z) € R3, existem a,B,y € R3 tais que v = auy +Bus+yus,
ouseja, (x,v,2) = a@(1,2,3) +3(0,2,2) +y(1,0,-1) = (@ + 7y, 2a + 28, 3a + 23 — y). Assim, mostrar que B gera R?
€ mostrar que, dados x, y, z € R, o sistema linear

Exemplo 4.4.3 O conjunto de 4 vetores

é uma base de M, (RR).

a+y=x
2a+28=y (4.3)
3a+2B-y=z2
101
nas varidveis a, 8,7y, tem solugdo. Como det |22 0 [ = —4 # 0, segue do Teorema que o sistema (.3) €
32-1

possivel determinado; em particular, tem solucdo. Portanto, de fato, [B] = R3. (Na realidade, o Teorema [1.3.6] nos
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garante que (£.3) tem uma tnica solugdo. Pelo método do escalonamento, por exemplo, pode-se determinar que a
tnica solugdo de (#.3) ¢ dada por @ = =, = _x+§y —,y = ===, Em outras palavras, se v = (x,y, z), entdo
v= () + (_Hgy_z)uz +(FE)us.)

(ii)) B8 é LI: aqui, o objetivo é mostrar que se «@,B3,y € R sdo tais que au; + Bus + yuz = (0,0,0), entdo
necessariamente, @ = 8 = y = 0. Isso é equivalente a mostrar que o sistema (£.3) com x = y = z = 0 é determinado.
Mas uma vez, esse fato segue do Teoremal[l.3.6]

No exemplo acima, vimos que essencialmente a mesma razdo garantiu que o conjunto 8 era gerador e LI. Veremos
que essa correlacdo sempre estard presente quando o conjunto em questdo tiver a quantidade certa, num sentido a ser
precisado, de elementos (cf. Corolaro[4.4.13).

Exemplo 4.4.5 O conjunto {(1,0,0), (0, 1,0)} ndo é uma base de R3, porque, apesar de ser LI (como ¢é facil ver), ndo
gera R3; por exemplo, (0,0, 1) niio é combinagcio linear de (1,0,0) e (0, 1,0).

Exemplo 4.4.6 O conjunto {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1),(1,2,3)} ndo é uma base de R3, porque, apesar de gerar R3

(todo vetor de R? é combinacdo linear dos trés primeiros, e, portanto, dos quatro vetores), niao é LI: (1,2,3) =
1(1,0,0) +2(0,1,0) + 3(0,0, 1).

Todo espago vetorial que pode ser gerado por um conjunto finito de vetores tem, pelo menos, uma base. Isso é
consequéncia do Teorema[4.4.8] que veremos a seguir.

O lema abaixo, necessario na demonstragdo do teorema, € uma consequéncia quase imediata da definicdo de
subespaco gerado.

Lema 4.4.7 Seja V um espaco vetorial e sejam uy,uy, . ..,u, € V. Para todo v € V, temos:
v e [uy,...,u,] se, esomentese, [v,ui,...,u,]=/[ui,...,u,].

Em outras palavras, o lema afirma que um vetor que é combinagao linear de outros vetores de um conjunto gerador
de um subespacgo pode ser omitido desse conjunto gerador sem afetar o subespaco gerado.

Demonstracd@o Como sempre valeque v € [v,uy,...,upl,se [v,up, ... uy] =[uy,...,up],entdov € [uy, ..., u,].
Por outro, lado, a inclusdo [uy,...,u,] € [v,uy,...,u,] é sempre vilida. Agora, se v € [uj,...,u,]|, como
Ul,... Uy € [Uy,...,u,], segue que [v,uy,...,uy] C [Uy,... uy]. O
Teorema 4.4.8 Seja V um espaco vetorial e sejam uy, . .. ,u, €V.SeV = [uy,...,u,], entdo existe uma base B de V
tal que B C {uy, ..., u,}.
Demonstracdo Se o conjunto A = {uy,...,u,} é LI entdo ele é uma base e ndo ha o que demonstrar. Suponha, entio,
que A € LD. Assim, algum u; é combina¢do linear dos demais, isto €, u; € [ul, e U U, un]. Daf segue,
do Lema[d. 47l que

[ul,...,uj_l,uj+1,...,u,,] =[A]=V.

Se Ay =A{uy,...,uj_1,uj41,...,u,} for L1, esta serd uma base de V contida em A. Se ndo, repetimos o argumento
com A no lugar de A. Desse modo, obteremos uma cadeia estritamente descendente

A2QAI2HA22 ...

de subconjuntos de ‘A, todos gerando V. Como esses conjuntos sdo todos finitos e diminuem de tamanho ao longo da
cadeia, em algum ponto, a cadeia estacionard em um conjunto que € também LI (j4 que o conjunto vazio é LI). Nesse
ponto, teremos uma base de V contida em A. o

A demonstracio do teorema fornece um método para obter uma base contida em um conjunto gerado. Vejamos um
exemplo.
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Exemplo 4.4.9 Mostre que o conjunto A = {(1,0), (1, 1), (1,2)} gera o espaco vetorial R? e exiba uma base de R?
contida nele.

Solugdo: Vejamos, primeiramente, que A gera IR?. Para tanto é preciso mostrar que todo vetor de R? é combinagio

linear dos elementos de A. Dado (a, b) € R2, temos que (a, b) € [A] se, e somente se, existirem x, y, z € R tais que

(a,b) =x(1,0) + y(1, 1) +x(1,2), ou, equivalentemente, x, y, z satisfazerem

+y+z=

rryTL=d (4.4)
y+2z=>

C i tad 111a
omo a matriz aumentada | o, 5|,

(@.4) tem solugdo. Logo, A, de fato, gera R?. (As solugdes de [#4) sio dadas por (a —b+1t,b—2t,1), t € R; portanto,
uma decomposi¢do de (a, b) como combinagio linear dos elementos de A €, por exemplo,

desse sistema ja € escalonada, vemos que, para quaisquer a,b € R, o sistema

(a,b) = (a—b+1)(1,0)+ (b—-2)(1,1) + 1(1,2),

em que tomamos ¢ = 1. Existem infinitas decomposi¢des como essa, uma para cada escolha do parametro ¢.)
O conjunto A é LD, pois olhando para (4.4) com a = b = 0, vemos que existem combinag¢des lineares ndo triviais
dos elementos de A que resultam no vetor nulo de R?, por exemplo, tomando a solugio com ¢ = 2,

2(1,0) + (-4)(1,1) +2(1,2) = (0,0). 4.5)

Assim, A ndo é uma base de R?, mas, pelo Teorema A contém uma. A relagdo de dependéncia linear (@.3)
permite que se escreva, por exemplo, (1,0) como combinacéo linear de (1, 1) e (1,2):

(1,0) = = (4(1, 1) + (=2)(1,2)) =2(1, 1) = 1(1,2).

N =

Assim, pelo Lema[£47] [(1,1),(1,2)] = [A] = R2. Ou seja, é possivel reduzir o conjunto gerador A de R? para
um conjunto que continua gerando R?, estd contido em A, mas tem um elemento a menos. Agora, esse Novo conjunto
A ={(1,1),(1,2)} é LI, uma vez que a(1, 1) + B(1,2) = (0,0) implica @ = 8 = 0, como o leitor pode facilmente
verificar. Portanto A; é uma base de R?, que estd contida em A. (No Apéndice [Al apresenta-se um método mais
eficiente para se extrair uma base de um conjunto gerador.) <

Dimensao

Nosso objetivo, agora, serd mostrar que duas bases de um mesmo espaco vetorial tém sempre a mesma quantidade de
elementos. Esse fato seguird como consequéncia do resultado a seguir.

Teorema 4.4.10 Seja V um espaco vetorial, sejam A = {uy,...,uy} e B = {vi,...,vy} subconjuntos de V. Se
V=[A]eBéLI entdom < n.

Demonstracdo A demonstracio serd feita por contradi¢do. Suponha que m > n. Como A é um conjunto gerador de
V, todo vetor de V se escreve como combinacao linear dos elementos de (A, em particular, isso se aplica aos elementos
de B:paracada j =1,...,m,existem a;; € R (1 <i < n) tais que

n
V= E jjUi.
i=1

Considere o sistema linear homogéneo de n equagdes e m incdgnitas cujos coeficientes sdo os escalares «;;:
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a1 X1 t+tapxy+ -+ A mXm = 0

@1 X1 +apXxy + -+ @ypXm, =0

4.6)
An1X1 + @p2X2 + -+ Uy X =0
Como m > n, pelo Teorema[[.1.8] esse sistema tem pelo menos uma solugdo ndo trivial (81, B2, . . ., Bm). Assim,
n n n
Bivi+Bavat- v = B Z aiii |+ 2 Zaizui +ot B Z AimlUi
i=1 i=1 i=1
m m m
= Z @B |ur + Z P Uz +- o+ Z @njfj [Un
j=1 j=1 Jj=1
Como (B1, B2, . .., Bm) € uma solugio de (.6), cada um dos coeficientes dos u; na combinagdo linear acima € zero.

Segue que
Bivi+pBava+--+ Bpmvm =Oy.

Mas os escalares 8; ndo sdo todos nulos, pois formam uma solugéo ndo trivial de @.€). Portanto, 8 é LD. Uma
contradi¢do. Logo, m < n. O

Corolario 4.4.11 Sejam B e B, duas bases de um espaco vetorial V. Entdo, B) e B tém a mesma quantidade de
elementos

Demonstragdo Suponha que B tenha n elementos e que 8B, tenha m elementos. Como V = [ B ] e B, é LI, segue, do
Teorema[4.4.10l que m < n. Por outro lado, como V = [B,] e By € LI, segue, do mesmo resultado, que n < m. Logo,
n=nm. O

Esse resultado justifica a préxima defini¢do.

Defini¢io SeV é um espaco vetorial que tem uma base com n elementos, diremos que V tem dimensdo n e escreveremos
dim(V) = n. Por convengdo, o espago vetorial nulo tem dimensio 0.

Exemplo 4.4.12 Segue, pelo que vimos nos exemplos no inicio desta se¢do, que

e dim(R"™) = n,
«dim(P,(R)) =n+1le
« dim(M>(R)) = 4.

Nesse dltimo caso, mais geralmente, dim(M,ux,(R)) = mn. Uma base de My, (R) € {E;; | 1 <i <m,1 < j < n},
em que E;; denota a matriz m X n com entrada (i, j) igual a 1 e as demais, todas, nulas.

Como vimos no Teorema[4.4.8] todo espago vetorial que pode ser gerado por um conjunto finito de vetores tem uma
base. Esses espacos serdo chamado de espacos vetoriais de dimensdo finita.

Terminamos esta se¢do com um resultado que €, em certo sentido, dual do Teorema[4.4.8] Aqui, também, precisa-
remos de um lema preparatério.

Lema 4.4.13 Seja V um espago vetorial e seja {vi,...,vy} um conjunto LI de vetores de V. Se w € V é tal que
{W,vi,...,vin} €LD, entdow € [vi,...,Vpn].

Demonstracdo Como {w,vy,...,v,} éLD, existem 8, ay, ..., @, € R, ndo todos nulos, tais que Sw + ajv| +- -+
amvm =0y . Se B =0, terfamos algum @; # 0e a@yvy+- - -+ @, Vv, = Oy, 0 que é impossivel, uma vez que {vi,..., vy}

¢ L1 Logo, B8 # 0 e, portanto, w = —%vl - “‘vam €[vi,...,Vml. O

Teorema 4.4.14 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e seja B um subconjunto LI de V. Entdo V tem uma
base contendo B.
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Esse resultado é também conhecido como Teorema do Completamento , uma vez que garante que qualquer conjunto
LI em um espaco vetorial de dimensdo finita pode ser completado a uma base.

Demonstracdo Suponha que dim(V) =n e seja A = {vy,...,v,} um conjunto LI formado por vetores de V. Como
V tem uma base com n elementos, segue do Teorema[d.4. 10 que m < n. Se [A] =V, entdo A € uma base de V e ndo
hé o que demonstrar. Suponha que [A] # V. Entdo, existe um vetor w; € V tal que wy ¢ [A]. Pelo Lemad.4.13] o
conjunto A; = {wi,vi,...,vy,} € LL (Se fosse LD, teriamos w; € [A].) Consideremos, agora, o conjunto A;. Ele
¢ LI Se [A;] =V, entdo A; serd uma base de V que contém A. Se ndo, repita o argumento com A; no lugar de
A. Esse processo termina em uma base (que contém A), porque em V ndo existem conjuntos LI com mais do que n
vetores. O

Corolario 4.4.15 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita igual a n.

(i) Se B é um conjunto gerador de V com n elementos, entdo B é uma base de V.
(ii) Se B é um subconjunto LI de V com n elementos, entdo B é uma base de V.

Demonstracdo (i) Pelo Teorema [£4.8] existe uma base C de V tal que C € B. Como C tem n elementos (pois
dim(V) = n), segue que C = B. (ii) Pelo Teorema £.4.14] exise uma base C de V tal que B8 C C. Como C tem n
elementos, B = C. O

O coroldrio que acabamos de ver € 1itil na tarefa de se exibir bases, como ilustra o préximo exemplo.
Exemplo 4.4.16 Mostre que B = {v{, vy, V3, v4}, em que
vi=(1,1,0,-4), vo=(@3,-1,2,1), v3=(-2,-1,1,1), va=1(0,1,-2,2),

é uma base de R*.

Solugdo: Vejamos se B € LI. Sejam a1, a2, @3, @4 € R. Entdo, ;v + @2v2 + @3v3 + @4v4 = Ors se, e somente se,

1 3 -20]|a; 0

l—l—llcxz 0
ol
0

1 —2 a3
—4 1 ay
1 3-20
Como det 0 _21 _11 _12 = -9 # 0, segue do Teorema [1.3.6] que, necessariamente, @1 = a» = @3 = a4 = 0. Logo,
-4 1 1 2

B é um conjunto LI em R*. Como dim(R*) = 4, e 8 é um conjunto LI formado por 4 vetores de R*, segue, do
Corolario E:4.13] que B é uma base de R*. ¢

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear II: Exs. 17-24.

4.5 Coordenadas

Se B = {uy,uy,...,u,} é uma base do espago vetorial V e v € V, entdo, como B gera V, existem a1, a3, ...,a, € R
tais que

V=aiuy +aup + -+ uly,. 4.7
Como B € LI, a sequéncia (a1, ay, . . ., a,) dos escalares utilizados na expressdo (4.7) estd univocamente determinada
pelos elementos de B e pela ordem em que eles estdo dados. Com efeito, se 81, B2, . . ., B € R sdo tais que

v =Bu+ Bouz + -+ Bulin,
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entdo, igualando ambas as expressdes de v como combinacio linear dos elementos de B, obtém-se
(a1 = Brur + (a2 = Bluz + - - - + (@p — Bp)u, = Oy.

Como B é LI, segue que a1 = B1,a2 = B2, ...,y = By.

Uma vez fixada uma ordem nos elementos de uma base 8 de um espaco vetorial V, dizemos que 8 € uma base
ordenada de V.

O que acabamos de ver permite que se definam coordenadas em relacio a uma base ordenada.

Defini¢do Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e seja B = {uy, us, ..., u,} uma base ordenada de V. Dado
v € V,sejam aq, ay,...,a, € R tais que

V=qQuy+aguy+---+ayiy.

Dizemos que (aj,a,...,@,) sd0 as coordenadas de v em relagio a base ordenada B, e escrevemos v =
(a1,2,...,an)8.
Observagdo Cabe um comentdrio sobre as semelhancas e diferengas entre a nomenclatura e notacio para bases e
coordenadas utilizadas no CapituloPlem comparagio com as utilizadas no contexto de espagos vetoriais abstratos. Para
o espaco vetorial V? dos vetores tridimensionais, definimos uma base como sendo um conjunto ordenado LI composto
por trés vetores. Essas bases, no contexto abstrato, sdo o que estamos, a partir de agora, chamando de bases ordenadas.
Repare, também, que o conceito de coordenadas visto acima coincide com aquele do Capitulo

Tem-se uma versdo para espagos vetoriais gerais da Proposi¢io[2.3.2] que nos permitia “fazer contas em coordena-

99,

das”:

Proposicao 4.5.1 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita igual a n e seja B uma base ordenada de V. Sejam

v,weVcomv=_(a,a,...,ay)gew=(B1,B,...,8.)8, esejald € R. Entdo,
(D)v+w=(a1+B1,a2+B2,...,an+ )3/
(ii) Av = (Aay, Aay, ..., day,) 8.
Demonstracdo Suponha que B = {uj,us,...,u,}. Comov =au; +---+ayu, ew = Biuy +- -+ Buu,, segue que
v+w= (a1 +B1ur + -+ (@ + Bp)uy e v = (Aday)uy + ... (Aay)uy,. O

Exemplo 4.5.2 (Prova 3, Algebra Linear I, 2015) Considere a base ordenada B de M, (RR) dada por
11 |-11 11] |11
o= (LA o))

Se (a, b, ¢, d) denotam as coordenadas da matriz [1 2 em relag@o a base B, entdo 8a +4b +2c + d é igual a

30]
(A)3  B)5 (©8 (D11 (B)15

Solugdo: Fica a cargo do leitor convencer-se de que B €, de fato, uma base de M;(R). Temos que [ ; (2)] = (a,b,c,d)g

12] t, )
30/ ¢ 10 01|~

se, € somente se,

-1 1
1 -1

a—-b+c+da+b+c+d

+e a+b+c a—-b+d

i

11
11]+b

a-b+c+d=1

a+b+c+d=2

ou seja, se e somente se, . A solucdo desse sistema € dada por a = %, b = %,c =1,d = -1.

a+b+c=3
a-b+d=0
Resposta: (E). <

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear II: Exs. 25-27.
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4.6 Base e dimensao de subespacos

Como vimos na Se¢do [£.2] um subespago de um espago vetorial €, ele também, um espago vetorial. Nesta secdo,
aplicaremos as ideias de base e dimensdo ao estudo de subespagos de espagos vetoriais.
Comegamos com as seguinte consequéncia dos resultados da Secdo (4.4

Proposicao 4.6.1 Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e seja W um subespaco de V. Entdo, W tem dimensdo
finita e dim(W) < dim(V). Além disso, dim(W) = dim(V) se, e somente se, W = V.

Demonstracdo Se W = {0y }, entdo dim(W) = 0 < dim(V). Se W # {Oy }, tome um vetor w; € W, w; # Oy . Entdo,
o conjunto {w} é LI, o que implica, pelo Teorema que dim(V) > 1. Como W € um subespaco de V, temos
[wi] € W.Se[w;] =W,entdo {w;} é uma base de W, e, portanto, dim(W) = 1 < dim(V). Se [w;] # W, entdo existe
wy € W tal que wy # [w]. Do Lemalf.4.13] segue que {w1, w,} é um subconjunto LI de W e, a fortiori, de V. Assim,
usando novamente o Teorema concluimos que dim(V) > 2. Sabemos que [wi,wa] € W (porque W é um
subespago de V). Se [w1, w,] = W, o conjunto {wy, w,} é uma base de W e dim(W) = 2 < dim(V). Se [w,w2] # W,
repetimos o argumento. Esse processo ndo pode ser repetido indefinidamente, pois, a cada passo, construimos em W,
e, portanto, em V, um conjunto LI maior, mas os subconjuntos LI de V t€m tamanho limitado por dim(V’).

E claro que se W = V, entdio dim(W) = dim(V). Reciprocamente, suponha que n = dim(W) = dim(V) e seja 8
uma base de W. Entdo B € um subconjunto LI de V contendo n = dim(V) elementos. Pelo Corolério[4.4.15 B € uma
base de V. Logo,V = [B] =W. O

Dedicaremos o resto desta secio ao estudo de exemplos em que bases e dimensdes de subespacos sdo determinados.
Nos exemplos que seguem, faremos uso da seguinte observacao util na determinacéio de bases de subespacos por
meio do processo de escalonamento.

Observacdo Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita, digamos, dim(V) = n, e seja 8 uma base ordenada de V.
Dados vetores uy, ..., u; de V, podemos considerar o subespago W = [uy, ..., uy|. Para encontrar uma base para W
(e, portanto, determinar sua dimensdo), podemos proceder da seguinte maneira: determine as coordenadas dos vetores
que geram W em relag@o a base ordenada B,

up = (i1, X2, - - - Uin) B,

e considere a matriz A = (a@;;) € Mix,(R), cujas linhas sdo as coordenadas, em relagdo a B, dos geradores de W.
Agora, seja R = (B;;) € Myx,(R) uma matriz que foi obtida a partir de A por meio de uma sequéncia de operagdes
elementares sobre linhas. Note que as linhas de R sdo combinagdes lineares das linhas de A. Portanto, segue da
Proposi¢dod.5.1] que se definirmos os vetores

wi = (Bi1, Bi2 - - -» Bin) 85

cujas coordenadas, em relacdo a base B sdo dadas pelas linhas de R, entdo w; € [uy,...,ux] = W. Logo,
[Wi,...,wix] € W.Como A também pode ser obtida a partir de R por meio de uma sequéncia de operagdes elementares
sobre linhas, 0 mesmo argumento prova que W = [uy,...,ur] € [wi,...,wg]. Portanto, W = [wy,...,wi].

Agora, suponha que R seja uma matriz escalonada (por exemplo, que tenha sido obtida a partir de A pelo processo
de escalonamento). Neste caso, W serd gerado pelos vetores cujas coordenadas, em relacéio a base B, sdo dadas pelas
linhas ndo nulas de R (pois as linhas nulas correspondem ao vetor nulo, que sempre pode ser eliminado de um conjunto
gerador). Mais ainda, segue novamente da Proposi¢dod.5.1] que os vetores cujas coordenadas correspondem as linhas
ndo nulas de R formam um conjunto LI de vetores (uma vez que os pivOs ocorrem em posi¢des distintas); logo formam
uma base de W. Assim, dim(W) coincide com o nimero de linhas ndo nulas de R, que é o nimero de pivds de R.

Exemplo 4.6.2 Em P, (RR), determine a dimensdo do subespago W = [ (x — 1), (x = 2)%, (x — 3)*].

Solugdo: Sabemos, da Proposigdo que dim(W) < dim(P>(R)) = 3. Vamos utilizar a observagdo acima para
encontrar uma base, e consequentemente, a dimensio, de W. Comecemos por escolher uma base ordenada para £, (RR),
por exemplo, B8 = {1, x, xz}, e determinemos as coordenadas, em relag@o a essa base, dos geradores de W:
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(x-1D*=1-2x+x*=(1,-2,1g
(x=2)2=4—dx+x>=(4,-4,1)g
(x=3)?=9-5x+x*=(9,-6,1)g,

ou seja, W = [(1,-2,1)g,(4,-4,1)g,(9,-6,1)g]. Agora, considere a matriz cujas linhas sdo as coordenadas dos
geradores de W e submeta-a ao processo de escalonamento:

1-21 1-2 1 1-21
4-41>04 -3 >|04 -3|=R
9-61 012 -8 00 1

Pelo comentdrio feito antes do exemplo, sabemos que W = [(1,-2,1)g, (0,4,-3)35,(0,0,1)g]. Como esses trés
vetores sdo, evidentemente, LI, eles formam uma base de W, donde segue que dim(W) = 3, que é precisamente o
nidmero pivos da matriz escalonada R.
Um comentdrio final: encontramos uma base { fi, f2, f3} para o subespaco W, em que
fi= (1,2, 1)g=1-2x+x",
f2 = (O’ 49 _3)8 = 4'x _xza
f3=10,0,1)g =x".

Como W também é gerado por {(x—1)2, (x—2)?, (x—3)?} e, agora, sabemos que dim(W) = 3, segue que esse conjunto
também é uma basede W. ¢

Exemplo 4.6.3 Em M,(IR), determine a dimensdo do subespagco W = [v{, v2,v3], em que
[2-1 12 [0 -5
Vi=1s ol V2= 3 4] V3—»_4_8.
Solugdo: Como dim(M,(RR)) = 4, segue que dim(W) < 4. Mais do que isso, como Wé gerado por 3 vetores, sabemos,
pelo Teorema 410, que dim(W) < 3. Seja B = {[1 0] , [0 1] , [0 O] , 00

00[”[00f”[10["|01
trabalhar com coordenadas em relag@o a 8. Temos, assim,

} a base canonica de M,(IR). Vamos

W=1[(2-1,20)s, (1,2,3,4)g, (0,-5,-4,-8)3].

Agora,
2-12 0 12 3 4 12 3 4 12 3 4
12 3 4(->(2-12 0|—>|0-5-4-8 —-|0-5-4-8|=R
0-5-4-8 0-5-4-8 0-5-4-8 0

Logo, {wy, w2}, em que

wi = (172’ 374)3 =

12
34]2112 € W2=(0,—5,—4,—8)gg=

0 -5 _
_4 _8 - V33
€ uma base de W e, portanto, dim(W) = 2, que € o niimero de pivos de R. <

Exemplo 4.6.4 Encontre uma base e a dimensio do subespaco S = [uy, ua, u3, us] de R, em que

ur = (1,0,-1,2,0), up = (2,1,3,0,0), uz = (0,1,-5,4,0), us = (1,0,-11, 10,0).

Solucdo: Sabemos que dim(S) < 4, uma vez que S € gerado por 4 vetores. Como vimos fazendo (e trabalhando com
coordenadas em relago a base canonica de R>), vamos submeter a matriz cujas linhas sdo formadas pelas coordenadas
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dos geradores de S ao processo de escalonamento:

10 -1 20 10 -1 20 10 -1 20 10 -1 20
213 00 01 5 —40 01 5 —40 01 5 —40
01 -5 40| |01 -5 40| " 00-10 80| " |00-10 8 0
10-11100 00-10 8 0 00-10 8 0 000 00

Assim, dim(S) = 3 (que € o nimero de pivds da matriz escalonada ao final do processo) e uma base de S € {u], u}, u}},
em que
ui = (1’05_17270)21'{1’ uéz(()? 1’57_490) (S ué :(0,0,_10,8,0). &

Observagdo No exemplo acima, encontramos uma base {u{,u},u}} de S que ndo estd contida no conjunto gerador
{uy, u, u3, us}. O Teoremald.4.8| garante que € possivel extrair de {uy, us, u3, s} uma base de S. Para um método que
permite extrair uma base de um conjunto gerador de um subespago, veja o Apéndice [Al

Exemplo 4.6.5 Determine a dimenséo do subespago V = { pePi(R)| p(l)=0 } de P3(R).

Solugcdo: Comecamos por observar que V é, de fato, um subespago de P3(R), como o leitor pode verificar. Assim,
dim(V) < dim(P3(R)) = 4. Vamos trabalhar em coordenadas e procurar um conjunto gerador de V. Seja 8 =
{1,1, 2, t3} a base candnica de P3(IR). Dado um vetor genérico p = (a, b, ¢, d) g de P3(R), determinemos condi¢bes
necessdrias e suficientes sobre suas coordenadas para que p seja um elemento de V. Sabemos que p € V se, e
somente se p(1) = 0. Como p = (a, b, c,d)g, segue que p = a + bt + ct> + dr’ e, portanto, p € V se, e somente se,
0= p(l) =a+b+c+d. Ou seja, os vetores de V sio aqueles elementos de P3(IR) cujas coordenadas, em relacdo a
base B, satisfazem a equag@o
xX+y+z+w=0,

ou, em outras palavras, os elementos de V sdo precisamente os vetores de 3 (IR) cujas coordenadas, em relagio a base
8B, sdo solugdes do sistema linear homogéneo (em notagdo matricial)

[1111]

= [0].

T N o=

A matriz de coeficientes desse sistema ja € escalonada e tem apenas um pivo. As varidveis y, z, w sdo livres, e, portanto,
as solugdes do sistema sdo da forma (-y —z —w, y,z,w), com y, z, w € R. Logo, os vetores de V sdo da forma

(=y-z-w,y,z,w)g =y(-1,1,0,0)g + z(-1,0,1,0)g + w(-1,0,0, 1) 5.
Conclui-se dai que V = [g1, g2, g3], em que
glz(_1»170»0)8’ g2:(_170’170)8 € g3:(_]’05031)8'

Como {g1, g2, g3} € claramente LI, esses trés vetores formam uma base de V, donde segue que dim(V) = 3. (Explici-
tamente, como elementos de P3(IR), os elementos dessa base de V sdo gy = -1 +1, g0 = -1 +12e g3 =—1+13)

Veja que, neste exemplo, a dimensao do subespaco V € dada pelo ntimero de varidveis livres do sistema linear
homogéneo que define as coordenadas dos elementos de V, que por sua vez, € igual ao nimero total de varidveis (no
caso, a dimensdo do espago ambiente P3(IR)) menos o nimero de pivos: 4 —1=3. <

No exemplo acima, vimos uma instncia em que foi possivel determinar a dimensdo de um subespago em termos
do niimero de varidveis livres de um sistema linear homogéneo. Diante de um problema em que se trabalha com
coordenadas e o subespaco estd descrito em termos de condi¢cdes que devem ser estar satisfeitas pelas coordenadas de
seus elementos, sempre teremos o método aplicado no exemplo anterior a disposicao. Isso se deve ao seguinte fato.

Proposicao 4.6.6 Seja A € M,,,,(R) esejaS = {v € R" | v é solucdo do sistema linear homogéneo AX = 0}. Entdo,
S é um subespago de R" e dim(S) = n —t, em que t é o niimero de pivés de uma matriz escalonada obtida a partir de
A por operagées elementares sobre linhas.
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Demonstracdo Ja vimos, no Exemplo[.2.3lque S €, de fato, um subespago de R". Vejamos qual é sua dimensdo. Seja
R uma matriz escalonada obtida a partir de A por operacdes elementares sobre linhas (por exemplo, aplicando-se o
processo de escalonamento a A). Entdo, os sistemas lineares AX = 0 e RX = 0 tém as mesmas solucdes. As solucdes
de RX = 0 sdo obtidas atribuindo-se pardmetros independentes as varidveis livres e escrevendo, por retrossubstitui¢ao,
as varidveis pivd em termos das varidveis livres. Digamos, entdo, que R tenha ¢ pivds, e consequentemente, o sistema
RX = 0 tenha n — ¢ varidveis livres. Uma solucdo genérica de RX = 0 se escreve, entdo, como uma combinagdo linear
de n — ¢ vetores vi, vy, ..., v,—s de R", em que os escalares sdo justamente os n — t parametros atribuidos as varidveis
livres. Ou, dito de outra maneira, S € gerado por vy, va, ..., v,—;. Como na posi¢do relativa a cada uma das varidveis
livres apenas um desses vetores tem coordenada igual a 1, enquanto os demais t€ém essa coordenada igual a 0, segue
que o conjunto {vy,va,...,v,—;} €, além de gerador de S, também LI — uma base de S. Logo, dim(S) =n — . m]

Exemplo 4.6.7 Encontre uma base e a dimensao do subespaco

2
W= {p eP®) | '@ =p)= [ p(x)dx}

de P> (R).

Solugdo: Fica a cargo do leitor verificar que, de fato, W é um subespago de $,(IR). Trabalhemos com coordendas em

relagdo 2 base candnica B = {1, x,x*} de P (IR). Para encontrar um conjunto gerador para W, tomemos um elemento

genérico p = (a, b, c)g de P»(R) e vamos impor as condi¢des para que ele pertenca a W. Temos que p = a + bx +cx?.

Assim, p’ = b + 2cx e, portanto, p’(2) = b +4c. Ainda, p(1) =a+b +c, efozp(x) dx =2a+2b+ %c (uma vez que
b+4c=a+b+c
a+b+c=2a+2b+53c

b. 2

uma primitiva de p € ax + 3x” + %x3). Logo, p € W se, e somente se, { , que é equivalente

a-3c=0
a+b+3c=0
linear homogéneo

. Ou seja, p € W se, e somente se, suas coordenadas, em relacdo a base B, satisfazem o sistema

xl_o
xz—o.

[1 0-3
x3

5
113

Escalonando a matriz de coeficientes, obtemos

-l

5 14
113 01 4

Como R tem 2 pivds, dim(W) = 3 — 2 = 1. Para obter uma base de W, basta encontrar a solugdo geral do sistema,
que, no caso, é (3z, —%Z, z), com z € RR. Isto €, os elementos de W sdo da forma (3z, —%“z, 2)g = z(3, —%4, 1)g, com
z € R; em outras palavras, W = [(3, —%, 1)3] = [3 — %x + xz]. E esse conjunto gerador (de um unico vetor) é uma
base paraW. <

Exemplo 4.6.8 Encontre uma base parao subespaco S = {(x, y,z, w) € R* | 2x—y+z = 3x+y—z+w = 5y—5z+2w = 0}
de R*.

Solugdo: S é o subespaco de R* formado precisamente pelas solugdes do sistema linear homogéneo cuja matriz de

2-110
coeficientesé A = |3 1 —1 1]. Escalonando A, obtemos
05 -52
2-110 2-110 2-110
31-11/-103 -31|—-[05 -52|=R,
05 -52 05 -52 00 00
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que tem 2 pivds. Logo, dim(S) = 4 — 2 = 2. Para achar uma base de S, olhando para R, obtemos que as solugdes do
sistema sao os vetores (x, y, z, w), em que

w=t, z=t, S5Sy-5z+2w=0, 2x—-y+z=0.

Em termos dos parametros atribuidos as varidveis livres z € w, temos:
t t t t 1t
w=h, 2=, Yy=lh—-Zh, X=-CI1.
5 5

Ou seja, as solucdes de AX = 0 sdo da forma

1

2 1 2
- = 1 [-=.-201 11 .
s Sfl,lz,l‘l) l‘]( 2 5,0, )+l‘2(0, ,1,0), (t1,2€R)

Logo, S = [ (-%,-2,0,1),(0,1,1,0) | e {(-%,-%,0,1),(0,1,1,0)} é umabase de S. ¢

z

O processo ilustrado no exemplo anterior pode ser revertido, no sentido que se um subespago de R" ¢ apresentado
por um conjunto de geradores, € possivel descrevé-lo, também, como subespago formado pelas solugdes de um sistema
linear homogéneo adequado. No préximo exemplo faremos exatamente isso. (Note que ja haviamos tratado de um caso
especial no Exemplo[4.3.6])

Exemplo 4.6.9 (Lista 1 - Algebra Linear II, ex. 9(iii)) Descreva o subespaco
S=1[(2,-1,2,0),(1,2,3,4),(0,-5,-4,-8)]

de R* como o subespaco das solugdes de um sistema linear homogéneo.

Solucdo: Dado v = (a, b, c,d) € R, temos que v € S se, e somente se, existirem a, 8,y € R tais que
v=a(2,-1,2,0)+B(1,2,3,4) + y(0,-5,-4,-8),

o que € equivalente a existirem «, 5,y € R tais que

2+ B =a
—a+2B-5y=>b
2a+38 -4y =c
4 -8y =d

Isso, por sua vez, € dizer que («, ,y) € solucdo do sistema linear

2x+y=a

-x+2y—-5z=b @8)
2x+3y—-4z=c¢

4y -8z=d

nas incégnitas x, y, z. Assim, v € § se, e somente se, (£.8)) tiver solu¢do. Para encontrar as condi¢des que garantem a
existéncia de solucoes de (4.8)), escalonamos sua matriz aumentada:

210|a -12-5b -12 5| b -12 5| b -12-5 b
~12-5(p| _[210a|_|05-10a+26| O 1 -2 ¢ | _|01-2 ¢

2 3 -4c 2 3 -4lc 0 7-142b+c 0 5-10ja+2b 000|a+2b-3d
0 4-8|d 0 4-8|d 04-8) d 0 7-142b+c 0002b+c—§d

Segue que ([@.8) tem solugdo se, e somente se,
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a+2b-2d=0
2b+c-3d=0

Assim, S é o subespaco de R* formado pelas solugdes do sistema linear homogéneo

X1+ 2x — %X4 =0
2xy +x3 — ZTX4 =0
nas variaveis xi, xp, x3, x4. <

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear II: Exs. 28-38.

4.7 Soma e intersecao de subespacos

Se S; e S sdo subespacos de um espago vetorial, a intersecdo deles é denotada e definida por
SlﬂSzz{v€V|veSlev€52}.

Veremos que S N S, €, sempre, um subespaco de V, ao passo que a unido
SiuSs={veV|veSiouveS$}

€ um subconjunto de V que, em geral, ndo € um subespaco.

Proposicao 4.7.1 Seja V um espaco vetorial e sejam S| e S subespacos de V. Entdo, S| N Sy é um subespago de V.

Demonstracd@o O vetor nulo Oy € um elemento de S; N S,, porque € um elemento tanto de §; como de S3, ja que sdo,
ambos, subespagos de V. Sejam, agora, u,v € S| NS, e seja A € R. Entdo, como u € S1, v € S; e §1 é um subespago
de V, segue que u + v € S;. Analogamente, u + v € S, uma vez que ambos, u e v, sdo vetores de Sy, que também &
um subespaco. Assim, u +v € §1 N S,. Finalmente, como S; € um subespaco e u € Sy, segue Au € S;. Analogamente,
Au € S,, donde conclui-se que Au € S; N S5. Ou seja, o subconjunto S1 NS> de V contém o vetor nulo, € fechado para
somas e € fechado para multiplica¢do por escalares. Logo, S1 N S € um subespaco de V. m}

Como acabamos de ver, S1 NS> € um subespago de V que estd contido, por definicdo, tanto em S; quando em S,.
Assim, se V for um espago vetorial de dimensao finita, teremos

dim(S1 N S2) < dim(S;) e dim(S; NS2) < dim(Sy).
No préximo exemplo, encontramos a dimensao da intersecéio de dois subespagos.
Exemplo 4.7.2 Considere os seguintes subespagos de R>:
S =[(1,2,1),(1,0,00], S>=[(1,-1,1),(1,1,0)].

Descreva S| N S».

Solugdo: Quando se pede uma descri¢do de um subespaco, € frequentemente suficiente exibir um conjunto gerador.
Procuremos, assim, um conjunto gerador para S| N S,. Para tanto, procederemos da seguinte maneira: tomando um
elemento arbitrdrio de Sy, vejamos que condi¢des ele deve satisfazer para pertencer, também, a S,. Dado v € Sy,
sabemos que existem a, b € R tais que v = a(1,2,1) + b(1,0,0), uma vez que S; é gerado por {(1,2,1), (1,0,0)}.
Para que v seja, também um elemento de S, é preciso que existam x,y € R tais que v = x(1,-1,1) + y(1, 1,0).
Resumindo, dados a, b € R, a(1,2,1) + b(1,1,0) € S, se, e somente se, existem x, y € R tais que

85



a(1,2,1) +b(1,0,0) = x(1,-1, 1) + y(1, 1,0),

ou, equivalentemente, comparando coordenadas,

x+y=a+b
-x+y=2a . 4.9)
xX=a

Assim, dados a, b € R, o vetor a(1,2,1) +b(1,0,0) de S é também um vetor de S, se, e somente se, o sistema linear
nas incégnitas x, y, tiver solug@o. Vejamos o resultado do processo de escalonamento aplicado a matriz aumentada
de @.9):

1 lla+b 1 1|la+b 11lja+b 11lja+b
11| 2a |- |0 23a+b|—|01] b — (01 b
1 0| a 0-1 -b 023a+b 00(3a-b

Dati, segue que .9) tem solugdo se, e somente se, 3a — b = 0, ou seja, b = 3a. Logo, os elementos de S1 que estdo
também em S, sdo as combinacdes lineares dos geradores de S da forma

a(1,2,1) +3a(1,0,0) = (4a,2a,a) = a(4,2,1), coma € R.
Portanto, S| N S, = [(4,2,1)]. Segue dessa descri¢do da intersecdo que dim(S; N S;) = 1, enquanto dim(S;) =
dim(Ss3) = 2.
(Cabe comentar que poderiamos, alternativamente, ter descrito condi¢des sobre um elemento arbitario de S, para

que ele pertencesse a Sy, isto €, olhando (@.9) como um sistema nas incéginitas a, b. Esse outro caminho conduziria,
evidentemente, a mesma conclusdo.) <

Enquanto a intersecdo de dois subespagos é sempre um subespacgo, a unido raramente o é. O préximo exemplo
ilustra esse fendmeno.

Exemplo 4.7.3 Considere os subespagos
Si={(x,0|xeR} e S={(0,y |yeR}

do espaco vetorial R?. (Vocé deve se convencer que esses subconjuntos sdo, de fato, subespacos de IR?.) Mostremos
que a unido S US> ndo é um subespacgo de RR2. De fato, tomemos u = (1,0) e S € S1USev=(0,1) € S, C S1US».
Se S1 U S, fosse um subespago de R2, deveriamos ter u + v = (1,1) € S; U S,. Mas isso ndo ocorre pois os elementos
da unido t€m primeira ou segunda coordenada nula.

O que falta a unido de subespacos para que ela resulte em um subespaco € precisamente a propriedade de ser fechada
com respeito a somas. Esse requisito serd alcangado com a préxima definicdo.

Definicdo Seja V um espaco vetorial e sejam S; e S, subespacos de V. Definimos a soma de S e S, como sendo o
seguinte conjunto de V:

S1+85, = {w eV |w=uy+up, paraalgum u; € S; e algum u; € Sz}.
A soma de subespagos € um subespaco:
Proposicao 4.7.4 Sejam S| e Sy subespagos de um espago vetorial V. Entd@o, a soma S| + Sp é um subespago de V.

Demonstracao O vetor nulo de V é um elemento da soma, uma vez que Oy = Oy + 0y, em que o primeiro termo é um
elemento de S| (pois S; € um subespago) e o segundo termo € um elemento de S, (pois S, € um subespaco).
Agora, tomemos w,w’ € Sy +5,. Entdo, existem uy,u] € S; € uz, u), € S, tais que

w=ui+uy e w =uj+u.
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Logo, w+w’ = (uy +uz) + (uj +uj) = (uy +ujp) + (uz +u}). Como S; e S sdo subespagos de V, segue que uy +u/ € Sy
euy+ ué € S,. Portanto, conseguimos escrever w + w’ como soma de um elemento de S; com um elemento de S5, isto
éw+w €8 +85,;.

Finalmente, se w = uj +up € S1+ S, comu; € Sy eup € S, e d € R, segue que Aw = A(uy +uz) = (Auy) + (dup),
que é um elemento da soma S| + S», uma vez que Adu; € Sy e duy € ;. O

Dados subespagos S| e Sz de um espaco vetorial V, temos associados a eles dois novos subespacos: a intersecio
S1 NSy easoma S| + 5. Sabemos que tanto S; quando S, contém S; N S;. Observe, agora, que ambos estdo contidos
em S1 + 52, jd que qualquer elemento u; de S| pode se escrever na forma u; = u; + Oy € S| + 53, e qualquer elemento
up de Sy se escreve como up = Oy +up € S + 5. Assim, temos as seguintes cadeias de subespacos de V:

SINS, S CS1+95 e S1NS, €8 C S +95,.
Dai, extrai-se que se V € um espaco vetorial de dimensdo finita, entdo
dim(S; N S,) < min{dim(S),dim(S;) } < max{dim(S;),dim(S>) } < dim(S; +S>).

Como a soma S + S» contém tanto S; como S, temos que S U S» € S + S2. Além disso, S; + S» € o menor
subespaco de V que contém a unido S; U S, no sentido de que se W € um subespago de V tal que S; U S, € W, entdo
S1+ 82 € W. (Vocé consegue escrever uma demonstragao para esse fato?) Assim, podemos dizer que, em um certo
sentido, a soma de subespacos “corrige” o fato de a unifio nao ser um subespaco.

Para descrever a soma de subespacos em termos de conjuntos geradores deles, faremos uso do préximo resultado.

Proposicao 4.7.5 Seja V um espaco vetorial e sejam uy,...,upy,v1,...,v, € V. Considere os subespacos S| =
[ui,...,um] e Sy =[vi,...,vn] deV. Entdo,

S+ 8 = [ul,...,um,vl,...,vn].
Demonstracd@o Comecemos por mostrar que Sy + S2 € [u1,...,Um,V1,...,V,]. Dado w € S| + S5, sabemos
que existem u € S; e v € S tais que w = u+v. Como S| = [uy,...,u;y] € S = [vi,...,v,], existem
ALy s Uy B1s - - -5 Bn € R tais que

u=aou+:--+auuy € v=ﬁ]‘}]+"'+ﬁnvn‘

Entao,
w=u+v=aiu+- - +auUm +L1vi+---+Bpvn € [ul,...,um,vl,...,vn].

Isso prova que S|+ 82 C [Ul, .-y Umy,Vise- -, Vil

Mostremos que vale a inclusao reversa. Sejaw € [uy,. .., Uy, V1,...,V,]. Entdo, existem ay, ..., @y, B1,---,Bn €
R tais que

W=+ Ul + B1vi o+ By = (@i + o+ @) + (B1vi+ o+ Bava)
€ [ul,...,um] + [vl,...,vn] =851 +5,.

Assim, [u1,..., Um, Vi, ..., V] €S+ 55,

Das duas inclusdes provadas segue a igualdade desejada. m

Um alerta: da proposi¢o acima segue que a unido de bases de dois subespagos € um conjunto gerador da soma deles.
Mas, em geral, esse conjunto nio serd uma base da soma, pois ndo serd LI, como se pode ver no préximo exemplo.

Exemplo 4.7.6 Considere os subespacos
Si=[(1,0,-1,1),(1,2,1,1)] e S>=][(1,1,1,0),(1,0,0,0)]
de R*. Descreva S; N Sz e S; + 52, e calcule suas dimensdes.

Solugdo: Vimos, na Proposi¢ao que

87



Sy+8=[(1,0,-1,1),(1,2,1,1),(1,1,1,0), (1,0,0,0) |

Escrevendo as coordenadas, em relacdo a base candnica de R*, dos vetores geradores de S + S, nas linhas de uma
matriz e escalonando (como fizemos no Exemplo[4.6.3), obtemos

10-11 10-1 1 10-11 10-1 1
1211 022 0 022 0 022 0
1110l fo1r2 -1 {001 =1 o0 1 -1
1000 001 -1 001 -1 000 0

Portanto, S; +S, = [(1,0,-1,1), (0,2,2,0), (0,0, 1, -1)]. Como os vetores nesse conjunto gerador sio claramente LI
(pois sdo linhas ndo nulas de uma matriz escalonada), esse conjunto € uma base de S| + 53 e dim(S; + Sz) = 3.

(Note que os conjuntos geradores de S} e Sy, por serem, ambos, LI, sdo, de fato, bases de S| e S». Segue da discussdo
que fizemos acima, que a unido desses dois conjuntos, apesar de gerar S; + S, ndo é uma base da soma, ja que contém
4 vetores, mas dim(S; + S») = 3.)

Tratemos, agora, da interse¢do, como fizemos no Exemplo[4. 7.2l Dado v = a(1,0,-1,1) + »(1,2,1,1) € S}, com
a,b € R, temos que v € S, se, e somente se, existem x,y € R tais que v = x(1,1,1,0) + y(1,0,0,0), ou seja, e
somente se, o sistema linear

x+y=a+b

=2b

x (4.10)
x=-a+b

O=a+b

nas varidveis x, y tiver solugcdo. Escalonando a matriz aumentada do sistema, obtemos

11la+b 1 1|a+b 1 1|a+b
10| 2b R 0-1{—a+b R 0-1|-a+b
10|-a+b 0-1| —2a 00|-a-b
00la+b 00|a+b 00|a+b
) . . -a-b=0
Assim, para que (.10) tenha solugdo, € preciso que {a e hoO , isto é, que b = —a. Logo, os vetores em S| N 7

sdo da forma
a(1,0,-1,1) —=a(1,2,1,1) = (0,-2a,-2a,0) = a(0,-2,-2,0), coma € R.

Portanto, S; NS, = [(0,-2,-2,0)] =[(0,1,1,0)]. Logo, uma base de S NS, é {(0,1,1,0)} edim(S;NSy) =1. ¢

Como veremos a seguir, o que impede, no exemplo acima, que a dimensao da soma S + S, seja igual a soma das
dimensdes de Sy e de S € justamente a intersecdo ter dimensao positiva.

Teorema 4.7.7 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita, e sejam Sy e Sy subespagos de V. Entdo,
dim(S; + S;) + dim(S; N S3) = dim(S;) + dim(S>).

Demonstracio Seja B = {uy,...,u;} umabase de S N S,. (Estamos admitindo, assim, que dim(S; N S3) = k.) Como
B é um conjunto LI que estd contido no subespago S, pelo Teorema do Completamento (Teoremad.4.14)), existe uma
base de S; que contém B, isto €, existem vetores vy,...,v,, € S tais que C; = {u1,..., U, v1,...,V;y} € uma base
de S;. Usando um raciocinio andlogo, uma vez que B estd contido também em S;, garante-se que existem vetores
Wi,...,W, € 8 tais que Cy = {uy,...,ux, wi,...,w,} é uma base de S,. (Em particular, estamos admitindo que
dim(S;) = k +m e que dim(S3) = k +n.)

Considere, agora, o conjunto

D={ul,...,uk,vl,...,vm,wl,...,wn}.

88



Mostremos que D € uma base de S| + S».
D gera S + S»: Vimos, na Proposicao [4.7.5l que a unido de conjuntos geradores de S; e S geram S; + S>. Em

particular, §1 + S, = [CLUG] =[ut,. . sy Vi o s Vi, Wi, oo, Wh .
D éLI Sejam ay,...,ak, L1, BmsY1,---»>¥n € R tais que
Uy + .. e+ Bivi+ e+ BV F Yiwr + -+ Yaw, =0y 4.11)

Nosso objetivo € mostrar que, necessariamente, todos esses escalares sdo nulos. Seja z = aju; + ... axur + B1vy +
-+« + Bmvm. Como C; gera Sy, segue que z € S;. Por outro lado, segue de @.I1) que z = —y;wyi — -+ — YuWh.
Assim, porque C, gera S5, temos que z € S». Segue, portanto, que z € S1 N . Logo, existem d1, ..., 0k € R tais que
Z=01up + -+ 0kug, jaque S; N S, € gerado por B. Porém, isso implica que

—YIW] = = YuWy = 01U + -+ + O,

o que € equivalente a

Ouy + -+ 0gug +yiwr + - +y,w, =0y.
Como G, é LI, segue que 61 = -+ =0 =7y1 =+ =y, = 0. Ou seja, ja temos que todos os y; sdo nulos. Substituindo
essa informacdo em (4.11)), obtemos

ajuy +...arug +,31V1+"-+,3mvm=0‘/.

ComoCi éLLa;=---=ar =B = = Bm = 0. Assim, todos os «;, 8;,y; sdo nulos, o que implica que D &, de
fato, LI.
Vimos que D € um conjunto LI que gera S| + 5> e contém k + m + n vetores. Portanto,

dim(S; +S)=k+m+n=(k+m)+ (k+n)—k=dim(S;) +dim(S,) — dim(S; N S>),

que € o que desejdvamos mostrar. m}

Retornando ao Exemplo tinhamos dim(S;) = dim(S,) = 2, e calculamos que dim(S; + S2) = 3. Usando a
féormula do Teorema[£.7.7] j4 poderiamos ter previsto que dim(S; N S3) =2 +2 —3 =1, o que, de fato, se confirmou
com o célculo que efetuamos para encontrar uma base de §; N S».

Exemplo 4.7.8 (Prova 3, Algebra Linear I, 2017) Assinale a alternativa que contém uma afirmagio correta sobre o0s
subespagos S1 e Sy de P4(R) definidos abaixo:

Si=[r-t,t-1] e S={pePs(R) :p(l)=p(-1)=0}.

(A) Se p € S1 NS> e p ndo € o polindmio nulo, entdo p tem grau igual a 2.
(B) S coincide com 5 (R).

(O) A interseg@o S1 N S, contém P (R) como subespaco.

(D) S, esta contido em S5.

(E) A soma S| + S5 coincide com P4(R).

Solugdo: Vamos comecgar por determinar as dimensdes de S e S,. Para tanto, trabalhemos em coordenadas em relagio
a base ordenada B = {1,1,1%,£3,t*} de P4(R). Sobre os geradores de Sy, sabemos:

?—1=(0,-1,1,0,0)g e r—1=(-1,1,0,0,0)g.

Como esses vetores claramente formam um conjunto LI, segue que dim(S;) = 2. Procuremos geradores de S,. Dado
p=ap+ait+ art® + azt + ast* € P4(R), temos que p € S5 se, e somente se,

O=p(l)=ap+a;+ar+az+ay,e
O=p(-1)=ap—a +ay—asz+ay
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Assim, para que p seja um elemento de S, € necessdrio e suficiente que seus coeficientes sejam solugdo do sistema

linear homogéneo de matriz de coeficientes [} _11 } _11 i , que, submetida ao processo de escalonamento, fornece:
11111 R 11111
1-11-11 0-20-20]|"

Dai, segue que a», az, as sdo varidveis livres e a; = —asz e ag = —a — a4. Assim, os elementos de S, sdo da forma

(—az - a4) + (—a3)t +a2t2 +a3t3 +Cl4l‘4 = az(—l + t2) +a3(—t + l‘3) + a4(—1 + t4), com ap, asz, a4 € R.
Logo, S = [-1+1%,—t + 13, -1 + t*], ou, em coordenadas,
S>=[(-1,0,1,0,0)8, (0,-1,0,1,0)5, (-1,0,0,0, 1) |.

Sendo, evidentemente, LI, esse conjunto de trés vetores € uma base de S e, assim, dim(S;) = 3. Agora, sabemos que
S1 + 82 é gerado pelo conjunto de cinco vetores obtido unindo-se a base de S; com a base de S, que encontramos, ou
seja,

S1+8; = [ 0,-1,1,0,0)g,(-1,1,0,0,0)g,(-1,0,1,0,0)5, (0,-1,0,1,0)g, (-1,0,0,0, I)B].

Para encontrar uma base (e a dimensao de S; + S»), escalonamos a matriz cujas linhas sdo formadas pelas coordenadas
dos geradores de S| + S (ver Observagéo no inicio da Secéo F.6):

0-1100 -1 000-1 -1 000-1 -1000 -1 -1000 -1
-1 1000 -1 1000 0 100-1 0100-1 0100-1
-10100{—>(-10100(—-|0 010-1]—>]0010-1|—>({0010-1
0-1010 0-1010 0-1010 0001-1 0001-1
-1000-1 0-1100 0-1100 0010-1 00000

Como a matriz escalonada obtida ao final desse processo tem 4 pivos, segue que dim(S; + S2) = 4 (e que as
linhas ndo nulas dessa matriz sdo as coordenadas de vetores em uma base de S; + S,.) Do Teorema [d.7.7] extraimos
dim(S| NSy) = dim(Sy) + dim(Sy) —dim(S; +S,) =2+3-4=1.

Com essas informagdes, ja € possivel ver que as alternativas (B), (C), (D) e (E) sdo todas falsas: dim(S;) = 2 e
dim(P2(R)) = 3, portanto S; # P2(R); dim(S; N S7) = 1 e dim(P1(R))= 2, logo P1(R) & S1 N Sy;se 81 € o,
terfamos S| + S = S», mas esses espagos tém dimensoes diferentes; dim(S; + Sp) =4 e dim(?%(]R)) = 5, portanto,
S1+ 82 # P4(R).

Resta provar que (A) é, de fato, verdadeira. Sabemos que dim(S; N S3) = 1. Procuremos uma base para esse
subespago. Dado p € S|, sabemos que p se escreve na forma p = a(t> — 1) + b(t — 1) = —b + (—a + b)t + at*, com
a, b € R. Vamos impor as condi¢des para que p seja, também, um elemento de S»:

O=p(l)=-b+(-a+b)+a
O=p(-1)=-b—-(a-b)+a=2a-2b

A primeira equacdo ndo fornece informacdo nova, mas a segunda, sim: b = a, ou seja, os elementos de S| N S sdo da
forma
a(t* =) +a(t-1)=a(-1+1%), coma € R.

Logo, S1 NSy = [—1 + tz]. E, com efeito, todo polindmio ndo nulo em S N S, tem grau 2. Resposta: (A) <&

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear II: Exs. 39-49.
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4.8 Soma direta de subespacos

A dimensdo da soma de subespagos coincide com a soma das dimensdes deles precisamente quando a intersecdo for
nula. Esse fato segue diretamente do Teoremad.7.7]e merece uma nomenclatura propria.

Definicdo Sejam S e S, subespacos de um espaco vetorial V. Se §; NS, = {0y}, dizemos que a soma S} + S, é
direta. A notacdo, neste caso, para a soma dos subespagos S1 € S2 € S| @ S».

Exemplo 4.8.1 A soma dos subespagos
Wi={(x00|xeR} e Woa={(0,y,2)|y.z€R}

de IR3 é direta, pois, claramente, W; "W, = {(0, 0, 0)}. Em particular, dim(W; & W) = dim(W;)+dim(W>) —dim(W; N
W>) = 1 +2 -0 = 3. Portanto, W; @ W, = R3.

Proposicao 4.8.2 Sejam S| e Sy subespacos de um espago vetorial de dimensdo finita V. Entdo, a soma de S| e S; é
direta se, e somente se, dim(S| + S») = dim(S;) + dim(S>).

Demonstracdo A soma S|+S, é direta, por defini¢fo, se, e somente se, S1 NS, = {Oy }, 0 que, por sua vez, é equivalente
adim(8; N S;) = 0. Mas, pelo Teorema[4.7.7] isso ocorre precisamente quando dim(Sy + S,) = dim(S;) + dim(S;).0

Exemplo 4.8.3 Retomando o Exemplo[d.7.2] em que consideramos os subespagos
S1=[(1,2,1),(1,0,00] e S>=[(1,-1,1),(1,1,0)]

de R?, podemos afirmar que a soma S + S ndo é direta, uma vez que S; N S = [(4,2,1)] # {(0,0,0)}. Utilizando
o critério da Proposicao poderiamos ter argumentado simplesmente que a soma ndo € direta porque dim(S;) +
dim(S,) =2+2 =4 # dim(S| +5,), uma vez que todos os subespacos de R? tém dimensio limitada superiormente por
dim(IR?) = 3, em particular, S| + S». Agora, como dim(S; N S) = 1, segue que dim(S; + S») = dim(S,) + dim(S,) —
dim(S; N S) =2+2 -1 =3 =dim(R?). Assim, S| + S, = R>. (Veja a Proposigio [4.6.11) Isso quer dizer que todo
vetor de R3 se escreve como uma soma de um vetor de S; com um vetor de S,. Por exemplo,

(0,1,3) = (1,4,2) + (-1,-3,1),

com (1,4,2) =2(1,2,1)+(-1)(1,0,0) € S; e (-1,-3,1) = (1, -1, 1) +(-2)(1, 1,0) € S,. Porém, essa decomposicio
ndo € tnica, por exemplo, também & possivel escrever

(0,1,3) =(=7,0,0) + (7, 1, 3),

em que (—7,0,0) = 0(1,2,1) + (=7)(1,0,0) € S; e (7,1,3) = 3(1,-1,1) +4(1,1,0) € S,. A nfo unicidade da
decomposicdo € consequéncia do fato de a soma S| + S> ndo ser direta, como veremos a seguir

Proposicao 4.8.4 Sejam S| e S subespacos de um espaco vetorial V. Entdo a soma S| + S, é direta se, e somente se,
todo vetor de S| + Sy se escrever de maneira vinica na forma uy + uz, comuj € Sy e uy € 5.

Demonstracdo Suponha que a soma S| + S, seja direta e tome v € Sy + S5. Se

v=ui+uy e v=uy+uj,

1 A titulo de curiosidade, todo vetor de R? tem infinitas decomposi¢des distintas. Vale em geral que

b+c—t
3

-b+2c+t
3

(a,b,c)=( (1,2,1)+(a—c—t)(1,0,0))+( (1,—1,l)+t(1,1,0)),

para qualquer ¢ € R. Voc€ consegue imaginar como essa expressdo foi obtida?
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com uy,u| € Sy € up,uj € S, entdo teremos uy +uy = uj +us, o que implica que uy — u| = u} — us, que € um vetor
de S; N S, (uma vez que o lado esquerdo estd em S1, o direito em S, e eles sdo iguais). Mas, como a soma € direta,
S1 NS, = {0y }. Portanto, u; — ui =0y e ué —up = 0y . Portanto u; = u{ euy = ué

Reciprocamente, suponha que os vetores de S + S se decompdem de maneira tinica como soma de um vetor de S
com um vetor de S;. Entdo, se u € §1 NS, temos a decomposi¢do u = u+0y,comu € S; e Oy € S e adecomposicio
u =0y +u,comOy € S eu € S,. Daunicidade, segue que u = Oy . Ou seja, o tnico vetor em S| N S € o vetor nulo

de V. Logo, a soma € direta. O

A proposicao que acabamos de demonstrar serd especialmente til quando estivermos tratando de espacos vetoriais
com produto interno, no préximo capitulo.

Exemplo 4.8.5 Mostre que R3 = S @ T, em que S e T sido os subespacos de R? definidos por
S:{(x,y,z) e R} |x—2y—z=0} e T={(x,y,z)€IR3|2x—y=Oe —x+y+3z=0}.

Além disso, dado v € R3, encontre v; € S e vy € T tais que v =vy + ;.

Solugéo: Comecemos por mostrar que a soma S + T é direta. Dado v = (x,y,z) € R?, temos que v € SN T se, e
somente se,

x-2y-z=0
2x—y=0 . (4.12)
-x+y+3z=0
1 -2-1
Comodet| 2 —1 0 | =8 # 0, segue que a dnica solugdo de {.12) € (0, 0,0). Logo, SNT = {(0,0,0)} e, portanto, a
-11 3

soma S + T € direta. Utilizando as ideias da Se¢do[d.6l podemos encontrar
S=[(2,1,0),(1,0,1)] e T=[(-3,-6,1)].

Segue que dim(S) = 2 e dim(7T) = 1. Assim, dim(S@7T) =2+ 1 = 3 = dim(R?). Logo, R* =S @ T.

Agora,dadov = (x,y,7) € R3, queremos encontrar vi € Se v, € T taisque v = vi +v,. Como v; € Sy, precisamos
determinar «, 8 € R tais que v = @(2,1,0) + 8(1,0, 1). Analogamente, como v, € S,, precisamos determinar y € R
tal que v, = y(-3, =6, 1). Resumindo, ¢ preciso encontrar @, 8,y € R tais que

(x,y,2) =a(2,1,0) + B(1,0,1) + y(-3,-6, 1),

ou, equivalentemente, tais que

2+ -3y =x
a-06y=y
B+y=z

resolvendo esse sistema (possivel determinado), obtemos

_ 3x-2y-3z _ —x+2y+9z _x=2y-z
-4 PR o YT
Assim,
-2y - —-x+2 11x — 6y — -2y - —-x+2
V]:3x y 3z(2’1,0)+ X + y+9z(1’0’1): x — 6y 3z73x y 32, X +2y+9z
8 4 8
e
Vz:x—28y—z(_3,_6’l):(—3x+§y+3z,—3x+jy+3z’x—28y—z). o
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Capitulo 5
Espacos vetoriais com produto interno

Na Secdo 2.4l vimos que o espaco vetorial V3, dos vetores tridimensionais, estd dotado de uma operacdo, 4 época
designada produto escalar, que permitia dar um tratamento mais geométrico, por meio do conceito de dngulo, a algumas
relacdes entre vetores.

Nesta secdo, apresentaremos, de modo axiomatico, o conceito de produto interno em um espacgo vetorial, que
generaliza o de produto escalar de V3.

5.1 Produto interno

A Proposicio [2.:4.7] apresentava propriedades algébricas do produto escalar em V3. Muitos dos resultados obtidos a
respeito da geometria de V3 eram consequéncia dessa proposicio.

Aqui faremos uma alteragc@o de ponto de vista e definiremos, em um espago vetorial abstrato, uma operacao, a ser
chamada de produto interno, por intermédio das propriedades que se deseja que ela tenha, a fim de que argumentos de
natureza geométrica possam ser feitos nesse contexto mais geral.

Definicdo Um produto interno em um espago vetorial V € uma fungio

VxV —1R
(u,v) — (u,v)

que satisfaz

(PI-1) (uy +up,v) = {uy,v)+ (up,v), paratodos uy,us,v € V;
(PI-2) (Au,v) = A{u,v), paratodosu,ve Ved € R;

(PI1-3) (u,v) ={v,u), paratodos u,v € V,

(PI-4) paratodou € V,u # Oy, vale (u,u) > 0.

Como ja mencionamos, o produto escalar em V3 é um produto interno. Vejamos outros exemplos.
Exemplo 5.1.1 A funcdo definida por
((ar,az,....an), (b1,ba,....by)) = aiby +azby + -+ +anby

€ um produto interno no espago vetorial R”. Que as condi¢des (PI-1)—(PI-3) na definicdo de produto interno estao
satisfeitas segue imediatamente da defini¢do das operacdes de soma e multiplicacio por escalar em IR". A condi¢do
(PI-4) é consequéncia do fato de uma soma de quadrados de nimeros reais ser sempre um nimero positivo se pelo
menos um de seu termos for ndo nulo. Essa operagdo serd doravante designada o produto interno usual de R".
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Exemplo 5.1.2 Além do produto interno usual, existem outros produtos internos em IR?. Por exemplo,
((a,b),(c,d)) =2ac+bd

também define um produto interno em R?, como o leitor pode facilmente verificar. (Veja o Exercicio 53 da Lista 1 -
Algebra Linear II para ainda mais um exemplo de produto interno em R?.)

Exemplo 5.1.3 Considere o espago vetorial $,(IR), dos polindmios de grau menor ou igual a n, e a funcéo definida
por

1
(f.g) = /O F(g(1) dr,

para todos f,g € P,(R). Mostremos que essa fun¢do € um produto interno no espago vetorial #,,(IR). Vale iniciar
notando que, de fato, essa funcio estd bem definida, uma vez que para todos f, g € $,(R), o produto fg é uma funcio
continua em [0, 1] e, portanto, integravel nesse intervalo. As condi¢des (PI-1) e (PI-2) sdo propriedades da integragio:
se f,g,h € P,(R), entdo

1 1
(f +g.h) = /0 (F(1) + g(0) (1) di = /O (F(Oh(1) + g(OYh(r)) dt

1 1
- / FOR(r) di + / g(Oh(t) di = (f.h)+ (g.h).
0 0

ese A € R, segue
1 1
re = [ arwswar=a [ fogwdi=ar.e).
0 0

A condig¢do (PI-3) é 6bvia. Resta (PI-4); vejamos. Comecemos por lembrar que o vetor nulo de £, (R) é o polindmio
nulo. Assim, se f € P,(R) e f # Op, (r), existe tp € [0, 1] tal que f(#p) # 0, o que implica que f(t9)?> > 0.Como f é
uma fungio continua no intervalo [0, 1], existem ¢, d € R.com 0 < ¢ < d < 1 tais que f(¢)> > 0, paratodo € (c, d),
enquanto f(¢)> > 0 para todo 7 € [0, c] U [d, 1]. Portanto,

1 c d 1
o f) = /0 £ di = /0 £ dr+ / P di+ /d P di > 0,

. d . . - .
ja que fc f()?dt > 0 e os outros dois termos na soma acima nio sio negativos.

O argumento utilizado também prova que a fun¢do definida acima é um produto interno no espago £ (R) de todos
0s polindmios, sem limitacdo no grau. Ainda, ndo hd nada de especial na escolha dos extremos de integracdo: para

quaisquer a,b € Rcoma < b, {(f,g) = fub f(t)g(t) df define um produto interno em #,(R) e em P(R).

Mais geralmente, (f,g) = fa b f(t)g(t) dt é um produto interno no espacgo vetorial C([a, b]) de todas as funcdes
reais continuas definidas no intervalo [a, b]. (Mas ndo é um produto interno no espago vetorial C(R). Por qué?)

Exemplo 5.1.4 Ha outro produto interno comumente utilizado em #, (RR), que é uma versdo discreta do produto interno
definido no exemplo anterior. Fixe m nimeros reais distintos a1, as, . .., d;,, com m > n. Dados f, g € P, (R), defina

(f.8) = flag(a) + f(az)g(az) +- - + f(am)g(am).

Fica a cargo do leitor verificar que as condi¢gdes (PI-1)—(PI-3) estdo satisfeitas (para essas, a hipétese que m > n nao é
necessdria). Para a condicio (PI-4), suponha que f € P, (R) sejatal que 0 = (f, f) = f(a1)*+ f(az)*>+- -+ f(am)>.
Entdo, f(a1) = f(az) =--- = f(am) = 0. Como f tem grau menor ou igual a n, se ndo for nulo, f terd no maximo
n raizes distintas. Como os a; sdo distintos entre si e m > n, segue que f tem que ser o polindmio nulo. (A titulo de
ilustracdio do argumento, considere o polindmio p(t) = t*> — 3t + 2 € P,(R). Se tomarmos apenas dois pontos, por
exemplo, a; = 1 e ar = 2, teremos (p, p) = p(1)?> + p(2)?> = 0, a0 passo que p nio é o polindmio nulo.)

As propriedades listadas a seguir sdo consequéncias imediatas da defini¢do.
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Proposicao 5.1.5 Seja V um espago vetorial com produto interno, e sejam u,v,w € V e A € R. Valem:

(D) {u,v+w) ={u,v) +{u,w);
(ii) {u, Av) = A{u,v),
(iii) {u,0y ) = 0;

(iv) (u,u) = 0 se, e somente se u = Oy .

Demonstracdo (i) segue de (PI-1) e (PI-3); (ii) segue de (PI-2) e (PI-3). Provemos (iii): temos (u, Oy ) = (u,0y + 0y ) =
(u,0vy ) + (u,0y ), por (i). Assim (u, Oy ) € um nimero real que é igual ao seu dobro. S existe um nimero real com
essa propriedade, 0. Finalmente, para (iv), j4 sabemos, por (PI-4), que se u # Oy, entdo (u,u) # 0. Reciprocamente,
se u = Oy, entdo (u,u) = (Oy, 0y ) =0, por (iii). O

Norma e distancia

Continuando com a analogia que estabelecemos entre o produto escalar e o produto interno, definiremos norma e
distancia, em um espaco vetorial abstrato, em termos de um produto interno.

Defini¢io Seja V um espaco vetorial com produto interno {, ). Dado u € V, definimos a norma de u por
lull = v{u, u).
Dados u, v € V, definimos a distdncia entre u e v por
dist(u,v) = ||lu—v||.

(Observe que, em vista da condi¢do (PI-4), a norma de um vetor estd sempre definida. Além disso, a fungao dist satisfaz
as condi¢des esperadas de uma funcao distancidl.)

Exemplo 5.1.6 No espago vetorial R” com o produto interno usual (cf. Exemplo[5.1.1), dados u = (a1, az, ..., a,),v =
(by,by,...,b,) € R", temos
||l = a%+a§+-~-+a%

dist(u,v) = V(a1 = b)? + (a2 = b2)> + -+ (an = bn)?.
A norma e distancia assim definidas em R" costumam ser designadas euclidianas.

Observagdo Nao é demais enfatizar que norma e distancia sdo conceitos relativos ao produto interno. Assim, por
exemplo, se tomarmos em R? os seguintes dois produtos internos

((a,b),(c.d)), =ac+bd e  ((a,b),(c,d)),=2ac+bd,
teremos definidas em R? duas normas (e, portanto, duas distancias). Por exemplo,
I DI = (LD (LD), =vV2 e (LD =+/{(1 D, (1 D), =V3.

Propriedades imediadas da norma sdo enunciadas na préxima proposicao.

! que sao

(1) dist(u, v) = 0 se, e somente se, u = v;
(ii) dist(u, v) =dist(v, u);
(iii) dist(u, v) < dist(u, w) +dist(w, v),

quaisquer que sejam u, v, w € V (A dltima condi¢do é consequéncia do Corolédrio 5.1.9] que veremos adiante.)

97



Proposicao 5.1.7 Seja V um espago vetorial com produto interno e sejamu € V, A € R. Valem:

(i) se u # Oy, entdo ||ul|| > 0;
(ii) ||u|| = O se, e somente se, u = Oy ;
(iii) || Aull = |2 llull.

Demonstragdo De (PI-4), se u # Oy, entdo (u,u) > 0 e, portanto, ||u|| = +/{u,u) > 0, provando (i). A equivaléncia

em (ii) segue da Proposicdo[5.1.5](iv). Para (iii), temos que ||Au|| = \/(/lu,/lu) = \//12 (u,u) = \/ﬁ\/(u,u =[] ||u]l,
em que a segunda igualdade segue de (PI-2) e Proposi¢ao[3.1.3] (ii). m|

Os préximos dois resultados sdo propriedades ndo tdo imediatas da norma.

Teorema 5.1.8 Seja V um espaco vetorial com produto interno. Entdo, para todos u,v € V, vale

[Cu, v < lull V]l (5.1
Além disso, em 31D, vale a igualdade se, e somente se, {u,v} é LD.

A desigualdade (3.1I) € conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz .

Demonstracdo Sev = Oy, entdo (u,v) = 0e ||v| = 0. Portanto, neste caso, a desigualdade vale trivialmente. Suponha
que v # Oy . Entdo, para todo 4 € R, temos

O<|lu+|>=(u+v,u+av) = (uu) + A, v)y + A v, u) + 2 (v, v) = [V A2+ 2 (u, vy A+ |lul*.
1> x2+2 (u, v) x+||u||* ¢ uma fungdo polinomial de grau dois (pois ||v||* # 0, jadque v # Oy)
que assume, sempre, valores ndo negativos. Logo, seu discriminante ndo € positivo: (2 (u, v))2 —4|vI* llull* < 0, ou,
equivalentemente |{u, v)| < |lul| || v]|.

Assim, a fun¢do f(x) = ||v|

E fcil ver que se {u,v} é LD, entdo |(u,v)| = |lu] ||v||. Reciprocamente, suponha que |(u,v)| = |lu| ||v]|.
Mostremos que {u, v} € LD. Considere o sistema linear homogéneo
llull® (u,v) [x [0]
= . 5.2
[<u,v> viE | [y] = o ©-2
Como det lull® e, v) = lu|* Iv|I> = (u,v)* = 0, segue que (3.2) tem uma solucdo ndo trivial (a, B). Logo
vy Q2 | 7RV TR T SRR ¢ P08
|| e +,8v||2 =(au+ pv,au+pv)
= a(|lull® @+ (u,v) B) + B((u,v) a+ v B)
=a0+ B0 pois (a, B) é solugdo de (3.2)
=0
Portanto, au + Bv = Oy, donde segue que {u, v} € LD. O

Uma consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz € o seguinte resultado.
Corolario 5.1.9 Seja V um espago vetorial com produto interno. Entdo,
o+ vl < flull+ v, (5.3)
para todos u,v €'V.

Chama-se (3.3) de desigualdade triangular (pois ela evoca o fato de que a soma dos comprimentos de dois lados
de um tridngulo sempre excede o comprimento do terceiro).
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Demonstracdo Dados u,v € V, temos

Nu+v]*> = (u+v,u+v)
= [lul® +2 (u,v) + [Iv]?
< lull®+20ul vl +1Iv]I? por Cauchy-Schwarz
2
= (llull +1IvI)7,
o que implica a desigualdade desejada. O

Exemplo 5.1.10 Considere o produto interno definido por

(frg) = /0 " sy dr

no espaco vetorial C([0, 7r]) e os vetores u = cos(t), v = sen(z). Calcule ||u|| e (u,v). Como fica a desigualdade de
Cauchy-Schwarz nesse espago?

Solugdo: Por defini¢do,

T 1 - 1 20\ "
lull? = (u, u) =/0 cos?(t) dt = 5/0 (1+cos(20) dr = > (;+ Se“; ))O - g
Portanto, ||u|| = \/g . Similarmente,
d 1 [ 1 20)\|”™
{u,v) :/ cos(t) sen(?) dt = —/ sen(2t) dt = = —w =0.
) 2 Jo 2 2 )|,

Finalmente, neste contexto, a desigualdade de Cauchy-Scharwz expressa-se por
n 3 n 3
<[ rwra) ([ ewra)
0 0

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear II: Exs. 52-56.

‘ /0 F)g(t) dr

quaiquer que sejam f, g € C([0,x]). <

5.2 Ortogonalidade

Diremos que dois vetores u e v de um espago vetorial com produto interno (, ) sdo ortogonais se (u,v) = 0, e, neste
caso, usaremos a notacdo # L v. (Mais uma vez, estamos emprestando nomenclatura e notacao utilizadas no estudo de
vetores de V3.)

Vimos, no Exemplo[3.1.10} que, em C([0, 7]), com o produto interno definido naquele contexto, cos(#) L sen(z).

Observacdo Assim como norma e distancia, ortogonalidade também € um conceito relativo ao produto interno
definido no espago vetorial. Dois vetores de um espago vetorial podem ser ortogonais com relacdo a um produto
interno e deixarem de ser com relagdo a outro. Por exemplo, considere os seguintes dois produtos internos definidos

em P(R): 1

1
(poa): = A PN di e (poq)s= / Pl dr.

Se tomarmos os vetores f(f) =t e g(¢) = t*> de P(R), entdo f e g ndo sdo ortogonais com relagdo a (, ), pois
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1

'y 4l
(f,g)lz/tdtz— =-%#0,
0 4 0 4
mas sdo ortogonais com relagio a { , ),, uma vez que
1 # 1
(f.8)s =/ Pdi="] o
» 4|,

Assim como ocorria em V?, ortogonalidade garante independéncia linear:

Proposicao 5.2.1 Seja V um espaco vetorial com produto interno. Se uy,uy, . ..,u, €V sdo vetores ndo nulos dois a
dois ortogonais, entdo {uy,uz, ..., u,} € LI
Demonstracd@o Sejam A1, 1o, ...,1, € Rtaisque Aju; +up+- - -+ A,u, = Oy . Entdo, paracadai = 1,...,n, temos

0=1(0v,u;) = (AQuy + Adgug + - - -+ Ayt ;) = Ay Cup, ;) + Ag (g, ) + -+ Ay (U, ;) .

Como, por hipétese, (u]-, ui> = 0, para todo j # i, o lado direito da expressdo acima é igual a A; (u;, u;) = A; ||u; ||2.

Assim, 4; ||u;]|* = 0, mas o fato de u; ser ndo nulo implica ||u; || # 0. Dai, obtemos A; = 0, paratodoi = 1,...,n.
Logo, o conjunto {u1,us, ..., u,} é L1 ]
Definicdo Seja V um espago vetorial de dimensdo finita com produto interno e seja 8 = {uy,ua, ..., u,} uma base

de V. Dizemos que B € ortogonal se u; L uj, para todos i # j. Dizemos que 8B € ortonormal se for ortogonal e,
adicionalmente, ||u;|| = 1, paratodosi =1,...,n.

Exemplo 5.2.2 A base canonica de R € ortonormal com relagdo ao produto interno usual.

Exemplo 5.2.3 A fungio (A, B) = tr(B"A) define um produto interno no espago vetorial M, (R), em que tr(X) denota
o traco da matriz X, isto €, a soma dos elementos em sua diagonal principal, e X" denota a matriz transposta da matriz
X. (Veja o exercicio 73 da Lista 1 - Algebra Linear II.) Explicitamente,

air a2\ (bn b2
Apar b =ay b +anbiy+axby +axrbsn.
a1 axn 21 b

A base canoOnica {[(1) 8] , [8 (1)] , [(1) 8] , [8 (1)]} de M;(RR) é ortonormal com relagio a esse produto interno, como é

rotineiro verificar. Este exemplo se generaliza de maneira 6bvia para espacos de matrizes de tamanho superior.

Exemplo 5.2.4 A base canonica {1,,1*} de P>(IR) nio é ortogonal (e, portanto, também ndo é ortonormal) com
relagdo ao produto interno (p, g) = fol p()q (1) dt, pois, conforme vimos, t £ >

Coordenadas de vetores em relacio a bases ortonormais sdo particularmente convenientes, um fendmeno ja encon-
trado no estudo do espago vetorial V3. (Veja a Proposicio Z.4.1])

Proposicao 5.2.5 Seja V um espago vetorial de dimensdo finita com produto interno {, ) e seja B = {e1,e2,...,en}
uma base ortonormal ordenada de V. Entdo,

(i) paratodou €'V,

u= (<u’el>’<u7ez>’~--7<u7en>)B;
(ii) dados v = (a1, @z, ...,an)s, w = (B1, B2, ..., Bn) s, valem
(vow)y=air+afo+-+aBa e |Vl =\/a%+a§+---+a%-
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Demonstracdo Sejam Ap,...,4, € R tais que u = (1,4z,...,4,)g. Mostremos que A; = (u,e;), para todo i =
1,...,n. Com efeito,

(u,e;) ={die1 +pen + -+ Aney,e;) = A1 {ey,e;) + Ay {er,e;) +- -+ A, (en,e;) = A; ||el~||2,

pois B é ortogonal. Como, adicionalmente, ||¢;|| = 1, segue que A; = (u, e; ), provando (i).
Vejamos (ii):

(v,w) =(aje; +---+aye,, Bre; + -+ Bnen)
=a1f llerl* + @Bz llex|* + -+ anBn llen|l*  pois (eiejy=0sei#j

=a1f1+afo+- -+ anfn pois |le; || = 1.
A afirmag@o sobre a norma de v € um caso particular da identidade demonstrada acima. O

Observagdo O trabalho para encontrar uma base ortonormal de um espago vetorial V com produto interno concentra-

se na determinagdo de uma base ortogonal {vi,vs,...,v,} de V, uma vez que, de posse de tal base, o conjunto
{m ﬁ e, ﬁ} é, claramente, uma base ortonormal de V. A primeira (e mais trabalhosa) etapa desse processo
n

serd discutida a seguir.

Exemplo 5.2.6 O conjunto {(0, 0,1),(1,-1,0), (1,1, O)} ¢ uma base ortogonal de R com relagiio ao produto interno
usual. Segue, da observacdo acima, que

1 1 1 1
B = {(0’ 03 1)5 (_9 __90) s (_9 > O)}
V2 V2 V2 V2
¢ uma base ortonormal de R?. Determine as coordenadas de v = (=7,2,3) em relagdo a base B.

Solucdo: Como B € ortonormal, podemos aplicar o item (i) da Proposi¢ao[5.2.5]

((-7.2,3),(0,0,1)) =3
1 1 9
(29550}
1 1 5
(29 (0=

Assim,

Processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt

Todo espago vetorial de dimensao finita com produto interno tem bases ortonormais. Isso seguird do préximo resul-
tado. Em sua demonstracdo, serd apresentado um procedimento que, a partir de um conjunto LI de vetores em um
espaco vetorial com produto interno, produz um conjunto ortogonal de vetores que geram o mesmo subespaco. Esse
procedimento € conhecido como processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.

Teorema 5.2.7 Seja V um espaco vetorial com produto interno e seja {uy,uy, . ..,u,} um conjunto LI de vetores de
V. Entdo, existem vi,Vva, ..., v, € V vetores ndo nulos dois a dois ortogonais entre si tais que, paratodoi = 1,...,n,
[Vvi,...,vi]l = [u1,...,ui].

Demonstracd@o Comecemos por definir vi = u;. Entdo, é claro que v # Oy e que [vi] = [u;].
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Agora, defina
_ (uz,vy)

2
[Ivall

Entdo, v, # Oy, pois se v, fosse o vetor nulo, teriamos u; € [vi] = [u;], 0 que contradiz o fato de {u;,u,} ser LL
Além disso, v, e vi sdo ortogonais, uma vez que

Vo = Uz

(uz,v1) (u2,v1)
(va,v1) = <M2 - ———vi,vi) =(uz,vi) — ——(vi,v1) = (uz, vi) — (uz,vi) = 0.
Ivall vl
A pendltima igualdade segue do fato de que (vi,vy) = ||v; ||I?. Finalmente, como {vi,v2} é um conjunto formado

por dois vetores ndo nulos que sdo ortogonais, {vi,v,} € LI (pela Proposi¢do [5.2.1)). Mas, por sua prépria defini¢do,

vy € [vi,uz]; portanto, [vi,va2] C [vi,u2] = [u,uz] (j que [vi] = [u;1]). Assim, [v],v2] é um subespago de

dimensdo 2 do espaco [u1, uz ], que também tem dimensdo 2. Segue, da Proposi¢ao[d.6.1] que [vi,v2] = [uy,uz].
Repetimos o processo na defini¢cdo de v3, utilizando os vetores v e v, ja definidos:

(u3,vi) (u3,va)
- 2 1T 2
el [lvall

Vi =u

Aqui, também v3 # Oy, uma vez que uz # [ug,uz] = [vi,va], jd que {uy, up, u3} é LI; e v3 € ortogonal a vy e a vy,
pois

( y = (s - (uz,vi) — (u3,va)
v3, V1) = (u3 > Vi STV2, Vi
il vl
(u3z,v1) (u3,v2)
= <M3,V1>—’—2< B 1>——2<V2,V1>
vl [vall
= (u3,vi) — (u3,vi) uma vez que (vi,v) = [[vi]I* e (va,v1) =0
=0.

A demonstracdo que (v3,vy) = 0 é andloga. Temos, assim, um conjunto {v1, vy, v3} de tr€s vetores ndo nulos, dois a
dois ortogonais entre si, e, portanto, LI. Logo, [vi, vz, v3] é um subespago vetorial do espago vetorial [vy, vy, u3] =
[ur, uz,us], que também tem dimensao 3. Logo, [vy, va,v3] = [uy, uz, uz].

Prosseguimos dessa maneira: uma vez definidos vy, . . ., v;, define-se
e = 1 (Uis1,v1) (Uir1,v2) (Uis1, Vi)
i+1 = Uitl — 1— 2= V.
2 2 2
vl lvall [lvil
A verificagdo que v;4; # Oy, que vy é ortogonal avy, vy, ..., vieque [vi,va,..., Vi1 ] = [u1,us,. .., u;+1 | € andloga
a que fizemos nos casosi = 1 e 2. m

Corolario 5.2.8 Seja V um espago vetorial de dimensdo finita com produto interno. Entdo, V tem uma base ortonormal.

Demonstragdo Seja{uy,...,u,} uma base de V. Submetendo-a ao processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt,
obtemos um conjunto {vy, .. ., v, } de vetores nao nulos, dois a dois ortogonais — e, portanto, LI —, cujo subespaco ge-
rado coincide com [uy, . ..,u,] = V.Logo, {vi,...,v,} é uma base ortogonal de V e, portanto, {ﬁ, T :z oo ﬁ

é uma base ortonormal de V. O

Vejamos dois exemplos.

Exemplo 5.2.9 Em R3, com o produto interno usual, encontre uma base ortonormal para o subespaco S =
[(0,2,1),(-1,1,2)].

Solugdo: O conjunto {uy,us}, em que u; = (0,2,1) e uy = (—1,1,2) é LI e, portanto, uma base de S. Podemos
submeté-lo ao processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Faga vy = u; = (0,2,1) e
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(uz,v1)
2
lvill

Vo = Uy —

Vi.

Temos
(uz,v1) =((-1,1,2),(0,2,1)) =0+2+2=4
e
Ivil>=100,2,D)]*=0+4+1=5.
Logo,

4
vo=(-1,1,2) — 5(0, 2,1) = (—1, —%, g) .

Assim, {vy,v2} é uma base ortogonal de S. Agora, como ji calculamos, ||v|* = 5 e

3 6\ 9 36 70
2
-1.-= = =1 _

255725725
Portanto,
ill=v5 e = @
Assim,

{(0 2 L) (_i _3 L)}
V3 V5] V70T V70T V70
é uma base ortonormal de §S. <

Exemplo 5.2.10 (Lista 1 - Algebra Linear II, ex. 66) Encontre uma base ortonormal para o subespago W = [1, t, t2]
do espago vetorial £ (IR), com relagéo ao produto interno definido por

1
(p.q) = A F()g(0) dt.

Solucdo: Sejam u; = 1, up =t e u3 = t*. Por ser LI, {u;,us,u3} é uma base de W. Apliquemos a ela o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Seja v = 1 e seja

vy = s - (Mz,vl)vl
llvi]?
Como
1 tzl 1 5 1 |
= [ear=5 =5 e mlP= [Cra=di=n
segue que
oy, ]
vo=t——l=1——.
2 1 2
Agora,

(uz, vi) (uz, v2)
V3 = U3z — %

2 1T 2
el vl

J& sabemos que || v, |I> = 1. Efetuando os célculos dos demais escalares envolvidos nessa expressdo, obtemos

31

1
t 1
(u3,v1>=/ rdt= = =
0 3

1l

0

103



o 4 6 12
e
1 2 13
1 (t-3) 1(1 1 1
2 2
= t—=| dt= =zlgts] =73
vl / ( 2) 3 3(8 s) 12
Logo, obtemos que
1
V3 = lz -+ 6
Assim,
1 1
Lt—=, > —t+-
{ 9 2’ 6}
€ uma base ortogonal de W. Resta normaliza-la, isto é, dividir cada vetor pela sua norma. J4 sabemos que ||[v(|| =1e

1 .
[[v2]| = N Resta calcular ||v3||. Vejamos,

1 2 1 2 5 4 302 1
1 VS | oot 4Pt t 1
2 2 4_ 53
= _ _ = —2 —_——— _— = _——— _——— _— = —.
lvall /0 (t t+6) dt /0 (t £+ 3+36)dt (5 7t 6+36)0 180

Logo, ||[v3| = ﬁ@ e, portanto,
{1 V3(2r = 1), V5(6: — 61 + 1)}

€ uma base ortonormal para W. <

Projecio ortogonal

Vimos que, em um espago vetorial com produto interno, temos uma nog¢ao de distincia entre vetores. Entdo, faz sentido
considerar o seguinte

Problema Seja V um espaco vetorial com produto interno. Dados um subespaco W de V e um vetor u € V, € possivel
encontrar wy € W tal que dist(u, wy) < dist(u, w), paratodow € W, w # wq?

Em outras palavras, pode-se encontrar um elemento do subespaco W cuja distancia a u seja a menor possivel?
Esse problema também € conhecido como problema da melhor aproximagdo. Quando ele tem solucdo, dizemos que o
elemento wy € W encontrado é a melhor aproximagao de u por elementos de W.

Veremos que quando W é um subespago de dimensdo finita, o problema da melhor aproximagdo sempre terd solugao.
Porém comecemos com a seguinte

Observagdo Se o problema da melhor aproximagdo tiver solugdo, ela € tinica. (Com efeito, dado um subespaco W de
um espaco vetorial V com produto interno e um vetor u € V, se wg € W é tal que dist(u, wg) < dist(u, w), para todo
w e W, w # wy, entdo qualquer outro vetor de W que ndo seja wq distard de u mais do que wy dista e, portanto, nao
serd uma solucdo do problema da melhor aproximacdo; wg € a Unica.)

Sabemos que, na geometria euclidiana, a menor distdncia entre os pontos de uma reta ou de um plano e um
determinado ponto fixo ocorre precisamente entre esse ponto e sua projecio ortogonal sobre a reta ou o plano. Em
espagos vetoriais abstratos, temos uma versao analoga desse fato. Para enuncia-la, serd ttil introduzir uma notagao.

Definicdo Seja V um espago vetorial com produto interno, seja W um subespago de V e seja u € V. Dizemos que u é
ortogonal aW, e escrevemos u L W seu L w, paratodow € W.

Podemos, agora, definir projecio ortogonal de um vetor sobre um subespago.
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Defini¢do Seja V um espago vetorial com produto interno, seja W um subespago de V e seja u € V. Se existir wg € W
tal que (u — wg) L W, dizemos que wo é uma projecdo ortogonal de u sobre W.

Uma ilustragio inspirada na geometria de V3 pode ajudar a compreensio desse conceito:

u u—-wo

wo

O proximo resultado relaciona a proje¢ao ortogonal com o problema da melhor aproximagao.

Proposicao 5.2.11 Seja V um espaco vetorial com produto interno, seja W um subespaco de V e seja u € V. Se
wo € W é uma projecdo ortogonal de u sobre W, entdo wqy é uma solucdo do problema da melhor aproximacdo de u
por elementos de W.

Demonstragdo Precisamos mostrar que dist(u, w) > dist(u, wg), paratodo w € W, w # wg. Com efeito, dadow € W,
w # wp, temos

llu = wli* = | (u = wo) + (wo — w)|I?
= ((u—wo) + (wo—w), (= wo) + (wo —w))

2 2
= [lu=woll” +2 (u = wo, wo = w) + |lwo = wl|

Como wq € uma projecao ortogonal de u sobre W, temos que u — wg € ortogonal a todo vetor de W, em particular,
u — wy € ortogonal a wy — w. Assim, o termo central da soma acima é nulo: (u# — wg, wo — w) = 0. Logo,

2 2 2 2
lu =wll* = llu=woll” +llwo = wl|” > |lu = woll,

uma vez que, |l[wo —w|| # 0, pois w e wq sdo distintos. A conclusido desejada segue, lembrando que dist(u, w) =
|| — w]| e dist(u, wg) = ||u — wo||, por definicdo de distancia em V. )

Segue, do resultado acima, que, se existir, a projecao ortogonal de um vetor sobre um subespago € tinica, uma vez
que ela é uma solu¢do do problema da melhor aproximacao, que, como vimos, € tnica.

Assim, se V € um espaco vetorial com produto interno, W € um subespaco de V e u € V, se existir, a projecio
ortogonal de u sobre W serd denotada por projy,, u.

Resta-nos encontrar condi¢des que garantem a existéncia da projecdo ortogonal. Uma resposta € apresentada a
seguir.

Teorema 5.2.12 Seja V um espago vetorial com produto interno e seja W um subespaco de V de dimensdo finita.
Entdo, para todo u €V, existe a projecdo ortogonal de u sobre W e ela é dada por

projy u = L0y, S22 L) (5:4)

w - ns o
w1 ll? w2 |I? lwall®

em que {wi,wa, ..., wy} é uma base ortogonal de W.

Duas observagdes, neste momento, cabem. A primeira € que, como vimos no Corolério[5.2.8] sempre haverd uma
base ortogonal para W; na realidade, basta tomarmos uma base qualquer de W e ortogonalizd-la pelo processo de
Gram-Schmidt. A segunda d4 conta precisamente desse processo; 0 modo como sdo definidos os vetores no processo
de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt pode ser descrito, em termos da projecao ortogonal, da seguinte maneira:
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Vil = Uipl = PIOj, o Uis]
Vamos a demonstracao do teorema.
Demonstracdo Sejau €V e seja {wy,wy,...,w,} uma base ortogonal de W. Mostremos que o vetor
(u, wi) (u, wa) (u, wn )
= W1 A Ta—
Iwill w2l [wall

satisfaz as condi¢des para ser a projec@o ortogonal de u sobre W. Primeiramente, estd claro que w € W. Resta mostrar
queu —w L W, isto é, que u —w € ortogonal a todo vetor de W. Para tanto, basta mostrar que u — w € ortogonal a w;,

paratodoi =1,...,n, ji que essa condicdo implicard que u — w é ortogonal a toda combinacao linear de wy, ..., w,.
Assim, vejamos: dadoi =1,...,n, temos
u,w u,w u,w
(u—w,w,-)=<u—(< 12>w1+< 22>wz+~-+%wn),wi>
llwll w2l llwnl
u,w u,w u,w
= (uwi) - S '2> (wiwi) = & 22> (Wa, wi) =+ = %(wn,vm
Iwill w2l Iwall
Como <wj, wi> =0sej#ie(w;,w;)=|w;|? aigualdade acima resume-se a
U, w;
(u—w,wi)=(u,wi) - < 12> (wi,wi) =0.
lIwil
Logo, u —w L W e, portanto, w = projW u. O

Em particular, se V é um espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno, W € um subespacode Veu € V,
entdo a projecdo ortogonal de u sobre W sempre existira.

Exemplo 5.2.13 Em R3 com o produto interno usual, encontre proj w V>emquev = (1,-1,0) e

w=1[(1,2,1),(2,1,2)].

Solugdo: Para utilizarmos a férmula (3.4), necessitamos de uma base ortogonal de W. Chamemos u; = (1,2,1) e
up = (2,1,2), de modo que W = [uy,uz]. O conjunto {u,us} é LI e, portanto, uma base de W; mas essa base ndo é
ortogonal, uma vez que (u,uz) = 6 # 0. Vamos ortogonaliza-la por meio do processo de Gram-Schmidt. Comeg¢amos
fazendo vi = u; = (1,2, 1) e definimos

by = s (uz,v1)
v ll?
Como
(uz,v1) =((2,1,2),(1,2,))=6 e |vil>=(vi,vi) =((1,2,1),(1,2,1)) =6,
segue que

vo=1(2,1,2) - 2(1,2, 1)=(1,-1,1).

Como v e v; sdo ortogonais e geram o mesmo subespago que u € up, segue que {vy, v, } é uma base ortogonal de W.
Agora, podemos usar (5.4):
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(v,v1) (v,v2)

L AT EATITE
((1,-1,0),(1,2,1)) ((1,-1,0),(1,-1,1))
= (1,2,1) + (1,-1,1)
(1,2, ) (1, -1, 1)

-1 2
=—(1,2,)+=(1,-1,1
=(1.2. )+ 31~ )

(1 11 N
2 T2

Exemplo 5.2.14 Em %, (R), com o produto interno

(f>8) = f(0)g(0) + F(Deg(1) + f(2)¢(2),

encontre o vetor de £ (R) mais préximo de g = %(ﬂ + 31).

Solucdo: Como P (RR) é um subespaco de P, (R), trata-se de encontrar a melhor aproximagao de g por vetores de
1 (R). Sabemos, pela Proposi¢io[3.2.11] que a resposta € dada pela projecdo ortogonal de g sobre Py (IR). Para utilizar
(5.4), precisamos de uma base ortogonal de P;(IR). Sabemos que {1, ¢} € uma base de P;(IR), mas essa base ndo é
ortogonal, uma vez que {1,7) = (1)(0) + (1)(1) + (1)(2) = 3 # 0. Apliquemos o processo de ortogonalizagdo de
Gram-Schmidt: vi =1e

1)

Iy

Temos
(1) =0)(D)+M(D)+(2)(1) =3
P =12+1>+12=3.
Assim, v =t — 1. Como {v{, v2} € uma base ortogonal de #;(RR), segue que

(q,v1) N (q,v2)

PPy m 4=
Agora,
(g.v1) = <§(r2+3r),1> = (0)(1) + @) +(5)(1) =7
Ivil?=I1*>=3  como ja vimos
(q,v2) = <%(r2+3t),t— 1> =(0)(-D+@2)(0)+(5)(1) =5
vall> = It =117 = (=1)>+0* + 12 = 2.
Logo,

. 7 5 5 1
prOJP](]R) = §1+§([— 1) = Et— 8,

que €, de todos os vetores de P (RR), o mais proximo de g.
Podemos interpretar o resultado da seguinte maneira. Pretende-se determinar dentre todas as retas (que sdo os

graficos de elementos de $; (RR)) aquela que “melhor se ajusta” a pardbola y = %(x2 +3x) nos pontos x; =0,xp =1e
x3 = 2. O que vimos é que a reta procurada € a de equacdo y = %x - é. &
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Observagdo Se W € um subespago de dimensio finita de um espaco vetorial com produto interno e u € V, € possivel
encontrar a proje¢ao de u sobre W a partir de uma base arbitrdria, ndo necessariamente ortogonal de W. Indicamos ao
leitor interessado nesse método a leitura das pp. 130—-131 de [3]].

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear II: Exs. 57-74.

5.3 O complemento ortogonal

Dado um espago vetorial V com produto interno e um subconjunto X de V, definimos o subespaco ortogonal a X como
sendo o seguinte subconjunto de V:

Xl:{veVIvJ_x,paratodoxeX}.

Por convengdo, definimos @+ = V.
Observe que na defini¢do ndo se exige que X seja um subespaco de V; X pode ser qualquer subconjunto de V.

Apesar disso, X+ € sempre um subespaco, o que justifica a nomenclatura introduzida. Esse € o contetido do nosso
proéximo resultado.

Proposicio 5.3.1 Seja V um espaco vetorial com produto interno e seja X um subconjunto de V. Entdo, X* é um
subespago de V.

Demonstracio Basta considerar o caso X # @. Primeiramente, Oy € X+, porque Oy L v, para todo v € V, em
particular, Oy L x, para todo x € X. Sejam, agora, u,v € X*. E preciso mostrar que u +v € X*. Com efeito, para todo
x € X, temos {u+v,x) = (u,x) + {v,x) = 0+ 0 = 0. Logo, de fato, u + v € X*. Finalmente, mostremos que X é
fechado para multiplicagdo por escalares: sejam A € R e u € X*; entdo, para todo x € X, {(Au,x) = A {u,x) =10 =0,
0 que mostra que du € X*. Assim, conclui-se que X* é um subespaco de V. O

Sendo um subespago, podemos aplicar ferramentas e conceitos da Algebra Linear a X*. Antes de tratar de um
exemplo, notemos a seguinte

Observagdo Seja V um espago vetorial com produto interno e seja X um subconjunto finito de V. Entdo, X* = [X]*.
(De fato, como X C [X], entdo [X]* C X . Para a outra inclusdo, suponha que X = {uy,...,u,},sejav € X+ e seja
w € [X]. Entdo, existem Ay, ...,4, € R tais que w = Jju; + - -+ + Ayuuy,. Assim, (v,w) = (v, Qjuy +-- -+ dyuty) =
Avyur)y+-+ 2, (v, up) =210+---+1,0=0.Logo, v € [ X]*, o que prova que vale, também X+ C [X]*.)

Exemplo 5.3.2 Considere, em R* o produto interno definido por
((ay,a2,a3,a4), (by, ba, b3, bs)) = 2a1by + azby + azbs + asbs.

Encontre uma base par S*, em que S = [(1, 2,0, —1)] .

Solugdo: Primeiramente, convenga-se que a fungdo definida é, de fato, um produto interno em R*. Em segundo lugar,
como vimos na observacao que precede este exemplo, S* = {(1,2,0,—1)}*. Agora, dadov = (x,y,z,w) € R4, temos
v e {(1,2,0,-1)}* se, e somente se, v L (1,2,0,—1),isto é, se e somente se, <(x, v, z,w), (1,2,0, —1)> = 0. Portanto,

v=(x,y,z,w) €St se,esomentese, 2x+2y—w=0.

Assim, S* = {(x,y,z,w) € R* | 2x+2y—w = 0}. Agora, basta argumentarmos como vimos fazendo desde a Se¢ao[4.6
Os vetores de S* sdo os vetores da forma

1
(—a'+ %,a,ﬁ,y) = a(=1,1,0,0) + 8(0,0,1,0) +y (5,0, 0, 1) ,coma,B,y € R,

ja que essas sdo as solucdes do sistema linear 2x + 2y — w = 0 (com uma equagdo, nas incéginitas x, y, z, w). Assim,
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1
St =1(-1,1,0,0),(0,0,1,0), (E’O’ 0, 1)] .

O conjunto gerador de S* apresentado acima é LI e, portanto, uma base dele. Em particular, dim($§*) =3. <

Note que, no exemplo, a dimensdo de S* é complementar (em relagio 2 dimensdo do espago ambiente R*) a
dimensio de S: dim(S) + dim(S*) = 1 + 3 = 4 = dim(R*). Isso é um fato geral, como mostra o préximo resultado.

Teorema 5.3.3 Seja V um espago vetorial com produto interno e seja W um subespago de dimensdo finita de V. Entdo,
V=WeWw.
Em particular, se V tem dimensdo finita, dim(V) = dim(W) + dim(W+), para todo subespaco W de V.

Demonstracdo A dltima afirmagio € uma propriedade de somas diretas (ver Proposi¢ad4.8.2)).

Provemos a decomposicio V = W & W+. E preciso mostrar duas coisas: que V.= W + W+ e que W N W+ = {0y }.
Comecemos pela primeira. Dado u € V, como W tem dimensio finita, o Teorema[3.2.12] garante que existe a proje¢ao
ortogonal de u sobre W. Assim, temos

u = (projy, u) + (u — projy, u).

Como projy, u € W e u — projy,, u € W+, segue u € W + W+. Assim, todo vetor de V se decompde como soma de
um vetor em W e um vetor em W+. Logo, V = W + W+=. Para mostrar que a soma ¢ direta, tome v € W N W+, Entdo,
(v,v) = 0 (pela prépria defini¢do de W+). Logo, v = Oy, o que implica que W N W+ = {0y }, como queriamos. O

Como a decomposic¢do de um vetor em uma soma de termos de uma soma direta € tinica (pela Proposicdo [4.8.4),
segue que a decomposi¢do que encontramos, na demonstra¢ao, para um vetor de V como soma de um elemento de W
e um elemento de W+ € tinica.

Em vista desse teorema, W+ €, as vezes, chamado de complemento ortogonal de W.

Exemplo 5.3.4 Em R? com o produto interno usual, decomponha v = (1,2,2) como uma soma v = x + y, em que
xeW=[(1,1,0),(0,1,1)] ey € W*.

Solucdo: Vimos, na demonstragdo do Teorema 5.3.3] que devemos tomar x = projy, v € y = v — x. O conjunto
{(1,1,0), (0,1, 1)} é uma base de W, mas ndo € ortogonal. Aplicando a ele o processo de ortogonalizagdo de Gram-
Schmidt, obtemos

Vl = (17 1’0)5

((0,1,1),(1,1,0))

vy = (0, 1, 1) -
1(1,1,0)]?

1 11
(l’ 1’0) - (O’ l’ 1) - 5(1’ 1’0) - (_E’ z, 1) .

Assim {v1, v2} é uma base ortogonal de W. Portanto,

. v,V v,V
prOJWv:< , 12>v1 (v, 22>
[lvill lIvall

_ ((1,2,2),(1,1,0))(1 Lo <(1,2,2), (—%,%,1)> (_l 1 1)
R CY N
T

275
:(5’3’3)'

Logo, a decomposicdo procurada é v = x + y, com
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= proj = 275 eWw

X =projy v =3, 3.3 ,

3 B 275y (1 11 N
y=v-x=(1,2,2) (3,3,3)—(3, 3,3)€W. O

Exemplo 5.3.5 (Prova 1, Algebra Linear II, 2011) Seja V um espaco vetorial com produto interno e sejam S e W
subespagos de V. Assinale a afirmacéo falsa.

(A)SeueS,veSteu+v=0y,entdou =v =0Oy.
(B) Se S € W, entao W+ c S+.

(C) Se {uy,...,u,} é uma base ortogonal de V, entdo v = Z;le proj[ 1 v,paratodov € V.
uj
(D) Se S € W, entdo S+ ¢ W+,
(B)Se A = {ur,...,upy €8, B={vi,...,vq} C St e A e B sdo linearmente independentes, entdo A U B €

linearmente independente.

Solugdo: A afirmagao falsa ocorre na alternativa (D); por exemplo, em qualquer espago vetorial V nao nulo, temos
{0y }* =V (pois todo vetor de V € ortogonal ao vetor nulo) e V+ = {0y} (pois se v € V é tal que v € V*, entéo
IvII> = (v,v) = 0). Assim, tomando S = {Oy } ¢ W = V, obtemos um contraexemplo de (D).

Mostremos, agora, que as demais afirmacdes sdo verdadeiras.

(A) Se u+v =0y, entdo, u = —v. Como v € §* e S* € um subespago de V segue que —v € S*. Logo temos um
vetor u = —v que pertence, simultaneamente, a S € a S*. Portanto, ele é ortogonal a si mesmo: Oy = {(u,u) = |ju 2.
Segue que u = Oy e, também, v = —u = -0y = Oy.

(B) Para mostrar que W+ C S+, é preciso mostrar que todo vetor de W+ € ortogonal a todo vetor de S. Mas isso é
vdlido, uma vez que todo vetor de W+ € ortogonal a todo vetor de W e W contém S.

(C) Dado v € V, sejam Ay,...,4, € R tais que v = Z?:l Ajuj. Para cada i = 1,...,n, temos (v,u;) =

<Z;’=l /ljuj,ul-> = Z;?:l Aj <uj,ul-> = A; |lu;||*, uma vez que os vetores de {uy,...,u,} sio dois a dois ortogo-

_ (i)

Lati) portanto, Aju; = T = proj,, | v-
u; i

2
flaei |l

(B) Sejam a1, ..., @p, B1.....Bq € R tais que X7 aju; + 2?:1[3]‘}]' = Oy. A tarefa é mostrar que todos os a; €

nais entre si. Segue que A; =

todos os B; sdo iguais a zero. Denote u = Zf’:l au; ev = ZS{:] Bjv;.Entdo,u € Sev € St,jaque AC SeBC St
Pelo que vimos na alternativa (a) isso implica que Oy = u = Zf’: | @illi € que Oy =v= Z?=1 Bjv;.Como A e B sio LI,
segue que @; = 0, paratodoi =1,...,p,e B; =0,paratodo j =1,...,q.

Resposta: (D) <

Exercicios Lista 1 - Algebra Linear II: Exs. 75-82.
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Apéndice A
O posto de uma matriz

Veremos que a dimensdo do espaco gerado pelas linhas de uma matriz (seu posto-linha) sempre coincide com a
dimensdo do espaco gerado por suas colunas (o posto-coluna). Como consequéncia da demonstracdo desse fato,
obteremos um método de extracdo de bases a partir de conjuntos geradores.

A.1 Posto-linha e posto-coluna

Dada uma matriz

aip a2 ... Ain
ajz) azy ... dyp
Aml Am2 ... Amn

de M,,x, (R), podemos considerar suas linhas como vetores de IR” e suas colunas como vetores de R”, da seguinte
maneira: paracadai =1,...,n, seja
n
u; = (aj1,ap,...,a;n) € R",

e,paracada j =1,...,m, seja
m
Vi = (alj,azj,...,amj) e R™.

Denotaremos por L(A) o subespaco de R” gerado pelas linhas de A, isto &,
L(A) = [uy, up, -, Up],

e por C(A) o subespaco de R™ gerado pelas colunas de A:
C(A)=1[vi,va, ..., va].

A dimensao de L(A) serd denominada posto-linha de A e sera denotada por pl(A). A dimensdo de C(A) é chamada
posto-coluna de A e denotada por pc(A).

Teorema A.1.1 Para qualquer A € M,,5,,(R), vale pl(A) = pc(A).

Demonstracdo Seja R € M,,x,(IR) uma matriz escalonada obtida a partir de A por meio de uma sequéncia de
operacdes elementares sobre linhas (por exemplo, pelo processo de escalonamento). Uma vez que as linhas de R sdo
combinagdes lineares das linhas de A, segue que L(R) C L(A). Como operagoes elementares sobre linhas podem
ser revertidas, A também pode ser obtida a partir de R por uma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas, e,
portanto, temos, de fato, L(A) = L(R). Em particular, pl(A) = pl(R). Agora, como R é escalonada, suas linhas nao
nulas (que sdo aquelas que contém pivds) sdo LI e, portanto, formam uma base para L(R). Logo, se R tem r pivos,
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pl(A) =pl(R) =r. (A.1)

Considere, agora, o sistema linear homogéneo
AX =0. (A2)

Uma solugdo (aq, as, . .., a,) de (A2) origina uma relacdo de dependéncia linear entre as colunas de A:
avi+aava + -+ v, = 0pm.

E, reciprocamente, qualquer relagdo de dependéncia linear entre as coluna de A d4 origem a uma solug@o de A. Assim,
como (A.2) tém as mesmas solugdes que o sistema linear homogéneo

RX =0,

as relagdes de dependéncia linear entre as colunas de A sdo as mesmas que entre as colunas de R. Portanto, pc(A) =
pc(R). Cada coluna de R que ndo contém um pivd é combinacdo linear das colunas que contém pivd e a precedem.
Logo, C(R) é gerado pelas colunas de R que contém pivds. Como essas colunas sdo, evidentemente, LI, elas formam
uma base para C(R). Sendo r o niimero de colunas de R com pivo, segue

pc(A) =pc(R) =r. (A.3)

Juntando (A.T) e (A.3), obtemos pl(A) = pc(A). O
Definicio Dada uma matriz A € M,,x, (R), o posto de A é definido por posto(A) = pl(A).

Vimos, no Teorema [A. 1.1l que o posto de A coincide com o posto-coluna de A e com o nimero de pivOs de uma
matriz escalonada obtida a partir de A pelo processo de escalonamento. Em particular, posto(A) < min{m, n}. Além
disso, apesar de a matriz escalonada obtida por operacdes elementares sobre linhas a partir de A ndo ser tnica, por
depender de escolhas feitas ao longo do processo de escalonamento, o niimero de linhas nao nulas dessa matriz (ou
seja, o ndmero de pivds dela) depende apenas de A, pois coincide com o posto-linha de A. Resumidamente, se R; e
R» sdo duas matrizes escalonadas obtidas a partir de A por meio de operacdes elementares sobre linhas, ambas tém o
mesmo nimero de linhas ndo nulas, mesmo ndo sendo, necessariamente, matrizes iguais.

A.2 Extracao de bases

Voltando 2 demonstragio do Teorema [A. 1.1l vimos que, dada uma matriz A € M5, (R), s€ R € My, (R) é uma
matriz escalonada obtida a partir de A por meio de uma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas, entdo
as relacdes de dependéncia linear entre as colunas de A sdo as mesmas que existem entre as colunas de R. Vimos,
também, que as colunas de R que contém pivds formam uma base para C(R). Logo, ndo s6 € possivel concluir que
pc(A) = pc(R), como também que as colunas de A que ocupam as mesmas posi¢des que as colunas de R que contém
pivos formam uma base para C(A).

O Teorema [4.4.8] garantia que qualquer conjunto gerador finito de um espago vetorial contém uma base, porém
sua demonstracao ndo fornecia um método eficiente de se obter uma base a partir desse conjunto gerador (ou, como
também se costuma dizer, para se extrair do conjunto gerador uma base) — era preciso investigar as relacdes de
dependéncia linear existentes entre esses geradores. A observacio que fizemos no pardgrafo anterior permite encontrar
um procedimento eficiente, como veremos a seguir.

Método para extracao de uma base de um conjunto gerador de um subespaco

Sejam vy, vy, ..., v, € R™ e considere o subespago
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S:[vl’ V2,...,Vn]

de R™. Seja A € M,,x,, (R) a matriz que cujas colunas sdo v, vy, ..., vy, € seja R € M, (IR) uma matriz escalonada
obtida a partir de A por meio de uma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas (por exemplo, pelo processo de
escalonamento). Entdo, como acabamos de ver, uma base de S € formada pelos vetores v tais que a j-ésima coluna de
R contém um pivo.

Exemplo A.2.1 Voltemos ao Exemplo [£.6.4] em que se pedia uma base para o subespaco S = [uy, u2, us, us| de R3,
em que
u; =(1,0,-1,2,0), up = (2,1,3,0,0), uz = (0,1,-5,4,0), uq = (1,0,-11, 10, 0).

Aplicando o método que acabamos de descrever, devemos construir uma matriz 5 X 4 cujas colunas sdo os vetores
uy, up, u3, us € submeté-la ao processo de escalonamento:

120 1 12 0 1 12 0 1 12 0 1
011 0 01 1 0 01 1 O 01 1 O
-13-5-11{ -0 5 -5-10| - |00 -10 -10] —» |00 —-10 —10
204 10 0-44 8 00 8 8 00 0 O
000 O 0 0 0 00 0 O 00 0 O

Os pivds da matriz escalonada obtida ao final do processo estdo destacados em vermelho; eles ocorrem nas colunas 1,
2 e 3. Logo, {uy, up,u3} é uma base de S.

Exemplo A.2.2 Encontre uma base para o subespaco S = [A] de R, em que
A={(1,0,-1,2,0), (2,1,3,8,0), (3,1,2,10,0), (0,1,6,4,0) },

que esteja contida em A.

Solucdo: Procedemos conforme o método apresentado, sujeitando a matriz cujas colunas sdo os elementos de A ao
processo de escalonamento:

1230 1230 1230
0111 0111 0111
-1326|—-|0556/—- (0001
2 8104 0444 0000

0000 0000 0000

Como os pivds da matriz escalonada ocorrem nas colunas 1, 2 e 4, segue que uma base de S é formada pelos primeiro,
segundo e quarto elementos do conjunto A: {(1,0,-1,2,0),(2,1,3,8,0),(0,1,6,4,0)}. <

Observacdo O método descrito e ilustrado acima aplica-se a subespacos do espaco vetorial R™. Ele, na verdade, pode
se aplicar a qualquer subespaco de um espaco de dimensao finita, uma vez fixada uma base ordenada e trabalhando em
coordenadas.

Mais detalhadamente, seja V um espaco vetorial de dimensdo finita igual a m e seja 8 uma base ordenada de V.
Dados vy, v, ...,v, € V, considere o subespago S = [vi,vy,...,v,]| de V. Tome, agora, paracada j = 1,...,n, as
coordenadas de v; em relacdo a base B:

vi=(aij,azj,...,amj)s,

e construa a matriz A € M,,,x,(IR) que contém, em sua j-ésima coluna, as coordenadas de v; em relagdo a base B:

ai]p aip ... dip
ajzl azy ... dyp
Aml Am?2 - .. Amn
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Uma base para S € formada por aqueles vetores v; tais que a coluna j da matriz escalonada obtida a partir de A pelo
processo de escalonamento contém um pivo.
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possivel determinado, 2] ortogonais (em V?3),
possivel indeterminado, paralelos,

118



	Sistemas lineares, matrizes e determinantes
	Sistemas lineares
	Matrizes
	Determinantes

	Vetores
	Vetores e operações entre vetores
	Dependência linear
	Bases e coordenadas
	Produto escalar
	Projeção ortogonal
	Mudança de base
	Produto vetorial
	Produto misto

	Geometria analítica
	Sistemas de coordenadas
	Retas
	Planos
	Posições relativas
	Perpendicularismo e distâncias

	Espaços vetoriais
	Definição, exemplos e propriedades básicas
	Subespaços vetoriais
	Combinações lineares e dependência linear
	Bases e dimensão
	Coordenadas
	Base e dimensão de subespaços
	Soma e interseção de subespaços
	Soma direta de subespaços

	Espaços vetoriais com produto interno
	Produto interno
	Ortogonalidade
	O complemento ortogonal

	O posto de uma matriz
	Posto-linha e posto-coluna
	Extração de bases

	Referências
	Índice Remissivo

