Q1. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e T : V. — V um
operador linear diagonalizavel. Suponha que o polindmio caracteristico de
T seja pp(t) = t™4 e considere as seguintes afirmacoes:
(I) o operador T' é nulo;
(IT) dim(V') = 754;
(III) existem infinitas bases B de V tais que a matriz [T|p seja diagonal.
Assinale a alternativa correta:

Resposta: O grau do polinémio caracteristico coincide com a dimensao do
espaco vetorial. Logo (II) é verdadeira.

Como o polinémio caracteristico é pp(t) = t7>* temos que o tinico au-
tovalor é o nimero real 0 (zero). Que T seja diagonalizdvel, implica que

existe uma base D = {uq,...,urs4} de V tal que T'(u;) = 0-u; = 0 para
cada ¢ = 1,...,754. Isso implica que T é o operador nulo pois se v € V,
754
v =Y aju; para alguns nimeros reais a; € R. Entao
i=1
754 754

T(v) =T aiw) = _ ;T (u;) =0.
=1 =1

Logo (I) é verdadeiro.

Como T é o operador nulo, temos que para cada base B de V, [T]p é a
matriz quadrada nula de tamanho 754 e portanto diagonalizavel. E claro
que existem infinitas bases B de V. Por exemplo seja v # 0, e considere
para cada a € R\ {0} o vetor av. Como av # 0, existe uma base de V da
forma {uy,...,urs4} com u; = av. Assim (III) também é verdadeira.

Logo (I), (IT) e (III) sdo verdadeiras.



Q2. Considere as seguintes afirmacoes:

(I) se n for um inteiro positivo, 7' : R* — R?® for uma transformacio
linear sobrejetora, B for uma base de R” e C for uma base de R82,
entao as colunas da matriz [T]p¢ serao linearmente independentes;

(IT) se B = {e1,ea,...,e983} for uma base de R e T : R?%8 — R
for a transformacéao linear tal que T'(e1) = ez e T'(e;) = 0 para todo

j=2,3,...,988, entio ([T]5)" = 0;
(ITI) se T : R — R?® for uma transformacao linear diagonalizdvel,

entao a matriz que representa 1" na base candnica tera determinante
nao nulo.

Assinale a alternativa correta:

a) apenas a afirmagao (II) é verdadeira;

(
(b) apenas as afirmagoes (I) e (II) sdao verdadeiras;

)
)
(c) apenas as afirmagoes (I) e (III) sao verdadeiras;
(d) todas as afirmagoes sao falsas;

)

(e) todas as afirmacoes sao verdadeiras.

Resposta: Se n > 988, observa que a matriz [T]|gc tem n colunas, e que as
colunas sao vetores de R%2. Logo ndo podem ser linearmente independentes,
pois R%8 tem dimensdo 988. Logo (I) é falsa.

Observa que [T1% = [T)g[T)g = [T o T]p. Agora, se j > 2, temos que
(ToT)(e;) =T(T(ej)) =T(0) =0. Esej=1, temos que (T'oT)(e1) =
T(T(e1)) =T(e2) =0. Logo [T o T|p = 0. E (II) é verdadeira.

Outra forma de verificar que (II) é verdadeira. Observa que

0 0 0
1 0 0
T)s=|0 0 0

oo O oo

00 O
Entao é facil ver que [T]p[T]g = 0.
A afirmagao (III) é falsa, pois por exemplo, o operador linear nulo (u + 0
para todo u € R?8) ¢ diagonalizavel.



Q3. Considere as bases B e C de P»(RR) dadas por:
B={1+t+t1-Tt+t*t+t} e C={7+2t,3+t,t*}.

Denotando por I: Po(R) — P>(R) a transformacao identidade, teremos que
a soma dos elementos na diagonal principal da matriz [I]g¢ serd igual a:

(a) —52;
(b) 52;
65.
(C) R
63.
(d) ]
(e) 6.
Resposta: Seja H = (1,t,t%) a base canonica de P»(R). Temos que
1 1 0 7 30
Un=|1 =7 1|, [len=|2 1 0
1 1 1 0 01
Logo [I1sc = Ulnclllsn = gy 151 Agora
73 0\ ' 1 -3 0
Iz=12 10| =[-2 7 0
0 01 0 0 1
Portanto
7 3 0\ " 1 -3 0\ /1 1 0
Nse =[Mzalllsn=(2 1 o] =|-2 7 o] |1 -7 1
0 0 1 0 0 1 1 1 1
-2 22 =3
=5 =51 7
1 1 1

E a soma dos elementos da diagonal principal é —52.



Q4. Sejam a e b niimeros reais, B uma base de P»(RR), C uma base de M3(R)
e T: Py(R) — M3(R) a transformagao linear tal que:

1 -2 b

-1 1

a 0

1 -1

[T]c =

SN =

Pode-se afirmar que:

a) T serd injetora se, e somente se, b # 2 ou a # 0;

(
(b) T serd injetora se, e somente se, b # 2 e a # 0;

(d) T serd injetora se, e somente se, b # 3 e a # 1;
(e) Ker(T') # {0}.

Resposta: A imagem de T estd gerada pela imagem de qualquer base de
Py(R). Como P3(R) tem dimensao 3, T serd injetora se, e somente se, a
imagem de 7' tem dimensao 3.

As coordenadas (em relagao a base C) da imagem da base B vem dadas
pelas colunas da matriz [T]gc. Por tanto é suficiente ver, quais sao as
condigoes para que as colunas de [T]p¢ sejam 1. i.

)
)
(¢) T é injetora;
)
)

1 1 2 0 1 1 2 0

-2 -1 a 1 = (0 1 at+4 1 | =

b 1 0 -1 0 1-b -2 -1
11 2 0 11 2 0
01 a+4 1 = |0 1 a+4 1
0 0 ab—a+2b—4 b—2 0 0 ab—1)+2(b—-2) b—2

Claramente, se b # 2, os trés vetores sao l.i. Quando b = 2, os vetores sao
Li. se, e somente se, a # 0.

Assim T' é injetora se, e somente se, a # 0 ou b # 2.
Outro jeito de fazer o exercicio é encontrar condigoes para que KerT =
{0}. Isso é equivalente a provar que o sistema homogéneo com matriz de
coeficientes

1 -2 b
1 -1 1
[Tlee = 2 a 0
0 1 -1
so tenha a solucao trivial (i.e. ndo tenha varidveis livres.) Assim
1 -2 b 1 -2 b 1 -2 b
1 -1 1 0 1 1-b 0 0 2-0
2 a O 0 a+4 -2b 0 0 —-2b+a+4
0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1

De novo, se, e somente se, a # 0 ou b # 2.



Q5. Sejam n um inteiro positivo e A, B € M,(R) matrizes semelhantes.
Assinale a alternativa contendo uma afirmacao que NAO é necessariamente
verdadeira:

(a) para qualquer v € R", se v for um autovetor de A, entdo v serd um
autovetor de B;

(b) para qualquer A € R, se A for um autovalor de A, entdo A serd um
autovalor de B;

(c) as matrizes transpostas A® e B' sao semelhantes;

(d) as matrizes AF e B¥ sdo semelhantes, para todo inteiro k > 1;

(e) as matrizes A e B possuem o mesmo polinémio caracteristico.

Solugao: Se as matrizes A, B € M,(R) sdo semelhantes, entdo A =
M~!'BM para alguma matriz inversivel M € M,(R). Segue
pa(t) = det(A —tI) = det(M~*BM —tI) = det(M (B —tI)M) =
detM~Vdet(B — tI)detM = det(B — tI) = pp(t).
As raizes de p4(t) sdo autovalores de A. Assim obtemos que as alternativas
(b) e (e) sdo verdadeiras.

Se A = M~ 'BM, entdo A2 = M~ 'BM M~'BM = M~'B?M, repe-
tindo A¥ = M~'B*M para todo k > 1. Logo A*¥ e B* sao semelhantes, a
alternativa (d) é verdadeira.

Se A= M~"'BM,entaotA =t(M~1BM)=tMtBt(M~1'). De MM~! =
I segue que t(M~)tM =tI = I, logo t(M~1) = (tM)~! e alternativa (c) é

verdadeira.
1 0 0 1
a=(o %) ==(10)

As matrizes
sao semelhantes. O vetor (1,0) é autovetor de A com autovalor 1 mas nao é
autovetor de B. Entao a alternativa (a) nao é necessariamente verdadeira.



Q6. Seja a € R e considere a matriz:

A=

S W R
NN O
Q O O

Pode-se afirmar que:

(e) se a # 2, entao A serd diagonalizavel.

Solucao: O polindémio caracteristico de A é pa(t) = (a —t)?(2 —t). Calcu-
lamos Ker(A —al):

0 0 0 0 0 0
3 2—-a 0 — 0 2—a-1 0
6 2 0 3 1 0

dim Ker(A — al) = 2, se, e somente se, a = 1, logo A é diagonalizavel se, e

somente se, a = 1.



Q7. Considere a base
B={1,t+1,t>+t+1}
de P»(R), a base
¢ ={(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}
de R? e a base D = {1,t,t?} de P2(R). Sejam T : Py (R) — P(R) e
S : Py(R) — R? transformacdes lineares tais que

S(1)=(2,2,2), S(t+1)=(3,5,2), St +t+1)=(21,1)
6 5 3
[SoT]pe = (12 5 0).
4 0 -1

Temos que o determinante da matriz [T]p ¢é igual a:

Solugao: De [S o T|pc = [S]sc|T)BB segue que
det([S o T)pc) = det([S]pe)det([T]g).

Usando que det([T]p) = det([T]|g) e
0 1
3 1
20

det([S 9] T]BC) —-30
= = = 1 .
det[Tlp det[S]BC -3 0

obtemos




Q8. Seja T : R? — R3 um operador linear tal que

100
M T)eeM =0 2 0
00 3
em que
101
M={0 11
110

e can denota a base canénica de R3. Temos que T'(5,3,4) ¢ igual a:

Solugao:. Do fato que M ~![T)canM é a matriz diagonal com as entradas
1, 2 e 3 segue que (1,0,1) é autovetor com autovalor 1, (0,1, 1) é autovetor
com autovalor 2, (1,1,0) é autovetor com autovalor 3. Sabendo que

(5,3,4) =3(1,0,1) + 1(0,1,1) + 2(1,1,0)
obtemos

T(5,3,4) = 37(1,0,1) + T(0,1,1) + 27(
3(1,0,1) 4+2(0,1,1) + 6(1,1,0) = (9,8,5).



Q9. Considere as seguintes afirmacoes:
(I) se n for um inteiro positivo, A, B € M, (R) forem matrizes diagona-

lizaveis e os polinémios caracteristicos de A e B forem iguais, entao
A e B serao semelhantes;

(IT) se n for um inteiro positivo, A, B € M,(R) forem matrizes seme-
lhantes e A for simétrica, entao B serd simétrica;

(III) se V' for um espago vetorial munido de um produto interno e se
T:V—=>VeS:V —V forem operadores lineares simétricos, entao
o operador T' o S 4+ S o T serd simétrico.

Assinale a alternativa correta:

a) apenas as afirmagoes (I) e (III) sao verdadeiras;

(
(b) apenas as afirmagdes (I) e (II) sao verdadeiras;
(c) apenas a afirmacao (I) é verdadeira;
(d

(e) todas as afirmacoes sao verdadeiras.

~— — — —

todas as afirmacoes sao falsas;

Solucao: A matriz A é diagonalizavel, entao todas as raizes de polinomio
caracteristico p4(t) sao reais, logo A é semelhante a uma matriz diagonal D
cujos elementos na diagonal sao as raizes de p4(t). Como B possui 0 mesmo
polinémio caracteristico e é diagonalizavel, B é semelhante a mesma matriz
D. Logo as matrizes A e B sao semelhantes. A afirmacao (I) é verdadeira.

Seja A € M>(R) matriz nao simétrica diagonalizavel, entdo A é seme-
lhante & matriz B diagonal simétrica. Entao a afirmagao (II) é falsa. O

exemplo
1 2 10
(i) o=(as)

A afirmacao (II) é falsa.
Para quaisquer u,v € V

(To S+ S5oT)(u),v) = (T(S(u)),v) + (S(T(u)),v) = (S(u), T(v))+
(T'(w), S(v)) = (u, S(T(v))) + (u, T(S(v))) = (u, (T 0§+ S o T)(v)).

Logo o operador T'0 .S + .S o T é simétrico. A afirmacao (III) é correta.



Q10. Sejam a € R, V um espago vetorial de dimensao 5e T : V — V um
operador linear cujo polinémio caracteristico seja:

pr(t) = —(t3 — at)(t* — 4).

Pode-se afirmar que:

se a = 4, entao T sera diagonalizavel;
T é injetor;

dim (Ker(T)) > 2;

(e) se a > 4, entao T serd diagonalizdvel.

Solugao: pr(t) = —t(t? — a)(t?> — 4) possui todas raizes reais se e somente
se a > 0. Logo se a < 0 T nao é diagonalizavel, a alternativa (a) é correta.
Como t = 0 é raiz de pr(t) de multiplicidade 1, dim KerT = 1, entao as
alternativas (c) e (d) sao falsas. Caso a = 4 operador 1" é diagonalizavel se e
somente se dim Ker(T' —2I) = 2 e dim Ker(T'+2I) = 2, logo as alternativas

(b) e (e) sao falsas.



Q11. Considere o espaco vetorial R? munido do seu produto interno usual.
Sejam T : R2 — R? ¢ S : R? — R? os operadores lineares tais que

[Tlsc = (2 _gg> e [Sles = (21 01>,

em que B e C sao as bases de R? dadas por:
B={(21),(1,-2)} e C={(1,1),(1,-1)}.

Assinale a alternativa correta:

lhantes;
(e) S é simétrico e T' nao é simétrico.

Solugao:
T(2,1) =5(1,1) = (5,5) = 3(2,1) — (1,-2)
T(1,-2) = —5(1,1) + 5(1,-1) = (0,—5) = —(2,1) + 2(1, —2).
Como ||(2,1)|| = ||(1,-2)|| = V5, B' = {%(2, 1),%(1,—2)} é uma base

ortonormal e

Again [|(L D] = (1 -1l = V2 € = {L5(1,1), Z3(1,~1)} 6 uma base
ortonormal e

[Sler = [Sle =

N

[CIICIEN
[
NG|
~_

Obtemos que S nao é simétrico.



Q12. Considere as seguintes afirmagoes:

(I) se n for um inteiro positivo e A, B € M, (R) forem matrizes com o
mesmo determinante, entdo A e B serao semelhantes;

(IT) se V' for um espaco vetorial tal que dim(V) = 1777, 1 : V — V
denotar a transformacao identidade e T' : V' — V for uma trans-
formacao linear tal que 55 e 99 sejam autovalores de T e tal que
dim (Ker(T — 551)) = 1776, entao T serd diagonalizdvel;

(ITI) a matriz

77 43 0
0 77 43
0 0 77

é diagonalizavel.
Assinale a alternativa correta:

a) apenas a afirmagao (II) é verdadeira;

(a)

(b) todas as afirmagoes sao verdadeiras;

(c) apenas as afirmagoes (I) e (II) sdo verdadeiras;

(d) apenas as afirmagoes (II) e (III) sao verdadeiras;
)

(e) apenas as afirmagoes (I) e (III) s@o verdadeiras.

Resposta: (I) é falsa pois por exemplo A = (8 (1)> eB = <8 8) tem

o0 mesmo determinante mas nao sao semelhantes. Se fossem semelhantes, A
seria diagonalizdvel.

(IT) Como 55 e 99 sao autovalores, temos que 55 e 99 sdo raizes do po-
linémio caracteristico de T'. Observa que a multiplicidade geométrica de 55
é 1776. Assim a multiplicidade algébrica de 55 é maior o igual. Mas como
99 é raiz do polindémio caracteristico, temos que a multiplicidade algébrica
de 55 tem que ser exatamente 1776 e portanto a multiplicidade algébrica
de 99 tem que ser exatamente 1. Logo o polindmio caracteristico de T' é
pr(t) = (t — 55)1770(t — 99) e as multiplicidades algébricas e geométricas de
todas as raizes de pp(t) coincidem. Resumindo, (II) é verdadeira.

Outro jeito de fazer o exercicio. Seja (uq, ..., u1776) uma base de Ker(T —
551). Como 99 é autovalor de T, existe v € V, v # 0, tal que T'(v) = 99v.
Por teoria sabemos que D = (ug, ..., ui776,v) € 1.i. e portanto uma base de
V. Agora T'(u;) = 55u; e T'(v) = 99v, isso implica que [T]p é diagonal.

(ITI) Observa que o polindémio caracteristico da matriz é (77 — t)® mas

77 43 0 0 43 0
0 77 43| -71I=10 0 43
0o 0 77 0 0 O

o que implica que a multiplicidade geométrica de 77 é 1. Como a multiplici-
dade algébrica de 77 é 3, e portanto diferente de 1, temos que a matriz nao
é diagonolizavel. Assim (III) é falsa.



Q13. Seja T': Po(R) — P>(RR) um operador linear tal que

Ker(T —21) =[14+t,1—t*] e Ker(T —1)=[1+t+1,
em que I : P»(R) — P3(R) denota a transformacao identidade. Considere a
base B = {1,t,t2} de P»(R). Se

795 =

K Q<
> 0 o
S 0

entao a + d serd igual a:

(e) —2333.
Solugao: O conjunto C = {1+#,1—12,1+t+¢2} forma base de autovetores
de T. Temos [T|g = [I]|e|T]c[{]c com

2.0 0 1 1 1
Tle=(0 2 0 Mes=[1 0 1
0 0 1 0 -1 1
A matriz [I]p¢ é a inversa de matriz [I|¢p, entao
-1 2 -1
Tpe=| 1 -1 0
1 -1 1
1 1 1 23330 0 -1 2 -1
TP =11 0 1 0 233 0 1 -1 0
0 -1 1 0 0 1 1 -1 1

Calculando obtemos que as entradas a = 1 e d = 1 — 2333, entdo a + d =
9 _ 2333.



Q14. Sejam T : R?> — R? e S : R? — R? operadores lineares tais que
(1,2) € Ker(3T7 + S —2I), (-1,-3) € Ker(3T + S +1)
e S(z,y) = (z +y,r + 2y), para todo (x,y) € R, em que I : R? — R?

denota a transformacao identidade. Dados (z,y) € R2, temos que T'(z,y) é
igual a:

(a) (14z — 8y, 34z — 18y);
(b) (14z — 20y, 10z — 18y);
(¢) (Tx — 4y, 17z — 9y);
(d) (7x — 10y, 5z — 9y);

(e) (28x — 16y,20x — 36y).

Resposta: De S(z,y) = (v + y, z + 2y) obtemos que

[S)ean = G ;) .

(1,2) € Ker(37 + S —2I), (—1,-3) € Ker(37 + S+1)
obtemos que (1,2) é autovetor de 17+ associado a 2 e (—1, —3) é autovetor
de $T + S associado a —1. Logo D = ((1,2),(—1,—3)) é uma base de R? e

sreslp= (5 5)

Como os dados pedido estao expressos na base canonica e S também, é
melhor expressar lT + S na base candénica também. Assim temos que

[ T+S] = I'Dcan[ T+S] [ ]canD = [I}Dcan[ T+S] [ ]Dian

De

can

Agora [I|pean = < > Dian = (3 :}) Portanto
] 2 0 3 -1\ (8 =3
2 0 —1 2 —-1)  \18 -7
Por outro lado, BT + S] = %[T]Can + [S]can € portanto,

[T]can = 2([%T + S] - [S]can)‘

(3T + S

can

[T)ean = 2 (188 :3) -2 G ;> - (éi —_188> '

Isso implica que T'(z,y) = (14x — 8y, 34z — 18y).

Assim,



Q15. Considere a base
B =1{(1,77,45),(0,9,33),(0,0,877)}

de R? e o operador linear T : R® — R3 tal que:

3 -1 1
Tls=|1 1 1
1 3 1

Assinale a alternativa correta:

5

a) T é diagonalizével e os autovalores de T sao 2, 3+2” 17 ¢ 3_2 17.

(b) T nao é diagonalizével e os autovalores de T sao 2, /17 e —V1T7;

(
(d) T é diagonalizavel e os autovalores de T" sao 2 e 5;

)
)

(¢) T nao é diagonalizdvel e os autovalores de T sao 2 e 1;
)

(e) T ¢é diagonalizavel e os autovalores de T' s@o 2, V17 e —/17.

Resposta: Os autovalores de T sao as raizes reais do polinémio carac-
teristico. Vamos calcular o polindémio caracteristico pr(t) de T'. Assim

3—t -1 1 2—t =2+t 0
pr(t)=det| 1 1—-t 1 =det | 1 1—t 1
1 31—t 1 31—t
1 -1 0 1 -1 0
=(2—-t)det |1 1—-t 1 =(2—-t)det |0 2—-¢t 1
1 3 1—t 0 4 1-t
2—t 1
—(2—t)det( A 1t>—(2—t)(t2—3t—2).

Logo os autovalores sao 2, :HT VIT o ?)*T VI7
Como o polinémio caracteristico tem grau 3 e tem trés raizes reais dife-

rentes (multiplicidade algébrica 1), temos que T' é diagonalizédvel.



Q16. Scja S : R? — Py(R) uma transformacdo linear tal que
S(1,2) =1+t+t* e S(2,3) = —t+1t
e seja T : Py(R) — R? a transformacao linear definida por
T(a+bt+ ct?) = (a — b,b—¢),

para quaisquer a, b,c € R. Assinale a alternativa correta:

(a) Ker(T'oS)=1[(1,2)] e Im(T' o S) = [(1,—2)];

(b) Ker(T'oS) =[(1,0)] e Im(T o S) = [(1,-2)];

(c) Ker(T o S) =1(0,0)] e Im(T'oS) =1[(0,1), (0,—-2)];
(d) Ker(T'oS) =[(1,0)] e Im(T o S) = [(—3,—4)];

(e) Ker(T'oS) =1(3,-2)] e Im(T o S) =[(2,3)].

Resposta: Sejam H = (1,t,t?) a base canonica de P»(R), B = ((1,2),(2,3))
uma base de R? e can a base canénica de R?. De
S(1,2)=1+t+t* e 5(2,3)=—t+12

obtemos que

De

T(a+bt+ct?) = (a—b,b—c),
1 -1 0
0 1 -1

(70 Slhcan = TlncnlSlon = (o 7 %) G (1)1) (0 %)

Ou seja, estamos dizendo que (T'0 S)(1,2) = (0,0) e (T'0 S5)(2,3) = (1,—2).
Logo Ker(T o S) = [(1,2)] pois tem dimensao 1. E Im(7T o S) = [(1,—2)].

obtemos que [T]ycan = ( > Assim temos que



