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Prefacio

Estas notas compreendem todo o contetido da sequéncia de Algebra Li-
near para os alunos do primeiro ano dos cursos de Engenharia na Escola
Politécnica da Universidade de Sdo Paulo.

A sequéncia de Algebra Linear é constituida de duas disciplinas semes-
trais: MAT3457 - Algebra Linear I e MAT3458 - Algebra Linear II. Aqui,
encontra-se o contetido unificado delas.

Sao parte integrante destas notas as listas de exercicios elaboradas pelos
docentes responsaveis pelas turmas e disponibilizadas aos alunos.

O simbolo [ marca o final da demonstragdo de um teorema, proposigéo,
lema ou corolério; o simbolo () marca o final de uma observacdo, de um
exemplo, ou da solugdo de um exercicio.






Sumario

[Prefaciol iii
P IV G = Analitica 1
[1 Sistemas lineares, matrizes e determinantes| 3
(L.L1_Sistemas lineares| 3
1.2 Matrizes| 18
(.5 Determinantes| 26
2_Vetores| 35
.1 Vetores e operacoes entre vetores| 35

.2 Dependéncia linear| 39

44

2.4 Produto escalar] 51

.5 Projecao ortogonall 54

6 Mudanca de base| 56

i 58

2.8 Produto mistol 65
|3_Geometria analitical 73
B.1_Sistemas de coordenadas| 73
B.2_Retas| 76
B.3 Planos 80
3.4 Posicoes relativas| 87
B.5 Perpendicularidade e distancias| 93
|Parte 2 Algebra Linear| 101
|4 Espacos vetoriais| 103
4.1 Definicdo, exemplos, propriedades basicas| 103
4.2 Subespacos vetoriais| 109
4.3 Combinacdes lineares| 114
4.4 Dependéncia linear| 118
4.5 Bases e dimensaol 122

4.6 Coordenadas| 130



vi

4.7 Base e dimensao de subespacos| 132
4.8 Soma e intersecdo de subespacos| 142
4.9 Soma direta de subespacos| 152

5 Espacos vetoriais com produto interno 157
5.1 _Produto internd 157
0.2 Bases ortonormais| 166
5.3 Projecdo ortogonall 173
5.4 O complemento ortogonal] 178

[6 Transformacoes lineares| 183
6.1 Detfini¢cao e exemplos| 183
0.2 Nucleo e imagem| 190
6.3 Teorema do ntcleo e da imagem| 199
6.4 Operagdes com transformacoes lineares| 204
6.5 Matriz de uma transformacao linear] 205
6.6 Matriz da transformac¢ao composta) 216
6./ Mudanca de base| 219

[/ _Diagonalizacao de operadores| 227
[Z1_Autovalores e autovetores| 229
7.2 O polindmio caracteristico| 233

7.3 Diagonalizagao| 238

4 Operadores diagonalizaveis| 245

.5 Aplicacgao: resolucao de sistemas de equacdes diferenciais |

| (caso real)| 256
8 Operadores em espacos com produto interno 265
8.1 Operadores simétricos] 265
8.2 Diagonalizacao de operadores simétricos| 270
8.3 Aplicacdo: reconhecimento de quadricas (e cOnicas)| 277
®_Espacos vetoriais complexos| 287
9.1 Autovalores complexos| 287
9.2 O complexificado de um operador real| 293
9.3 Aplicacdo: resolucdo de sistemas de equacoes diferenciais |

| (caso complexo)| 296
A~ Um pouco mais sobre determinantes 307
[A.1_Cofatores| 307
[A.2 A regra de Sarrus| 309
[B_O posto de uma matriZ 311
B.1 Posto-linha e posto-coluna| 311

.2 Aplicagao: Extracao de bases de conjuntos geradores| 313



|C _Um pouco sobre funcoes| 317
Kf.l Definicées 317

[C.2” Composicdo de funcdes| 318

[D Polindmios e suas raizes (reais e complexas)| 323
D1 Polinom, T 3 393
.2 Polindmios com coeficientes complexos| 326

i imétri 330

[Referéncias Bibliograficas| 331

indice Remissivol 333

vii






Parte 1

Vetores e Geometria Analitica






Sistemas lineares, matrizes e
determinantes

Este capitulo serd dedicado a sistematizagdo do conhecimento sobre sis-
temas lineares, matrizes e determinantes, usualmente coberto no Ensino
Médio. Porém, nosso ponto de vista serd mais conceitual, com especial
atengdo dada a investigagdo das razdes por trds das técnicas que o leitor
provavelmente ja conhece, isto é, faremos demonstragdes completas dos
resultados enunciados. Uma excegdo é a Segdo que trata de determi-
nantes, em que, exclusivamente por falta de tempo, muito pouco seré de-
monstrado.

Nos dois capitulos seguintes, que tratam de vetores e geometria analiti-
ca, e na segunda parte destas notas, a respeito de espagos vetoriais, faremos
extenso uso dos métodos utilizados no estudo de sistemas lineares e da
conexdo destes com matrizes e determinantes.

Neste capitulo, e em todos os capitulos subsequentes, o conjunto dos
nuameros reais sera denotado por R.

1.1 Sistemas lineares

Iniciamos, nesta se¢do, o estudo de sistemas de equagdes lineares. Serd
preciso, primeiramente, termos claro o que entendemos por uma equagao
linear.

Uma equagdo como

2x = —4 (1.1)

é 0 que chamamos uma equagdo linear na incégnita (ou variavel) x.



Quando se diz que iremos determinar uma solugado para essa equacao,
se quer dizer que desejamos encontrar um niimero real que, ao ocupar o lu-
gar da incégnita, da origem a uma afirmagdo verdadeira. Assim, o nimero
—2 ¢é solugdo da equagdo (1.I) porque 2 - (—2) é, de fato, igual a —4. E
o numero 3 ndo é solucdo da equagdo porque 2 - 3 ndo é igual a —4.
Como, além do ntimero —2, nenhum outro ntimero real é solucdo da equa-
¢do (L.I), costuma-se dizer que —2 é sua tinica solugdo.

De maneira geral, uma equagdo linear na incégnita x é uma equacado da
forma

ax ="b, (1.2)

em que a e b sdo ntimeros reais dados. Uma solugdo da equagédo (1.2) é um
numero real s que satisfaca as = b. E facil ver que se a # 0, entdo o nimero
a~'b é a tnica solugdo de ([.2). (Se a = b = 0, entdo qualquer nimero real
serd solugdo de (1.2),esea =0eb # 0, ndo tera solugdo.)
Equagdes lineares podem ter mais do que uma incégnita, como é o caso,
por exemplo, da equagao
3x —4y =1, (1.3)

na qual x e y sdo incognitas. O par de ntiimeros reais (3,2) é uma solugdo de
(1.3), no sentido de que ao substituirmos a primeira incognita, que chama-
mos de x, por 3 e a segunda, y, por 2, obtemos uma afirmagdo verdadeira,
jdquevale3-3—4-2 = 1. Aqui, porém, diferentemente do que ocorreu em
(L.1), a equagdo tem mais do que uma tnica solugdo; o leitor pode verificar
que para qualquer ntimero real s o par (s, —1 + 3s) é solugdo de (I.3). Essas
sdo, de fato, todas as solugdes de (1.3). Isso seguira da teoria mais geral de
sistemas lineares, tema desta secao.

Também é possivel investigar o problema de se tentar encontrar solu-
¢Oes simultaneas de equacdes lineares. Por exemplo, poderiamos tentar
descobrir quais sdo as solug¢des da equagao que também sdo solugdes
da equacgédo

—2x+3y =0. (1.4)

Procurar as solugdes simultdneas dessas duas equagdes é tratar do que se
costuma chamar de resoluc¢do de um sistema linear. Em termos de notagéo
e nomenclatura, listamos sequencialmente as equagdes,

3x—4y =1 (15)
—2x+3y =0, '

e chamamos as solucoes simultineas delas de solucdes do sistema linear

(1.5).

Uma abordagem possivel (e que é a mais frequentemente utilizada no
Ensino Médio) é usar o fato (conhecido — e ja mencionado acima —, mas
ainda ndo totalmente esclarecido) que toda solugdo da primeira equagdo
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que compde esse sistema, a equagdo (1.3), é da forma (s, —}1 + %S) e “subs-
titui-la” na segunda equagédo do sistema, ou seja, procurar os niimeros reais

s que satifazem
—25+3 1 + §s =0
4 47) 7

Isso, na realidade, resulta em uma nova equagdo linear (agora na incégnita
s), cuja solugdo é s = 3, como o leitor pode ele mesmo verificar. Concluimos
que (3,2) é a unica solugdo do sistema de equacdes lineares (.5).

Nesta secdo, veremos um método bastante mais eficiente do que o utili-
zado acima e que se aplica a situagdes mais gerais. Trata-se do método do es-
calonamento. Para introduzi-lo, precisamos, antes, proceder a formalizagdo
adequada ao estudo de sistema lineares, comecando por fixar a notagdo e a
nomenclatura que utilizaremos deste ponto em diante.

Uma equagdo linear nas n incégnitas xq,x3,...,x, € uma equagdo da
forma
a1x] +axxs + - +ayx, =b, (1.6)
em que ay, ay, . .. ,a, e b sdo niumeros reais, chamados coeficientes da equagdo
linear. Uma sequéncia (s1,5,...,5,) formada por n nameros reais é dita
uma solugdo para a equacgdo linear (1.6) se a igualdade numérica
ais1+axsp+---+ays, =b

for verdadeira.
Um sistema linear de m equagdes nas n incégnitas x1, xz,...,x,; é uma
sequéncia de m equagdes lineares nas incégnitas xi, X2, ..., X!

anxiy +apxs + - +ayx, = b

ax1X1 + axnXxy + -+ -+ aypXy = bz (17)

Ap1 X1 + Ay X2 + - 4 A Xy = by

Uma solugdo para o sistema linear (I.7) é uma sequéncia (s1,5,...,5,) de
nameros reais que € solug¢do para cada uma das m equagdes que compdem

(1.7).
Exemplo 1.1.1. O sistema linear

2x1+ (—2)xp =2

(1.8)
2x1 +2xp = 6,

é formado por duas equagdes e tem duas incégnitas: x; e xo.

O par (2,1) é uma solugdo de , como pode ser diretamente verifi-
cado. Ainda, (2,1) é a tnica solugdo desse sistema linear. Vejamos uma
demonstragdo desse fato. Se (s1,s2) for uma solugédo qualquer, entdo da pri-
meira equagdo obteremos 2s; + (=2)s, = 2,0 que, por sua vez, implicara
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s1 = s + 1. Como (s1,s2) deve ser também solugdo da segunda equacdo,
e sabemos que, necessariamente, s; = s + 1, teremos 2(s, + 1) 4+ 2s, = 6,
donde concluimos que s; = 1 e, portanto, s; = 2. Em resumo, (2,1) é a

Unica solugéo de (T1.8). O
Exemplo 1.1.2. O sistema linear
2 2%y =4
e (19)
2x1 4+ 2x, =2

ndo tem solugdes, uma vez que se (s, 52) € uma solugdo da primeira equa-
¢do do sistema, entdo 2s; + 2sp = 4 # 2; assim, (s1,52) ndo pode ser uma
solucdo da segunda equagdo do sistema.

Exemplo 1.1.3. O sistema linear

{—63(1 +2x, = —8

1.10
b+ (- =2 .

tem infinitas solugdes. De fato, para qualquer t € R, o par (t,3t —4) é uma
solugdo do sistema, como pode ser diretamente verificado. O

Adiante, veremos um método para concluir, dado um sistema linear, se
ele possui solugdo ou ndo e, no caso de possuir, uma maneira de encontrar
todas as suas solugdes.

Observagio. Adotaremos algumas simplificacdes na notacdo para sistemas
lineares:

e Equacgdes que envolvem coeficientes negativos terdo um termo da for-

ma
- (—a)xi+ ...,
com a > 0, reescritos na forma
cee—axi+....
Por exemplo, o sistema (1.8)) pode ser reescrito na forma
2X1 — ZXZ =2
2x1 +2xp = 6.
e Quando o ntimero de incégnitas é pequeno, podemos rotula-las por
X,Y,2,.... Assim, o sistema (1.8) pode ser escrito, ainda, como
2x —2y =2
2x + 2y = 6.



e Quando o ndmero 1 aparecer como coeficiente de alguma incognita,
esse coeficiente serd omitido, e quando o nimero 0 aparecer como coe-
ficiente de alguma incégnita, o termo correspondente serd omitido. Por
exemplo, serd mais comum denotarmos o sistema linear

2x -1y =3

Ox+2y=1
por

2x —y =3

2y = 1.

Também vale registrar que os termos varidvel ou indeterminada sao utili-
zados como sindnimo de incégnita. O

Sistemas lineares serdo categorizados em trés classes. Dizemos que um
sistema linear é

e impossivel (ou incompativel, ou, ainda, inconsistente) se ndo possuir ne-
nhuma solucgao;

e possivel (ou compativel, ou, ainda, consistente) determinado se possuir ape-
nas uma solugéo;

e possivel (ou compativel, ou, ainda, consistente) indeterminado se possuir
pelo menos duas solugdes.

Assim, nos trés exemplos acima, o sistema é possivel determinado,
o sistema (1.9), impossivel, e o sistema (I.10), possivel indeterminado.

Veremos que todo sistema linear possivel indeterminado possui, de fato,
infinitas solugodes.

Operacoes elementares. Para obter um método de resolugdo de sistemas
lineares, dado um sistema linear

anxi +apxy + - -+ a1x, = by
ay1x1 + anxy + -+ agxy = by
(S)
Ap1X1 + Am2X2 + -t apnXny = bmr
consideraremos as seguintes operacdes sobre as equagdes que o0 compdem:

I. Permutar duas equagdes de (S).

II. Multiplicar todos os coeficientes de uma equagéo de (S) por um mesmo
ntmero real ndo nulo.

III. Somar a uma das equagdes de (S) uma outra equagdo cujos coeficientes
foram todos multiplicados por um mesmo nidmero real.



As operagdes I, Il e Il sdo chamadas operagoes elementares sobre as equa-
¢oes de (S).

Uma operacdo elementar do tipo I altera apenas duas das equagdes que
compdem o sistema, as demais permanecem inalteradas. A rigor, na reali-
dade, nem as duas equagdes envolvidas sdo alteradas, apenas as posi¢des
que elas ocupavam no sistema é que sdo alteradas.

Operagoes elementares do tipo II e Il alteram apenas uma das equagdes
que compdem o sistema, preservando as demais. Especialmente no caso de
operagdes elementares do tipo III, observe que o que se faz é substituir uma
equacdo, a j-ésima, digamos, por uma nova equagdo: a j-ésima equagdo
original somada a uma outra equagdo, digamos, a i-ésima, multiplicada,
por sua vez, por um nimero real. Com excecdo da j-ésima, todas as demais
equagdes do sistema, incluindo a i-ésima, permanecem inalteradas.

Assim, quando se efetua uma operacgdo elementar sobre as equagdes de
um sistema linear, obtém-se um novo sistema linear com o mesmo niimero
de equagdes e, evidentemente, 0 mesmo ntimero de incégnitas.

Exemplo 1.1.4. Considere o sistema linear

x1+2x —x3+ x4 =2
2x1 —2x3 — x4 = —1 (1.11)
—xp+x4 =0

Vamos exemplificar o efeito de cada um dos tipos de operag¢des elementares
sobre as equagdes do sistema (1.11

Se aplicarmos ao sistema (1.11) uma operacdo elementar do tipo I, por
exemplo, a que permuta a segunda e terceira equagdes, obtemos o sistema
linear

X1 +2x —x3+ x4 =2
—X2+x4=0
2X1—2X3—X4: -1

Se aplicarmos ao sistema (1.11) uma operacdo elementar do tipo II, por
exemplo, a que multiplica a terceira equacdo por 3, obtemos o sistema linear

X1 +2x —x3+x4 =2
2x1—ZX3—x4: -1
—3x2+3x4 =0

Se aplicarmos ao sistema (1.11) uma operagdo elementar do tipo III, por
exemplo, a que soma a segunda equagdo a primeira multiplicada por —1,
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obtemos o sistema linear

X1 +2x2 —x3+x4 =2
X1 —4x3 4+ x3 —2x4 = =3
—x24+x4=0

Veja que, de fato, cada um dos novos sistemas tém o mesmo ntimero de
equagoes que (1.11), isto é, 3, e 0 mesmo ntimero de incégnitas, 4. O

Operagdes elementares sobre as equa¢des de um sistema linear ndo alte-
ram suas solucdes. Dizendo de modo mais preciso, se (S1) é um sistema li-
near obtido a partir de (S) pela aplicagdo de uma operagdo elementar sobre
suas equagdes, entdo, dada uma sequéncia de nameros reais (s, 2, - ..,5x),
ela sera solugdo de (S) se, e somente se, for solugdo de (S1). Vejamos por
queé.

Por um lado, é facil ver que toda solugdo de (S) é também uma solugdo
de (&1). Isso pode ser verificado considerando, um por vez, cada um dos
trés tipos de operagdes elementares sobre equagoes.

Por outro lado, 0 mesmo argumento mostra que toda solugdo de (&)
é solucdo de (S). Isso decorre do fato de que operacdes elementares sobre
equagdes podem ser “desfeitas” e, assim, (S) pode ser obtido a partir de
(51) por meio da aplicagdo de uma operacdo elementar sobre as equacgdes
de (S1). Por exemplo, digamos que (S;) tenha sido obtido a partir de (S)
por meio de uma operacado elementar do tipo IIl, em que a j-ésima equacdo
de (S1) é o resultado da soma da j-ésima equacdo de (S) com a i-ésima
equagdo de (S) multiplicada pelo ntimero A. Entdo, (S) também pode ser
obtido a partir de (S1) por meio de uma operacdo elementar do tipo III: a
j-ésima equagdo de (S) é o resultado da soma da j-ésima equagdo de (S7)
com a i-ésima equacdo de (S1) multiplicada por (—A). Deixamos a cargo do
leitor verificar que um raciocinio similar se aplica a opera¢des elementares
dos tipos I e II.

Dizemos que dois sistemas lineares com o mesmo nimero de incégnitas
sdo equivalentes se tiverem exatamente as mesmas solugdes.

Assim, o que acabamos de ver é que se (S1) é um sistema obtido por
meio da aplicagdo de uma operagdo elementar sobre as equag¢des do sistema
(S), entédo (S) e (S1) sdo equivalentes.

Nosso objetivo serd, dado um sistema linear (S), obter um sistema li-
near (S’) que é equivalente a ele, cujas solugdes sdo faceis (num sentido
a ser tornado preciso adiante) de ser encontradas. Esse sistema (S’) sera
obtido por meio de uma sequéncia finita de operagdes elementares sobre
equagdes a comegar pelo sistema (S).

Antes, porém, de descrever o método geral, consideremos um exemplo.



Exemplo 1.1.5. Considere o sistema linear

2x—y+z=4
x—y+z=1 (1.12)
3x —6y+6z=0

de trés equagdes e trés incognitas, quais sejam, x, y e z.
Aplicando a operagdo elementar de tipo I que permuta a primeira e a
segunda equagdes, obtemos o sistema

x—y+z=1
2x—y+z=4 (1.13)
3x —6y +6z=0,

que é equivalente a (1.12), pois como vimos, operacdes elementares sobre
as equagdes de um sistema linear ndo alteram suas solugdes.

Agora, aplique ao sistema a operacao elementar do tipo III dada
pela soma a segunda equacdo da primeira multiplicada por —2:

x—y+z=1
y—z=2
3x — 6y + 6z = 0.

Esse novo sistema é equivalente a (1.13), que, por sua vez, era equivalente
a (1.12); portanto ele é, também, equivalente a (1.12).

Agora, a esse ultimo sistema aplicamos uma operagdo elementar do tipo
III, somando a terceira equagdo a primeira multiplicada por —3:

x—y+z=1
y—z=2
-3y +3z = 3.

Mais uma vez, obtemos um sistema que é equivalente a (1.12).

Finalmente, aplique ao tltimo sistema obtido a operagdo elementar do
tipo III que soma a terceira equagado a segunda multiplicada por 3 e obtenha
0 sistema

x—y+z=1
y—z=2 (1.14)
0=3.

O sistema encontra-se em um formato no qual fica evidente que
ele é impossivel, uma vez que sua terceira equagdo ndo tem solugdo. Como
ele é equivalente a (1.12), pois foi obtido a partir dele por uma sequéncia
de operacdes elementares sobre equacdes, segue que o sistema é,

10



também, impossivel, um fato que ndo era facil de se concluir no inicio, an-
tes de realizarmos as operagdes elementares que produziram (1.14) a partir
de (1.12).

Nesse exemplo, fomos capazes de trocar um sistema linear sobre o qual
ndo era evidente afirmar se tratar de um sistema impossivel por um sistema
equivalente, isto é, um sistema que tem as mesmas solugdes que o original,
este tltimo, sim, obviamente impossivel.

Procuraremos sistematizar o procedimento que adotamos nesse exem-
plo de modo a sermos capazes de tratar qualquer sistema linear e de tam-
bém poder tirar conclusdes sobre suas solu¢des quando ele for um sistema
possivel.

Porém, antes, observemos que € possivel trabalhar apenas com os co-
eficientes das equagdes que compdem um sistema linear: eles codificam a
informacdo completa contida em um sistema linear. Para tanto, introduzi-
remos um objeto que retine todos os coeficientes de um sistema linear, sua
matriz aumentada.

Notacao matricial. O sistema linear
anxi +apxy + - -+ a1x, = by
Ay1X1 + axnxs + -+« +asx, = by
Ap1X1 + AppXo + - -+ ApnXp = bmr

pode ser mais compactamente denotado por

AX =B,
em que
a1 aipp ... A1n
an1 ax ... Aoy
A=
Aml Am2 .. Amn

é 0 que chamaremos de uma matriz de tamanho m x n (ou, de m linhas e n
colunas) — o que sera doravante denotado por A € M, x,(R) —,

b
by
b
11



é uma matriz m x 1 (ou B € M,,;»1(R)), e

X1

X2
X =

Xn

é uma “matriz” n x 1 cujas entradas sao incognitas.

A matriz
ayn ap ... a1 | b
an az ... Aoy bz
[A| B] = : : : . € me(n—&-l)(lR)
Aml Am2  --- Amn bm

é chamada matriz aumentada do sistema linear. A barra vertical que estd
presente na matriz aumentada de um sistema linear, separando a tdltima
coluna das precedentes, é apenas um recurso notacional, para nos lembrar
de como essa matriz foi construida, ndo acrescentando a ela nenhum atri-
buto novo; trata-se de uma matriz m x (n 4+ 1) como todas as demais.

A cada operagdo elementar sobre as equac¢des de um sistema linear, em
notagdo matricial, AX = B corresponde uma operacao elementar sobre as
linhas da matriz aumentada [A | B] dele:

I. Permutar duas linhas de [A | B].

II. Multiplicar todas as entradas de uma linha de [A | B] por um mesmo
ndamero real ndo nulo.

III. Somar a uma das linhas de [A | B] uma outra linha cujas entradas foram
todas multiplicadas por um mesmo niimero real.

A sequéncia de operagdes elementares realizada no Exemplo pode
ser registrada como uma sequéncia de operagdes elementares sobre as li-
nhas da matriz aumentada de (1.12):

2 -1 1|4 1 -1 1)1 1 -1 1|1
1 11|11 |—-|(2 -1 1(4|—-]10 1 —-1|2
3 =6 6|0 3 =6 6|0 3 -6 6 |0
1 -1 1 1 1 -1 1|1
- ({0 1 -1| 2 -0 1 -1/2 (1.15)
0 -3 3 |-3 0 0 0|3

Note que a tltima matriz nessa sequéncia é precisamente a matriz aumen-
tada do sistema linear (1.14).

Para descrever o método que aplicamos no exemplo acima, vamos in-
troduzir uma nova definicao.
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Definicdo. Uma matriz é dita ser escalonada se as seguintes condigdes esti-
verem satisfeitas:

(i) todas suas linhas nulas (se existirem) estdo abaixo das linhas nao nulas,
e

(ii) em cada linha ndo nula, o primeiro elemento ndo nulo (lendo da es-
querda para a direita), chamado pivd, ocorre mais a direita do que o
pivo da linha imediatamente acima dela.

Por exemplo, as matrizes

00 o1 1 }(1)8
1 0" |1 0 1|

0 01
nao sdo escalonadas (vocé sabe dizer por qué?), e a matriz
1 01
0 01
000

é. Um outro exemplo de matriz escalonada é a tltima matriz obtida na
sequéncia (1.15). (N&o é demais lembrar que barra vertical separando a
dltima coluna das demais designa apenas uma marcagdo, devendo, assim,
ser ignorada ao se verificar se a matriz é escalonada ou nao.)

A observagdo a seguir, apesar de simples, é crucial no que veremos adi-
ante.

Observagio. Se R € My »,(R) é uma matriz escalonada e R tem p pivos,
entdiop <mep < n.

A primeira desigualdade segue do fato de que o niimero de pivos em
uma matriz escalonada é igual ao ntimero de linhas ndo nulas dela. A se-
gunda desigualdade é consequéncia do fato de que em cada coluna de uma
matriz escalonada, ha, no maximo, um pivd. O

O processo de escalonamento. Apresentamos , agora, o resultado que
estd por trds do método de resolugdo de sistemas lineares que adotaremos
nestas notas. Esse resultado garante que o método se aplica a qualquer
sistema linear. Sua demonstracdo é algoritmica, isto é, é apresentada em
forma de uma sequéncia de passos que, uma vez seguidos, conduzem a
conclusdo desejada.

O procedimento a ser apresentado na demonstragdo desse resultado
(enunciado como um teorema) é conhecido como algoritmo de eliminagdo
gaussiana ou processo de escalonamento.

Teorema 1.1.6. Para toda matriz, existe uma sequéncia de operagdes elementares
sobre linhas que resulta em uma matriz escalonada.
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Demonstragdo. Dada uma matriz A, submeta-a ao seguinte procedimento,
composto de uma sequéncia finita de operagdes elementares sobre linhas:

1. Se A é amatriz nula, pare. (Ela j4 é escalonada.)

2. Se ndo, encontre a primeira coluna (da esquerda para a direita) de A
que contém uma entrada ndo nula e permute a linha que contém essa
entrada com a primeira linha, se necessario. O primeiro elemento nio
nulo desssa nova primeira linha é chamado pivd da linha. (Neste passo,
realiza-se uma operacado elementar do tipo L.)

3. Por adigdo de multiplos adequados da primeira linha nas linhas abaixo
dela, zere todas as entradas abaixo do pivd. (Neste passo, sdo realizadas
operagdes elementares do tipo III.)

4. Volte ao passo 1 e repita o procedimento na matriz que consiste das
linhas abaixo da primeira.

O processo termina quando ndo houver mais linhas no passo 4 ou quan-
do as linhas restantes forem nulas. Em qualquer dos casos, a matriz resul-
tante serd escalonada. O

Note que a sequéncia de operagdes elementares utilizadas em (1.15) se-
gue o0s passos do procedimento descrito acima.

Vejamos mais um exemplo do processo de escalonamento.

Para facilitar o registro de cada um dos passos, no que segue, adotare-
mos a seguinte notagao:

e uma operagado elementar do tipo I que permuta as linha i e j serd deno-
tada por L; <> Lj;

e uma operagdo elementar do tipo II que multiplica a linha i por A # 0
serd denotada por L; <~ AL;; e

e uma operacdo elementar do tipo III que soma a linha j a linha i multi-
plicada por A sera denotada por Lj < L; + AL;.

Os pivos serdo destacados em vermelho para facilitar sua identificacdo.

Exemplo 1.1.7. Aplique o processo de escalonamento a matriz

o 0 o0 2 1 9
0O -2 -6 2 0 2
0 2 6 220
o 3 9 2 219
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Solugio.

0 O 0 2 1 9 0 -2 -6 2 0 2
0O 2 -6 2 0 2 L1_<—>[;2 0 0 O 2 1 9
0o 2 6 -2 2 0 0o 2 6 -2 2 0
0 3 9 2 2 19 0 3 9 2 2 19
0 2 -6 20 2 0 2 -6 2 0 2
L3eL_3;rL1 0 0 0 21 9 L4%ﬁ%h 0 O 0 21 9
0 0 0 02 2 0 O 0 02 2
0 3 9 2 2 19 0 0 0 5 2 22
0 2 -6 2 0 2
Ly<Ls+(-3)L2 |0 0O 0 2 1 9
0 0 0O 0 2 2
o0 o o0 -3 -1
0 2 —6 2 0 2
L4€ﬂﬂs 0 0 0 2109
0 O 0 0 2 2
0 0 0O 00O
A dltima matriz na sequéncia acima é uma matriz escalonada. O

Observagio. No processo de escalonamento de uma matriz, é comum haver
escolhas diferentes que podem ser feitas no passo 2. No exemplo acima,
poderiamos ter realizado a operagdo L; <+ L3z ou L; <+ L4 no lugar de
Ly <+ Ly, logo na primeira etapa. Essas escolhas diferentes conduziriam, ao
final do processo, a uma matriz escalonada diferente da que obtivemos.
Em resumo, a matriz escalonada obtida ao final do processo de escalo-
namento ndo estd univocamente determinada pela matriz com que come-
¢amos. O

Vale destacar, neste ponto, que no algoritmo de escalonamento descrito
na demonstragdo do Teorema podemos dispensar operagdes elementa-
res do tipo II. Elas terdo, entretanto, papel fundamental nas préximas duas
secoes.

Método para resolucao de sistemas lineares. Podemos aplicar o Teo-
rema I.1.6|para desenvolver um método de resolucio de sistemas lineares.

Seja (S) um sistema linear de m equagdes e n incognitas, com matriz
aumentada M € M, (,41)(R). Pelo Teorema existe uma matriz esca-
lonada R que pode ser obtida a partir de M por meio de operagdes elemen-
tares sobre linhas. Chamemos de (S’) o sistema linear que tem R como ma-
triz aumentada. Como (S’) foi obtido a partir de (S) por meio de operagdes

15



elementares sobre suas equagdes (exatamente a mesma sequéncia que pro-
duziu R a partir de M), esses sistemas sdo equivalentes. Vejamos como
encontrar as solugdes de (S).

H4 duas possibilidades:

(1) A matriz R tem um pivo na coluna n + 1. Neste caso, (S’) tem uma
equacdo da forma 0 = b, com b # 0. Logo (S’), e, portanto, também,
(S), ndo tem solucgao.

(2) A matriz R ndo tem piv0 na coluna n + 1. Neste caso, se p denota o
nimero de pivos de R, entdo p < n (pois, como vimos, em uma matriz
escalonada h4, no maximo um piv6 por coluna). Ha dois subcasos a
considerar:

(@) Se p = n, entdo (§’), e, portanto, também, (S), tem uma utnica
solugdo, que é obtida resolvendo a primeira equa¢do ndo nula, de
baixo para cima, de (S’), determinando-se, assim, o unico valor
possivel para a varidvel x,. Esse valor é substituido na equagao
exatamente acima dela, da qual resultard o tnico valor possivel
para x,_1, e, assim, por diante, sempre substituindo-se em uma
equagdo os tnicos valores obtidos para as varidveis nas equacoes
abaixo dela.

(b) Sep < n, entdo (S’), e, portanto, também, (S), tem infinitas solu-
¢oes. Neste caso, a varidveis de (S’) correspondentes as colunas
de R, exceto a dltima, que ndo tém pivd sdo chamadas varidveis
livres. As varidveis livres de (S’) sdo em ntumero de n — p. Para
cada escolha independente de valores reais para as varidveis li-
vres, uma solugédo para (S’) pode ser obtida pelo mesmo método
utilizado no caso (a). Assim, atribuem-se parametros independen-
tes as variaveis livres e escrevem-se as demais (chamadas varidveis
pivd) em termos das livres.

O método para encontrar solug¢des descrito no caso (2), acima, comegan-
do pela primeira equagdo ndo nula, de baixo para cima, e substituindo os
valores encontrados nas equagdes acima dela é chamado retrossubstituicdo.

Observagio. Segue da analise acima que se um sistema ¢é possivel e indeter-
minado, isto é, se tem pelo menos duas solugdes, entdo, necessariamente,
ele estd no caso (2-b) e, portanto, tem, de fato, infinitas solugdes. O

No préximo exemplo, ilustramos ndo apenas o processo de escalona-
mento da matriz aumentada de um sistema, como, também, aplicamos o
método de retrossubstituicdo para encontrar todas as suas solugdes.
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Exemplo 1.1.8. Encontre todas as solug¢des do sistema linear

x—=2y—z=1
2x+y—3z=0
x—7y=3.

Solugdo. Vamos escalonar a matriz aumentada do sistema:

1 —2 —1]17 Letlet(= 1 -2 -1 1
2 1 -3]0 L“_E—S 0 5 —1|-2
1 -7 03 0 -5 1|2

bl [ 2 -1

Tl 5 -1 -2

00 010

Estamos no caso (2-b), em que ndo ha pivo na tltima coluna e existem 2
pivos, destacados em vermelho.

Os pivOs ocorrem nas colunas correspondentes as varidveis x e y, que
sdo, portanto, varidveis pivd. A coluna correspondente a varidvel z ndo
contém pivd; assim, z é uma varidvel livre. Atribuimos um parametro a ela,
digamos z = t, e resolvemos o sistema resultante,

x—=2y—t=1
Sy —t = -2,
por retrossubstitui¢do. Da tltima equagéo, resolvendo para y, obtemos y =

—% + %t. Substituindo esse valor na primeira equagédo e resolvendo para x,
obtemos x = 1 + Zt. Logo, as solucdes do sistema original sdo dadas por

Yo7 20501, ter
5'5 5 5 ) '

Solugoes particulares sdo obtidas escolhendo valores para o pardmetro
t. Por exemplo, tomando t = 1, encontramos a solucdo (%, —%, 1); tomando
t = 2, encontramos a solugéo (3,0,2); etc. O

Sistemas lineares homogéneos. Um sistema linear da forma AX = 0,
em que 0 denota uma matriz de uma tinica coluna cujas entradas sdo todas
iguais ao ntamero 0, é dito homogéneo.

Todo sistema homogéneo é possivel, uma vez que tem, pelo menos, a
chamada solugio trivial: (0,0,...,0).

Teorema 1.1.9. Todo sistema linear homogéneo com mais incognitas do que equa-
¢oes é possivel indeterminado.
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Demonstragio. Se p denota o nimero de pivos da matriz escalonada obtida
pelo processo de escalonamento a partir da matriz aumentada de um sis-
tema homogéneo com m equagdes e 1 incégnitas, entdo, como vimos p < m.
Mas, por hipétese, m < n. Isso resulta em p < n; logo, estamos no caso
(2-b), ja que, como o sistema é homogéneo, a tltima coluna dessa matriz
escalonada é formada exclusivamente por zeros, sem piv, portanto. O

E importante observar que o teorema nada afirma sobre sistemas ho-
mogéneos com numero de incégnitas menor ou igual ao nimero de equa-
¢oes. Um sistema desses pode ser ou determinado ou indeterminado. (Vocé
consegue produzir exemplos para os dois casos?)

Outra ressalva é a de que o teorema apenas se aplica a sistemas ho-
mogéneos. E muito facil dar exemplos de sistemas ndo homogéneos com
mais incégnitas do que equagdes e que sdo impossiveis.

Exercicios. Lista 1- Algebra Linear I: Exs. 1-11.

1.2 Matrizes

Vimos, na se¢do anterior, que matrizes podem ser utilizadas para denotar
sistemas lineares de modo mais compacto e, mais importante, podem ser
sujeitadas ao processo de escalonamento.

Nesta secdo, veremos que existem operagdes que nos permitirdo falar
na dlgebra de matrizes.

a1 ain . A1
an an» . Aoy 3

Se A= | | ] ] € Myuxn(R), escreveremos, a titulo de
aml {/'lmz PR amn

abreviagdo, A = (a;j)1<i<m1<j<n, OU, simplesmente, A = (a;;), quando nao
houver divida a respeito do tamanho de A.

Dizemos que duas matrizes sdo iguais se tiverem o mesmo tamanho e
suas entradas correspondentes forem iguais. Mais detalhadamente, dadas
A = (a;) € Muxn(R) e B = (b;j) € M;xs(R), entdo A = B se, e somente
se,m =r,n=separacadai=1,...,mej=1,...,n, tivermos a;; = b;;.

Dadas matrizes A = (a;;), B = (bij) € Muxa(R), a soma A + B é de-
finida como sendo a matriz dada por A+ B = (cj) € Muxn(R), em que
cij = ajj + bjj, paratodosi =1,...,m,j = 1,...n. Por exemplo,

2 3 4 n -1 0 2 |1 3 6
1 0 2 0 0 2 |1 0 4|°
Dada uma matriz A = (a;;)) € Muxx(R) e dado um ntimero real A,

define-se a multiplica¢iio de A por A como sendo a matriz dada por AA =
(dij) € Muxn(R), em que d;j = Aaj;, paratodosi = 1,...,m,j =1,...n.
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Por exemplo,
1 [ 2 3 9] B [ 213
31-1 0 3 -0 %
O produto de duas matrizes, a ser definido em seguida, ndo envolve
matrizes de mesmo tamanho. Dada uma matriz A = (a;;)) € Muxn(R)
e uma matriz B = (b;j)) € M;x,(R), define-se o produto AB € My;x,(R),
como sendo a matriz dada por AB = (eij), em que

eij = anbij + apboj + - - - + ainbyj,

paratodosi =1,...,mej =1,...,r. Em poucas palavras, o produto de
uma matrix m X n por uma matriz n X r € uma matriz m X r cuja entrada na
posigdo (i,]) é dada pelo “produto da linha i de A pela coluna j de B”. Por
exemplo,

21 2000 3 20 1
_ Ll _
[32 4]001 21—[10 8 6—1]'
121 -1

2

Nao estd definido o produto de uma matriz de n colunas por uma ma-
triz de m linhas caso n # m.

As operagdes definidas entre matrizes satisfazem as seguintes proprie-
dades, que podem ser diretamente demonstradas a partir das defini¢oes.

Proposicao 1.2.1. Sejam A, B,C, M, N, L matrizes e sejam A,y € R. Entdo, se
estdo definidas as matrizes no lado esquerdo das igualdades, as matrizes do lado
direito também estdo definidas, e elas sdo iguais:

(i) A+B=B+ A
(ii)) (A+B)+C=A+(B+C);
(iii) (AM)N = A(MN);
(iv) AIM+L) =AM+ AL;
(v) (A+B)M =AM+ BM;
(vi) A(A+B) = AA+ AB;
(vil) (A +p)A =AA+uA;
(viii) A(AM) = (AA)M = A(AM);
(ix) (Au)A =A(uA).
Ou seja, muitas das propriedades das operagdes entre ntimeros reais

continuam vdlidas para matrizes. Porém, ao contrario do produto entre
nimeros, o produto entre matrizes ndo é comutativo. Isto é, se A e B sdo
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matrizes e ambos os produtos AB e BA estdo definidos, nem sempre eles
sdo iguais. Por exemplo,

1 2 10_32#12_10 1 2
2 4] (1 1] |6 4 3 6| |1 1] |2 4|°
Uma matriz que tem o mesmo niimero de linhas que o ntimereo de colu-
nas é chamada matriz quadrada. O conjunto de todas as matrizes quadradas

n x n sera denotado, simplesmente, por M, (R).
A matriz identidade de tamanho n x n é definida como sendo a matriz

1, sei=7j
quadrada I, = (e;;) € M,(R), em que ¢;; = {0/ sei ; Por exemplo,
1 00
122[3) (1)] e 1=1[0 10
0 01
E facil concluir que para qualquer matriz A € My x,(R) vale [,,A = A =

Al.

Defini¢do. Dizemos que uma matriz quadrada A € M, (R) é inversivel se
existir uma matriz B € M, (R) tal que AB = I, e BA = I,

Por exemplo, a matriz A = _21 _35 é inversivel, pois tomando-se
B = |2 2| vale AB = BA = L. J4amatrizC = |
= |1 o vale = = I,. J4 a matriz = |9 o| ndo € in

a

versivel, pois se D = d € M;(R) é uma matriz arbitrdria, temos

_|2a+c 2b+d
CD = 0 0

jama,b,c,d € R.

}, que ndo é a matriz identidade, quaisquer que se-

Proposicdo 1.2.2. Seja A € M, (R) uma matriz inversivel. Entdo, existe uma
tinica matriz B € M, (R) tal que AB = BA = I,,. Essa matriz serd denominada
matriz inversa de A e serd denotada por A~".

Demonstragido. Sejam B,C € M, (R) taisque AB=BA=1,e AC=CA =
I,. Entao, B = I,B = (CA)B = C(AB) = CI, = C. O

As demonstrag¢des das propriedades enunciadas na préxima proposi¢ao
sdo simples e ficam a cargo do leitor.

Proposic¢do 1.2.3. Sejam A, B € M, (IR) matrizes inversiveis. Entdo,
(i) amatriz AB é inversivel e (AB)~! = B~1A~Y;
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(ii) a matriz A~ é inversivel e (A~1)~1 = A;
(iii) a matriz I, é inversivel e I, =1,

Veremos, na préxima secdo, que se uma matriz tiver um inverso de um
lado, entdo ela serd automaticamente inversivel. Mais precisamente, vere-
mos, ap6s a demonstragdo do Teorema que se A, B € M,(R) sdo tais

que AB = I, entdo, A é inversivel e B = A7l (Em particular, BA = I,,.)

Observagio. Vale ressaltar que o conceito de invertibilidade s6 se aplica a
matrizes quadradas. Para matrizes ndo quadradas, fendmenos “patolégi-
cos” podem ocorrer; por exemplo, considere as matrizes

A=[2 1] e B:[_ll].

Entdo, AB = [}, mas BA # I. O

Método pratico para inversao de matrizes. Uma matriz n X n é cha-
mada matriz elementar se pode ser obtida a partir da matriz identidade I,,
por meio de uma operagdo elementar sobre as linhas de I,. Vejamos alguns
exemplos:

1 00
e AmatrizE = |0 0 1| é uma matriz elementar, pois foi obtida a
010
partir de I3 pela permutacdo das linhas 2 e 3.
-2 00
e AmatrizF = | 0 1 0| é uma matriz elementar, pois foi obtida a
0 01
partir de I3 por meio da multiplicagdo da primeira linha por —2.
1 00
e AmatrizG = |0 1 0| é uma matriz elementar, pois foi obtida a
3 01

partir de Iz por meio da soma da primeira linha multiplicada por 3 a
terceira linha.

O efeito da multiplicacdo de uma matriz elementar pela esquerda é bem
familiar:

Proposicdo 1.2.4. Seja A € My,xn(R) e seja E € M,,(R) uma matriz elemen-
tar. Entdo EA é a matriz obtida a partir de A pela mesma aplicagdo da operagdo
elementar sobre linhas que produziu E a partir de I,.

Demonstragio. Conside, um por vez, cada um dos trés tipos de operagdo
elementar sobre linhas de uma matriz e compare a matriz resultante com o
produto pela uma matriz elementar correspondente. O
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Por exemplo, considere as matrizes

1 2 1 B 1 2 1
A=|—2 3 7| PRSI, 53 g 2B
1 3
;5 -1 3 0 -21
Entdo, B = EA e E é a matriz obtida por
100 : 1 00
L3z<+L —5)L
L=lo 1 ol " o 1 0| =k
00 1 -1 01

Vimos que toda operagdo elementar sobre as linhas de uma matriz pode
ser desfeita por uma operagdo elementar do mesmo tipo. Logo, toda matriz
elementar é inversivel, e sua inversa é também elementar: se E é obtida a
partir de I,, por uma operagdo elementar, seja F a matriz obtida a partir de
I, pela operacao elementar que a desfaz. Entdo FE = I, = EF.

A seguir, introduziremos um resultado que dard origem a um método
pratico para encontrar a inversa de uma matriz, quando existir.

Teorema 1.2.5. Se existe uma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas que
a partir de uma matriz A € M,(R) produz a matriz identidade 1, entdo A é
inversivel. Além disso, a mesma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas
que produziu I, a partir de A produz A~ a partir de I,,.

Demonstragdo. Como toda operagdo elementar sobre linhas pode ser rea-
lizada por multiplicagdo a esquerda por matrizes elementares, dizer que
existe uma sequéncia de operagdes elementares que produz I, a partir de A
é dizer que existem matrizes elementares Eq, Es, ..., E, € M, (R) tais que

EE,_1...E2F1A = I, (1.16)

Como, pelo item (i) da Proposicao o produto de matrizes inversiveis
é uma matriz inversivel, a matriz M = E,E,_; ... E;E; é inversivel. Agora,

A=LA=(M'MA=MYMA) =M, =M,

em que (1.16) foi utilizada na pentltima igualdade. Portanto, A, sendo
a inversa de uma matriz inversivel, pela parte (ii) da Proposicao é
também inversivel e vale

1471 = (Mil)il =M= MIn = ErEr—l o EZElL’lr

que é a matriz obtida a partir de I, pela aplicagdo da mesma sequéncia de
operacdes elementares que produziu I, a partir de A. O

Costumamos registrar o método obtido na demonstragdo do teorema
acima da seguinte maneira:

[A ] L] — [l | A7,
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Essa notacdo quer dizer que a concatenacdo, a direita, da matriz identidade
I, amatriz A origina uma matriz n X 2n que, ap06s ser sido submetida a uma
sequéncia (apropriada) de operagdes elementares sobre linhas, produz uma
matrix n X 2n que tem, na sua metade esquerda, a matriz identidade I,, e na
direita, precisamente a matriz inversa de A. Ou seja, ao se realizar simul-
taneamente na matriz identidade I, a sequéncia de operacoes elementares
sobre linhas que produz I, a partir de A, obtém-se A1 E esse o contetdo
do Teorema I%E]L Em breve, veremos exemplos. E preciso, porém, fazer
alguns comentdarios preliminares.

Quando se vai aplicar o Teorema é relevante notar que se existe
uma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas que conduz uma ma-
triz quadrada A a uma matriz escalonada R com pivos em todas suas linhas,
entdo essa sequéncia pode ser estendida a uma que termina na matriz iden-
tidade. Para tanto, basta transformar todos os pivos de R em 1 (por meio de
operagdes elementares do tipo II) e, em seguida, proceder a um “retroesca-
lonamento”, isto é, “escalonamento de baixo para cima”, a fim de se zerar
todas as entradas acima dos pivos.

Em resumo, o Teorema se aplica a qualquer matriz quadrada A
que, ap0s o processo de escalonamento, origina uma matriz escalonada com
pivos em todas suas linhas. E, assim, a sequéncia de operagdes elementares
a qual a matriz A deve ser submetida a fim de produzir a matriz identidade
pode, sempre, ser realizada na seguinte ordem:

1. Por escalonamento, produz-se uma matriz escalonada a partir de A.

2. Em seguida, por operacdes elementares do tipo II, transformam-se to-
dos os pivos em 1.

3. Finalmente, por “retroescalonamento”, zeram-se todas as entradas aci-
ma dos pivos.

Realizando-se exatamente essa mesma sequéncia de operagoes elementares
mas comec¢ando pela matriz identidade, obtemos, segundo o Teoremam
a matriz inversa de A.

Vejamos dois exemplos. O primeiro é de uma matriz 2 x 2.

2 1

Solugdo. Realizaremos operagdes elementares simultdneas sobre as linhas de
A e da matriz identidade I, com o intuito de obter, a partir de A, a matriz
identidade I>.
Para manter controle do processo, concatenamos a matriz identidade I,
a direita da matriz A, obtendo, assim, a matriz 2 x 4
2 -3|1 0
A TE] = {2 110 1]'

Exemplo 1.2.6. Encontre a inversa da matriz A = [2 _3} .
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e realizamos operacdes elementares sobre linhas tendo em mente o obje-
tivo de obter na metade da esquerda dessa matriz 2 x 4 a matriz identi-
dade. Procedendo dessa maneira, as operagdes elementares utilizadas es-
tardo, automaticamente, sendo realizadas na metade da direita, que iniciou
o processo sendo ocupada pela matriz I,.

A sequéncia de operag¢des elementares sobre linhas serd aquela descrita
acima, qual seja, comegamos por escalonar A, em seguida transformamos
0s pivds da escalonada em 1 e, finalmente, por retroescalonamento, zera-
mos as entradas acima dos pivos.

Para a matriz em questdo, uma tnica operagdo elementar ja produz uma
matriz escalonada:

[2 -3 1 o}LzeLi—nLl[z -3] 1 0]

2 11|01 0 4 |-11

A matriz da metade esquerda é escalonada; tem um piv0 na primeira linha
e um na segunda. Passemos, agora, a transformagdo de seus pivos em 1,
realizando duas operagdes elementares do tipo II:

2 3|1 0] el |1 =3
[0 4 | -1 1] — [

Finalmente, trabalhando de baixo para cima, zeramos a entradas acima do
pivo da segunda linha, por meio de uma operagao elementar do tipo III:

o |

A matriz da metade esquerda é a matriz identidade I;. A matriz da me-
tade direita foi obtida a partir da matriz identidade I, por meio da mesma
sequéncia de operagdes elementares sobre linhas que produziu I, a partir
de A. Segue, do Teorema que a matriz da metade direita é a inversa

O

01

1 0]Lwh_+@h[1 o 1

H=— 00|

11 _1
i 14 4

de A. Ou seja, A~! = [ 8

Nosso préximo exemplo é de uma matriz 3 x 3.

1 2 3
Exemplo 1.2.7. Encontre a inversa da matrizA = |2 5 3|.
1 0 8

Solugdo. Procederemos como acima: primeiramente, escalonamos A, em se-
guida, transformamos os pivos da matriz escalonda em 1, e, finalmente,
zeramos as entradas acima dos pivds por retroescalonamento.
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Uma sequéncia completa de opera¢des elementares sobre linhas que re-
aliza esse procedimento é:

Lz%L2+(72)L1
STy 2 )L 00
0 -2 5|-10 1
[T 2 31 00
WDl g 1 —31-2 1 0
00 -1|-5 2 1
o [12 3100
00 1|5 -2 -1
Ly<+L>+3L. _
LliLﬂ’ﬁ“ (1J % 8 1%4 —65 —33
001 5 -2 -1

1 0 0|—-40 16 9
0105 13 -5 -3
001 5 -2 -1

Note que, neste exemplo, na terceira etapa do processo (retroescalona-
mento), é preciso, primeiramente, zerar as entradas acima do pivd da ter-
ceira linha e, em seguida, zerar a entrada acima do pivd da segunda. O re-
troescalonamento procede de baixo para cima e da direita para a esquerda.

A matriz na metada da direita ao final da sequéncia acima foi obtida
a partir da matriz identidade I3 pela mesma sequéncia de operagdes ele-
mentares sobre linhas que produziu I3 a partir de A. Segue que A™! =

—40 16 9
13 -5 -3|. O
5 -2 -1

Neste ponto, um comentério é devido. Veja que s6 se pode aplicar
esse método de inversdo de matrizes se se sabe, de antemdo, que existe uma
sequéncia de operagdes elementares sobre linhas que produz a matriz iden-
tidade a partir da matriz A (ou, equivalentemente, como acabamos de ver,
que existe uma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas que pro-
duz uma matriz escalonada com pivos em todas suas linhas).

Veremos, na proxima sec¢do, que uma matriz A serd inversivel se, e so-
mente se, 0 processo de escalonamento conduzi-la a uma matriz escalonada
com pivds em todas as linhas. Isso garantird que o procedimento descrito
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no Teorema [1.2.5 pode ser aplicado a qualquer matriz. Mais precisamente,
dada uma matriz quadrada A, produz-se, a partir dela, por meio do pro-
cesso de escalonamento, uma matriz escalonada R. Se R tiver pivds em to-
das suas linhas, continuamos operando com linhas até obter a matriz iden-
tidade e a inversa de A; se ndo, A ndo é inversivel.

Na proxima se¢do veremos, também, um outro critério simples para
determinar se uma matriz é inversivel ou ndo e que independe do processo
de escalonamento.

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 12-16.

1.3 Determinantes

Nesta se¢do, seremos menos rigorosos em nossos argumentos. Muitos dos
resultados serdo enunciados sem demonstracdo. Recomendamos, ao lei-
tor interessado em maiores detalhes, a leitura de [7, Se¢bes 2.1 e 2.2] ou
[1, Capitulo 2]. Para um tratamento rigoroso da teoria de determinantes,
recomendamos [5, Capitulo 7].

O determinante de uma matriz quadrada A é um ntmero real associado
a ela que contém informacao relevante a respeito de sua invertibilidade.
Antes de defini-lo, porém, vamos introduzir um conceito que seré utilizado
no que segue.

Uma matriz quadrada A = (a;;) € M, (R) é chamada triangular superior
se a;; = 0 sempre que i > j, ou seja, se a matriz tiver o formato

a1 412 413 ... iy

0 azp a3 ... Aoy

A= 0 0 azz ... a3y
0 0 0 ... aum

Também faremos uso da seguinte definicédo.

Defini¢do. Dada uma matriz B = (b;j) € Myxn(IR) (ndo necessariamente
quadrada), define-se a matriz transposta de B como sendo a matriz Bt =
(cij) € Myxm(R), em que cj; = bj, paratodosi =1,...,m,j=1,...,n.

Ou seja, paracadaj =1,...,1, a j-ésima linha de B' é a j-ésima coluna
de B. Por exemplo,

t 1 4
HEM R
3 6

A respeito da operagdo de transposi¢do de matrizes, ndo é dificil de-
monstrar que

26



(1) Lt =1, paratodon > 1;

(ii) se A e B sdo matrizes tais que o produto AB esteja definido, entdo o
produto B!A! estd definido e vale (AB)" = B'A¢;

(iii) se D é uma matriz inversivel, entdo D' também é inversivel e vale
(DY~ = (D7)’

Dada uma matriz quadrada A, vamos assumir, sem demonstragdo, que
sempre existe um nimero real, chamado determinante de A e denotado por
det(A), que goza das seguintes propriedades:

(1) Para qualquer inteiro positivo n, vale
det(I,) = 1.
(2) Os efeitos das operagdes elementares sobre linhas de uma matriz qua-

drada A em seu determinante sdo os seguintes:

I.  Se B é obtida de A por meio da permutagdo de duas linhas de A,
entdo

det(B) = —det(A).

I. Se B é obtida a partir de A por meio da multiplicacdo de uma das
linhas de A pelo ntiimero A # 0, entdo

det(B) = Adet(A).

III. Se B é obtida a partir de A por meio da adi¢do de uma linha mul-
tiplicada por um ndmero a uma outra linha, entdo

det(B) = det(A).
(3) Para qualquer matriz quadrada A, vale
det(A) = det(A").

Segue, imediatamente, das propriedades (1) e (2-II), que se A = [a] é
uma matriz 1 x 1, com a # 0, entdo det(A) = a. Seguirad da parte (i) da
Proposigao que veremos a seguir, que isso também vale se a = 0.

Algumas consequéncias imediatas dessas propriedades sdo enunciadas
a seguir.

Proposicdo 1.3.1. Seja A uma matriz quadrada.

(i) Se A tem uma linha (ou coluna) nula, entdo det(A) = 0.
(i) Se A tem duas linhas (ou colunas) iguais, entdo det(A) = 0.

(iii) Se A tem tamanhon x ne A € R, entdo det(AA) = A" det(A).
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Demonstragio. Para (i), suponha que A tenha uma linha nula. Entdo, A
pode ser obtida a partir de si mesma pela multiplicacdo de sua linha nula
por 2. Logo, da propriedade (2-1I), obtemos det(A) = 2 det(A). Dai, obtém-
sedet(A) =0.

Para (ii), suponha que A tenha duas linhas iguais. Utilizamos essas
linhas para produzir, por meio de uma operacao elementar do tipo III, uma
nova matriz B que tem uma linha nula. Segue de (i) que det(B) = 0. Mas,
como, pela propriedade (2-1II), det(A) = det(B), obtemos det(A) = 0.

Para as versdes de (i) e (ii) em termos de colunas, basta, agora, utilizar
a propriedade (3), uma vez que as colunas de A sdo as linhas de A'.

Finalmente, (iii) é obviamente verdadeiro se A = 0. Se A # 0, o re-
sultado segue da propriedade (2-II), uma vez que AA nada mais é do que a
matriz obtida a partir de A pela multiplicagdo de cada uma de suas 7 linhas
por A. O

Uma outra consequéncia das propriedades (1)—~(3), e da proposi¢do que
acabamos de ver, permitird que utilizemos o processo de escalonamento
para calcular determinantes:

Proposi¢do 1.3.2. Se A € M, (R) é uma matriz triangular superior, digamos

ann 42 43 ... dip
0 dzp dpz ... oy

A= 0 0 as3 ... A4z ,
0 0 0 ... au

entdo det(A) = ayax .. . dny.

Demonstragio. Se todas as entradas a;; da diagonal principal de A forem
ndo nulas, entdo pode-se obter, a partir de A, por meio de uma sequéncia
de operagdes elementares do tipo III, a matriz diagonal

(a;; 0 0 ... O]
0 [75)) 0 0
D = 0 0 ass ... 0
(0 0 0 ... au

Para tanto, basta proceder de baixo para cima, utilizando, primeiramente, a
entrada a,, para zerar todas as entradas acima dela na n-ésima coluna; em
seguida, utilizar a,_1,_1 para zerar as entradas acima dela na n — 1-ésima
coluna; e assim por diante. (Dito de outra forma, basta realizar “retroesca-
lonamento”, como vinhamos chamando, na matriz D.)

Como apenas operagdes elementares do tipo III foram utilizadas, segue,
da propriedade (2-1I), que det(D) = det(A).
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Agora, utilizando a propriedade (2-II) em cada uma das linhas de D,
obtemos

det(D) = aia ... an, det(l,) = a11a; . .. dny.

Nessa ultima igualdade, utilizamos a propriedade (1). Logo, no caso de
todas as entradas na diagonal principal de A serem ndo nula, obtemos
det(A) = 41142 ...4y.

Vejamos, agora, como argumentar no caso em que alguma das entra-
das na diagonal principal de A é nula. Nesse caso, considere, de baixo
para cima, a primeira linha de A que contém uma entrada nula na diagonal
principal, digamos que essa linha seja a i-ésima. O mesmo processo des-
crito acima resultard em uma matriz B (agora ndo necessariamente diago-
nal) com a i-ésima linha nula. Pela parte (i) da Proposigéo det(B) = 0.
Como det(A) = det(B), teremos, também, det(A) = 0, coincidindo, por-
tanto, com o produto das entradas em sua diagonal principal. O

Essa proposicdo, conjugada com a propriedade (3), acarreta o fato de
que o determinante de uma matriz triangular inferior (ou seja, uma matriz
cujas entradas acima da diagonal principal sdo todas nulas) também é dado
pelo produto dos elementos ao longo da diagonal principal, ja que a trans-
posta de uma matriz triangular inferior é uma matriz triangular superior
com a mesma diagonal.

Além disso, a propriedade (3) também nos proporciona um método de
célculo do determinante fazendo uso de “operagdes elementares sobre colu-
nas” (ou seja, valem as afirmagdes da propriedade (2) com cada ocorréncia
de “linha” trocada por “coluna”).

De posse da propriedade (2) e da Proposi¢ao(1.3.2} obtemos um método
para calcular o determinante de qualquer matriz quadrada fazendo uso do
processo de escalonamento, uma vez que toda matriz quadrada escalonada
é triangular superior, desde que, em cada aplicagdo de uma operacao ele-
mentar sobre linhas, se registre o efeito acarretado no determinante.

Vejamos dois exemplos, um, primeiro, numérico, e outro contendo uma
férmula familiar.

-2

-1
1
5

Exemplo 1.3.3. Calcule o determinante da matriz A =

WIN =W
NN G
WUl =

Solugido. Vamos escalonar A:

35 -2 6 0 -1 1 3
12 -1 1 1 2 -1 1
A=1 4 1 5700 0o 3 3|=F
37 5 3 01 8 0
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Aqui, fizemos uso de operac¢des elementares do tipo III utilizando a se-
gunda linha para zerar trés entradas na primeira coluna. Como foram usa-
das apenas operagdes do tipo III, segue det(B) = det(A). Agora,

o -1 1 3 1 2 -11
1 2 -11 o -1 1 3
B=1lo 0 3 3/ 7o o 3 3¢
0 1 8 0 0 1 8§ 0
Nessa passagem, realizamos uma operacdo elementar do tipo I, permu-
tando a primeira e segunda linhas. Assim, det(C) = — det(B); portanto,
como det(B) = det(A), segue que det(A) = —det(C). Aplicando mais

uma operacdo elementar do tipo III, que nao altera o determinante, obte-
mos:

1 2 -11 1 2 -11
0 -1 1 3 0 -1 1 3
“=lo o 3 3 7o 0o 3 3=

0 1 8 0 0o 0 9 3
Logo, det(A) = —det(C) = — det(D). Finalmente, um tltimo uso de uma
operacdo elementar do tipo III:

1 2 —-11 1 2 -1 1

0 -1 1 3 0 -1 1 3

P=1o 0o 3 3 7o 0o 3 3|~ F

0 0 9 3 0 0 0 -6
Comodet(E) =1-(—1)-3-(—6) = 18, uma vez que E é triangular superior,
concluimos que det(A) = —det(D) = —det(E) = —18. O

Exemplo 1.3.4. Mostre, usando o que vimos sobre o efeito no determiante de
operagdes elementares sobre linhas de uma matriz, que

a b
dt[ d]—ad—bc.

Solugdo. Consideremos, primeiramente, o caso em que a = 0. Temos

0 b c d
det[ d] d’c[0 b] = —cb,

o que comprova a férmula neste caso. Suponha, agora, que a # 0. Neste

caso,
a b
det [c d} = det [0 g

Ou seja, a férmula vale quaisquer que sejam a, b, c, d. O

b ]:ad—bc.

Uma das propriedades mais importantes do determinante de uma ma-
triz serd enunciada no resultado a seguir, apresentado sem demonstragdo.
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Teorema 1.3.5. Sejam A e B matrizes quadradas de mesmo tamanho. Entdo,
det(AB) = det(A) det(B).

Esse teorema tem a seguinte consequéncia imediata.

Corolario 1.3.6. Seja A € M, (R) uma matriz inversivel. Entio, det(A) # Oe

det(A™1) = detl(A)'

Demonstragio. A aplicagdo da férmula no Teorema a igualdade ma-
tricial AA~! = I, fornece

det(A)det(A™!) = det(AA™!) = det(I,) = 1.

Em particular, det(A) # O e det(A™!) = detl(A)' H

Veremos, a seguir, que vale a reciproca: toda matriz quadrada de deter-
minante ndo nulo é inversivel. Para isso, precisaremos, antes, de um lema.

Lema 1.3.7. Seja A uma matriz quadrada e seja R uma matriz obtida a partir de
A por meio da aplicagdo de uma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas.
Entdo, det(A) # 0 se, e somente se, det(R) # 0.

Demonstragio. Suponha que R seja uma matriz obtida a partir de A pela
aplicagdo de uma tnica operagdo elementar sobre as linhas de A. Vimos,
na pagina 27 qual é o efeito, no determinante, de operagdes elementares
sobre linhas. Lembremos que operacoes elementares do tipo II s6 podem
ser realizadas utilizando-se constantes ndo nulas. Assim, se det(A) # 0, o
determinante de R também serd ndo nulo. Como A pode ser obtida a partir
de R pela aplicagdo da operacdo elementar “inversa”, vale a equivaléncia.
O argumento para uma sequéncia (finita) de operacdes elementares so-
bre linhas é indutivo: a condicdo sobre o determinante passa de uma matriz
para a seguinte na sequéncia. O

Finalmente, podemos enunciar um resultado que relaciona invertibili-
dade de matrizes com sistemas lineares. Para tanto, observemos, primei-
ramente, que se AX = B é um sistema linear (em nota¢do matricial) com
n variaveis e se (s1,82,...,5,) é uma sequéncia de n ntimeros reais, entdo
(s1,82,...,5,) € solugdo do sistema AX = B se, e somente se, AS = B, em

51

S2 ,
que S = | . | e AS denota o produto matricial. (E esse fato, alids, que

Sn
justifica a adogdo da notagdo matricial para sistemas lineares.) Se, de fato,
ocorrer AS = B, serd comum, deste ponto em diante, referirmo-nos a ma-
triz S também como uma solugdo do sistema linear AX = B.
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O préximo resultado é extremamente ttil e serd utilizado diversas ve-
Zes nessas notas como parte da argumentagao em demonstragdes de outros
resultados e em resolugdes de exercicios.

Teorema 1.3.8. Seja A € M, (R). Sdo equivalentes:
(a) A éinversivel.

(b) Para qualquer B € M, »1(R), o sistema linear AX = B é possivel determi-
nado.

(c) O sistema linear homogéneo AX = 0 é possivel determinado.

(d) det(A) # 0.

Antes de dar inicio a demonstragdo, é preciso esclarecer o que se en-
tende por dizer que as afirmagdes (a)-(d) sdo equivalentes. O que se deve
entender de enunciados desse tipo é que tomando-se qualquer uma das
quatro afirmag¢des como hipétese pode se obter qualquer uma das outras
trés como consequéncia dela. Na demonstragdo que veremos abaixo, trata-
remos de mostrar que existe uma sequéncia de implica¢des

@ = b = ©© = d = (@)
o que, por certo, estabelecera a equivaléncia entre as quatro afirmagdes.

Demonstragido. Para ver que (a) implica (b), suponha que A é inversivel,
tome B € M,;»1(R) e considere o sistema linear AX = B. Para mostrar que
esse sistema é possivel determinado, precisamos mostrar que ele tem uma
tinica solugdo. Considere a matriz S = A~!B. Mostremos que S é a tinica
solugdo de AX = B. Por um lado, S é, de fato, solu¢do de AX = B, uma vez
que
AS = A(A™'B) = (AA")B=1,B = B.

Vejamos por que S é a unica solugdo de AX = B. Suponha que S’ €
M, x1(R) seja uma solugdo de AX = B, isto é, que S’ satisfaga AS’ = B.
Multiplicando essa igualdade por A~! a esquerda em ambos os lados, ob-
temos

A71(AS") = A71B.
Olado esquerdo dessa igualdade éigual a S’, ao passo que o direito, a S. Ou
seja, S’ = S, 0 que prova que S é a tinica solugdo do sistema linear AX = B.
Isso quer dizer que ele é possivel determinado.

E claro que (b) implica (c), pois (c) é apenas o caso particular de (b) em
que a matriz B é a matriz nula.

Vejamos, agora, por que (c) implica (d). Se o sistema AX = 0 é possivel
determinado e T € M, (,11)(IR) é uma matriz obtida no processo de es-
calonamento da matriz aumentada [A | 0] do sistema AX = 0, entdo T
tem exatamente n pivos, ou seja, T é da forma T = [R | 0], em que R é
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uma matriz quadrada de tamanho n X n que é triangular superior e cujas
entradas na diagonal principal — seus pivos — sdo todas ndo nulas. As-
sim, det(R) # 0. Como R foi obtida a partir de A por meio de operagdes
elementares sobre linhas, segue, do Lema que det(A) # 0.

Finalmente, tratemos de mostrar que (d) implica (a). Suponha que A
tenha determinante ndo nulo e seja R uma matriz escalonada obtida a partir
de A por operagdes elementares sobre linhas. Pelo Lema det(R) #
0. Como R é triangular superior — toda matriz quadrada escalonada é
triangular superior —, R tem que ter pivds em todas as entradas ao longo
de sua diagonal principal. Multiplicando cada uma das linhas de R pelo
inverso do pivo correspondente, que é uma operacao elementar do tipo II,
e, em seguida, fazendo retroescalonamento, obteremos a matriz identidade
a partir de R, e, portanto, também a partir de A, por meio de operagdes
elementares sobre linhas. Mas isso implica, pelo Teorema que A é
inversivel.

Logo, as quatro condi¢des sao equivalentes. O

Em particular, da equivaléncia entre (a) e (d), temos, agora um critério
de invertibilidade de matrizes em termos de determinantes: dada uma ma-
triz quadrada A,

A é inverstvel se, e somente se, det(A) # 0.

Esse critério sera utilizado diversas vezes ao longo destas notas.

Note que segue, também, do resultado acima que se A € M, (R) é uma
matriz para a qual existe uma matriz B € M, (RR) tal que AB = I,,, entdo A
é inversivel e A~! = B. Isso, pois de AB = I,,, segue que det(A) det(B) =
det(AB) = det(I,) = 1. Portanto, det(A) # 0, o que implica, como vimos,
que A éinversivel. Multiplicando a igualdade AB = I, por A~! a esquerda,
obtemos B = A~!. Ou seja, para demonstrar que uma matriz é inversivel,
basta exibir uma inversa a direita. Um argumento andlogo mostra que uma
matriz quadrada que tem uma inversa a esquerda é inversivel.

Um outro comentério relevante retoma um tema deixado incompleto na
secdo anterior. No Teorema haviamos visto que se ha uma sequéncia
de operagdes elementares sobre linhas que produz a partir de uma matriz
quadrada A uma matriz escalonada com pivos em todas suas linhas, entdo
a matriz A serd inversivel.

Com o que temos, agora, nesta segdo, é possivel mostrar que vale tam-
bém a reciproca, e, portanto, essas duas condi¢des sdo, de fato, equivalen-
tes. Vejamos por qué. Seja A uma matriz quadrada e seja R uma matriz
escalonada obtida a partir de A por meio de uma sequéncia de operagdes
elementares sobre linhas. Sabemos, pelo Teorema [1.3.8] que A é inversivel
se, e somente se, det(A) # 0. Mas, pelo Lema @ isso é equivalente a ter-
mos det(R) # 0. Assim, A serd inversivel se, e s6 se, det(R) # 0. Como R
é triangular superior, essa condi¢do ocorrerd se, e somente se, R tiver pivos
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em todas as suas linhas (ja que, pela Proposicao seu determinante é
dado pelo produto dos elementos na diagonal principal).

Concluindo, o procedimento, visto no Teorema de construgédo da
inversa de uma matriz quadrada A por meio de operagdes elementares so-
bre linhas s6 resultard na matriz identidade se A for inversivel.

Terminamos esta se¢do com uma ressalva importante. Apesar de a
fungdo determinante ser multiplicativa, de acordo com o Teorema m
ela ndo é uma funcdo aditiva, ou seja se A e B sdo matrizes quadradas de
mesmo tamanho, entdo ndo vale sempre que det(A + B) serd igual a soma
dos nameros det(A) e det(B), como mostra, por exemplo, a conta a seguir:

(B ) - -2

det [1 2] + det [1 O} =—-14+1=0.

ao passo que

11 01

Observagdo. Ha outros métodos conhecidos para o célculo de determinan-
tes, como, por exemplo, as férmulas de Sarrus (para determinantes de ma-
trizes 3 x 3) e de Laplace (também conhecida como expansdo em cofatores).
No Apéndice|A} o leitor interessado encontra uma descri¢do, ndo acompa-
nhada de demonstrac¢des, dessas formulas.

Ainda, no que tange ao uso de determinates para resolucdo de sistemas
lineares, deve-se mencionar a férmula de Cramer (que ndo sera tratada nes-
sas notas, mas que é apresentada com detalhes, por exemplo, em [5].) O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 17-34.
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Vetores

Neste capitulo, serd definido o conjunto dos vetores no espaco tridimensi-
onal e serdo introduzidas operac¢des envolvendo os elementos desse con-
junto.

Serd preciso assumir, no que segue, alguns conhecimentos de geome-
tria euclidiana no plano e no espago, usualmente vistos nas disciplinas de
matematica no Ensino Médio.

O conjunto formado por todos os pontos do espaco tridimensional, am-
biente familiar aos alunos de Ensino Médio, onde se d4 o estudo da geome-
tria espacial, sera denotado por [E>.

A referéncia principal para este capitulo e o préximo é o livro [3].

2.1 Vetores e operacoes entre vetores

Dados dois pontos A, B € E3, 0 par ordenado (A, B) serda denominado seg-
mento orientado de extremidade inicial A e extremidade final B.
Ao segmento orientado (A, B) de E® associamos um vetor, denotado

—>

por AB. No conjunto dos vetores, estd definida a seguinte relagdo de igual-
dade: se A, B,C,D € 3, entio AB = CD se, e somente se, as seguinte trés
condigOes estiverem satisfeitas:

(i) Ossegmentos de reta AB e CD tém o mesmo comprimento.
(ii) Os segmentos de reta AB e CD sdo paralelos.
(iii) Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) tém o mesmo sentido.

Sejam (A, B) e (C, D) segmentos orientados tais que os segmentos de reta
AB e CD sejam pararelos. Dizemos que (A, B) e (C, D) tém o mesmo sentido
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se ACN BD = @. Caso contrario, dizemos que (A, B) e (C, D) tém sentidos
opostosﬂ

¢ mesmo sentido sentidos opostos

Por convencdo, os segmentos de reta de comprimento nulo, isto é, aqueles
da forma AA, sdo paralelos a qualquer outro segmento de reta. Ainda,
convenciona-se também que os segmentos orientados (4, A) e (C,D) tém
o mesmo sentido, quaisquer que sejam A,C, D € [E°.

Se T é um vetor e A,B € IE3 sdo tais que T = AB, dizemos que o
segmento orientado (A, B) é um representante do vetor v.

Para todos A, B ¢ IE3, AA = BB. Esse vetor sera chamado vetor nulo e
serd denotado por 0.

O conjunto de todos os vetores serd denotado por V3.

Dado ¥ € V3, sejam A,B € [E tais que ¥ = AB. Define-se o com-
primento (ou norma) de ¥ como sendo o comprimento do segmento de reta

AB. O comprimento de T serd denotado por || 7 ||. E claro que H 6“ =0e

que o vetor nulo é o tnico vetor de V3 com comprimento igual a 0.

Dado 7 € V3 tal que 7 = AB, com A, B € 3, define-se o vetor oposto
de ¥, denotado por — 7, como sendo o vetor BA. (Isto é,se T = AB, entio
~T = BA).

Dados dois vetores %, U, dizemos que eles sdo paralelos se tiverem re-

. > e - —
presentantes paralelos, isto é, se, escrevendo © = ABe v = CD, com
A,B,C,D € E3, os segmentos de reta AB e CD forem paralelos. Por con-
vengao, o vetor nulo é paralelo a qualquer vetor.

A préxima observacgao serd crucial no que segue.

Observacdo. Dados A € % e ¥ € V3, existe um tinico B € [E3 tal que

7 = AB. (Ou seja, fixado um ponto e um vetor, existe um representante
desse vetor com extremidade inicial naquele ponto.) O

Essa é a defini¢dao de segmentos orientados de mesmo sentido quando os segmentos
de reta suporte sdo paralelos, mas ndo estdo contidos em uma mesma reta. Se (A, B) e (C, D)
sdo segmentos orientados com AB e CD contidos em uma mesma reta, tome pontos C’, D’
fora dessa reta de forma que CD e C’ D’ sejam segmentos de reta paralelose (C, D) e (C’, D’)
sejam segmentos orientados de mesmo sentido. Assim (A4, B) e (C, D) terdo mesmo sentido
se (A, B) e (C!, D) tiverem mesmo sentido.
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Soma de vetores. Dados @, 7 € V3, se # = AB, com A,B € E?, seja
C € B3 tal que ¥ = BC. Define-se a soma i + U como sendo o vetor dado
por i + U = AC.
B
u
v
A
0+7 c

A proprosicdo a seguir retine propriedades da soma entre vetores, que
podem ser verificadas por meio de argumentos geométricos no plano.

Proposigao 2.1.1. Para quaisquer i, 7, W € V3, valem:

i) (U+D)+W0=4d+ (T +D);

Gi) U+7 =7+ U,
(i) 7+ 0 =

~ . —> o1 . ~
Uma questdo notacional: se 1, T € V3, utilizaremos a abreviagao u—
—

T para significar o vetor i + (— 7). Assim, dados os vetores @ e U, pode-
mos identificar os vetores 1 + v e 1 — v como as diagonais do paralelo-
gramo definido por i e T, como na figura:

=
u

Para ver isso, chame de X o vetor destacado em vermelho. Esse vetor satis-
taz U + X = u. Somando — 7 a ambos os lados dessa igualdade, obtemos
X=u-7.
Multiplicacao de um escalar por um vetor. A partir deste ponto, usa-
remos o termo escalar para nos referirmos a um ndmero real.

Dados um vetor i € V3 e um escalar A € R, define-se a multiplicagio do

— — . —

escalar A pelo vetor u como sendo o vetor A i’ que tem comprimento |A| || ]|,
z b d P2 b d > A . .
é parareloa u e é tal que u e A1 tém o mesmo sentido se A > 0 e sentidos

opostos se A < 0. Se A = 0, define-se A =0.
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2u —2u

—
—
u

/Mv
Segue, imediatamente da definigdo, que para qualquer vetor i, temos
(—1)7 = 7.
Aqui, também, argumentos de natureza geométrica permitem a de-
monstracdo das seguintes propriedades.

N—=

\

Proposicio 2.1.2. Para quaisquer 1, € V3 e A, u € R, valem:
() M@ +7T) = AT +AT;

(i) A+pu)td =AU + uil;

(i) 17 =

(iv) (Ap)id = A(uid).

Vejamos, em um exemplo, como utilizar a linguagem de vetores para
fazer argumentos sobre problemas geométricos.

Exemplo 2.1.3. (Lista 1 - Algebra Linear I, ex. 38) Mostre que o segmento que
une os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao terceiro
lado e tem metade de sua medida.

Solugdo. Sejam A, B, C os vértices do tridngulo. Seja M o ponto médio do
lado AB e seja N o ponto médio do lado BC. Consideremos o vetor MN.

B

C

Como M é o ponto médio de AB, segue que MB = %zﬁ, e, como N é o
ponto médio de BC, segue que BN = %E(—f Assim,

MN = MB + BN = ;4B + ;BC = - (4B + BC) = JAC.
Segue, portanto, que o segmento MN é paralelo ao segmento AC (uma vez
que, por definicdo, o vetor %A—C) é paralelo ao vetor A—C)) e a medida do
segmento MN é igual a HWH = H%A—GH = |3 HA—C)H =3 HA_C>
metade da medida do segmento AC.
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Observagio. Podemos utilizar o conceito de multiplicagdo de um escalar por
um vetor para representar a nogdo de paralelismo entre vetores. Mais pre-
. — — 3 — = - ~
cisamente, dados u, v € V°, com u # 0, os vetores 1 e v serdo paralelos
. g — —
se, e somente se, existir A € R tal que v = Au.
. —> —> ~ - —> . .o o~
Com efeito, se v = A1, entdo v é paralelo a u, por defini¢do. Para a
. —  — . ~ —> —
reciproca, suponha que 1 e U sejam vetores paralelos. Entao, U = Au,com

v . . v
A= H, se i e U tiverem 0 mesmo sentido, e A = H H , se i e U tiverem
sentidos opostos, como o leitor pode facilmente verificar. O

A construgdo do conjunto V3 e a defini¢do das operacdes de soma e
multiplicacdo por escalar pode ser replicada para dar origem ao conjunto
V2, dos vetores bidimensionais, partindo de segmentos orientados cujas ex-
termidades sdo elementos do conjunto IE2, formado por todos os pontos do
espago bidimensional.

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 35-39.

2.2 Dependéncia linear

: - . ~ . > > —
Dizemos que um vetor u é combinagio linear dos vetores vq,vy,...,0, se
existirem escalares Ay, Ay, ..., A, tais que

U = M0] 4+ A03 + -+ + Ay0y.

Por exemplo, se A, B,C, D sdo os vértices de um quadrado, conforme a fi-
gura

B C

A D

entio o vetor AC é combinagao linear de CB e DC, uma vez que
AC = AD+DC = BC + DC = —CB+ DC = (—1)CB + 1DC.
Por outro lado, AC ndo ¢é combinagdo linear de CB e AD, pois qualquer

combmagao linear de CB e AD sera um vetor paralelo a AD, mas AC nao é

paralelo a AD.
A definicao central nesta se¢do utiliza o conceito de combinacao linear.

Defini¢do. Um conjunto de vetores {u1,u3,...,u,} ¢ dito linearmente de-
pendente (doravante abrevidado por LD) se algum u; for combinagdo dos
demais vetores do conjunto. Caso contrario, dizemos que o conjunto é line-
armente independente (ou, simplesmente, LI).
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No exemplo do quadrado acima, {R, @, DC }éLD,e {R, BC }éLL

Observagio. Seguem imediatamente da definigdo:

e Qualquer conjunto que contenha o vetor nulo é LD. (Pois o vetor nulo
se escreve como combinagdo linear dos demais utilizando-se apenas o
numero 0 como coeficiente em cada termo da combinagédo linear.)

e Qualquer subconjunto de um conjunto LI é LI (Isso segue do fato de
que se o conjunto {i7,u3,...,us} é LD, entdo, qualquer que seja U €
V3, o conjunto {u7,u3,...,1,, T} serd também LD, bastando usar o es-
calar 0 como coeficiente de 7.) O

Interpretacao geométrica da dependéncia linear. Vejamos, geometri-
camente, o significa dizer que um conjunto de vetores é LD. Vamos fazer
um tratamento em casos por tamanho do conjunto.
Comecemos lembrando que dois vetores sdo paralelos se tiverem re-
presentantes paralelos. Diremos que trés vetores sdo coplanares se tiverem
. . - > —> 3 .
representantes coplanares. Mais precisamente, dados 1, v, w € V>, dize-
- > o> . o . 3
mos que U, v, w sdo coplanares se existirem P, A, B,C € E° em um mesmo
. — A = D = 5>
plano tais que u = PA, v = PB,w = PC.
A interpretacdo geométrica da dependéncia linear segue abaixo.
(1) Por convengdo, um conjunto com um iinico vetor {?[} ¢ LD se, e somente se,
N —
u=20.

(2) {u, T} éLD se, e somente se, U, T sdo paralelos.
Com efeito, se {1/, 7} ¢ LD, entdo, um deles é um multiplo escalar do
outro e fortanto eles sdo paralelos. Reciprocamente, se sdo paralelos
e i # 0, por exemplo, entdo, como v1mos, ex1ste A € Rtalque T =
A1, 0 que garante que {1, 7} ¢ LD. Se i = 0, o conjunto {1, v}
trivialmente LD: ¥ = 07.

(3) {u, 7, W} éLD se, e somente se, i, U, W sio coplanares.
Com efelto, suponha por exemplo, que existem escalares A, pE R tais

que u )\v + . Tome P,A,B,C € E? tais que i — PA, T
PB, = PC. Se sdo P, B, C colineares, P, A, B, C estio em um mesmo
plano e, portanto, 1, U, W sdo coplanares. Resta considerar o caso em
que P, B, C nao sdo colineares. Neste caso, seja M € [E3 tal que AT =
P—M> eseja N € E3 tal que m_v’ = Fﬁ Entao, M esta na reta PBe N
estd na reta PC. Como PA = @ = AT + u@® = PM + PN, segue que
P, A, B, C estdo no plano definido por P, B, C. Logo, i, U, W sdo copla-
nares.

Reciprocamente, suponha que ¥ = PA, T = PB, @ = PC, em que os
pontos P, A, B e C estdo em um mesmo plano. Podemos supor que
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(4)

U, W nao sdo paralelos, pois se sdo, {i,w} é LD e, a fortiori, {1, 7, w}
é LD. Considere o ponto A’ dado pela interse¢do da reta paralela a PC
que passa por B com a reta PA e o ponto C’ dado pela interse¢do da reta
paralela a PA que passa por B com a reta PC, como na figura

Como 13;17 é paralelo a PA, existe A € R tal que IBZ7 APA = A
Como PC' ¢ paralelo a PC existe # € R tal que PC = yPC =u
Assim, T = PB = PA' + A'B = PA' + PC' = A +uw, e {u, 7,0}
LD.

o

Qualquer conjunto com quatro ou mais vetores é LD.

Isso é consequéncia do resultado a seguir.

Teorema 2.2.1. Seja {1, T, W} um conjunto LI contendo trés vetores. Seja ¥ €
V3. Entdo X é combinacio linear de 1,7, .

Demonstragdo. Tome P, A,B,C € E® tais que @/ = PA T = PB, @ = PC.
Como {u, 7, W} é LI, esses quatro pontos ndo estdo em um mesmo plano.
Seja D € E® tal que ¥ = PD. Considere os seguintes quatro pontos:

M, dado pela interse¢do do plano PAB com a reta paralela a PC que
passa por D;

N, dado pela intersegao da reta PA com a reta paralela a PB que passa
por M;

Q, dado pela interse¢do da reta PB com a reta paralela a PA que passa
por M;

R, dado pela interse¢do da reta PC com o plano paralelo ao plano PAB
que contém D;

conforme o paralelepipedo na figura.
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Como PA e P PN sdo paralelos, PN = aPA = o, para algum x € R

Similarmente, PQ ﬁPB = B7, paraalgum B € R, e PR = ’)/PC = YW,
para algum ¢y € R.

Logo, ¥ = PD = PM + MD = PN + NM + MD = PN + PQ + PR =
ail + BT + 0. O

Corolario 2.2.2. Qualquer conjunto com quatro ou mais vetores é LD.

~ . —_—> —> —> —> .
Demonstragio. Seja {u1,uy, us, g, ... } um conjunto com pelo menos qua-
— — > ~ . . . — — —
tro vetores. Se {u7, u3, u3 } é LD, entdo o conjunto maior é LD. Se {u7, uy, u3 }
é LI, entdo pelo Teorema us é combinagdo linear de i1, u3, U3 e, por-
tanto, também é combinagdo linear de todos os outros vetores do conjunto,
utilizando o escalar 0, se necessario, como coeficiente dos demais. O

Resumindo, podemos caracterizar a dependéncia linear em termos geo-
métricos por:

(1) {¥} é LD se, e somente se, i/ = 0.

(2) {u,7} éLD se, e somente se, i/, U sdo paralelos.

(3) {u,7,w} éLD se, e somente se, i, U, W sdo coplanares.
4) {u,7,w,Z,...} ésempre LD.

Dependéncia e independéncia linear podem ser caracterizadas por uma
condicao equivalente a da definicdo e que é frequentemente conveniente.

Proposigdo 2.2.3. Sejam u1,u3,...,u, € V3. Entdo, {u1,us,...,u,} é LD se, e
somente se, existem A1, A, ..., Ay € R, ndo todos nulos, tais que

Mty + Agith + -+ Ayily, = 0. (2.1)
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Demonstragdo. Se {u1,u3,...,u,} é LD, entdo, digamos (para efeito da ar-
gumentagao), i1 é combinagao linear de u3, . . ., i,; isso que dizer que exis-
tem By, ..., Bn € R tais que
—> —>
uy = oty + - - - + Bulty.
Isso implica que vale a igualdade (2.1), em que A; = 1 e A; = —p;, para
todoi = 2,...,n. Em particular, o coeficiente A1 ndo é nulo.
Reciprocamente, suponha que existem Ay, Ay, ..., A, € R, ndo todos nu-
los, tais que (2.1) seja valida. Suponha, para efeitos da argumentacao, que
~ —> —> — A
A1 # 0. Entdo, u7 = Pouz + -+ + Buliy, em que B; = —%, para todo
. — —> —>
i=2,...,n. Portanto, {uj,uy,...,u,} é LD. O
Essa condicdo equivalente para dependéncia linear implica a seguinte
condicdo equivalente para a independéncia linear: um conjunto de veto-
— — — 2 e . = :
res {uy,uy,...,u,} € LI se, e somente se, a Unica combinagdo linear de
Uy, ..., U, que resulta no vetor nulo é aquela em que todos os escalares
aparecendo como coeficientes sdo nulos.

Exemplo 2.2.4. No tridngulo de vértices A, B, C, seja M o ponto médio do
lado AB e seja N o ponto no lado AC tal que o segmento MN seja paralelo
ao lado BC. Mostre que N é o ponto médio do lado AC.

Solugdo. Para mostrar que N é o ponto médio de AC, é suficiente mostrar
que AN = 3 AC.

A

C

Como AN e AC sio paralelos existe A cR tal que AN = AAC. Precisamos
mostrar que A = 1 . Como AC = AB + BC temos, por um lado,

AN = AAC = A(AB + BC) — AAB + ABC. (2.2)

Por outro lado, sabemos que AN = AM + MN. Como M é o ponto médio
de AB, temos AM = 1AB. Ainda, como MN e BC sio paralelos (por
hipétese), existe u € R tal que MN = uBC. Logo,

m:m+m’:%ﬁ+yﬁ 2.3)
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Comparando (2.2) com (2.3)), obtemos
AAB + \BC = 4B + iBC,
que, por sua vez, implica
(A-3) @B+ -wBC =T,

Como {AB, BC} ¢ 11, pois AB e BC nao sdo paralelos, segue que A — 1 = 0
eque A — u = 0. Em particular, A = %, que é o que desejadvamos provar.

(Observe que obtemos, também, a informagéo de que i = 1, ou seja, de que

a medida do segmento MN ¢é a metade da medida do lado BC.) O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 40-44.

2.3 Bases e coordenadas

Vimos, na se¢do anterior, que dado um conjunto LI de trés vetores, qual-
quer vetor se decompde como combinagdo linear desses trés vetores (Teo-
rema . Nesta se¢do, usaremos esse fato para definir bases e coordena-
das em V~.

Defini¢ao. Um conjunto LI ordenado formado por trés vetores em V? serd
chamado base.

Dada uma base B = {¢7, €3, 3} de V3 e dado um vetor qualquer i, pelo
Teorema existem escalares A1, Ay, A3 tais que

i = Aeq + Azes + Ases. (2.4)

Mostremos que os escalares na decomposicao (2.4) estdo univocamente de-
terminados por #. Com efeito, suponha que p1, y2, 3 € R sejam tais que
— — — — .~ —

U = pieq + pzez + pzez. Comparando as duas decomposi¢des de 1 como
combinacao linear de ¢, €5, €3, obtemos

AeT + Axe; 4+ Azes = per + poes + pzes,
donde segue que
(M —p1)er + (A2 — p2)ez + (A3 — pz)e3 = 0.
Como o conjunto {e7, e3,e3} é LI (pois é uma base), segue que A1 — pi1 = 0,
Ay —up = 0e Az — uz3 = 0, ou, ainda, que
M=y, Ar=pa, Az = s

Por causa da unicidade dos escalares utilizados na decomposigao (2.4)
de 1 como combinagdo linear de {e1, €3, €3 }, podemos introduzir a definicdo
seguinte.
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Definicdo. Seja B = {ej, 3,23} uma base de V> e seja ©/ € V3. Os escalares
M, A2, A3 € Rtais que ¥ = Aqeq + Apes + Aze; sdo chamados coordenadas de
U em relacdo a base B. Usamos a notacdo # = (A1, A2, A3)5.

Exemplo 2.3.1. Considere, em IE3, o cubo de vértices A, B, C, D, E, F, G, H,
conforme a figura.

A B

Os vetores A—C), zﬁ,ﬁ sdo LI, uma vez que ndo sdo coplanares. Entdo,
o conjunto ordenado B = {AC, AH,EF} é uma base de V3. Encontre as

coordenadas de AE em relacdo a base B.

Solugdo. Precisamos encontrar a decomposi¢do de AF como combinacdo li-
near de AC, AH, EF. Temos

AF=AE+Ef=AH-+HE+EF=AH+CB+EL
— AH+CA+AB+EF = AH— AC+EF+EF
— (—1)AC + 1AH +2EF.

Assim, AF = (-1,1,2)3. O

Observagio. O Exemplo nos sera ttil para algumas observagdes:

e A ordem em que os vetores de uma base i{?\)o gi@os é fundamental.
Por exemplo, em rela¢do a base C = {AH,EF, AC}, que é formada
pelos mesmos vetores que formam 3, mas em outra ordem, as coorde-
nadas de AF sdo outras: AF = (1,2,-1)c.

e A unicidade dos escalares na decomposi¢do de um vetor como com-
binacdo de vetores ndo estd garantida se os vetores utilizados na de-

composi¢do nao forem LI. Por exemplo, o conjunto {A_g, EG, HE } ndo
é LI e o vetor DB pode ser decomposto como combinagédo linear de
{AB, EG, HE}, por exemplo, das seguintes duas maneiras:
DB = DA + AB = HE + AB
= 1AB + 0EG + 1HE
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e
DB = DA+ AB=HE+EE = HE+EG+GF = HE+ EG+ HE

— 0AB + 1EG + 2HE.
(H4 uma infinidade de outras decomposic¢des de DE como combinacdo
linear dos vetores AB, EG, HE, uma vez que AB = HE 4+ EG. As-

sim, por exemplo, para qualquer A € R, temos DB = (1+A)AB +
(=A)EG+ (1—-A)HE) O

Se B é uma base de V3, como os vetores que a compdem formam um
conjunto LI, segue que 0= (0,0,0)5. Além disso, 0 é o tnico vetor de V3
cujas coordenadas sdo todas nulas.

A principal vantagem de se trabalhar com coordenadas é que elas se
comportam bem com respeito as opera¢des de soma e de multiplicagdo por
escalar definidas em V3, como mostra préximo resultado.

Proposigdo 2.3.2. Seja B uma base de V° e sejam 1,7 € V3, com
U= (ar,a0,03)p e U= (B1,B2 B3)s

Entdo,

() ¥+ 7 = (v +pBraz+Poaz+ B3)s

(ii) AW = (Aay, Ao, Aag) g, qualquer que seja A € R.

Demonstragdo. Se B = {e7,e3,¢3}, entdo, por hip6tese,
— — — — — — — —
U =wae; +azex +azes e 0 = Preg + Poex + Baes.
Assim,
R
v

U+ T = (age1 + aze; + aze3) + (Brer + Boes + Bses)

= (a1 + B1)e1 + (a2 + Ba)es + (a3 + B3)e3

AU = Aage + agez + aze3) = (Aay)et + (Aaa)ez + (Aaz)es,
provando o que se queria. O
Exemplo 2.3.3. Considerando coordenadas em relacdo a uma base fixada de

V3, em cada um dos itens abaixo, verifique se os dois vetores apresentados
formam um conjunto LD ou LI

(i) #=(3,10,11)e T = (4,7,—1)
i) ¥ =(1,-72)ed=(-372-1)
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Solugdo. (i) Como @ # 0, segue que {1, T} é LD se, e somente se, exis-
tir A € R tal que ¥ = Au. Isso implicaria, pela Proposicao que
(4,7,—-1) = (3A,10A4,11A). Como estamos comparando coordenadas em
relagdo a uma base, isso s6 seria possivel se 4 = 31,7 = 10A e —1 = 11A.
Claramente, ndo existe A € R que satisfaga essas trés equagdes. Portanto,
(#, 7} éLL

(i) Como @ = (1,-7,2) = —2(F,%,—1) = —27, segue que {1, T} é
LD.

Para verificar dependéncia linear entre trés vetores, coordenadas pro-
porcionam um teste rapido.

—

Proposicdo 2.3.4. Seja B uma base de Ve sejam U, 0, W € V3 com

U= (m,a2,03)p, 0= (B1,P2B3)s e W= (71,72,73)5

Entdo, {1, T, W} é LD se, e somente se,

N1 Ky K3
det ‘31 IBQ ‘33 =0.
Yo Yr2 v

Demonstragdo. Um conjunto de vetores ser LD significa ndo ser LI. Sabe-
mos que o conjunto {7, T, %} é LI se, e somente se, os Ginicos escalares
A, u, p tais que

AT+ uT+p =0 (2.5)
forem A = p = p = 0. Em coordenadas, usando a Proposigdo a
combinacdo linear (2.5) 1é-se

(Aaq + 1+ o1, Aaa + uBa + pr2, Aas+ ups+pys ) = (0,0,0),
isto é, (A, i, p) € solugdo do sistema linear
vx+pry+1z=0
wox + Boy + 12z =0
a3x + B3y + 3z =0

nas incégnitas x, y, z. Vimos, no Teoremal(l.3.8} que esse sistema tera apenas

ar B1 M
a solugdo trivial se, e somente se, det |a2 B2 72| # 0. Logo, {#,T, W} é
a3 P33
N1 Ny N3
Ll se, e somente se, det | 1 B2 B3| # 0, usando o fato de que o determi-
Yior2 73

nante de uma matriz coincide com o de sua transposta.
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Exemplo 2.3.5. Seja B = {e1,e3,e3} uma base de V3 e considere os vetores
fi=28-8, fi=e-8+28, fi=@&+2

(i) Mostre que C = {ﬁ, E,E} ¢ uma base de V3.

(ii) Encontre as coordenadas de ¥ = (1,2, —2)¢ em relagdo a base B.

(Adiante, na Secdo veremos um método eficiente para, dadas coorde-
nadas em uma base, encontra-las em outra.)

Solugdo. (i) As coordenadas de f{, E e 73, em relagdo a base B, sao: f{ =

2 -1 0
(2,-1,0)5, f2 = (1,-1,2)pe f5 = (1,0,2)p. Como det |1 -1 2| =
1 0 2

—4 # 0, segue, da Proposi¢do que {E, E,f;} é LI, e, portanto, C é
uma base de V3. R R R

(i) T = (1,2,-2)c = fi+2fr—2fz = (2,—-1,0)5 +2(1,—-1,2)p —
2(1,0,2)5 = (2, —3,0). 0

Como vimos no Exemplo a verificagdo da existéncia de uma rela-
¢do de dependéncia linear entre dois vetores, em termos de coordenadas,
é bastante imediata. Apesar disso, ha um teste geral que nos serd ttil no
préximo capitulo.

Proposicio 2.3.6. Seja B uma base de V3 e sejam i, 7 € V3, com

i = (a1,40,03)5 ¢ T = (1, B2 B3)s
Entdo, {1, T} é LD se, e somente se,

det [;; 5] ~ det [gi gg] ~ det [ﬁ gi]:o.

Demonstragdo. Se i = 6, entdo {U, T} é LD e os trés determinantes sio
nulos. Podemos supor, deste ponto em diante, que 1 # 0.
Se {1, 7} ¢ LD, existem A, 4 € IR, ndo ambos nulos, tais que A1/ + v =
Se u = 0, terfamos AU = 0,0 que implicaria A = 0, uma vez que
+ 0. Mas isso contradiz o fato de A e 1 ndo serem ambos nulos. Logo,
A

i # 0 e, portanto, T = —%ﬁ’. Dai segue que 7 = (—%oq, —%062, _ﬁ%)B'

o que implica que os trés determinantes sdo nulos (pois sdo determinantes
de matrizes que tém linhas proporcionais).

Reciprocamente, suponha que os trés determinantes sejam nulos. Como
u # 6, alguma de suas coordenadas deve ser necessariamente diferente
de zero. Suponha que a1 # 0. Assim, do primeiro determinante, obtemos

_ B 2 — (Pi,, Bi, Bi
= &% Portanto, v = 0 M g X2, 3 5

=) 9l

B2 = %az, e, do segundo, B3
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isto ¢, 7 = ﬁlu donde segue que {1, 7} ¢ LD.Se a; # 0 ouag # 0, 0
argumento é analogo O

Bases ortonormais. Dizemos que dois vetores ndo nulos # e T sdo ortogo-
nais se tiverem El:)resentantes ortogonais, isto é, se existirem A, B,C € E3
tais que ¥ = ABe U = AC com os segmentos de reta AB e AC sendo
ortogonais. Por convengéo, o vetor nulo é ortogonal a qualquer vetor. De-
notaremos a ortogonalidade entre ¥ e ¥ por ' | 7.

Definicio. Uma base {e1,e5,e3} de V3 é ortonormal se os vetores é1,¢e5,e3
forem, dois a dois, ortogonais e satisfizerem ||e1|| = |lez2|| = &3] = 1.

Trabalhar com bases ortonormais é conveniente, pois existe, por exem-
plo, uma maneira simples de expressar norma em termos de coordenadas,
como mostra a préxima proposi¢do. Veremos, adiante, que bases ortonor-
mais tém outras propriedades boas.

Proposigdo 2.3.7. Seja B uma base ortonormal de V> e seja i = (x,B8,7)s €

V3. Entio,
7] = y/a®+ B2+ 9%

Demonstragio. Suponha que B = {é71,e3,¢3}. Como vimos na demonstra-
cdo do Teorema podemos obter as coordenadas de i em relagdo a
base B por meio de uma construgdo geométrica. Sejam P, A,B,C,D € E3
tais que
& =PA, &=PB, &=PC, i =PD.

Sejam N o ponto da reta PA tal que PN = ag3; seja Q o ponto da reta PB tal
que 17(5 = Be3; seja R o ponto da reta PC tal que PR = 7ve3; e seja M o ponto
do plano PAB tal que PM = PN + P—Q>, conforme a figura:

R

~
~

| ~
|

|

|

|

!

!

|

|

|

|
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Entdo, i = ae; + Be; + yez = m%—P—Q)%—P_R) — PM + PR. Como o
trisngulo PMD é reto, com angulo reto em M (pois e3 é ortogonal a 7 e
ae), segue, do Teorema de Pitdgoras, que

|7|]* = PD* = PM? + MD?. (2.6)
Agora, como m = P_R>, segue
— |2 — —
mp? = || PR||" = |41 = |2 |&f . 7)

Finalmente, a ortogonalidade entre e; e e; garante que o trisngulo PNM é
reto com angulo reto em N. Portanto,

pM2 = PN? + NM2 = ||PN| + || PG| = a2 + 18232
= = = ||aer ||~ + || ez

2 2
= la*[lef|I" + B lle2]-

Substituindo (2.7)) e (2.8) em (2.6) e usando que os trés vetores da base tém
norma 1, obtemos

(2.8)

17)* = o + B>+,
como desejdvamos. O

Observacido. Existem infinitas bases ortonormais em V3. Para escolher uma,
basta tomar dois pontos A, B € E® tais que o segmento AB tenha compri-
mento 1. Agora, no plano perpendicular ao segmento AB que contém A,
tome um ponto C de modo que o segmento AC tenha comprimento 1. Fi-
nalmente, na reta perpendicular ao plano ABC passando por A, tome um
ponto D tal que AD tenha comprimento 1.

Entdo, {A—B), A—C), AD } é uma base ortonormal de V2. O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 45-52.
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2.4 Produto escalar

Nesta secdo, introduziremos uma nova operacdo no espago do vetores, o

produto escalar. Para tanto, necessitaremos do conceito de dngulo entre

vetores. >
Sejam 1,7 € V2 ndo nulos. Tome A,B,C € [ tais que ¥ = ABe

— A .. A - ~

v = AC. Definimos o dngulo entre u e v como sendo o dngulo entre os

segmentos de reta AB e AC.

=)

A > C

pry
0

A medida do dngulo entre dois vetores serd sempre feita em radianos e é
um valor 9 satisfazendo 0 < 6 < 7.

Definicdo. Sejam 1, ¥ € V3. Definimos o produto escalar il - ¥ como sendo
o numero real dado por

- 0 seﬂ):(_))ouﬁ):())
Oe

1] 17| cos(6)  se @

)
oy s

em que 6 denota a medida do angulo entre i/ e

O produto escalar prové um critério rdpido para detecgdo de ortogona-
lidade. Dados dois vetores i, U, temos:

U L T se esomentese, i - v = 0.

De fato, i e ¥ sdo nio nulos e ortogonais se, e somente se, o angulo entre
eles medir % radianos, o que, por sua vez, é equivalente a cos(f) = 0. Essa
tltima condigdo ocorre precisamente quando # - ¥ = 0. Quando um dos
dois vetores é nulo, a equivaléncia é imediata.

Lembrando que um angulo de medida 6 ¢ dito agudose 0 < 6 < 7, e
obtuso se £ < 0 < 7, dados #, 7 € V° nado nulos, o angulo entre eles é

2 - — - —

agudo se, e somente se, 1 - U > 0, e obtuso se, e somente se, u - v < 0.

Observagio. Tanto a norma de um vetor quanto a medida do dngulo entre
dois vetores ndo nulos podem ser obtidos por meio do produto escalar:

- —

e Para qualquer ¥ € V3, vale ||i|| =V - u.

51



e Se U,V € V3 sdo ndo nulos, entdo a medida, em radianos, do angulo

— =
entre eles ¢ dada por arccos ( H MMH.HZ)U H ) ) O

Em funcdo de coordenadas em relacdo a uma base ortonormal, o pro-
duto escalar adquire uma forma bastante simples.

Proposicdo 2.4.1. Seja B uma base ortonormal de V> e sejam i, T € V> com

= (v,a0,03)5 ¢ T = (B1,B2pB3)s

Entdo,
n-T = 0(1[31 + 062[32 + 063[33.
Demonstragido. Se il = 0 oud = 0, entdo a férmula é trivialmente valida.

—

Suponha, portanto, que ¥ # 0 e U # 0, e seja § a medida do angulo entre
eles. Pela Proposicao2.3.2) @ — ¥ = (a1 — B1,a2 — P2, 03 — B3)3, €, pela
Proposigdo temos

17 = a3 + a3 + a3
=2
|7 )|* = BT + B3 + B3
17— T = (a1 — B1)* + (2 — B2)* + (a3 — B3)%

Se A, B,C € [E® sdo tais que @/ = ABeT = AC,entioCB = 71 — T. E, pela
lei dos cossenos aplicada ao tridngulo ABC,

—>
0
—
0

B

=)
=)
|
<

=
(%

obtemos
=2 =2 — — - 2
][+ )" =2 W[ [[#]] cos(0) = || — 7|
Substituindo, no lado esquerdo, || || || 7 || cos(#) por i - T e utilizando os
valores dos quadrados das normas em termos das coordenadas obtidos
acima, segue a igualdade desejadaE] O

Em relagdo as operagdes de soma e multiplicagdo por escalar, o produto
escalar tem as seguintes propriedades.

2A rigor, a demonstragdo que fizemos s6 se aplica no caso em que {7, ?f} é LI, pois
somente neste caso teremos, de fato, um tridngulo. Porém, o mesmo argumento se aplica
quando % e T séo paralelos, pois, ainda nesse caso, a lei dos cossenos continua vélida.
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Proposigdo 2.4.2. Sejam 1,1, W € V3 eseja A € R. Entdo,
(1) - (T+0) =

u -
(iii) o -
(iv) o

Demonstragdo. (iii) é consequéncia imediata da definicdo. (iv) segue de
w-u% = ||7]|% Para (i) e (i), fixe uma base ortonormal em V3 e tome
coordenadas em relacdo a essa base. Por exemplo, se U= (1, a2, a3), T =

= ~ 3
(B1,B2,B3) e w = (71,72, 73), em relacdo a uma base ortonormal de V°,

entao

N
v

— - — — =
-u >0,eu-u =0se esomentese, i = 0.

—>

- (T4 W) = a1(B1+71) +a2(B2 +72) + a3(Bs +73),
ao passo que
0T+ @ = (a1f1 + azfa +a3fs) + (@171 + 272 + a373).
A igualdade segue da propriedade distributiva do produto em relacdo a
soma de ntimeros reais. O

Exemplo 2.4.3. (Prova 1, Algebra Linear I, 2015) Sejam a,b,c € R e seja &
uma base ortonormal de V3. Considere os vetores z = (1,0,1)¢, v

Nyl

(-2,1, O)g,z—u’— (0,—-1,1)¢ e ¥ = (a,b,c)¢. Se | X|| = 3, ¥ é ortogonal a
e {7, W, X} é linearmente dependente, entdo |a + b + c| é igual a
Az B3 O1 D)7  (E)S5

Solugido. Como Z | ¥, segue Z - ¥ =0.Mas, Z - ¥ = (1,0,1)¢ - (a,b,¢)¢ =

la+0b+1c = a4+ c, uma vez que & é ortonormal. Logo, a +¢c = 0,

donde segue que ¢ = —a, e, portanto, ¥ = (a,b,—a)e. Como {7, W, X}
-2 1 0

é LD, segue da Proposi¢do 2.3.4, que det | 0 -1 1 | = 0. Calcu-
a b —a

lando o determinante, obtemos a relagdo —a +2b = 0. Logo, a = 2b.

Assim, ¥ = (2b,b, —2b)¢. Portanto, usando a Proposicdo obtemos
| X)* = (2b)2 + b2 + (—2b)2 = 9b2. Como, por hipétese, | ¥|| = 3, segue
queb =1oub = —1. Assim, ¥ = (2,1,—2)¢ ou ¥ = (-2,—1,2)s. Em
ambos os casos, |a + b + c| = 1. Resposta: (C). O

Exemplo 2.4.4. Sejam é7,e3,e3 € V3. Mostre que {e1,e3,3 } é uma base orto-
normal de V? se, e somente se,

> 1 sei=j
CT )0 sei # .
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Solugdo. A condigdo é equivalente ao fato de e7, €3, €3 serem vetores de norma
1 que sdo, dois a dois, ortogonais. Assim, a tinica coisa que resta a ser de-

1 sei=j
0 sei#j,
junto {e7, e3,e3} serd LI Sejam, entdo «, B, € R tais que aey + Bes + ye3 =
0. Considerando o produto escalar com o vetor e, obtemos

L —_ - —> . . — — ~
monstrada é que se e1,€2,¢63 satisfizerem e; - ej = entao o con-

& - (a8 + BB + ) = - T =0,
Por outro lado,
e1- (ae1 + Pz +7e3) =wer &1 + P - e +ye -3 =a+0+0=ua.

Logo, « = 0. Tomando o produto escalar com e, e e3, obtemos, analoga-
mente, B = 0 e v = 0. Portanto, {e1,e3,e3} é, de fato, LL O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 53-70.

2.5 Projecao ortogonal

Nesta secdo, veremos como utilizar o produto escalar para encontrar a pro-
jecdo ortogonal de um vetor sobre outro.

— .
Definigdo. Seja U € V3, ¥ # 0. Dado # € V3, chama-se projegio ortogonal
de i sobre U o vetor @ que satisfaz as seguintes duas condigdes:

. = 2 —>
(i) w éparaleloa v,e

ey > — —
(i) u —w éortogonala v.

Veremos, em seguida, que a proje¢do ortogonal sempre existe e é tinica.

Assim, utilizaremos a notagdo proj; i para denoté-la.

=)

—
u

. > —>
7 projg T

Proposigio 2.5.1. Seja T € V3, T # 0 eseja @ € V3. Entio, a projeciio
ortogonal de U sobre U ¢é dada por

- —
. > u-o
pI’O]E»l/l: _)2’().
7]l
w7

(Mais precisamene, o vetor Tk T satisfaz as condigdes de projecio ortogonal de
b d b d 2 e ¢ H . A

U sobre v e é o tinico vetor a satisfazé-las.)
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Demonstragio. Considere o vetor @0 = H2 7. 7. Mostremos que esse vetor

H
satisfaz as condi¢des na defini¢do de projecao ortogonal de U sobre T. A
condigao (i) est4 claramente satisfeita, uma vez que @ é um mdiltiplo escalar

—

de T. Para a condigdo (ii), calculemos o produto escalar (# — @) - U:

— = — >

—> —> —> —> u-v_ —> - — u-70_-5 -

(U —w)- v = u—H_)HZU V=uU-0 — v-v =0,
0

umavezque 7 -7 = | 7| Portanto, a condigdo (ii) também esta satisfeita.

Finalmente, ver1f1quemos que @ é o tnico vetor que tem as proprie-
dades (i) e (ii). Seja Z € V3 um vetor que é paralelo a U e que satisfaz
7—7) L T ComoT # 0 e Z éparalelo a T, existe A € R tal que

—~

Z = AU. Agora, de (¥ — Z) L U segue que (¥ — Z) - ¥ = 0. Portanto,
(4 — A7) -7 = 0. Olado esquerdo dessa ultima igualdade coincide com
77 —A| 7| Assim, A = L7, Logo, Z = “;i’z?f:ﬁ. O

H H o

Exemplo 2.5.2. Seja B uma base ortonormal de V3. Considere os vetores
=(3,-6,0)5e T = (2,-2,1)p.

(i) Encontre a projegdo ortogonal de i sobre .

(ii) Encontre um vetor P paraleloa ¥ e um vetor g ortogonal a T tais que
U=7+7.

Solugdo. (i) Sabemos, pela Proposigdo 2.5.1) que projz # = L% 7. 7. Como

a base B é ortonormal, podemos utilizar a Proposicao 2. para calcular
numerador e denominador do escalar que aparece na formula

7T =(3-60)3(2-21)5=6+12+0=18

IZIP=7-F=(2-21)p - (2,-21)p=4+4+1=09.
Logo, proj U = 19@(2;—2,1)3 =(4,-42)p5
(ii) Sabemos que u — proj- u é ortogonal a v. Como também vale que
projz i é paralelo a T, basta tomar p = projz ¥ = (4,-2,2)ge § =
U —projz U = (3,-6,0)p — (4,-2,2)g = (—1,-2,-2)p. O

No exemplo anterior como Zt’ £ 0, também ¢é possivel considerar a
pro]egao ortogonal de ¥ sobre u. O leitor pode verificar que proj»> 7 =
(8, -2 0) 5 E um comentdrio 6bvio, mas que nao custa ser feito: em geral
proj u # proj; U, como vimos neste exemplo. Vocé consegue encontrar
condigdes sobre dois vetores ndo nulos que impliquem a igualdade entre as

duas projecdes ortogonais?

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 71-74.
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2.6 Mudanca de base

Vimos que, fixada uma base de V3, podemos associar a cada vetor de W&
suas coordenadas em rela¢do a essa base. Se tomarmos uma segunda base,
um mesmo vetor terd, agora, duas sequéncias de coordenadas: uma em
relacdo a primeira base e outra, a segunda. Qual é a relacdo entre elas? Essa
serd a questdo a ser abordada nesta secao.

Sejam B = {ej,e3,e3} e C = {E,E,fg} bases de V3 e seja i/ € V5.
Suponha que
0= (x1,22,%3), € U= (yLYy2¥3),

Como B ¢ uma base de V3, os vetores que compdem a base C também
se escrevem como combinacao linear dos elementos de B, ou seja, existem
escalares a;; € R, com i,j = 1,2,3, tais que

5
fi = (an,a01,031 ) g
.
fo=(a2,a0,032) 4
.
f3 = (w3,023, 033 ) -

Vamos procurar uma relagdo entre as coordenadas de i em relagdo a
base B e a base C.
Usando as coordenadas de % em relagdo a base C e as coordenadas de

- > —
f1, f2, f3 em relagdo a base B, podemos escrever

U= ]/1]71> + yzﬁ + f—;
= y1 (1167 + 02183 + az183) + Y2 (1261 + 02283 + a3263)
+ y3(w13e1 + az3e; + a33e3)
= (0111 + a12y2 + azys)er + (a1y1 + a2y + a23y3)e;
+ (@31y1 + az2y2 + a33y3)e3.

Os escalares obtidos, acima, na decomposi¢do de 1 como combinacio
linear dos elementos da base B, fornecem-nos as coordenadas de ¥ em
relacdo a base B, e, portanto, segue que

X1 = ®11Y1 + X12Y2 + ®13Y3
X = &21Y1 + a20Y2 + &23Y3
X3 = a31Y1 + &32Y2 + &33Y3,

ou ainda, de modo mais compacto, usando o produto entre matrizes,

X1 X11 X2 %13 n
X2 | = |21 @&22 (23 2
X3 X31 K32 X33 Y3
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Neste ponto, introduziremos as seguintes notagoes:

X1 n X11 K12 X713

—> —>
X2 | = [u]B, n| = [u]c e Ny1 K2 (o3| = MCB'
X3 Y3 K31 K32 (X33

A matriz 3 x 1 [i]; (respectivamente, [/]) é chamada vetor de coorde-
nadas de 1 em relagdo a base B (respectivamente, C).
Assim, demonstramos o seguinte resultado fundamental.

Teorema 2.6.1. Sejam B e C bases de V° e seja il € V3. Entdo,
[1]5 = Mep[]c- (2.9)

A matriz Mz é 0 que se chama de uma matriz de mudanga de base.

Observe que na matriz de mudanga de base Mg, a primeira coluna é
formada pelas coordenadas do primeiro vetor da base C em relacdo a base
B. Na segunda e terceira colunas estdo as coordenadas do segundo e ter-
ceiro vetores, respectivamente, da base C em relagdo a base B:

—
]i = (1,001,031 ) g X1 1o

se j:2> = (a1, a2, a3 )B , entio Mep = 021 w22 /
f3:( , 003, )B &3l 32

sendo C = {E, E,E}

Observacio. Se B e C sdo bases de V3, entido det(Myz) # 0, uma vez que
C é um conjunto LI (veja a Proposicdo [2.3.4). Portanto, M, é uma matriz
inversivel. Assim, se # € V3, a identidade 2.9) 1&-se também na forma

[#]c = (Mcp) ™[] (2.10)
Assim, Mz é o objeto de ligacdo que permite relacionar coordenadas em
relacdo a base B e coordenadas em relagédo a base C. O

Exemplo 2.6.2. No Exemplo o item (ii) poderia ter sido mais rapida-
mente resolvido usando a matriz de mudanga de base. Lembre que, como

fi=(2-1,05fr=(1,-1,2)ge fr = (1,0,2)5, temos

2 1 1
Mep=|-1 -1 0f,
0 2 2
e, portanto, usando (2.9),
2 1 1 1 2
[T]g = Mep[Tle= | -1 -1 0| | 2| =|-3
0 2 2 -2 0
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Agora, invertendo Mz, obtemos
1
: 0 -
-5 -1
1

Assim, por exemplo, se quiséssemos encontrar as coordenadas do vetor
W = (4,1,2)5 em relagdo a base C, poderfamos utilizar (2.10) para obter

N

(Mep) ™' =

N=
N|—=
PN

1 1
S - R N ERRE
[@W]e = (Meg) ' [@W]g=|-3 -1 1| |1| = > =51,
1 1 1 2 7
2 1
istoé, W = (%,—%,%)C. O

Proposicdo 2.6.3. Sejam B, C e D bases de V3. Entdo, Mpr = MogMp.

Demonstragio. Suponha que D = {g7, 2,83 }. Entdo, para todoj = 1,2,3,
segue do Teorema que

87]5 = Meslles
isto €, a j-ésima coluna da matriz M, ; coincide com o produto de M5 pela
j-ésima coluna de My,,. Logo, a igualdade desejada segue.

Coroldrio 2.6.4. Sejam B e C bases de V3. Entdo, My, = (M) L.

Demonstragio. E claro que Mgz = I3. Da Proposigao obtemos I3 =

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 75-79.

2.7 Produto vetorial

Nesta secdo, introduziremos uma tltima operagdo envolvendo vetores, o
produto vetorial. Para tanto, serd preciso fixar uma orientagdo no espago
V3.

Dadas bases B e C de V3, dizemos que B e C tém a mesma orientagio, se
det(M;z) > 0. Caso contrario, isto é, se det(M,z) < 0, dizemos que B e C
tém orientagdes opostas.

Observagio. E relevante notar as seguintes consequéncias da definigdo aci-
ma.

o det(M,z) > 0se, e somente se, det(My,) > 0, uma vez que, segundo o
Corolério[2.6.4} det(MBC) = det(Mgp) = det(M,p) . Ou seja, a nogao
de bases de mesma orientacdo, ou de orientag¢des opostas, ndo depende
da ordem em que as bases foram apresentadas.
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e Apropriedade de ter a mesma orientacdo é transitiva, no sentido de que
se BB, C e D sdo bases de V3 tais que (B,C) é um par de bases de mesma
orientagdo e (C,D) também é um par de bases de mesma orientagéo,
entdo B e D tém a mesma orientagdo. Isso segue, imediatamente, da

Proposigao[2.6.3}
e Também é consequéncia da Proposicao que se B, C e D sdo bases

de V3 tais que B e C tém orientacdes opostas, e B e D também tém
orientacdes opostas, entdo C e D tém mesma orientagao. O

Diremos que V? esta orientado se estiver fixada uma base B em V2.
Neste caso, dada uma outra base C de V3, diremos que C é uma base po-
sitiva se B e C tiverem a mesma orienta¢do. Caso contrdrio, diremos que C
é uma base negativa.

Por exemplo, se B = {e_f, 6_5,6_3)} é a base que dé a orientagdo de V3,

0 01
entdo C = {e3,e,e1} é uma base negativa (pois M,z = |0 1 0], que
00
tem determinante iguala —1), e D = {6_3), e1,e} é uma base positiva (pois
010
Mpg = |0 0 1], quetem determinante igual a 1).
1 00

Observagio. Se o espago V3 estiver orientado, existem infinitas bases orto-

normais positivas (e infinitas bases ortonormais negativas). De fato, como

vimos na Secdo existem infinitas bases ortonormais em V3. Se C =
- = > ~ 2 ey ~ - —> —> .

{u,v,w} é uma delas e C ndo é positiva, entdo { v, i, w} sera. O

Defini¢ao. Considere V3 com uma orientacdo fixada. Dados @, 7 € V3,
definimos o produto vetorial de i e ¥ como sendo o vetor i A U que satisfaz
as seguintes propriedades:

(i) se{#,T}éLD,entio ¥ AT = 0;
(ii) se {u, 7} é LI, entdo
(@) ||Z AT =|u]||7] sen(p), em que § denota a medida do angulo
entre U e 7));
(b) ¥ AT éortogonala i ea U;
(c) {u,7,d AT} éumabase positiva de V5.

Essa defini¢do do produto vetorial em termos geométricos é dificil de
ser aplicada. Veremos, adiante, que, em termos de coordenadas em relagdo
a uma base ortonormal positiva, existe uma férmula simples para o produto
vetorial. No entanto, algumas consequéncias podem ser obtidas ja a partir
da defini¢do em termos geométricos:
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e ||u AT ¢éigual a drea do paralelogramo definido por ¥ e U. Mais
precisamente, suponha {U, 7)’} LI (caso contrério, eles ndo definem um
paralelogramo) e sejam A, B, C € E tais que @ = ABe T = AC. Seja
D € E3 tal que A—D> = U + 7. Entdo, A, B,C, D sio os vértices de um
paralelogramo, como na figura:

C D

2/
'h

4 L ‘
A 7 B

Denote por & a altura do paralelogramo em relacdo ao lado AB e por 0
amedida do angulo entre i e U. Entdo, h = (AC) sen() e, portanto, a
drea do paralelogramo é dada por

(AB)h = (AB)(AC)sen(9) = || | | 7 sen(8) = || i A F].

e No caso em que {i, T} é LI, o produto vetorial i A T ndo é o vetor
nulo, pois, neste caso, ||| # 0, || 7| # 0e 6 # 0,7, o que garante
que sen(6) # 0; consequentemente, || A T || # 0. Assim, o produto
vetorial fornece um teste de dependéncia linear:

{ U, 7} éLD se, esomentese, U NV = 0.
Em particular, segue que UNT = 6, qualquer que seja U e V3.

Observagio. A notagdo utilizada para o produto vetorial entre os vetores

— — . — — ~ , .

u e v, qual seja, ¥ A v, ndo é unanimamente adotada. Alguns autores
— — .

preferem escrever u x v para denotar o produto vetorial. Nestas notas,

evitaremos o uso dessa segunda notagdo, preferindo, sempre, a primeira. ¢

Assim, temos, em V? dois produtos definidos: o produto escalar, que é
um ndamero real, e o produto vetorial, que é um vetor.
Vejamos como encontrar as coordenadas do produto vetorial.

Proposigdo 2.7.1. Considere V3 com uma orientagio fixada. Seja B uma base
ortonormal positiva de V° e sejam i = (aq,a2,a3)5, 0 = (B1,B2,B3)5 € V>
Entio,

UNT = (0&2‘33 — 0(3‘32, 0&3‘31 — 061‘33, 0‘1,52 — Dézﬁl )B' (2.11)

Demonstragdo. Seja W = (Y1, 72,73)B € V3, o vetor cujas coordenadas sdo

dadas por

Y1 = a2B3 —a3Pa, Yv2=azf1 —a1B3, Y3 = x1P2 — 2.
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Mostremos que @ = U A T.

Primeiramente, note que se {1/, 7} é LD, entdo i = AT ou U = A,
para algum A € R. Em qualquer caso, teremos 71 = 92 = 73 = 0 e,
portanto, w=0.

Suponha, entdo, que { i, T } seja LL. Por um lado, temos

— 12
1@|* =vi+13+7% 212)
= (a2f3 — a3B2)* + (a3B1 — a1B3)* + (w182 — a2B1)*.
Por outro lado,
— -2 —> 12 11=>12
IZ AT = |77 ||° sen’(6)
=12 1=>2
= | Z)* [ F|I* (1 — cos*(6))
=12 1=>2 =12 1 =22
=N NTN* = 707" cos®(6) (2.13)

—> 12 11=>12 —> =
= ZII* 7)) - (Z-7)?
= (o + 05+ 03) (BT + B5 + B3) — (111 + w2P2 + a3P3)”.

Comparando os lados direitos de (2.12) e (2.13), obtemos || @ || = | A T ||
Agora,

N1 Ky (3
W= 0171+ ary +aszys =det | ar az| =0.
Br B2 B3

A segunda igualdade acima pode ser verificada expandindo-se o determi-
nante em cofatores ao longo da primeira linha. Segue que ¥ e @ sdo orto-
gonais. De maneira andloga, prova-se que U e W também sdo ortogonais.

Finalmente, mostremos que C = {#, 7, W} é uma base positiva de V?.
Para tanto, basta verificar que esse conjunto é LI e que a matriz de mudanca
de base M,z tem determinante positivo. Para mostrar que C é LI, considere
a matriz

K1 Ny N3
A= |B1 B2 B3
Yo Y2 U3

Calculando o determinante de A por expansdo em cofatores ao longo da
terceira linha, obtemos

det(A) = 71(a2Ps — a3pa) — v2(@1B3 — aspr) + v3(a1p2 — aap)
=Rn+B+RB =13
Como vimos acima que ||@|| = || A @| e {U, T} é LI, segue que det(A) =

|4 A 5’“2 # 0. Assim, C é, de fato, uma base de V3. Para ver que C é
positiva, é preciso mostrar que det(M,z) > 0. Agora, M,z = A". Portanto,
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det(M,j) = det(A') = det(A) = ||# A T||* > 0. Logo, C é, com efeito,
uma base positiva de V°.

Conclui-se que @ = U A T, pois esses dois vetores t¢ém 0 mesmo com-
primento, sdo paralelos e tém o mesmo sentido. O

Notacao para o produto vetorial em forma de determinante. A
fim de facilitar a memorizacdo da expressdo (2.11)), utilizamos a seguinte
notacdo expandida para o determinante. Considere uma orientacdo fixada

em V3, e seja B = {?, T, ?} uma base ortonormal positiva. Entdo, se
i = (a1,a2,a3)p € T = (B1, B2, B3), segue que
T 7K
UNT =det |ag ar asz]|,
Bi B2 B3

em que esse “determinante” é calculado por “expansao em cofatores ao
longo da primeira linha”:

S Ny 3| - X1 03| - X1 2| 7
A U = det — det det k.
Hav e [52 ﬁs] bode [ﬁl ﬁg] Jtde L’il ﬁz}

Exemplo 2.7.2. Considere uma orientagio fixada em V3 e coordenadas da-
das em relagdo a uma base ortonormal positiva. Encontre as coordenadas
dovetor Y AT, emque ¥ = (1,2,3) e U = (—1,1,2).

Solugio. Usando a notagdo em forma de determinante,

T 7K
UNT=det|1 2 3
-1 1 2
2 3| > 1 3| > 1 2|
= det [1 2} 7 —det [_1 2] ] +det [_1 1] k
=7-57 +3k,
ou,ainda, ¥ A 7 = (1,-5,3). O

Observagio. E facil verificar, usando, por exemplo, a notagdo em forma de

determinante para o produto vetorial, que se V° tem uma orientagao fixada
—

e {7,7, k} é uma base ortonormal positiva, entdo

TAT =K, TAT =k,
TAK=T, kAT =-1,
kAT =7, TAK=-7.
As demonstragdes dessas ficam a cargo do leitor. O
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Exemplo 2.7.3. Calcule a drea do triangulo ABC, em que AC = (1,1,3) e

CB = (—=1,1,0), e as coordenadas estdo dadas em relagdo a uma base orto-
normal positiva de V3. Determine, também, a altura do tridangulo ABC em
relagdo ao lado BC.

Solugdo. Seja D o ponto tal que AD = CB, conforme a tigura:

Sabemos que a area do paralelogramo ACBD é dada por HfTé N AD H =

HA—C)/\@)H Logo, a 4rea do triangulo ABC é dada por 1 HA—C)/\@)H
Agora,

—>

ACANCB=det| 1 1 3| =(-3-32).
-1 1 0

Logo, a drea do tridngulo ABC é igual a

Wt (2= v

Se h denota a altura do tridngulo ABC em relagdo ao lado BC, entdo a
4rea de ABC também é dada por 3 H BC H h. Como

|5 = 68| = Vs v o= v
segue que % 22 = %\@h Portanto, h = v/11. O

A seguir vemos como o produto vetorial comporta-se em relagdo a ou-
tras operagdes definidas no espago do vetores.

5> € V3. Entido,
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(iv) UANT =—(TAU).

Demonstragido. Para a demonstracdo dessas propriedades, basta conside-
rar uma base ortonormal positiva B e coordenadas em relagdo a essa base.
Assim, por exemplo, se
i =(xyz)p 01=@,y,2)s e 02=(x2Y22)s
entdo
UA (01 +03) = (y(z1 +22) —z(y1 + y2), z(x1 + x2) — x(21 + 22),

xX(y1+y2) =yl +x2)) 4
(yz1 — zy1,2x1 — X21,XY1 — YX1)B

+ (yza — 2y, X2 — X2, XY2 — YX2)B
= U AU+ U AT,

o que demonstra (i). As demais propriedades podem ser mostradas de
modo anélogo. O]

Observagido. Como vimos, no item (iv) da proposi¢do anterior, o produto
vetorial ndo é comutativo, isto é, a ordem em que os vetores aparecem im-
porta.

Também vale notar que o produto vetorial ndo é uma operagio associa-
tiva, isto é, em uma sequéncia de trés vetores, distribui¢oes diferentes de
parénteses podem resultar em vetores diferentes. Por exemplo, se esta fi-
xada uma orientagio em V3 e {7, 7, ?} é uma base ortonormal positiva,
entdo, por um lado, temos

(TATIAT=0AT=0,

ja que tanto o par {7,7} quanto o par {0, 7} sdo LD. Por outro lado,
usando o que vimos na Observacdo na pagina

TAGTAT) =T A=K)==(TAK)=-T.
Assim,
(TATINT#TATAT).
Ou seja, a propriedade associativa nao vale para o produto vetorial. E
claro que sempre serd possivel encontrar trés vetores de modo que as duas

distribui¢des de parénteses em um produto vetorial entre eles podem re-
sultar em um mesmo vetor. Isso ocorre se tomarmos os trés vetores iguais

ao, por exemplo. O que se quis destacar aqui é que a associatividade do
produto vetorial ndo vale sempre. O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 80-96.
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2.8 Produto misto

Nesta segdo, veremos que ao procurar calcular o volume de um parale-
lepipedo, em termos de vetores paralelos a seus lados, deparamo-nos com
uma expressao em que aparecem tanto o produto vetorial quando o pro-
duto escalar. Essa expressdo serd denominada produto misto dos vetores
envolvidos. Vejamos os detalhes.

Sejam ¥, 7, W € V3 com {,7,w} LI Escolha um ponto A € E% e
tome B,C, D € E3 tais que

#=AB, T=AC e @=AD.
Como o conjunto {7, ?)',z_u'} é LI, os pontos A, B,C,D nédo estdo em um
mesmo plano e, portanto, sdo vértices de um paralelepipedo, conforme a

tigura:

G H

A

=
o3

Vamos procurar uma expressao para o volume desse paralelepipedo em
termos dos vetores 1, U, W.

Sabemos que o volume V do paralelepipedo ABCDEFGH pode ser ex-
presso por

V = Ah,

em que A denota a drea do paralelogramo ABEC — a base do parale-
lepipedo — e h denota a altura do paralelepipedo em relagdo a essa face.

Ja vimos que, se V? estiver orientado (e, portanto, o produto vetorial
entre quaisquer dois vetores estiver definido), entdo

A=|TAT.

Resta-nos determinar a altura h. Sabemos que % A U é um vetor ortogo-
nala i ea U. Assim, seu representante com extremidade inicial no ponto A
é perpendicular ao plano ABC, que contém o paralelogramo ABEC, como
na figura.

65



/
— —>
uNov !
D / F
/((”‘ /
| /
. —> | -2 v e e
Projgz @ | /hi T E
A u B

A altura h é dada pela distancia do vértice D ao plano ABC, e, portanto,
coincide com a norma da projecéo ortogonal de @ sobre i/ A 7. | Logo,

||P ]u/\v || Ha»/\5>‘|2
—> — — — —> —
. A o A .
=B ER T g p g = (LT T
|7 AT U AT

Assim, o volume do paralelepipedo ABCDEFGH ¢é dado por

V:Ah:Hu/\’UHW:’(u/\U)W|.

Esse calculo motiva a seguinte definicao.

Definicio. Considere uma orientacdo fixa em V3. Dados #,7,w € V3,

definimos o produto misto de 1, ¥, W (nesta ordem) como sendo o ntimero
-, - — - > —

real dado por (¥ A ©) - w e denotado por [u, U, W].

Conforme vimos acima, o volume do paralelepipedo definido pelos ve-
- > —> , . - —> —>
tores u, v, w éiguala |[u, v, W]|.
O préximo resultado exibe uma férmula para o produto misto em ter-
mos de coordenadas.

Proposigdo 2.8.1. Considere fixada uma orientagio em V3, e seja B uma base
ortonormal positiva de V3. Se

= (ay,a2,a3)5, 0 = (B1,B2B3)s, W= (71,72 73)8 € V>,

entio

np Ky K3
(7,7, @] =det |[B1 B2 B3
Yo Y2 V3

3A figura sugere que {#, 7, W} e {#, 7,7 A T} sejam bases de mesma orientacdo.
~ . P . . . —>
Mesmo que ndo sejam, a altura do parelelepipedo coincide com || projpas W H
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Demonstragio. Sabemos, da Proposicao que

7A3:<@{ﬁ g]—dtblﬁ] dﬂ& EDB

Assim
[@,3,@) = (TA7) @
S G P E P
&1 &2 &3
=det |f1 P2 B3|,
T2 T3
expandido em cofatores ao longo da terceira linha. O

Assim como o produto vetorial fornecia um teste para dependéncia li-
near entre dois vetores, o produto misto fornece um teste para dependéncia
linear entre trés vetores:

Corolério 2.8.2. Considere fixada uma orientagiio em V3, e seja B uma base or-
tonormal positiva de V3. Sejam i = (a1, a2,a3)p, T = (,Bl,ﬁz,ﬁ3)3, W =

—>

(71,72, 73)8 € V. Entdo, { W, T, w } é LD se, e somente se, [ 1,7, w | = 0.

Demonstragio. Vimos, na Proposigao que o conjunto {#, 7, W} ¢ LD

x1 &z A3
se, e somente se, det |1 P2 P3| = 0. Como vimos na proposi¢do acima,
o723
. . . . —_ = —
o determinante coincide com o produto misto [i/, ¥, w]. ]
Em particular, se hd uma repeti¢do de vetores em um produto misto,
P — —> —> — —> —> —> —> —> . ~
ele é nulo: [u,u,v] = [u,v,u] = [v,u,u] = 0. Ao final desta secdo,

veremos como o produto misto se comporta em relacdo a permutacdes de
vetores e em relacdo as operagdes de soma e multiplicagdo por escalar.

Exemplo 2.8.3. Calcule, usando o produto misto, o volume do tetraedro de
vértices A, B, Ce D.

Solugdo. Sabemos que o volume V do tetraedo de vértices A, B,C, D é dado
por
V= 1A h
= 340l

em que Ay, denota a drea da base triangular ABC e h denota a altura do
tetraedo em relagdo a essa face. Como a drea do tridngulo ABC é metade da

area do paralelogramo definido por AB e AC, segue
Ay = |ABAAC|.
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A altura h pode ser expressa por
[AB, AC, AD)|

h= /
el

uma vez que ela coincide com a altura do paralelepipedo definido pelos
vetores AB, AC, AD.

Dai, conclui-se que
v = 11| &8 pac| IABACADI )5 e ).
32 HAB/\ACH 6

(Aqui, supusemos, implicitamente, que V? estava orientado, para que pu-
déssemos falar no produto vetorial e misto de vetores. Isso sera feito sem-
pre que pertinente.) O

Exemplo 2.8.4. Considere o paralelepipedo ABCDEFGH da figura:

Suponha que esteja fixada uma orientagio em V3 e que AB = (1,0,1), BE =
(1,1,1) e AD = (0,3,3), e que essas coordenadas estejam expressas em
relacdo a uma base ortonormal positiva de V3.

(i) Encontre o volume do paralelepipedo ABCDEFGH.
(i) Encontre o volume do tetraedro EABD.

(iii) Determine a altura do tetraedro EABD em relagdo a face DEB.
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Solugdo. Temos AE = AB + BE = (1,0,1) +(1,1,1) = (2,1,2). Logo,
1 01
[AB,AD,AE] =det |0 3 3| = -3.
21 2
(i) O volume do paralelepipedo é igual a | —3| = 3.
(ii) Conforme vimos no exemplo anterior, o volume do tetraedro EABD
éiguala ¢|-3| = 1.
(iii) Sabemos que % = volume de EABD = %Ah, em que A denota a
area do tridngulo DEB e h denota a altura do tetraedo EADB em relacédo a

face DEB. Como A = % H[TE)/\ DB||, segue que
h= %
| DE A DB|

Resta, portanto, encontrar DE A DB. Temos
DE=DA+AE=—AD+AE = —(0,3,3) + (2,1,1) = (2,—2,—1)

DB = DA+ AB=—AD+ AB = —(0,3,3) + (1,0,1) = (1, -3, -2).
Logo,

T 7 %
DEADB=det |2 —2 —1|=(1,3 —4).
1 -3 -2
Assim, DE/\DBH_\/26. Portanto, h = . 0

Proposigao 2.8.5. Considere fixada uma orientacio em V3, seja B uma base or-
tormal positiva de V° e seja C = {1, 7, W} uma outra base de V. Entio,

det(MCB) = [ﬂ), 6), w]

—

Demonstragio. Suponha que # = (a1, a2,a3)5, 0 = (B1,B2,B3)s e W =
(71, 72, 73) - Entédo, pela Proposi¢do temos

N oy K3
[ﬁ), 5), ﬁ] = det ﬁl ﬁz 183 = det(MCBt> = det(MCB),
6 I R
como queriamos demonstrar. OJ

Podemos juntar o Corolario com a conclusédo da Proposigdo
para obter o seguinte critério:

Corolario 2.8.6. Considere fixada uma orientagio em V3, e sejam i, 7,0 € V3.
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| =0, entio {1, 7,70} ndo é base de V3.
] > 0, entdo {U, T, W} é uma base positiva de V°.
(iii) Se [, T, W] < 0, entdo {U, T, W} é uma base negativa de V.

Uma das propriedades mais relevantes do produto misto é que ele é o
que se chama de um produto alternado, isto é, se dois dos vetores em um
produto misto forem permutados, o produto misto muda de sinal:

—> —> —> = 2> > > 2 = = > 2> > >
[w,v,w] =—[v,u,w]=[v,w,u]l=—[u,w,v]=[w,u, v
= —[w, 7, U]
- 7 7 .

Isso pode ser demonstrando, por exemplo, por meio da Proposi¢ao [2.8.1}
usando o fato de que uma permutagdes entre duas linhas no célculo de um
determinante muda seu sinal.
~ . — — —> — — —> . .
Como consequéncia, segue que (1 A 0)-w = u - (v A W), pois o pri-
. ., L. — > —> — —> — —> —> —>
meiro ntmero é igual a [/, U, W] e o segundo, a (v A W) - u = [V, W, U].
Por fim, como consequéncia das Proposicdes e pode-se de-
monstrar que o produto misto é trilinear, isto é, que se em uma de suas
trés entradas se colocar uma combinagao linear de vetores, isso resultard na
combinacdo linear correspondente de produtos mistos. Por exemplo,
—> —> > —> — > —> —> > —>
[Aur + puiz, U, w] = Aluy, 0, @] + pluz, 0, w],
e analogamente para combinacdes na segunda ou terceira posi¢des do pro-
duto misto.
Segue dessa tltima propriedade que o produto misto ndo se altera se
somarmos a um de seus vetores uma combinacéo linear dos outros dois.

Exemplo 2.8.7. (Prova 2, Algebra Linear I, 2015) Suponha fixada uma ori-
entacdo no espago V3. Considere as seguintes afirmacdes sobre vetores

—»—»—»—»—»EWE;

I. Sel[dU,w,Z]=05entdo |V, W +2Z,Z —30]=5
II. Se[7,©,z1] =2e [T, w,z3] =3, entdo [T, W,z +3z3) = 11.
1. [d,@,7Z] =[®,7Z,7]

Esté correto o que se afirma em
(A) I ITelll

(B) II e III, apenas.

(C) ILelll, apenas.

(D) III, apenas.

(E) I apenas.
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Solugdo. Vejamos I:

3, B +27,2 —3%) = [3,8,2 —33] +2[3, 2,7 — 37]
=[7,w,Z|-3[7,w,7]+2([7, 2, 2] -3[7,Z, 7))
N—~— S——

- —> —>

=[v,w,z] =5.
Logo, I esté correta. Consideremos, agora, II:
—> —> —> —> —> —>

[T, W,z1 +32z3) = [V, W,z1] +3[V,W,z3) =2+ 9 = 11.

Assim, II também est4 correta. Finalmente, III:

3,%,2] = -[7,7,2] = B, Z, 7.
Ou seja, III estd correta. Reposta: (A). O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear I: Exs. 97-99.
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Geometria analitica

Neste capitulo, utilizaremos o que vimos sobre vetores para resolver pro-
blemas geométricos tridimensionais, envolvendo pontos, retas e planos.

3.1 Sistemas de coordenadas

A ideia a ser explorada nesta se¢do é a de para tratar dos pontos no espago
dimensional E3 associar a cada um deles coordenadas, e, assim, introduzir
ferramentas vetoriais.

Definicao. Um sistema de coordenadas em E> é um par & = (O, B), em que
O € E? éum ponto, chamado origem de ¥, e B é uma base de V3. Se B for
uma base ortonormal, dizemos que o sistema de coordenadas X. é ortogonal.

Dado um sistema de coordenadas & = (O, B) em E? e dado um ponto
P € E3, se OP = (x,y,2)B, dizemos que x,y,z sdo as coordenadas de P em
relagdo ao sistema de coordenadas ¥, e escrevemos P = (x,Y,2)s.

A figura ilustra o conceito de coordenadas de um ponto P em relagdo a
um sistema de coordenadas ¥ = (O, B), em que B = {¢1,¢e3,¢3 }.
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Assim como coordenadas de um vetor em relagdo a uma base sdo uni-
vocamente determinadas pelo vetor, coordenadas de um ponto em relacdo
a um sistema de coordenadas também sdo tinicas. Mais precisamente, seja
Y. = (O, B) um sistema de coordenadas em [E® e sejam P, Q € E® tais que
P=(xy,2z)seQ=(xy,2)s. Entdo, OP = (x,y,2)p = 00, e isso implica
P=qQ.

Nosso primeiro resultado relaciona as coordenadas de dois pontos com
as coordenadas do vetor que tem um representante cujas extremidades sdo
esses pontos.

Proposi¢do 3.1.1. Seja ™ = (O, B) um sistema de coordenadas em E3. Se P, Q €
IE? sdo tais que P = (x1,y1,21)s € Q = (x2,Y2,22)5x, entdo PQ = (x2 — x1,y2 —
y1,22 = 21)B.

Demonstragio. Pela definigdo de coordenadas de um ponto, temos OP =
(x1,y1,21)B € OQ = (x2,¥2,22) 5. Entdo,

P—Q) = P_O>+ O_Q> = —a;-f— O—Q> = —(xl,yl,zl)g + (xz,yz,Zz)B
= (Xz — X1,Y2 —Y1,22 — 21)8,

que é a expressdo desejada. O

Soma de ponto com vetor. Vimos, no inicio do Capitulo 2| que dado
um vetor # € V3 e um ponto P € IE3, existe um tnico ponto Q € E3 tal
que ¥ = P_Q> Esse fato serd, por conveniéncia, denotado por Q = P + .
(Podemos pensar que Q é o ponto obtido a partir de P por translagdo, ao
longo da diregéo e sentido de i, de distancia || i || de P.)

Dados P € E3 e @ € V3, a titulo de abreviagdo, escreveremos P — 0
para denotar o ponto P + (—1/).

Sao de demonstracdo imediada, a partir da defini¢do, as propridades
listadas a seguir.

Proposigdo 3.1.2. Sejam P,Q € B3 e i/, T € V3. Entdo, valem:
i P+0 =P;
(i) (P+d)+T =P+ (d+7);
(iii) se P+ 1 =P+ U, entdo U = U;
(iv) se P+ 1 = Q+ u,entido P = Q.

As coordenadas da soma de um ponto com um vetor podem ser obtidas

a partir das coordenadas do ponto e das coordenadas do vetor, conforme a
seguinte proposigao.
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Proposigdo 3.1.3. Seja ¥ = (O, B) um sistema de coordenadas em I3, seja P €
E3esejau € V3. Se P = (x,y,z)x e i = (a,b,c)p, entdo

P+ = (x+a,y+b,z+c)2.

Demonstragdo. Considere o ponto Q = P + i. Entdo, PO = 7. Suponha
que Q = (v, y/,2')x. Pela Proposigdo temos

(' —xy —y 7 —2)p= P_Q =1 = (a,b,c)p.

Logo, X —x = a,y —y = b,z —z = c. Portanto, Q = (x +a,y+b,z+
C)):. ]

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.4. Suponha fixado o sistema de coordenadas ~ = (O, B) em
E3. Dados P = (1,3,-3)s,Q = (0,—1,4)s € E3e ¥ = (—1,4,0)5 € V3,
determine as coordenadas de

() QP;
(i) P+ 7;
(iii) Q+2PQ0.

Solugito. (i) QP = (1-0,3-(-1),-3-4)p = (1,4,-7)p ( (11)P—|—v =
(1+(-1),3+4,-3+0)z = (0,7, -3)y; (iii) sabemos que PO = —QP =
—(1,4,~7)5 = (—1,—4,7)5. Assim, 2P0 = 2(—1,—4,7)5 = (2, —8,14)5.
Logo, Q + 2P0 = (0 + (—2), =1+ (—8),4+ 14)y = (—2,-9,18)5. 0

Exemplo 3.1.5. Suponha fixado o sistema de coordenadas & = (O, B) em E>.
Determine as coordenadas do ponto médio do segmento de extremidades
A=(-1,47)xeB=(0,1,1)s.

Solugdo. Se M denota o ponto médio do segmento AB, entdo AM = %1@, ou
seja, M = A+ %AB. Como AB=(0—-(-1),1-4,1-7)p=(1,-3,-6)3,
seguequeM=(—1—1—%,4—%,7—3)2 (— ;,3,4) O

Observe que o argumento utilizado no exemplo acima pode ser gene-

ralizado: as coordenadas do ponto médio M do segmento de extremidades
A = (x1,y1,21)x € B = (x2,Y2,22)x sdo dadas por

M= X1+x2 yi1+Yy2 z1+22
2 7 2 7 2 Z/

isto é, sdo as médias das coordenadas das extremidades. (Verifique!)
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Exemplo 3.1.6. Mostre que os pontos A = (1,0,1), B = (—-1,0,2) e C =
(1,1,1) sdo vértices de um tridngulo retdngulo. Aqui, coordenadas estdo
dadas em relagdo a um sistema ortogonal.

Solugio. Temos, pela Proposicao[3.1.1}
AB = (-2,0,1)5 e AC=(0,1,0)g,

em que B denota a base do sistema de coordenadas. Como {zﬁ AC }éLl,
os trés pontos ndo sdo colineares, e_Eortanto sdo vértices de um triangulo.

Esse trlangulo é retangulo, pois AB e AC sdo vetores ortogonais, ja que
AB - AC = 0. Para esse tltimo célculo, utilizamos a Proposicdo [2.4.1, uma
vez que B é uma base ortonormal de V3. O

Observagio. Se ¥ = (O, B) é um sistema ortogonal de coordenadas em IE3 e

P,Q € B3 séo tais que P = (x1,y1,21)s € Q = (x2,12,22)x, entdo a distincia
d(P,Q) entre P e Q é dada por

d(P,Q) = \/(x1 — )2+ (31— y2)2 + (21 — 22)2.

Com efeito, d(P, Q) = HP—Q>H O

3.2 Retas

Nesta sec¢do, assumiremos como conhecido o conceito de reta no espago
tridimensional E°.

Equacao vetorial da reta. Seja r uma reta em [E3. Tome um ponto A € r
e um vetor ¥ # 0 paralela r. Entdo, dado P € E?, temos:

Per <= {AB,T}éLD
& existe A € R tal que AP = AT (pois T # 0)
< existeA € RtalqueP = A+ AT.

A figura a seguir ilustra a situagdo descrita.

1 - . N o e 3 . - 0
O vetor v é paralelo a reta r se existirem M, N € E° tais que ¥ = MN e o segmento
MN for paralelo a reta r
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A equagdo
r: X=A+AY (A€R)
chama-se equacdo vetorial da reta r, e T é dito um vetor diretor de r.
O que acabamos de ver é que um ponto P € E® estd na reta r se, e
somente se, P satisfizer a equagdo vetorial de r, ou seja, se, e somente se,
existir A € Rtalque P = A+ AT.

Observagdo. Uma maneira de se pensar na equacao de uma reta é a de que
ela d4 uma trajetdria sobre a reta. Por exemplo, podemos pensar em

r: X=A+A7 (AER)

como uma trajetéria sobre r que se inicia no ponto A — a origem da tra-
jetéria — e percorre r com velocidade 7: no instante A esté-se no ponto
A+AT. O

E claro que se @ € V3 é um outro vetor ndo nulo paralelo a reta r e B é
um outro ponto de 7, entdo
r: X=B+uw (peR)
é também uma equacéo vetorial de r. ﬂiés, se se conhecem dois pontos
distintos A e B sobre uma reta r, entdo AB é um vetor diretor de r e

r: X=A+MAB (AE€R)

é uma equacao vetorial de r.

Equacoes paramétricas da reta. Suponha, agora, que ~ = (O, B) seja
um sistema de coordenadas em IE3, e considere a reta r em [E® que passa
pelo ponto A = (xo, ¥, z0)x. e tem vetor diretor ¥ = (a,b,c)p. Entdo, dado
um ponto P = (x, y,z)z € E3, conforme vimos acima, sabemos queP cr
se, e somente se, existir A € R tal que P = A + AT, 0 que, por sua vez, em
vista da Proposicao é equivalente a dizer que existe A € R tal que

x=xo+Aa, y=yo+Ab, z=z9+ Ac.

Chamam-se

X =x9+ Aa
Yy=Yyo+Ab (A €R)
z=2zy+ Ac

de equagdes paramétricas da reta que é paralela ao vetor T = (a,b,¢)5 e que
passa pelo ponto A = (xo, Yo, 20)x-

Observe que, como T é um vetor diretor de r, em particular, T # 6,
o que implica a? + b? + ¢® # 0. No caso particularem quea # 0, b # O e
¢ # 0, podemos resolver para A e obter

X — X0 _y—yo _Z—Z()

a b c
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Essas duas igualdades chamam-se equagdes de r na forma simétrica.

Vejamos alguns exemplos de como descrever uma reta e suas propri-
edades a partir de equagdes que a definem, e vice-versa, como encontrar
equagOes que definem uma reta satisfazendo determinadas propriedades.

Nos exemplos que seguem, considera-se fixado um sistema de coor-
denadas em E3. Coordenadas de pontos sdo relativas a esse sistema de
coordenadas, e coordenadas de vetores sdo relativas a base do sistema de
coordenadas.

Exemplo 3.2.1. Encontre uma equacao vetorial, equa¢des paramétricas e, se
existirem, equag¢des na forma simétrica para a reta r que passa pelos pontos
A=(1,0,1)eB=(0,1,0).

Solugdo. Sabemos que AB = (=1,1,—1) é um vetor diretor de r. Assim,
uma equagcdao vetorial para r é

X =(1,0,1)+A(-1,1,-1) (A €R).

Equacgdes paramétricas para r sdo:

x=1-A
y=A (A € R)
z=1-A
e equagdes na forma simétrica:
x—1 ~ z-—1
B

Podemos utilizar as equagdes na forma simétrica, por exemplo, para
verificar se um determinado ponto de [E? estd ou ndo em r. Assim, P =
(2,-1,2) € r, uma vez que suas coordenadas satisfazem as equagdes na
forma simétrica, mas Q = (2,1,0) & r.

Exemplo 3.2.2. Determine uma equacado vetorial da reta r que passa pelo
ponto médio do segmento AB, em que A = (1,1,3) e B = (3,1,0), e tem

; =>_ (V3 3/3 3
vetor diretor v = (E'W'_7 .

Solugio. Seja M o ponto médio do segmento AB. Como vimos na pagina[75}
M= (%, %, %) = (2,1, %) Agora, i = (2,3,—-14) = %7}’ é paralelo a
T e, portanto, também é diretor de r. Logo, uma equacéo vetorial para r é

X = (2, 1, 2) +1(2,3,-14) (A €R).

Uma outra poderia ser obtida utilizando-se ¥ no lugar de i/, por exemplo,
ou ainda, qualquer outro vetor ndo nulo paralelo a .
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Exemplo 3.2.3. Encontre uma equagdo vetorial da reta r definida pelas equa-
¢Oes paramétricas

x=1+3A
y=2A (A €R).
z=6-—5A

Solugdo. Vamos reescrever as equagdes paramétricas de r explicitando seus
componentes:

x = 1 + A3

y = 0 4+ A2 (A €R).

z = 6 + A(-5H)
Assim, a reta r passa pelo ponto A = (1,0,6) e tem vetor diretor 7 =
(3,2, —5). Logo, uma equagéo vetorial de r é

X=(1,0,6)+A(3,2,—-5) (A €R).

(Aqui, destacamos em cores diferentes os componentes das equagdes pa-
ramétricas de r.)

Exemplo 3.2.4. Verifique se o ponto P = (4,1, —1) pertence a reta
r: X=(1,01)+A(21,1) (A€R).

Solucdo. E preciso decidir se existe A € R tal que P = (1,0,1) +A(2,1,1).
Para tanto, A deve satisfazer (4,1, —1) = (1 +2A,A, 1+ A). Ou seja, é pre-
ciso decidir se existe A € IR tal que

4=1+2A

1=A

—-1=1+A

Mas é claro que nenhum A satisfaz essas trés equagdes. Logo, P & r. O

Exemplo 3.2.5. Exiba um ponto e um vetor diretor da reta definida por
2x—1 1-y
3 2

Solugdo. Comecemos por reescrever as equagdes acima a fim de identifica-
las, de fato, com as equagdes de uma reta. Temos

=z+ 1 (3.1)

2x—1 _ 2(x—3%) x—3
3 3 3
-y _--1) _y-1
2 2 -2’
z—(-1)
1= .
z+ 1
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Assim, as equagdes (3.1) podem ser escritas na seguinte forma, que mos-
tra se tratarem de equacdes na forma simétrica de uma reta, em que seus
componentes foram explicitados:

Ou seja, (3.1) definem uma reta que passa pelo ponto A = (3,1, —1) e tem
vetor diretor T = (%, -2,1). O

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 1-3.

3.3 Planos

Nesta sec¢do, assumiremos como conhecido o conceito de plano no espago
tridimensional [E>.

Equacao vetorial do plano. Seja 77 um plano em [E3. Tome um ponto A €
7T e um par de vetores 7/, T € V° tais que # e T sejam, ambos, paralelod’|
arme {ﬁ’, ?f} seja LI. Entdo, dado P € IE3, teremos P € 7T se, e somente se,
o conjunto {ﬁ, u, ?} for LD. Mas essa condigdo é equivalente a existirem
A, 1t € R tais que AP = A% + u7 (uma vez que {1, T} é LI). Logo,

Pen <= existemA,u€ RtaisqueP=A+ AU +ud.

A figura a seguir ilustra a situagdo descrita.

=)

<

A equagdo
r: X=A4+Ml+ud (Au€eR)
chama-se equagdo vetorial do plano 7, e U, U sdo chamados vetores diretores
de 7.
Vimos que um ponto P € IE3 est4 no plano 7 se, e somente se, P satis-
fizer a equacdo vetorial de 77, ou seja, se, e somente se, existirem A,y € R
taisque P = A+ A + u@.

2Por definicdo, o vetor i é paralelo ao plano 7 se existirem pontos M, N € 7 tais que
— —
u = MN.
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Equacdes paramétricas do plano. Suponha, agora, que ~ = (O, B)
seja um sistema de coordenadas em IE3, e considere o plano 77 em E® que
contém o ponto A = (xg, Yo, zo)x. € tem vetores diretores ¥ = (7,s,t)5, U =
(m,n,p)p. Entdo, dado um ponto P = (x,y,z)x € I3, conforme vimos
acima, sabemos que P € 7 se, e somente se, existirem A, € R tais que
P = A+ AU +u7, o que, por sua vez, é equivalente a

X=x0+Ar+um, y=yo+As+un, z=zo+ At+ pup.
Chamam-se

X =xo+ Ar +um
Yy =Yo+As+un (A, u€R)
z=2zo+At+pup

de equagdes paramétricas do plano que contém o ponto A = (xo, Yo, 20)x, € €
paralelo aos vetores i = (r,s,t)5, 0 = (m,n,p)s.
Observe que como #, U sdo diretores de 71, em particular {1, 7} é LL
. -, = = . s = 3
Assim, 1 A v # 0, qualquer que seja a orientagdo que se coloque em V>,
Nos exemplos a seguir, coordenadas de pontos sdo relativas a um sis-
tema de coordenadas em [E3 fixo, e coordenadas de vetores sio relativas a
base desse sistema de coordenadas.

Exemplo 3.3.1. Encontre uma equagdo vetorial e equagdes paramétricas do
plano que contém os pontos A = (0,1,0), B=(1,0,1) e C = (0,0,1).

Solugio. Os vetores AB = (1,-1,1)e AC = (0,—1,1) sdo paralelos ao plano
e {AB, AC} é LL Logo, eles sdo diretores do plano. Assim, uma equagdo
vetorial do plano é

X =(0,1,0)+ A(1,—1,1) + u(0,—1,1) (A, u €R),

e equagOes paramétricas sdo

xX=A
y=1-A—upu (A, ueR),
z=A+u

obtidas a partir da equagédo vetorial do plano lendo-se uma coordenada por
vez. ¢

Equacao geral do plano. SejaX = (O, B) um sistema de coordenadas em
IE? e seja 7t 0 plano de E® que contém o ponto A = (x¢,¥o,20)x e que tem
vetores diretores ¥ = (r,s,t)ge U = (m,n, p)g. Vimos que dado um ponto
P = (x1,y1,21)s € B3, teremos P € 7 se, somente se, 0 conjunto {1_4_13, U, 7}
for LD. Como AP = (x1 — X0, Y1 — Yo, 21 — 20) B, segue, da Proposigéom
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X1 —X0 Y1—Yo Z1— 20
que P € 7 se, e somente se, det r S t = 0. Desen-
m n
volvendo o determinante, por expansdo em cofatores ao longo da primeira
linha, por exemplo, concluimos que P € 7 se, e somente se, ax; + by; +

s t t r
czl+d:0,emquea:det[n p]:sp—tn,b:det[r) m}:tm—rp,

r s
c = det [m n} =rm—smed = —(axg+ byo + cz).

A equacao
ax+by+cz+d=0
chama-se equagio geral do plano 7. Vimos que um ponto de [E? estd no
plano 7t se, e somente se, suas coordenadas satisfizerem a equagdo geral de
7. Note que, na equacéo geral do plano 7, a% + b? + ¢ # 0. Isso segue da

Proposigao uma vez que {i, U } é LL.

Observagio. Existe uma espécie de reciproca do fato de, fixado um sistema
de coordenadas, todo plano ter uma equagdo geral. Mais precisamente, seja
Y. = (O, B) um sistema de coordenadas em IE> e sejam 4, b, ¢,d € R tais que
a? + b? + ¢? # 0. Entdo, existe um plano 77 em E® que tem

ax+by+cz+d=0 (3.2)

como equagao geral.
Com efeito, da condicdo a? + b*> +c*> # 0 segue que os escalares 4,b, c
ndo podem ser os trés iguais a zero. Suponha, por exemplo, que a # 0. Na

equagdo (3.2), fazendo

) y:z:O,obtemosx:—%;
° y:0ez:1,obtemosx:—%;
_btd

e y=1ez=0,obtemos x = ;
4,0,0)x, B=(—<4,0,1)y e C = (—%4,1,0)5.

Considere os pontos A = (—2, 7

Entdo os vetores
— c — b
AB = (—7,0,1) e AC = (—7,1,0)
a B a B
sdo Ll e, portanto, existe um tinico plano 7t contendo os pontos A, B, C. Esse
plano tem (—a)AB, AC como vetores diretores e, assim, tem equagao geral

dada por
x—(=4) y-0 z-0

det c 0 —a | =0.
~t 1 0
Desenvolvendo o determinante, obtemos ax + by +cz+d = 0. O argu-
mento é andlogo se b # 0 ou ¢ # 0. O
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Para os exemplos, suponha fixado um sistema de coordenadas em IES.

Exemplo 3.3.2. Encontre uma equacao geral do plano que contém o ponto
A =(9,—1,0) e é paralelo aos vetores ' = (0,1,0) e ¥ = (1,1,1).
Solugdo. Comecemos por observar que, de fato, {7, 5’} é LI e, portanto,
definem com o ponto A um tnico plano. Uma equagdo geral desse plano é
x—9 y—(-1) z-0
det | O 1 0 | =0
1 1 1

istoé, x —z—9 =0. O

Exemplo 3.3.3. Encontre uma equagao geral do plano que contém os pontos
A=(1,0,1),B=(-1,0,1)eC=(2,1,2).

Solucido. Os vetores AB = (=2,0,0) e AC = (1,1,1) sao paralelos ao plano
e {AB, AC} é LI Logo, uma equacédo geral desse plano é

x—1 y—-0 z-1
det | -2 0 0 | =0,
1 1 1

ou, 2y — 2z +2 = 0. Como as solugdes dessa equagdo coincidem com as
solugbes de y —z + 1 = 0, essa tltima equagdo também é uma equagao
geral desse mesmo plano. O

Exemplo 3.3.4. Encontre uma equagdo geral do plano definido pelas equa-
¢Oes paramétricas

x=—1+2A—3pu

y=1+A+upu (A, u €R).

z=A

Solugio. Das equagdes paramétricas, sabemos que o plano contém o ponto
A = (—1,1,0) e tem vetores diretores ¥ = (2,1,1) e ¥ = (-3,1,0). (Ob-
serve que { u, ?f} é, de fato, L1.) Assim, uma equagdo geral desse plano é

x—(-1) y—1 z-0

0 = det 2 1 1 =-—x—-3y+5z+2,
-3 1 0
ou, equivalentemente, x + 3y — 5z — 2 = 0. O

Exemplo 3.3.5. Encontre uma equagdo vetorial para o plano definido pela
equacgdo geral
x+2y—z—1=0. (3.3)
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Solugdo. Basta encontrarmos trés pontos do plano que ndo sejam colineares,
ou seja, busquemos trés solugdes de de modo que os pontos cujas coor-
denadas sejam essas solu¢des ndo estejam sobre uma mesma reta. Fagcamos,
em (3.3), a seguinte tentativa:

e x =1y =_0e portanto,z = —1;

7

N[—=

e x=2z=0e, portanto, y =
e y=2z=0e, portanto, x = 1.

Temos, entdo, trés pontos no plano: A = (0 0, —1) = (0,3,0),C =
(1 0, O) Consideremos os vetores AB = (0 7 1)e AC = (1,0,1). Como
2AB e AC sdo paralelos ao plano e {2AB,AC} ¢ 1],

X =(0,0,—1) + A(0,1,2) + 1(1,0,1) (A, € R)

¢ uma equacao vetorial para esse plano.

Se as solugdes de que encontramos tivessem resultado em trés pon-
tos colineares, bastaria trocar uma delas por uma outra que evitasse a coli-
nearidade. Como o nimero de solucoes de é infinito, essa tarefa nao
seria dificil. O

Exemplo 3.3.6. Encontre equagdes paramétricas para a reta r determinada
pela intersecdo dos planos

m:x+y+z—1=0 e M x+y—z=0.

Solugdo. A interse¢do de dois planos é uma reta precisamente quando esses
planos ndo sdo paralelos. Veremos, adiante, nessas notas, como verificar
se dois planos sdo paralelos ou ndo a partir de equacdes gerais deles (cf.
Exemplo . Por ora, aceitemos, neste exemplo, que 71; e 71 ndo sdo
paralelos. Para determinar a reta dada pela intersecao deles, basta encon-
trar dois pontos distintos sobre ela. As coordenadas dos pontos de r sdo
precisamente as solugdes do sistema linear

x+y+z=1
x+y—z=0.

No Capitulo (1, vimos um método que permite encontrar todas as solugdes

desse sistema. Aqui, bastam duas. Entdo, vejamos, subtraindo a segunda

equagdo da primeira, obtemos z = ;. Substituindo esse valor na segunda

equacao fornece x +y = % Tomando x = 0, obtemos a solugéo (0, %, %)
tomando y = 0, obtemos a solucdo (%,O, %) Logo, r é a reta que passa
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pelos pontos A = (0,3,3) e B=(3,0,1). Como o vetor AB = (3,-10)8
paralelo a r, o vetor 2AB = (1, —1,0) é diretor de r. Logo,

—A (A €R)

NIENI= >

X
Yy
z

sdo equacOes paramétricas para 7. O

Vetor normal a um plano. Veremos que, no caso de um sistema orto-
gonal de coordenadas, os coeficientes que aparecem na equagdo normal de
um plano tém uma interpretagdo geométrica precisa.

Definigdo. Seja 77 um plano em E3. Um vetor # € V2 é dito normal ao
plano 7t se 7 # 0 e 7 é ortogonal a todo vetor paralelo a 7.

Suponha fixado um sistema ortogonal de coordenadas £ = (O, B) em
[E3, e seja 7t um plano em E3. Seja A = (x,Yo,20)x um ponto de 7 e seja
7 = (a,b,c)5 um vetor normal a 77. Dado um ponto P = (x1,y1,21)5 de [E3,
entdo P € 7T se, e somente se 7 e ﬁ sdo ortogonais, isto €, se, e somente
se, 11 - AP = 0. Como a base B de V3 é ortonormal, essa dltima igualdade
é equivalente a a(x1 — xo) + b(y1 — yo) + ¢(z1 — z0) = 0, ou ainda,

axy +by; +cz1+d=0
em que d = —(axg + by + 0+ czp). Ou seja,
ax+by+cz+d=0

é uma equacao geral de 7.

Reciprocamente, mostremos que se ax + by + cz +d = 0 é uma equagao
geral de 7, entdo = (a,b,c)p é um vetor normal a 7r. De fato, seja 7 um
vetor paralelo a me sejam A = (x1,41,21)x € B = (x2,12,22)x pontos de
7t tais que U = AB. Entdo, U = (xp — x1,Y2 — ¥1,%22 — Z1)5 €, como B é
ortonormal, temos

—> -

n-v=a(xa—x1)+b(y2—y1)+c(z2 —z1)
= (axy + bys + czp) — (axy + byy + cz1)
=d—-d=0,

uma vez que, como tanto A como B estdo em 7, suas coordenadas satisfa-
zem a equacao geral ax + by +cz+d = 0 de 7.

Nos exemplos que se seguem, estd fixado um sistema ortogonal de co-
ordenadas em IE°.
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Exemplo 3.3.7. Obtenha uma equacgdo geral do plano 7t que contém o ponto
A = (1,0,2) e tem vetor normal 7 = (1,—1,4).

Solugdo. Sabemos que 7 tem uma equacao geral da forma x —y +4z+d = 0.
Falta encontrar d. Como A € 7, suas coordenadas satisfazem a equagao
geral. Assim,1 —-0+48+4d = 0, e, portanto, d = —9. Logo, x —y+4z -9 =
0 é uma equacgao geral de 7. O

Exemplo 3.3.8. Obtenha uma equagdo geral do plano que contém o ponto
A = (0,1,2) e tem vetores diretores ¥ = (4,1,2), 7 = (2,1, -2).

Solugdo. Comecemos por observar que, de fato, {?[, 7}'} é LI. Um vetor nor-
mal a 71 é qualquer vetor que seja ortogonal a ¥ e a T. Se V3 estivesse
orientado, poderiamos tomar o produto vetorial ¥ A U como vetor nor-
mal a 77. Fixemos, entdo, uma orientacio em V3. Se a base ortonormal
—
B = {7,7,k} de V3 que compde o sistema de coordenadas for positiva,
— —
saberemos encontrar as coordenadas de ©# A v em termos das coordena-
das de ¥ e de U (usando a Proposicdo2.7.1). Se B for uma base negativa,
basta inverter o sinal das coordenadas do lado direito de (2.11) para obter
. —> —
as coordenadas do produto vetorial ¥ A v. Em qualquer caso.

T 7k
det |4 1 2| =1(-4,122)3
2 1 -2

¢ um vetor normal a 7t (pois ele é ortogonal a i/ e a U, uma vez que ou ele
éoiguala i A T ouigual a — (i A T)). Portanto, 7 = —3(—4,12,2) =
(2,—6,—1) também é um vetor normal a 7. Logo, 7 tem uma equacao
geral da forma 2x — 6y — z 4+ d = 0. Substituindo as coordenadas de A nela,
obtemos d = 8. Logo, uma equacao geral de mé 2x — 6y —z+8 = 0. O

Exemplo 3.3.9. Encontre uma equacgao vetorial para a reta r dada pela inter-
se¢do dos planos

m:2x—y—3=0 e m: 3x+y+2z2—1=0.

Solugio. Sabemos que 77 = (2,—1,0) é normal a 71; e que 113 = (3,1,2) é
normal a 71,. Como 77 e 11, ndo sdo paralelos, os planos 711 e 712 ndo sdo
paralelos, e, como consequéncia, 7t; N 71 é, de fato, uma reta. Agora, um
vetor ndo nulo 7 serd diretor de r se for paralelo a r, isto é, se for paralelo a
711 e a 7. Mas isso s6 ocorre se U for ortogonal a 711 e a 713. Como vimos no
exemplo acima, o vetor

T 7 K
det 2 -1 O - (_2/ _4/ 5)
3 1 2

86



é ortogonal a 717 e a 113 (ele é 4 (711 A 113), dependendo da orientacdo de V?).
Assim, podemos tomé-lo como diretor de r. Precisamos, por fim, de um
ponto em 7, ou seja, um ponto que esteja simultaneamente em 771 e 715. Para
tanto, basta tomar um ponto cujas coordenadas sdo uma solugdo do sistema

linear
2x —y =3
3x+y+2z=1
Subtituindo y = 2x — 3, obtida a partir da primeira equagdo, na segunda,

obtemos 5x + 2z = 4. Fazendo x = 0 nessa tultima equagdo, obtemos a
solugdo (0, —3,2). Logo,

X =(0,-3,2)+A(-2,-4,5) (A€R)

é uma equacdao vetorial para r. O

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 4-8.

3.4 Posicoes relativas

Nesta secdo, veremos como os intrumentos vetoriais que introduzimos no
capitulo anterior auxiliam no estudo de posic¢oes relativas de retas e planos.

Posicdo relativa de retas. Lembremos que duas retas em [E? sdo ditas
paralelas se ou sdo coincidentes ou sdo coplanares e ndo tém ponto em co-
mum; sdo ditas concorrentes se tém um tnico ponto em comum (o que é
equivalente a serem coplanares mas ndo paralelas); e sdo ditas reversas se
ndo sdo coplanares.

Fica, portanto, claro que dada uma reta r, passando pelo ponto A com
vetor diretor 7, e dada uma reta s, passando pelo ponto B com vetor diretor
S, temos:

e ressdo paralelas se, e somente se, {7, s} é LD.
~ - = 73 -
® 7 e ssaoreversas se, e somente se, { r,s, AB} é LI

e ressdoconcorrentes se, e somentese, { 7,5, AB} é LDe {7, s} é LL

As figuras ilustram as trés situagdes.

7 7
4 3
' B
retas paralelas retas concorrentes
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retas reversas

Vejamos alguns exemplos, em que se entende fixado um sistema de co-
ordenadas em [E? (ndo necessariamente ortogonal).

Exemplo 3.4.1. Estude a posigdo relativa das retas
r: X=(1,2,3)+A(0,1,3) (A €R)

st X=(0,1,0)+u(1,1,1) (u€R).

Solugio. O vetor 7 = (0,1,3) é diretor de r, e o vetor § = (1,1,1), de
s. Como {?, E’} é LI, as retas r e s ndo sdo paralelas. Para decidir se sdo
concorrentes ou coplanares, considere os pontos A = (1,2,3) e re B =

0 1 3

(0,1,0) e seovetor AB=(—1,—-1,3). Temosdet | 1 1 1| =24#
-1 -1 -3

0. Segue que {7,’s, AB } é LI Portanto, r e s sdo reversas. O

Exemplo 3.4.2. Estude a posicao relativa das retas
r: X=(1,2,3)+A(0,1,3) (A €R)

st X=(1,3,6)+u(0,2,6) (ucR).

Solugdo. O vetor 7 = (0,1,3) é diretor de 7, e o vetor s = (0,2,6), de s.
Como {7, 5} é LD (pois S = 27), as retas r e s sdo paralelas. Vejamos se
sdo coincidentes ou ndo. Considere o ponto A = (1,2,3) € r. Verifiquemos
se A € s, ou seja, se existe y € R tal que A = (1,3,6) + u(0,2,6). Essa
igualdade é equivalente a

1=1

2=3+2pu

3=6+6pu
que tem solugdo dada por y = —1. Logo, A € s, 0 que faz de r e s reta
coincidentes. (Duas retas paralelas sdo coincidentes precisamente quando
tém um ponto em comum.) O
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Exemplo 3.4.3. Estude a posicao relativa das retas

r: X=1(1,2,3)+A(0,1,3) (A€R)

s x+y+z—-6=0
Clx-y—z+4=0

Solucio. O vetor 7 = (0,1,3) é diretor de r. Fazendo z = 0 nas equagdes
que definem s, obtemos o ponto P = (1,5,0) € s e, fazendo z = 1, obtemos
oponto Q = (1,4,1) € s. Logo, § = P_Q> = (0,—1,1) é um vetor diretor de
s,e {7, 5} éLL Temos os pontos A = (1,2,3) € re P = (1,5,0) € s, que
definem o vetor AP = (0,3,—3). Como o conjunto {7, s, ﬁ} ¢ LD (pois

0 1 3
det |0 —1 1 | = 0), as retas r e s sdo concorrentes. Para determinar o
0 3 -3

ponto de intersecdo das retas basta, por exemplo, substituir nas equagdes
que definem s as coordenadas de um ponto genérico de r, que sdo da forma
(1,24 A,3+ 3A). Fazendo isso na primeira equagdo, obtemos A = 0 (e, na
segunda, também). Logo o ponto de coordenadas (1, 2,3) (que é o ponto A)
é o ponto de intersecdo de r e s.

Posicdo relativa de reta e plano. Em [E?, dada uma reta r e um plano
71, hé trés possibilidades de posic¢oes relativas: ou r estd contida em 77, ou
r e 7T ndo se interceptam — nesses dois primeiros casos, dizemos que r e 7
sdo paralelos —, ou a interse¢do de r e 7T é apenas um ponto — nesse caso
dizemos que r e 7T sdo transversais.

Se 7 é um vetor diretor da reta r e i/, U sdo vetores diretores do plano
7, fica claro que r e 7t sdo paralelos se, e somente se {7, 1, U } é LD.

O resultado a seguir fornece um instrumento vetorial til na andlise de
posicdes relativas de reta e plano, quando se tem a disposi¢do uma equacdo
geral do plano.

Proposigdo 3.4.4. Seja ¥ = (O, B) um sistema de coordenadas em E3. Seja
W = (m,n,p)p um vetor e seja 7 um plano em E> de equagio geral ax + by +
cz+d = 0. Entdo, W é paralelo a 7t se, e somente se, am + bn 4 cp = 0.

Demonstragio. Tome um ponto A € 7 e seja B= A + @. Entdo, W é para-
lelo a 7T se, e somente se, B € 7. Agora, como A € 7, se A = (x0,Y0,20)x,
entao

axo + byo + czo = —d. (3.4)
Como B = (xo+ m,yo + n,z0 + p)s, segue que B € 7T se, e somente se,
a(xo+m) +b(yo+n) +c(zo+ p) +d = 0. Em vista de (3.4), essa igualdade
ocorre se, e somente se, am + bn +cp = 0. O
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Observagio. Se o sistema de coordenadas na proposi¢do acima fosse orto-
gonal, o resultado seria imediato, uma vez que, nesse caso = (a,b,¢)p
seria um vetor normal a 7T e, portanto, W seria paralelo a 7T se, e somente
se, W e 7 fossem ortogonais. O que diz a Proposigao é que o célculo
que realizarfamos para verificar a ortogonalidade entre w e 77, no caso de
sistema ortogonal, continua valendo como teste de paralelismo entre We T,
mesmo se o sistema nao for ortogonal. O

Como uma reta é paralalela a um plano se, e s6 se, qualquer vetor di-
retor da reta for paralelo ao plano, o critério acima pode ser aplicado no
estudo da posigdo relativa entre reta e plano.

Nos exemplos a seguir, sempre estard implicito um sistema de coorde-
nadas ndo necessariamente ortogonal fixado.

Exemplo 3.4.5. Estude a posicdo relativa da reta r e plano 7r, em que
r: X=(1,1,1)+a(3,2,1) (2 €R)

m: X=(1,1,3)+A(1,-1,1)+u(0,1,3) (A u€R).
Solugdo. Sabemos que uma equacgdo geral de 77 é dada por
x—1 y—1 z-3

det 1 -1 1 =0.
0 1 3

Expandindo o determinante, obtemos 77 : 4x + 3y —z —4 = 0. Como 7 =
(3,2,1) é um vetor diretor de 7, o critério da Proposicao nos garante
que 7 ndo é paralelo a 77, uma vez que 4-3+3-2+ (—=1)-1 = 17 # 0.
Logo, r e T sdo transversais. Para encontrar o ponto de interse¢do entre r e
7 basta substituir as coordenadas de um ponto genérico de r, (1 + 3a,1+
2a,1 + «), na equagdo geral de 7r: 4(1+3a) +3(1 +2a) — (1 +a) —4 = 0.
Essa equagdo nos fornece « = —%. Logo, rNnm = { (1, &, 2) }. O
Exemplo 3.4.6. Estude a posicdo relativa da reta r e plano 7r, em que

r: X=1(221)+a(330) (a«aeR)

m: X =(1,0,1)+A(1,1,1) +u(0,0,3) (A, u€R).

Solucdo. Um vetor diretor de r é 7 = (3,3,0) e vetores diretores de 7T sdo
330

¥ =(1,1,1),7 = (0,0,3). Comodet |1 1 1| = 0, segue que r e 7T sdo
0 03

paralelos (pois o determinante sendo nulo garante que {7, , 7} é LD).

Para decidir se r estd contida em 7t ou ndo, tomemos o ponto A = (2,2,1) €
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r. Se A for um ponto de 77, como r e 7t sdo paralelos, isso implicard que r
estd contida em 77, caso contrdrio, teremos r N 71 = &. Vejamos, entdo, se
existem A,y € R tais que A = (1,0,1) + A(1,1,1) 4+ u(0,0,3), isto é, A, u
que satisfazem

2=1+4+A

2=A

1=1+A+3u
E claro que esse sistema ndo tem solugdo. Portanto, A ¢ 71, donde se conclui
querNm = . O

Exemplo 3.4.7. Estude a posicdo relativa da reta r e plano 7r, em que

x=1+A
rey=1-A27 AeR) e m:x+y—2=0
z=A

Solugio. Um vetor diretorde r é 7 = (1,—1,1). Como1-1+1-(=1)+0-
1 =0, r e 7 sdo paralelos. O ponto A = (1,1,0) estd em r e suas coordena-
das satisfazem a equacdo geral de 7r. Logo, r estd contida em 7. O

Posicdo relativa de planos. Dois planos em E® sdo ditos transversais se
interceptarem-se em uma reta; caso contrério, sdo ditos paralelos. Se sdo
paralelos, podem ser coincidentes ou ter intersecdo vazia.

Proposigdo 3.4.8. Seja X = (O, B) um sistema de coordenadas em I3 e sejam 711
e 71y planos em B3, com equagdes gerais

m o ax+by+cz+d; =0 e Tyt ax +boy +coz+dy = 0.

Entdo, 111 e mp sdo paralelos se, e somente se, existir A € R tal que Aay = ap,
/\bl = bz e /\Cl = (7.

Demonstragio. Suponha que exista A € R tal que Aa; = ap, Aby = by e
Acy = cp. Sejam uj, 01 vetores diretores de 711. Se u7 = (r,s,t)g e 0] =
(m,n, p)p, entdo

axr + bas + cot = Aayr + aAbis + Acit = A(ayr + bys + cit) =0,

pois air + bys + c1t = 0, pela Proposicao uma vez que, sendo diretor
de 711, 7 é paralelo a 711 De modo similar, mostra-se que axm + byn + cop =
0. Portanto, tanto #7 como 7 sdo paralelos a 71>. Dai, segue que 711 e 712 sdo
paralelos.

Reciprocamente, suponha que 711 e 71, sejam paralelos. Sabemos que
pelo menos um dos escalares a1, by, c; ndo é nulo. Suponha, por exemplo,
que a; # 0. Mostremos que, tomando A = %, temos as igualdades de-

sejadas. E claro que a; = Aa;. Para mostrar que b, = Ab, considere o
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vetor W = (by, —a,0)5. Pelo teste da Proposigao W ¢é paralelo a 7,.
Como 71, e 711 sdo paralelos, segue que @ é paralelo a 711 Outra aplicagdo
da Proposigédo @ fornece que a1b; + b1 (—az) = 0, e, portanto, by = Ab;.
Para mostrar que c; = Acj, usa-se um argumento analogo, com o fato de o
vetor f = (¢2,0, —ay)p ser paralelo a 715 e, a fortiori, a 711. O

Observagiio. Na Proposicao se o sistema de coordenadas X. for ortogo-
nal, entdo 111 = (ay, by, c1)p é um vetor normal a 71y e 113 = (a2, b, ¢2)5 € um
vetor normal a 715. Entdo, 711 e 715 sdo paralelos se, e somente se, 717 e 113 S840
vetores paralelos. Isso ocorre se, e somente se, existe A € R tal que i3 = Any
(lembre que vetores normais nunca sdo nulos). O que a Proposicao diz
é que mesmo no caso de um sistema que ndo seja ortogonal, a proporciona-
lidade entre os trés primeiros coeficientes das equagdes gerais dos planos é
equivalente ao paralelismo entre eles. O

Nos exemplos, entende-se fixado um sistema de coordenadas nado ne-
cessariamente ortogonal em IES.

Exemplo 3.4.9. Estude a posigdo relativa dos planos

m: X =(1,0,1)+A(1,1,1) +u(0,1,0) (A, u€R)

m: X =1(0,0,0)+«(1,0,1)+ B(—-1,0,3) (a, B €R).

Solugdo. Equagdes gerais de 711 e 713 sdo obtidas fazendo, respectivamente,

x—1 y z-1 X Yy z
det{ 1 1 1 | =0 e det{ 1 0 1| =0.
0 1 0 -1 0 3

Assim, 11 : x—z =0 e m : y = 0. Aplicando o critério visto na
Proposigdo concluimos que 711 e 7, sdo transversais. A reta r de
intersegdo de 7t e 71, é definida por

x—z=0
r:
y=0,
ou seja, ela é formada pelos de E® cujas coordenadas satisfazem simultane-
amente as equagoes de 711 e de 7. O

Exemplo 3.4.10. Estude a posicao relativa dos planos 711 : 2x —y+z—-1=0
e nz:x—%y+%z—9:0.

Solugio. Tomando A = % na Proposicdo concluimos que 71 e 712 sdo
paralelos. Agora, para que eles fossem coincidentes, seria necessario que
o quarto escalar nas equagdes gerais estivessem na mesma proporgao dos
demais. Como —9 # %(—1), segue que 1 N 7T = 2. O
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Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 9-16.

3.5 Perpendicularidade e distancias

Nesta segdo, estara fixada uma orientagdo em V? e um sistema ortogonal de

coordenadas ¥ = (O, B) em E?, em que a base ortonormal B = {7, 7, k)
de V3 é positiva. Coordenadas de pontos estardo dadas em relagio a ¥, e
coordenadas de vetores estardo dadas em relagdo a B.

Comecemos por esclarecer o conceito de perpendicularidade envolven-
do retas e planos.

Sejam r e s retas em IE> com vetores diretores 7 e s, respectivamente.
Dizemos que as retas r e s sdo ortogonais se os vetores 7 e’s forem ortogo-
nais. Dizemos que as retas r e s sdo perpendiculares se forem ortogonais e
concorrentes. (Observe que retas reversas podem ser ortogonais, mas nao
sdo perpendiculares.)

Seja r uma reta em E® com vetor diretor 7 e seja 7t um plano em [E3 com
vetor normal 77. Dizemos que r e 7t sdo perpendiculares se os vetores 7 e 1
forem paralelos.

Sejam 711 e 712 planos em E3 com vetores normais 717 e 11y, respectiva-
mente. Dizemos que os planos 711 e 71, sdo perpendiculares se os vetores 717 e
1, forem ortogonais.

Exemplo 3.5.1. Verifique se sdo ortogonais e perpendiculares as retas
r:X=(1,1,1)4+A(2,1,-3) (A €R)

s:X=(0,1,0)+A(=1,2,0) (A€R).

Solugdo. De suas respectivas equagdes, extraimos que sdo diretores de r e s,
— — . ~
7 =1(2,1,-3)es =(—1,2,0), respectivamente. Esses vetores sdo ortogo-

nais, umavezque 7 - § = —2+2+0 = 0. Logo, r e s sdo retas ortogonais.

Agora, tomando os pontos A = (1,1,1) € re B = (0,1,0) € s, obtemos o
2 1 =3

vetor AB = (—1,0,—1). Comodet [—1 2 0 [ = —11 # 0, segue que
-1 0 -1

{?, s, ﬁ } éLle, portanto, r e s sdo reversas. Logo, ndo sdo perpendicula-

res. O

Exemplo 3.5.2. Encontre uma equagdo geral do plano 7t que contém a origem
e é perpendiculararetar: X = (1,1,0) + A(2,3,7) (A € R).

Solugdo. Para que r e 7t sejam perpendiculares, é preciso que o vetor diretor
7 = (2,3,4) de r seja normal a 7. Assim, uma equagdo geral de 77 é da
forma 2x + 3y + 7z +d = 0. Como a origem O = (0,0,0) é um ponto de 7,

segue que d = 0 e, portanto, 7t : 2x + 3y + 7z = 0.
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Exemplo 3.5.3. Verifique se os planos

m: X =(0,0,1)+A(1,0,1) + u(—=1,-1,1) (A, u €R)

1 2x =7y +16z—-40 =0
sdo perpendiculares.

Solugdo. Como # = (1,0,1) e T = (—1,—1,1) sdo vetores diretores de 7y,

T 7 K
i =uUANT =det]| 1 0 1| =(1,-2,—1) é um vetor normal a 717.
-1 -1 1

Sabemos que 713 = (2, —4,16) é normal a 71p. Temos 717 - 113 = 2+ 14 — 16 =
0. Logo, 17 e 13 sdo ortogonais. Portanto, 711 e 7, sdo perpendiculares. ¢

Exemplo 3.5.4. Considere aretar : X = (2,0,—1) +A(3,1,3) (A € R) eo
ponto P = (1,2,1). Determine a projegdo ortogonal do ponto P sobre a reta
r e o ponto P’ simétrico de P em relagdo a .

Solugdo. Seja Q a projecdo ortogonal de P sobre r. Entdo, Q é um ponto de r
tal que a reta PQ é perpendicular ar, e P’ = P + 2PQ. Veja a figura.

Como Q € r, temos Q = (2+3A, A, —1+ 3A), para algum A € R. Portanto,
PQ = (14+3A,A—2,—-2+43A). Como queremos que r e a reta PQ sejam
perpendiculares, é preciso que os vetores ¥ = (3,1,3) e P_d sejam ortogo-
nais. Assim, o nimero A que procuramos deve satisfazer 3(1 + 3A) + (A —
2)+3(—243)0) =7 PQ = 0. Segue que A = . Logo, Q = (32, 3, — 7).
Também segue que P—Q> = %(34, —33,—-23). Assim, como P’ = P+ 2P_Q>,
segue que P' = (1+ {534,2+ {5(=33), 1+ 5(-23)) = (%, -5, —%)-
Uma outra solucao resulta da observacao de que Q = A + proj» AP, em
que A é ¢ um ponto arbltrarlo der (por exemplo A =(2,0,—1)). Neste caso,
temos PQ AQ AD = proj-» AP — AP e, assim, P’ = P + 2(proj» AD —

AP), sem precisarmos determinar Q. O

Distancia entre ponto e reta. Seja r uma reta em [E° e seja P € E3 um
ponto que ndo estd em r. Sabemos, da geometria euclidiana, que a distdncia
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d(P,r) entre P e r é dada por d(P,r) = d(P,Q), em que Q é o ponto de r de
modo que a reta PQ seja perpendicularar. Se P € r, entdo d(P,r) = 0.

O resultado a seguir fornece uma férmula para a distadncia entre um
ponto e uma reta que prescinde da determinagdo do “pé da perpendicular”
(isto é, do ponto Q como acima).

Proposigdo 3.5.5. Seja r uma reta que passa pelo ponto A e tem vetor diretor 7, e
seja P um ponto. Entdo,

|42~ 7]
d(P,r) = T (3.5)

Demonstragido. Se P € r, entdo {ﬁ, ?} é LD, e a férmula é valida. Supo-
nha que P ¢ reseja B= A+ 7. Entdo, d(P,r) = h, em que h denota a
altura do tridngulo ABP em relagdo ao lado AB.

P

B

A 7 B

Sabemos que a 4rea do tridngulo ABP é dada por 3 H AP A AB H Mas essa

4rea também é dada por 3 HZE H h. Igualando as duas expressdes para a

area, usando que AB = 7 eresolvendo para /1, obtemos a férmula desejada.
t

Exemplo 3.5.6. Calcule a distancia entre o ponto P = (1,1, —1) e a reta
L lXTY- 1=0
lx+y—z=0
Solugdo. Para aplicar a férmula (3.5), precisamos de um ponto sobre r e um

vetor diretor de . Como r estd dada pela intersecdo de dois planos, sa-
bemos que um vetor diretor de r pode ser obtido pelo produto vetorial

T 7 K
entre 0s vetores normais aos planos. Assim, 7 = det |1 —1 0 | =
1 1 -1

(1,1,2) é um vetor diretor de r. Um ponto sobre r é um ponto cujas co-
ordenadas satisfacam as equagdes gerais dos dois planos, por exemplo,

A =(0,—-1,-1) € r. Assim, AP = (1,2,0) e, aplicando a férmula (3.5),
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obtemos

apry 120N MLLD| 42D _ VIE
1(1,1,2)] 2 2
(Uma outra maneira de se obter um vetor diretor de r seria determinar dois
pontos A e B em r e tomar AB como diretor de r.) O

Distancia entre ponto e plano. Seja 7 um plano em E® e seja P € E?
um ponto que ndo estd em 7. A distincia d(P, ) entre P e 71 é dada por
d(P, ) = d(P,Q), em que Q é o ponto de 7 de modo que a reta PQ seja
perpendicular a 7t. Se P € 7, entdo d(P, 7t) = 0.

Existe uma férmula para a distdncia entre um ponto e um plano que
evita a determinacdo do ponto Q mencionado acima. Essa férmula estd
dada na préxima proposicdo e é uma versao tridimensional para uma co-
nhecida férmula para a distancia entre um ponto e uma reta da geometria
analitica bidimensional.

Proposigdo 3.5.7. Seja 7t 0 plano que contém o ponto A e tem vetor normal 7, e
seja P um ponto. Entdo,
_|AP- 7|

d(P, ) = T (3.6)

Demonstragdo. Basta notar que a distancia d(P, ) é dada pelo compri-

mento da projegdo ortogonal de AP na direcdo ortogonal ao plano 77, ou
seja, na dire¢do de 7, conforme ilustrado na tigura.

T
Assim,
i _||AP-7 .|| |AP-#7|,
d(P, ) = HPrOJ'WAPH = fg” = % 7]
17]] 172l
|AP-7#|, . |AP-7]
= — 7ll= "=
17| Il
que é a férmula desejada. O
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Observagio. Suponha, na Proposigao que
m:ax+by+cz+d=0 e P = (xo,Y0,20)-

Entdo, um vetor normal a 77 serd 7 = (a,b,c). Agora, dado um ponto
A = (x1,y1,21) € 7, teremos ax; + by, + cz; +d = 0. Logo,
AP -1 = (x0 — x1,Y0 — Y1,20 — 21) - (a,b,¢)
= a(xo — x1) +b(yo — y1) + c(z0 — 1)
= axo+ byo+czo + 4,

uma vez que d = —(ax; + by; + cz1). Assim, a féormula (3.6) assume a
forma

B laxo + byo + czo +d|
VaZ+b2+c2

Essa é a versdo tridimensional para a conhecida férmula da distancia entre

um ponto e uma reta da geometria analitica no plano. O

d(P, ) (3.7)

Exemplo 3.5.8. (Prova 2, Algebra Linear I, 2019) Considere o ponto P =
(—=1,1,1) e o plano 7 dado por:

x=—-14+A+7u
y=1-2A+u (A ueR).
z=A—5u

A distancia entre o ponto P e plano 7 é igual a

WL ®L ©OF O ®3

Solugio. A partir das equagdes paramétricas no enunciado, vemos que @ =
(1,-2,1) e T = (7,1, -5) sdo vetores diretores do plano 7 e que o ponto
A = (—1,1,0) pertence ao plano 7t. Logo, uma equagao geral para 7t é

x+1 y—-1 z
1 -2 1
7 1 -5

det

ou, 9x + 12y 4+ 15z — 3 = 0. Substituindo na férmula (3.7), obtemos

2o,y = P 1200 +1501) 3 1
' V92 4122 4152 V2
Resposta: (B). O
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Distancia entre retas. Sejam r e s retas ndo coincidentes em [E?, e seja ¢
uma reta perpendicular a r e a s. A distdncia d(r,s) entre r e s é dada por
d(r,s) =d(P,Q), em que P é o ponto de intersegdo entre r e t e Q é 0 ponto
de intersecdo entre s e t. Se r e s sdo coincidentes, entdo d(r,s) = 0.

Se r e s sdo paralelas, existem infinitas retas perpendiculares a r e a s.
Mas se r e s sdo concorrentes ou reversas, existe apenas uma perpendicular
comum. O leitor deve tentar se convencer deste fato. Segue dessa discussao
que se r e s sdo concorrentes, entdo d(r,s) = 0.

As seguintes figuras auxiliam a visualizar as possiveis diferentes confi-
guragoes.

t t
2t ' ’
P=
ul s : S
Q I
retas paralelas retas concorrentes
t
|
P r

retas reversas

Se r e s sdo paralelas, entdo d(r,s) = d(A,s) = d(B,r), quaisquer que
sejam A € r ou B € s. Assim, o calculo de distancias entre retas paralelas
recai no célculo de distancias entre ponto e reta.

Se as retas ndo sdo paralelas, o resultado a seguir dd4 uma férmula para
a distdncia entre elas que evita passar pela determinagdo da perpendicular
comum e suas interse¢des com as duas retas.
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Proposi¢do 3.5.9. Sejam r e s retas ndo paralelas com vetores diretores 7 e 'S,
respectivamente. Seja A € r e seja B € s. Entdo,

17,3, AB]
d(r,s) TFAS] (3.8)
Demonstragio. Como r e s ndo sdo paralelas, {7, S} é LI, e, portanto, 7 A
$ # 0. Logo, a férmula faz sentido. Se r e s sdo concorrentes, entdo
{753, AB } é LD, o que implica que [7,S, zﬁ] = 0. Logo, a férmula
vale neste caso. Vejamos o caso em que r e s sdo reversas. Seja 7t 0 tinico
plano que contém r e é paralelo a s. (Esse é o plano que tem vetores diretores
7,5 e contém o ponto A.) Entdo, a distdncia entre r e s coincide com a
distancia entre B e 7T (veja a figura).

Como 7 A'S’ é um vetor normal a 7, podemos aplicar a Proposi¢ao[3.5.7]
para obter
AB -
d(r,s) =d(B, ) = | H _,(

= I7AS]

que é o que desejdvamos mostrar. O

7AT)| _|[7, 5, AB
NS

Uma outra maneira de entender (3.8) é perceber que d(r,s) é precisa-
mente a altura do paralelepipedo definido pelos vetores 7, s e AB em
relagdo a face definida por 7 e 5.

Exemplo 3.5.10. Determine a distdncia entre as retas

r: X=(1,23)+A(0,13) (A€R)

s: X=1(0,1,0)+u(1,1,1) (x€R).

Solugdo. Ja haviamos visto, no Exemplo que r e s sdo reversas. De
todo modo, elas ndo sdo paralelas, uma vez que tém vetores diretores 7 =
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(0,1,3) e § = (1,1,1), respectivamente, e eles ndo sdo paralelos. Temos os
pontos A = (1,2,3) e re B=(0,1,0) € s. Logo, usando (3.8), obtemos
- — A_B’
N A |
|7 A

_ 110,1,3),(1,1,1), (=1, -1, =3)]|
10,1,3) A (1,1, 1)
2]

1(=2,3,-1)]

2
vars
Essa também ¢ a distancia entre os pontos de intersecdo da perpendicular
comum a r e s com elas. O

Distancia entre reta e plano. Seja r uma reta em [E? e seja 71 um plano
em E3. SerNm = @, isto é, se r e 7 forem paralelos, mas r ndo estiver
contida em 71, entdo a distdncia d(r, 7r) entre a reta r e o plano 77 é dada por
d(r,m) = d(P, ), em que P é qualquer ponto de r. Se r estiver contida em
7t ou r e 7 forem transversais, entdo d(r, t) = 0.

Assim, o calculo da distadncia entre uma reta e um plano, quando a
distancia ndo é nula, fica reduzido ao cdlculo da distdncia entre um ponto e
um plano, que ja tratamos anteriormente.

Distancia entre planos. Se 7 e 71, sdo planos em [E? tais que 711 N 71y =
@, ou seja, sdo planos paralelos néo coincidentes, entdo a distdncia d (71, 72)
entre os planos 71y e 71y satisfaz d(my, 7m2) = d(P, ) = d(Q, 711 ), quaisquer
que sejam P € 711 e Q € 1. Se 711 e 71 forem coincidentes ou transversais,
d (7‘[1 , 7'[2) =0.

Novamente, recaimos em um caso ja estudado anteriormente.

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 17-36.
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Parte 2

Algebra Linear






Espacos vetoriais

Neste capitulo, serd introduzida a nogdo de espago vetorial, um tipo de
estrutura algébrica que generaliza o espago V? dos vetores tridimensionais.
As referéncias para este e os demais capitulos destas notas sao [2], [5] e

7.

4.1 Definicao, exemplos, propriedades basicas

Lembre que no conjunto V3, formado pelos vetores tridimensionais, foram
definidas duas operagdes: soma e multiplicagdo por um escalar. (Também
foram definidos produto escalar e produto vetorial, mas essas operacdes
ndo serdo consideradas neste momento.) Essas operagdes tinham proprie-
dades algébricas, listadas nas Proposi¢des e que fazem de V3 um
exemplo de um espago vetorial, conforme a defini¢do a seguir.

Defini¢do. Chamamos de espago vetorial um conjunto V munido de duas
operagdes

VxV — V RxV — V
(u,v) — u+o © (A,v) — Ao,

denominadas soma e multiplicagdo por escalar, respectivamente, que satisfa-
zem as seguintes condicdes:

(1) u+v=v+u,paratodosu,v cV;
(2 u+ (v+w) = (u+0)+w, para todos u,v,w € V;
(3) existe Oy € V tal que u + Oy = u, qualquer que sejau € V;
(4) paratodou € V, existe —u € V tal que u + (—u) = Oy;
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(5) (Ap)u = A(puu), paratodos A,y € Reu € V;

6) (A+p)u = Au+ pu, paratodos A,y € Reu € V;
(7) AMu+v) = Au+ Av, paratodos A € Reu,v € V;
(8) 1lu =u, paratodou € V.

Os elementos de um espago vetorial V' sdo denominados vetores de V; o
vetor Oy é chamado vetor nulo de V.

Vejamos alguns exemplos de espagos vetoriais.

Exemplo 4.1.1. Como j& mencionado, V? com as operacdes usuais de soma
de vetores e de multiplicacdo de um escalar por um vetor é um espago ve-

torial, em que Oys = 0. As Proposicoes e garantem que as oito
condicdes na definicdo de espago vetorial estdo satisfeitas. O

Exemplo4.1.2. Seja n um inteiro positivo, e considere o conjunto R” formado
por todas as sequéncias de n nameros reais, isto é,
R" = {(a1,a2,...,a,) | a; € R, paratodoi=1,...,n }.
O conjunto R” tem uma estrutura natural de espago vetorial em que a soma
é dada por
(111/112/- . -/an) + (b1/b2/' . ~/bn) - (al + bl/az + b2/~ . -/an + bn)/
e a multiplicacdo por escalar, por
May,ay,...,a,) = (Aay, Aay, ..., Aay).

Para demonstrar essa afirmagdo é necesséario verificar cada uma das condi-
¢des (1)—(8) na definicdo de espaco vetorial. Essa é uma tarefa simples (e
tediosa), que fica a cargo do leitor. O que vale a pena destacar é que, com
essas operagoes, 0s vetores cujas existéncias estdo postuladas nas condigdes
(3) e (4) sdo dados por

Or» = (0,0,...,0)

_(all az, ... /ai’l) - (_all —az,..., _aVl)l
como o leitor pode facilmente verificar. O

Exemplo 4.1.3. Seja I um intervalo contido na reta real R. Considere o con-
junto das funcdes reais definidas em I:
F(I)={f:1—R|féumafuncio }.

Existe uma estrutura natural de espago vetorial em F(I) em que as opera-
¢Oes sdo tais que se f,g € F(I) e A € R, entdo

(f+)(x) =flx) +g(x) e  (Af)(x) =Af(x),
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para todo x € I. Neste caso, o vetor nulo 0 F(1) éafuncdonulan: [ — R,
definida por n(x) = 0, paratodo x € I. Ese f € F(I), entdao —f € F(I) é
a fungdo definida por (—f)(x) = —f(x), para todo x € I. Mais uma vez, a
tarefa de verificagdo de que as condigdes (1)—(8) estdo satisfeitas fica a cargo
do leitor. O

Exemplo 4.1.4. Um exemplo de espaco vetorial ja visto nesta notas, mas nao
nomeado dessa maneira, sdo os espagos vetoriais de matrizes. Sejam m,n
inteiros positivos e denote (como vimos fazendo) o conjunto de todas as
matrizes m X n por My, x»(R). Esse conjunto tem uma estrutura natural de
espago vetorial em que as operagdes sdo dadas por

(aij) + (bij) = (aij+bij) e Aaij) = (Aay).
Essas sdo as mesmas operagdes que introduzimos na Se¢éo[1.2] O vetor nulo

O, (r) do espaco vetorial My, x,(IR) é a matriz m x n nula, cujas entradas
sdo todas iguais a 0, e —(a;;) = (—ajj). O

Exemplo 4.1.5. Este é um exemplo que serd bastante explorado nestas notas.
Seja n um inteiro positivo. Denote por P, (R) o conjunto formado por todos
os polindmios de grau menor ou igual a 7 e o polindmio nulo. Ou seja,

Pu(R) = {ao—i—a1x—|—a2x2+ oo +apx" | ag,a1,...,a, € R}
Definimos, em P,(R) a seguinte operagdo de soma: dados dois po-

linémios p e g em P, (R), digamos,

p(x) = ag + a1 x + asx? + - - - + a,x"

q(x) = bo+ bix + box® 4 - -+ byx",
define-se sua soma p + g € P,(R) por

(p+q)(x) = (a0 + bo) + (a1 + by)x + (a2 + bp)x* + - - - + (ay + by)x",

que é novamente um elemento de P, (R).

Uma operacdo de multiplicagdo por escalar em P,(R) é definida da
seguinte maneira: dados A € Re p € P,(R), digamos p(x) = ag + a1x +
ax% + - -+ +a,x" € P,(R), entdo Ap € P,(R) é dado por

(Ap)(x) = Aag + Aarx + Aaxx® + - - - + Aa,x".

Com essas operacdes, P,(R) é um espago vetorial em que Op, (g é 0
polindmio nulo, ou seja, aquele em que todos os 1 + 1 coeficientes sdo iguais
a0, edado p € P,(R), digamos p(x) = ag + a1x + axx? + -+ - + apx" €
Pu(R), entdo —p é o polindmio de P, (R) dado por (—p)(x) = —ag —a1x —

a,x% — - —a,x", como o leitor pode verificar. O
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Polindmios sdo fungdes de R em R, isto é, P, (R) é um subconjunto de
F(R). As operacdes que acabamos de definir em P,(RR) para dota-lo de
uma estrutura de espago vetorial nada mais sdo do que as restricdes das
operagdes de F(IR) a esse subconjunto. Na se¢do seguinte, neste capitulo,
veremos o conceito de subespago vetorial de um espago vetorial e mostra-
remos que, de fato, P, (IR) é um subespaco de F(RR).

O espago vetorial P,(R) é um espago de fungdes cujos elementos sdo
especialmente faceis de se manipular. Isso segue da observagdo que um
polinémio ndo nulo de grau no méximo n tem no maximo 7 raizes distintas
(ver a Secgdo no Apéndice [D] para uma breve recapitulagdo da teoria
de polindmios com coeficientes reais). Em particular, dados p,q € P,(R),
digamos

p(x) = ag + arx + apx® + - - - + ax"

q(x) = bo+ bix + box + - -+ byx",
entao p=asee somente se, ap = bO/ a = bl/ cea, Ay = bn.

Exemplo 4.1.6. (Lista 2 - Algebra Linear I, ex. 38) Consideremos um exemplo
em que as operagdes em um espaco vetorial ndo sdo as “usuais”, por assim
dizer.

Seja V.= {u € R | u > 0}. Serdo definidas operagdes no conjunto
V' que fardo dele um espago vetorial. A fim de evitar ambiguidades na
compreensdo das operagdes a serem definidas, utilizaremos, neste exemplo,
o simbolo @ para denotar a operagdo de soma no espago vetorial V e o
simbolo ® para denotar a operagdo de multiplicacdo por escalar no espago
vetorial V.

Vamos as defini¢des: dados u, v € V, defina a soma u & v por

udv=uv,
e,dados A € Reu € V, defina a multiplicacdo por escalar A © u por
Aou=ul.

Observe que, de fato, u @ v é um elemento do conjunto V, uma vez que se
u,v € V,entdou > 0ev > 0, o que implica uv > 0. Também é verdade que
se A®u € V, quaisquer que sejam A € Reu € V, pois, como u > 0, u* > 0.
Em resumo, as defini¢des de @ e © sdo, de fato, operacdes no conjunto V.
Agora, passemos as condigdes (1)—(8). Por exemplo, para verificar a
condigdo (1), é preciso mostrar que quaisquer que sejam u,v € V, temos
u®v = v®du. Mas isso é de fato, verdadeiro, uma vez que o produto
entre nimeros reais é comutativo: uv = vu. Deixemos a verificacdo das
condigdes (2)—(4) a cargo do leitor, com apenas dois comentdrios. O pri-
meiro diz respeito ao candidato a vetor nulo nesse espago vetorial. Fica
claro que para provar a validade de (3) é preciso tomar Oy = 1, que, cabe
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observar, é um elemento do conjunto V. Ainda, o “oposto” de um ele-
mento u de V, aqui denotado por ©u, dever satisfazer Cu = %, para que a
condicdo (4) esteja satisfeita.

Facamos a verificagdo de mais uma das oito propriedades das operacdes
que definem um espago vetorial. Por exemplo, vejamos (7): seja A € R e
sejam u,v € V. Entdo,

AOWev) =20 (u0) = (uwo) = = @ = (Aou)® (Aov),

como queriamos.
O leitor deve terminar a verificagdo das demais condigdes. O

Exemplo 4.1.7. Vejamos, agora, um exemplo de um conjunto munido de
duas operagdes @ e ® que ndo é um espaco vetorial porque as condi¢oes
(1)—(8) ndo estdo todas satisfeitas.

Considere o conjunto

U=1{(ab)]|abeR}.

(Note que, U nada mais é, como conjunto, que o conjunto R?, formado por
todos os pares (a,b) de nimeros reais.)
Considere, em U as seguintes operagoes:

(a,b) ® (c,d) = (a+d,b+c),
para todos (a,b), (c,d) € U, e
A® (a,b) = (Aa, AD),

paratodos A € Re (a,b) € U.

(Repare que, como fizemos no exemplo anterior, aqui, estamos utili-
zando notagdes alternativas para a soma @ e a multiplicacdo por escalares
® a fim de diferencia-las da notagao utilizada no Exemplo [4.1.2])

Para mostrar que U ndo é um espago vetorial, basta mostrar que pelo
menos uma das condic¢des (1)—(8) ndo esta satisfeita (uma vez que, para ser
um espaco vetorial, todas as condi¢des deveriam estar satisfeitas).

Mostremos, por exemplo, que a condic¢do (1) ndo vale. Como essa con-
dicao faz referéncia a uma igualdade valer para todos os elementos do con-
junto em que estdo definidas as operagdes, para mostrar que ela é violada,
é suficiente exibir uma escolha particular de elementos u e v para a qual
a condicdo ndo vale. No nosso caso especifico, se tomarmos os elementos
(1,2) e (3,5) de U, vemos que, por um lado

(1,2)® (3,5) = (6,5),
e, por outro lado,

(3,5) @ (1,2) = (5,6).
Segue que (1,2) @ (3,5) # (3,5) @ (1,2). Assim, a condicdo (1) ndo estd
satisfeita e, portanto, U ndo é um espago vetorial com essas particulares
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definigdes de operagdes. (Ja haviamos visto, no Exemplo comn = 2,
que existem operacdes em IR? que fazem dele um espaco vetorial.) O

Observagido. Na definicdo de espago vetorial, no inicio desta se¢do, ndo ha
mengdo ao fato de haver um #inico vetor nulo em um espago vetorial. Tam-
bém nao é dito que dado um vetor u em um espago vetorial existe um #inico
vetor —u tal que 1 + (—u) = Oy. Apesar disso, ambas as unicidades podem
ser garantidas. E o que faremos a seguir.

Seja V um espago vetorial.

Suponha que Oy, 0}, € V sejam vetores que satisfazem a condigdo (3) na
defini¢do. Entdo, Oy = 0),.

Com efeito,
v =0, +0y pois Oy satisfaz (3)
=0y + 0}, por (1)

=0y pois 0y, satisfaz (3)
e Sejau € V. Suponha que —u; e —up sejam vetores que satisfazem a
condicdo (4) na definicdo. Entdo, —u; = —us.
Com efeito,
—uy = —uy + 0y por (3)
=—u+ (u+ (—u2)) pois —u; satisfaz (4)
= (—up+u)+ (—up) por (2)
= (u+(-m)) +(~u2)  por(l)
= 0y + (—up) pois —u; satisfaz (4)
= —uy+ 0y por (1)
= —up por (3)
Diante desses fatos, faz sentido chamar Oy de o vetor nulode V e —u de
o inverso do vetor u. O

Além dessas, algumas outras propriedades que todos os espagos ve-

toriais satisfazem sdo decorréncias imediadas da defini¢do, como as que
constam da proposigdo a seguir.

Proposicao 4.1.8. Seja V um espago vetorial. Entdo, valem:

(i)
(if)

Ay = Oy, para todo A € IR;

Ou = Oy, para todou € V;

(iii) se A € Reu € V sio tais que Au = Oy, entdo A = 0 ou u = Oy;
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(iv) (=AM)u = —(Au) = A(—u), para todos A € Reu € V;
(v) —(—u) = u, para todou € V;
(vi) seu,v,w € V sdo tais que u +v = u 4+ w, entdo v = w.

Observe que, fazendo A = 1 em (iv), acima, obtém-se (—1)u = —u,
paratodou € V.

Demonstragido. Faremos a demonstragdo apenas de (i), ficando as demons-
tragdes das demais propriedades a cargo do leitor. Comegemos por obser-
var que

ADy = )\(OV + Ov) = AQy + AQy, 4.1)

em que utilizamos (3) na primeira igualdade e (7) na segunda. Por (4), existe
um vetor —(AOy) que satisfaz AOy + (—(AOy)) = Oy. Assim,

Oy = AOy + (—(/\Ov)) = (AOy + A0y) + (—()\OV)) por

= A0y + (A0y + (= (A0v)) ) por (2)
= A0y + 0y por (4)
= AQy, por (3)
que é a igualdade desejada. O

Deste ponto em diante, faremos uso das propriedades relacionadas na
proposicdo acima, bem como das oito condi¢des na defini¢do de espago ve-
torial, sem fazer mencgao explicita a elas.

Uma questdo notacional: se u e v sdo vetores em um espago vetorial, o
vetor u + (—v) serd, doravante, simplesmente denotado por 1 — v.

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 37-38.

4.2 Subespacos vetoriais

No Exemplo observamos que o espago vetorial P,(R) estava, como
conjunto, contido no espago vetorial F(IR). Veremos que, de acordo com a
proxima defini¢do, P, (R) é, de fato, um subespaco vetorial de F(IR).

Defini¢do. Seja V um espaco vetorial. Dizemos que um subconjunto W de
V é um subespago vetorial de V se

i) Oy ew;
(ii) paratodosu,v € W, temosu+v e W;

(iii) paratodos A € Reu € W, temos Au € W.
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Em outras palavras, um subespago vetorial (ou, simplesmente, subes-
paco) de um espago vetorial é um subconjunto do espago vetorial que con-
tém o vetor nulo e é “fechado” para as operagdes de soma e multiplicagdo
por escalar, no sentido de que quando se soma dois vetores desse subcon-
junto obtém-se um vetor que ainda estd no subconjunto. Analogamente,
nao se “sai” desse subconjunto tomando-se multiplos escalares de vetores
nele.

Observagido. Se W é um subespaco do espago vetorial V, entdo W é, ele
mesmo, um espaco vetorial com opera¢des dadas pela restricdes das opera-
¢oes de V a elementos de W.

As condigoes (1)—(8) estdo satisfeitas em W porque valiam para todos
os vetores de V, em particular, para todos os vetores de W. (E claro que
Ow = Oy e que a condigdo (4) esta satisfeita em W, pois se u € W, entdo
—u=(-1ueWw) O

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.2.1. Considere o espago vetorial R®> = {(x,y,z) | x,y,z € R} com
as operagdes usuais (aquelas introduzidas no Exemplo 4.1.2), e o seguinte
subconjunto de R3:

W=/{(xyz) e R|x—2y=0}

Isto é, os elementos de W sdo apenas aquelas ternas ordenadas de ntiimeros
reais (x,1,z) em que x — 2y = 0. Por exemplo, (—2,—1,9) € W, porque
(=2) —2(—1) = 0, mas (2,—1,0) # W, uma vez que 2 —2(—1) # 0.
Mostremos que W é um subespacgo de R3, verificando, uma por vez, as
condig¢des que definem um subespaco de um espaco vetorial.

(i) O vetor nulo de IR? é o elemento Ogs = (0,0,0), como vimos no Exem-
plo Como 0 — 2(0) = 0, segue que, de fato, Ogs € W.

(ii) Vejamos por que W é fechado para a soma. Sejam w; e w; dois veto-
res de W. Entdo, cada um deles é um elemento de R3 satisfazendo a
condigdo para estar em W, isto é, w1 = (x1,¥1,21) com x1 —2y; = 0,
e wy = (X2,Y2,22) com xp — 2y» = 0. Verifiquemos que w; + wp €
W. Para tanto, é preciso lembrar da defini¢do da operacdo de soma
no espaco vetorial do qual W é um subconjunto, no caso, R®. Con-
forme mencionado, a operacdo de soma ¢é aquela introduzida no Exem-

plof.1.2] Assim,
w1 +wy = (x1,¥1,21) + (X2, Y2, 22) = (X1 + X2, 1 + Y2, 21 + 22).

Para que esse vetor soma esteja em W, é preciso que ele satisfaca a
condicdo que define os vetores de W, o que, de fato, é o caso, uma
vez que (x1 +x2) —2(y1 +y2) = (x1 —2y1) + (x2 —2y2) =0+ 0 = 0.
Logo, W é fechado para a soma.
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(iii) Finalmente, verifiquemos que W é fechado para multiplicagdo por es-
calar. Se A € Rew = (x,y,z) € W, entdo Aw = (Ax, Ay, Az), ja que
a multiplicagdo por escalar em R3 é aquela definida no Exemplo
Agora, Ax —2(Ay) = A(x —2y) = A0 = 0, uma vez que x — 2y = 0, pois
w é um elemento de W. Logo, W é também fechado para multiplicacdo
por escalar.

Como as trés condigdes na defini¢do de subespago estdo satisfeitas, W é
um subespago de R3.
Tome, agora, o seguinte subconjunto de R:

L={(xyz) e R|x+y=1}.

Esse subconjunto nio é um subespago de R?, pois, por exemplo, Ogs ¢
L. (Na verdade, L ndo satisfaz nenhuma das trés condi¢es para ser um
subespago, mas basta que uma delas ndo esteja satisfeita para que L ndo
seja um subespaco).

Exemplo 4.2.2. Todo espago vetorial V tem pelo menos dois subespacos, cha-
mados subespacos triviais de V: o subespago {0y } formado apenas pelo ve-
tor nulo, e o subespaco total V. Espacos vetoriais, em geral, contém muitos
outros subespacos além dos triviais. O

Exemplo 4.2.3. Este é um dos exemplos mais importantes de subespaco ve-
torial. Seja A € My, (IR) e considere o sistema linear homogéneo AX = 0
de m equagdes e n incognitas. As solugdes de AX = 0 sdo elementos de
R". Mostremos que o conjunto S formado por todas as solugdes de AX =0
é um subespago do espaco vetorial R”. (Aqui, consideramos as operagdes
usuais de R”, aquelas do Exemplo .

(1) E claro queOgr» = (0,0,...,0) € S, uma vez que um sistema homogéneo
sempre tem, pelo menos, a solugdo trivial.

(ii) Sejam u = (ay,az,...,a,) ev = (by, by, ..., b,) elementos de S, isto &, u
e v sdo solugdes do sistema AX = 0. Mostremos que u + v € S. Para
tanto, é preciso mostrar que u +v = (a3 + by, a2 + by, ..., a, + by) é
solucdo de AX = 0. Mas isso é verdade, uma vez que vale a igualdade

matricial

a + bl ay bl ay bl
ar + by ap by as by
) =A N =A|.|+A].
an + by Ay by an by,

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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(iii) Sejau = (a1,4az,...,a,) € Seseja A € R. Entdo Au € S, pois

a a 0 0

az ap 0 0
A )\ . - /\A . = /\ . prnd

an an 0 0

Conclui-se que, de fato, S € um subespaco de R".

Observe que o subespago W de R do Exemplo anterior é um caso
particular deste, em quem =1, n =3 e A = [1 -2 0

O conjunto formado por todas as solu¢des de um sistema linear ndo
homogéneo de m equagdes e n incégnitas ainda é um subconjunto de R”,
mas ndo é um subespaco de R". (Vocé consegue ver por qué?) O

Exemplo 4.2.4. Lembre, do Exemplo que o conjunto P, (R) de todos
os polindmios de grau < 7, mais o polindmio nulo, tem uma estrutura
natural de espago vetorial. Convenga-se de que se m < n, entdo P, (R) é
um subespaco de P, (R). O

Exemplo 4.2.5. Dado um intervalo aberto I na reta real, denote por C(I) o
conjunto de todas as fungdes f: I — R continuas. No curso de Célculo, vi-
mos que a fungdonulan: I — R é continua, que soma de fung¢des continuas
é continua e que a multiplica¢cdo de uma constante por uma fung¢do continua
é continua. Esses trés fatos podem ser resumidos na afirmagdo de que C(I)
é um subespago do espacgo vetorial F(I) de todas as fung¢des reais com
dominio I. Se D(I) denota o conjunto de todas as fungdes f: I — R de-
rivaveis, entdo, segue, também de resultados vistos no curso de Calculo,
que D(I) é um subespaco de C(I).
Mais geralmente, temos uma cadeia infinita de subespacos vetoriais:

Po(R) € Pi(R) € Po(R) € --- € P(R) € D(R) € C(R) € F(R),
em que P(R) denota o espago vetorial formado por todos os polindmios,
sem limitag¢do no grau. O

Agora, um exemplo em um espago de matrizes.

Exemplo 4.2.6. Mostre que
a b
wz{ L d} € My(R) ) b:c}

é um subespago do espago vetorial M,(IR) (com respeito as operagdes usu-
ais definidas no Exemplo )

Solugio. Temos:

@) Oapw) = [8 8} € W, claramente;
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(ii)) se A,B € W, entdo A + B € W (pois se
a b a v
A=l eo=lod)
a+a b+V
c+c d+d
eb+V =c+c,umavezqueb =cel =(/,ja que A e Bsdo elementos
de W);

(iii) se A € Re A € W, entdo AA € W (pois se

entdo
A+B= [

a b
A=t
entao b
Aa A
A= [Ac /\d]
e Ab = Ac,ja que b = ¢).
Logo, W é um subespago de M (R). O

Exemplo 4.2.7. O subconjunto
S={A¢c M(R)|det(A)=0}

do espago vetorial M;(IR) ndo é um subespago, apesar de satisfazer as con-
digdes (i) e (iii) na definicdo de subespago, com o leitor pode facilmente

verificar. Mas S ndo satisfaz a condigdo (ii); por exemplo, M = Ll) 8] e

N = 8 (1) sdo matrizes de determinante nulo, portanto, M, N € S. Mas

M+ N = L edet(l;) =1# 0. Logo, M+ N ¢ S. O subconjunto S nao é
fechado para soma. Portanto, ndo é um subespaco de M, (RR). O

O que fizemos nesta segdo e na anterior — e faremos nas seguintes —
foi explorar consequéncias das condigdes que definem um espago vetorial.
Pode-se demonstrar que muitas das propriedades do espago vetorial V3,
por exemplo, sdo consequéncias apenas do fato de, nele, estar definida uma
estrutura de espacgo vetorial, isto é, de estarem definidas em \& operagdes
que satisfazem as condigdes (1)—(8), e ndo necessariamente de o conjunto
V3 ser formado por vetores definidos em termos de segmentos orientados
em E3. Como vimos, hé diversos exemplos diferentes de espagos vetori-
ais. Assim, tudo que foi — e serd — demonstrado para um espago vetorial
abstrato, isto ¢, um conjunto munido de duas operagdes satisfazendo as
condigdes (1)—-(8), serd valido em cada um desses exemplos. Este é o po-
der do método axiomatico: por meio da obtengdo de consequéncias logicas
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de um determinado conjunto de axiomas (por exemplo, as condi¢des que
definem espaco vetorial), alcancamos resultados que sdo vélidos em qual-
quer instancia particular em que os axiomas estdo satisfeitos. Isso ficara
ainda mais claro nas se¢Oes seguintes, em que os conceitos de combinagao
linear, dependéncia linear, base e coordenadas serdo introduzidos no con-
texto mais abstrato dos espagos vetoriais.

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 39-41.

4.3 Combinacoes lineares

Seja V um espago vetorial e sejam u1, 1y, . .., u, € V. Dizemos que um vetor
v € V é combinacdo linear de uq,uy, . .., U, se existirem a1, ap, ..., &, € R tais
que

U = QU + QpUp + - -+ Kyl
(Essa defini¢do dever ser comparada com a defini¢do de combinacéo linear
definida entre vetores de V3 na Segio[2.2])

Exemplo 4.3.1. Em R?, (—3,8) é combinacgdo linear de (—1,0) e (1,2), uma
vez que (—3,8) =7(—1,0) +4(1,2). O
Exemplo 4.3.2. Em P4(R), f(x) = 8x* — 3x? + 5x + 52 é combinagéo linear
de g(x) = x* —2x +8e h(x) = x2 — 7x + 4, pois f = 8¢ — 3h. O

Exemplo 4.3.3. Qualquer vetor de P, (IR) é combinacdo linear dos seguintes
n+1vetores: 1,x,x%,...,x". O

Exemplo 4.3.4. Em RR?, (2,1) ndo é combinacdo linear de (1,0) e (—1,0),
uma vez que qualquer combinagdo linear desses dois vetores serd da forma
(a,0), para algum « € R. O

Defini¢do. Seja V um espago vetorial e seja S = {uy,uy,...,u,} um sub-
conjunto finito de V. Definimos o subespago vetorial de V gerado por S como
sendo o subconjunto de V dado por

[S] = {@1uq +woup + - - + @pty | 41, 00,..., 0, € R }.
Isto é, [S] é o conjunto formado por todas as combinagdes lineares dos ele-
mentos de S.

Por exemplo, vimos no Exemplos e que, em R?, (—3,8) €
[(=1,0),(1,2)], mas (2,1) ¢ [(1,0),(—1,0)]. J4, no Exemplo foi ob-

servado que, em P, (R), vale
[1,x,x2,...,x”] = Py(R).

Por convengdo, definimos [&] = {0y }.
A proposigdo a seguir justifica o nome dado a [S].
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Proposicdo 4.3.5. Seja V um espago vetorial e seja S um subconjunto finito de V.
Entdo, [S] é um subespago de V.

Demonstragido. Se S = &, a convengdo acima da conta do resultado. Supo-
nha que S = {uy,uy,...,u,}. Mostremos que [S], conforme definido acima,
satisfaz as trés condi¢des na definicdo de subespago de V.

(i) Oy € [S], pois Oy = Oug + Oup + - - - 4 Ouy,.
(i) Sejam v,w € [S]. Entdo, v = aqu; + apup + - - - + ayuy e w = Bug +

Bauz + - - - + Buuy, com a;, B; € R. Logo,

v+ w = (aquy + aouz + - - - + autty) + (Brug + Porta + - - - + Buldn)
= (a1 + pr)ur + (a2 + Bo)uz + - -+ (an + Bn)thn,

e, portanto, v + w € [S].
(iii) Sejam A € Rev € [S]. Entdo, v = wjuy + aguy + - - - + &y, com

x; € R, e, portanto,

Av = Aaqug + aguy + - - + ayily)
= (Aag)ug + (Aa)ug + - - - + (Aay)uy,.

O que prova que Av € [S].
Logo, [S] é um subespago de V. O

Se S = {uy,uy,...,u,}, é comum denotar [S] por [uy,uy,...,u,|, sim-
plesmente. (Um alerta: a nota¢do, com colchetes, para o subespago gerado
por um conjunto com 3 vetores pode se confundir, em V3, com a notagéo

para o produto misto. Geralmente, o contexto serd suficiente para evitar
ambiguidades.)

Exemplo 4.3.6. Descreva o subespaco W de R3 definido por W = [u,v], em
queu = (1,-1,1)ev = (0,1, -2).
Solugio. Dado w = (x,y,z) € R, temos
w e [u,v] <<= existema, B € R tais que w = au + po
<= existema, B € R tais que
(x,y,z) =a(1,—-1,1) + B(0,1,-2)

X =x
<= existema,Bf € Rtaisque { —a+ 5=y
x—2B=z

1 0 N x
<= osistemalinear |—-1 1 [ [3} =1y,
1 -2 z
nas variaveis «, 8, tem solugéo.
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Para encontrar, em funcéo de x, y, z, condi¢des para a existéncia de solugdes
do sistema linear

iremos, como de costume, escalonar sua matriz aumentada:

1 0 |x 1 0 x 10 x
-1 1 |(y|—=10 1] x+y | —]01 X+y
1 -2z 0 2| —x+z 0 O0jx+2y+z

Assim, o sistema terd solugdo se, e somente se, x + 2y +z = 0. Portanto,
dadow = (x,y,z) € R3, segue que w € W se, e somente se, x + 2y +z = 0.
Em outras palavras,

W=1[(1-11),01-2)] ={(xyz) eR|x+2y+z=0}.

Essa é uma descrigdo de W em termos de solugdes de uma equagdo linear.
Veremos outros exemplos como este adiante.

Exemplo 4.3.7. Mostre que, em F(RR), vale

[sen?(x), cos?(x)] = [1,cos(2x)].

Solugdo. Aqui, pede-se para demonstrar que, no espago vetorial F(R), de
todas as fungdes reais com dominio a reta toda, os subespacos Wi = [f, ¢]
e Wy = [p,q] coincidem, em que as fungdes f,g,p,q: R — R sdo definidas
por

f(x) = sen?(x), g(x) = cos?(x), p(x) =1, g(x) = cos(2x),

para todo x € R.

A igualdade W; = W, serd demonstrada em duas etapas. Primeira-
mente, mostraremos que Wi C W, isto é, que todo elemento de W; €,
também, um elemento de W,. A seguir, mostraremos a inclusdo oposta:
W, C W;. A validade dessas duas inclusdes nos permitird concluir que,
com efeito, W; = Wh.

Comecemos por mostrar que Wi C W,. Seja h € W;. Nosso obje-
tivo é provar que h € W,. Como h pertence a Wy e W; é formado pelas
combinagdes lineares de f e g, existem &, B € R tais que h = af + Bg, isto
é, h(x) = af(x) + Bg(x) = asen?(x) + Bcos?(x), para todo x € R. Assim,
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lembrando que cos?(x) = (1 + cos(2x)), para todo x € R, temos
h(x) = asen?(x) + B cos®(x)
= a(1— cos*(x)) + B cos*(x)
=+ (—a+ ) cos?(x)

=+ (—a+p) (;(1 +cos(2x>))

_at+p  —a+p
=5 t— cos(2x)
o+ -+
=P+ qu,
para todo x € R. Portanto, h = ’Hﬁ 0 que prova que h € Ws.

LOgO, W1 - Wz.

Para demonstrar a inclusdo oposta, tomemos » € W, e provemos que
r € Wp. Como r é um elemento de W,, existem 1y, 6 € Rtaisquer = yp+dq,
ouseja, r(x) = yp(x) + dg(x) = v + 6 cos(2x), para todo x € R. Logo,

r(x) = v+ 6 cos(2x)
=9+ 06(—1+2cos?(x))
= (7 —6) + 26 cos*(x)
= (7 — &) (sen?(x) + cos?(x)) + 20 cos*(x)
= (7 —8) sen?(x) + (7 + ) cos®(x),

para todo x € R, donde se conclui que r = (y —9)f + (y+9)g € Wi.
Assim, também temos W, C W;. Comparando as duas inclusdes que foram
demonstradas, concluimos que W; = W;. O

Observagio. Seja V um espago vetorial, sejam uy,up,...,u, € V e seja W
um subespago de V. Para mostrar que [uq, Uy, ..., u,] C W, basta mostrar
que u1, Uy, ..., Uy € W, uma vez que se esses vetores estdo em W, entao
qualquer combinagdo linear deles (isto é, qualquer elemento do subespago
gerado por eles) também estard em W, ja que, sendo um subespacgo de V,
W é fechado para somas e multiplica¢des por escalares.

Poderiamos ter utilizado essa observagdo no exemplo anterior e mos-
trado apenas que f € W, e ¢ € W, a fim de garantir Wy = [f,g] € W,.
Como W, = [p,q], mostrar que f € W, é mostrar que a funcéo sen?(x) se
escreve como combinagdo linear da fun¢do constante igual a 1 e da fungao
cos(2x). Mas isso €, de fato, verdade, uma vez que, para todo x € R, temos

sen®(x) = %1 + (—i) cos(2x).
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Similarmente, mostrar que ¢ € W, é mostrar que a fungdo cos?(x) é com-
binagdo linear da funcdo constante igual a 1 e da fun¢do cos(2x), e isso é
verdade, como ja vimos:

1 1
2(¢) = =1 + =
cos”(x) 21 + 5 cos(2x).

A outra inclusdo, W, € Wj, poderia ser mostrada de modo similar,
utilizando as identidades

1=1sen?(x) +1cos’(x) e cos(2x) = (—1)sen?(x) + 1cos*(x).

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear I: Exs. 42—48.

4.4 Dependéncia linear

Quando um vetor v em um espago vetorial se escreve como combinagdo
linear de vetores uy,uy, ..., u,, é possivel que exista mais de uma maneira
de fazer essa decomposicdo, isto é, pode ser que existam ay, ap, ..., &, € R
e pB1,B2,--.,Bn € R, com pelo menos um «; distinto de B, tais que

U = U1 + apup + -+ iy

v = Pruy + Patip + - - - + Bultn.

Para um exemplo concreto desse fendmeno, tome os vetores u; = (1,2),

uy = (—1,0) e u3 = (1,1) de R%. Entdo, o vetor v = (3,5) se escreve como
v = (=1)uy +3uy + 7u3
e também como
v = 2uq + Oup + lus,

como o leitor pode facilmente verificar

A existéncia ou ndo de uma tinica maneira de expressar v como combi-

nagao linear de uq, uy, ..., u, esta relacionada com o conceito de depenéncia
linear, que veremos a seguir.

Defini¢do. Seja V um espago vetorial e sejam u1,u5,...,u, € V. Dizemos
que o conjunto {uy,uy, ..., uy} é linearmente dependente (LD) se existirem
A, A, ..., Ay € R, ndo todos nulos, tais que
Auq + Ayup + - - - + Ay, = Oy

Caso contrario, dizemos que {uy, uy, ..., u,} € linearmente independente (LI).

Por convengdo, o conjunto vazio & é LI

10 leitor também pode verificar que, para qualquer ¢t € R, temos

v = (—t+2)ug + tup + (2t + 1)u3.

Assim, de fato, existem infinitas maneiras distintas de se escrever v como combinagéo linear
de uq, up, us.
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Observagdo. Dado um conjunto {uy,uy, ..., u,} de vetores em um espago
vetorial V, é sempre possivel escrever o vetor nulo Oy como combinacdo
linear de uq,us, ..., u,, basta tomar escalares todos nulos

Oui +Ouz + - - - + Ouy, = Oy.

Chamemos essa combinagdo linear de trivial. O que diz a defini¢do acima é
que se houver outra combinacdo linear de u, uy, . .., u, que resulta no vetor
nulo, além da trivial, entdo o conjunto {uy, u, ..., u,} é dito LD.

Assim, para mostrar que um conjunto de vetores {u1, Uy, ..., U, } em um
espago vetorial V é LI é preciso mostrar que se A1, A2, ..., A, € R sdo tais
que

Auq + Apup + - - -+ Ayuy, = Oy,
entdo, necessariamente, Ay = A, = --- = A, = 0. O
Exemplo 4.4.1. No espaco vetorial R* decida se {u,v} é LI ou LD, em que
u=(1,234)ev=(1,1,2,3).

Solugdo. E preciso decidir se os tinicos escalares a, f tais que au + fv = Os
sdow = B = 0 (caso em que {u, v} é LI) oundo (e {u, v} seria LD). Vejamos,

au+ P =0 < a(1,2,3,4)+8(1,1,2,3) = (0,0,0,0)

a+B=0

20 +B=0
30 +2=0
da +3 =0

Como, evidentemente, « = B = 0 é a tinica solugdo desse sistema linear,
{u,v} éLIL O

Exemplo 4.4.2. No espaco vetorial R?, decida se {(1,2,3),(2,3,4),(—1,0,1)}
é Ll ouLD.

Solugdo. Se w, B,y € R sdo tais que

«(1,2,3)+ B(2,3,4) +v(—1,0,1) = (0,0,0), 4.2)
entdo valem
x+28—7=0
20 +3 =10

3a+4f+7v =0
Visto como um sistema linear nas incégnitas «, 3, y, esse sistema é indeter-

1 2 -1
minado, uma vez que det |2 3 0 | = 0 (ver Teorema|1.3.8)). Portanto,
34 1

existe pelo menos uma solugdo ndo trivial (sdo infinitas, na verdade) para
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a equacgdo (4.2), o que implica que {(1,2,3),(2,3,4),(—1,0,1)} é LD. Para
determinar uma combinagdo linear nao trivial explicita, basta exibir uma
solugdo nao trivial. As solugdes do sistema linear sdo da forma (—3t,2t, ),
t € R. Tomando, por exemplo, t = 1, obtemos a seguinte combinagdo linear
nao trivial dos trés vetores resultando no vetor nulo:

—3(1,2,3) +2(2,3,4) +1(—1,0,1) = (0,0,0).

Outros valores de t originam outras combinagdes lineares nao triviais. ¢

Exemplo 4.4.3. No espaco vetorial P(IR), de todos os polindmios, decida se
{f,g,h} éLloulD,emque f = t*+1,¢ = t* — 1,h = t + 2. (Neste exem-
plo, a varidvel estd sendo denotada por t, ao invés de x, como vinhamos
fazendo.)

Solugio. Sejam &, B, v € R tais que af + g+ vh = Op(g). Entdo, a(t* +1) +
B(t? —1) +v(t+2) = 0, o que é equivalente a (a + B)t> + vt + (a — B +
27) = 0. Em P(IR) isso vale se, e s6 se,

x+pB=0

7=0

a—p+2y=0
A tnica solugdo desse sistema é x = f = v = 0. Logo, {f, g, h} é LL O
Exemplo 4.4.4. No espago vetorial 7 (R), de todas as fung¢des reais a valores
reais, 0 conjunto {sen?(x), cos?(x), cos(2x)} é LD, uma vez que

(—1) sen®(x) + 1 cos?(x) + (—1) cos(2x) = 0,

para todo x € R.
Observagio. Seja V um espago vetorial, sdo consequéncias imediatas da de-
finicdo de dependéncia linear:

e Dadou € V, o conjunto unitdrio {u} é LD se, e somente se, u = Oy
(uma vez que se u # Oy, entdo Au = Oy s6 ocorre quando A = 0).

e Dadosuy,uy,...,u, € V,o0conjunto {uq,uy,...,u,} € LD se, e somente
se, algum dos u; é combinacao linear dos demais. (O mesmo argumento
utilizado na demonstragao da Proposigao se aplica aqui.) O

Vejamos algumas propriedades hereditarias, por assim dizer, da de-
pendéncia linear.

Proposicao 4.4.5. Seja V um espago vetorial e sejam A,B C V dois conjuntos
finitos de vetores de V. Valem as sequintes propriedades:

(i) SeOy € A, entdo AéLD.
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(ii) Se A C Be AéLD,entio BéLD.
(iii) Se A C BeBéLl entio AéLL

Demonstragio. Para (i), suponha que A = {0y = uq,uy, ..., u,}, entdo
luq + Oup + ...0u, = Oy e os escalares utilizados nessa combinagédo li-
near nao sio todos nulos; logo, A é LD. E claro que (ii) e (iii) sdo equi-
valentes. Mostremos (ii). Suponha que A = {uy,up, ..., u,} e que B =
{ug,up, ... ty, Upy1,...,ur}. Se A é LD, entdo existem ay,a,...,a, € R,
ndo todos nulos, tais que ajuy + aup + - - - + ayu, = Oy. Assim,

lglul + 132“2 + 4t :B”un + ﬁn—o—lun—&-l + -+ 5rur = Oy,

emque ; = a;, parai = 1,...,n, e Byy1 = --- = B = 0. Como os
escalares utilizados nessa combinagéo linear nao sao todos nulos (algum pB;
com1 <i<mnénidonulo), BéLD. O

Relagdes de dependéncia linear em espagos de fungdes, como a do E-
xemplo sdo incomuns. No Exercicio 13 da Lista 1 de Algebra Linear
IT (2020), um método para lidar com a independéncia linear entre fungdes
é esbocado. No exemplo abaixo, apresentamos mais uma técnica que pode
ser util na demonstracdo da independéncia linear em espagos de fungdes
muitas vezes diferencidveis.

Exemplo 4.4.6. Mostre que {e',e*,¢3'} é LI no espaco vetorial F(R).

Solugdo. Para deixar o argumento mais claro, as fungdes envolvidas serdo
denotadas por
fiR — R, 'R — R, h: R — R.
t — et [ to— et
Nossa tarefa consiste em mostrar que se «, 8,y € R sdo tais que af + pg +
Yh = Oz(R), entdo a« = f = v = 0. Como o vetor nulo 0z ) do espago
vetorial F(RR) é a fungdo identicamente nula, precisamos mostrar que os
tnicos valores de «, B, ¥ que satisfazem
af (t) + Bg(t) +vh(t) =0, paratodot e R,
sdoa = B = v = 0. Ou seja, que
we' + ﬁeZt + e =0, paratodot € IR, (4.3)
implica @ = B = v = 0. Mas, (4.3) implica, em particular, fazendo t = 0,
que
a+p+v=0. (4.4)
Agora, (4.3) é uma igualdade entre fungoes, a funcdo af + Bg + yh, do lado
esquerdo, e a fungdo nula, do lado direito. Como ambas sdo diferenciaveis,
suas derivadas devem também coincidir. Assim, derivando (4.3)), obtemos
we' +2Be* +37e* =0, paratodot € R. (4.5)
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Em particular, se t =0,

x+2B8+3y=0. (4.6)
Derivando, agora, (4.5)), obtemos
ael + 4‘BeZt + 9’)/€3t =0, paratodot e R, 4.7)
que, avaliada em ¢t = 0, fonece
x+4p+9y = 0. (4.8)

Dessa discussdo, segue que «, B,y sdo nimeros reais que satisfazem (jun-

tando (@.4), e (4.9))

11 1| |« 0
12 3| |g| =|o]. 4.9)
1 4 9| |y 0
1 11
Comodet {1 2 3| =2 # 0, atnica solugdo de éatrivial: « = B =
1 49
v = 0. Segue que {e’,e*,e%} é LL O

Observagio. A ideia explorada no exemplo acima pode ser generatizada: da-
dos n ntimeros reais distintos A1, Ay, ..., A,, 0 conjunto {eM!, e, ... Mt}
de n vetores de F(R) é LI. Basta argumentar avaliando uma combinacéo
linear desses vetores e das n — 1 primeiras derivadas dela em t = 0. O
argumento funciona porque

1 |
M A A
det| BB A
At oArt At

é igual ao produto de todos os termos da forma (A; — A;), com 1 < i <
j < n, que, sendo os A; todos distintos, é diferente de zero. Esse deter-
minante chama-se determinante de Vandermonde. Uma prova da igualdade
mencionada pode ser facilmente encontrada na internet, por exemplo, em
https://en.wikipedia.org/wiki/Vandermonde_matrix. O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear II (2020): Exs. 13-16.

4.5 Bases e dimensao

Na secdo anterior, vimos os conceitos de subespago gerado por um subcon-
junto e independéncia (e dependéncia) linear. Essas ideias serdo conjugadas
para obtermos o conceito de base de um espago vetorial.
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Defini¢do. Seja V um espaco vetorial e seja B um conjunto finito formado
por vetores de V. Dizemos que B é uma base de V se as duas seguintes
condicOes estdo satisfeitas:

(i) BgeraV,istoé, [B]=V,e
(ii) BéLL

Como vimos na se¢do anterior, dado um subconjunto finito B de um
espago vetorial, sempre podemos considerar o subespaco gerado por dele,
que denotamos por [B] e que é formado por todas as combinagdes lineares
dos elementos de B. O que a condicdo (i) na defini¢do de base exige é que
esse subespaco coincida com todo o espago vetorial V. Assim, uma base
de um espaco vetorial V nada mais é do que um conjunto finito que é LI e
que esgota, tomando-se combinagdes lineares de seus elementos, todos os
elementos de V.

Comecemos com alguns exemplos para explorar essa defini¢ao.

Exemplo 4.5.1. O conjunto

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

é uma base de R®. Com efeito, é claro que esse conjunto é LI. Além disso,
esse conjunto gera IR?, pois todo vetor de IR® pode ser escrito como combi-
nagdo linear dos trés vetores no conjunto:

(a,b,c) =a(1,0,0) +b(0,1,0) +¢(0,0,1).

De maneira analoga, é facil ver que o conjunto {e1,€2,...,e,} de n veto-
res, em que, paracadai=1,...,n,

e; = (0,0,...,0,1,0,0,...,0)
1
é uma base de IR”. Essa base é chamada base candnica de R". O

Exemplo 4.5.2. O conjunto de n + 1 vetores {1,¢, 2., t"} é uma base de
Pu(R), pois ele é claramente gerador e LI. O

Exemplo 4.5.3. O conjunto de 4 vetores
1 0{ (0 1] |0 O |0 O
0 0/”|0 0]”|1 0]"|0 1
é uma base de M (R). O

As bases dos dois exemplos anteriores também sdo, as vezes, chamadas
de bases candnicas de seus respectivos espagos vetoriais.

Exemplo 4.5.4. O conjunto B = {(1,2,3),(0,2,2),(1,0,—1)} é uma base de
R3. De fato, mostremos que B gera R® e que B é LL
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(i) [B] = R®: aqui, é preciso mostrar que todo vetor de IR? é combinagéo
linear de u; = (1,2,3),u; = (0,2,2),u3 = (1,0, —1). Para tanto, é preciso
mostrar que, dado v = (x,y,z) € R3, existem &, 8,7 € R3 tais que v =
auy + Pup + yus, ou seja, (x,y,z) = a(1,2,3) + B(0,2,2) + v(1,0,—1) =
(4,20 +2B,3a + 2B — 7). Assim, mostrar que B gera R3? é mostrar que,
dados x,y,z € IR, o sistema linear

H+7y=x
20 +2B=y (4.10)
3 +2—7=z
1 0 1
nas variaveis «, 8,7y, tem solugdo. Comodet (2 2 0 | = —4 # 0, segue
3 2 -1

do Teorema(I.3.8|que o sistema é possivel determinado; em particular,
tem solugdo. Portanto, de fato, [B] = R®. (Na realidade, o Teorema nos
garante que tem uma tnica solugdo. Pelo método do escalonamento,
por exemplo, pode-se determinar que a tinica solucdo de é dada por
X = xig“,ﬁ = 7”22%2,’)/ = x+2£ Em outras palavras, se v = (x,y,z),
entdo v = (XL )y + (ZE )y + (K ug.)

(if) B é LI: aqui, o objetivo é mostrar que se «,p,7 € R sdo tais que
auy + Bux + yuz = (0,0,0), entdo necessariamente, « = f = ¢ = 0. Isso é
equivalente a mostrar que o sistema comx =y =z = 0 é determi-
nado. Mas uma vez, esse fato segue do Teorema m O

No exemplo acima, vimos que essencialmente a mesma razao garantiu
que o conjunto B era gerador e era LI. Veremos que essa correlacdo sem-
pre estara presente quando o conjunto em questdo tiver a quantidade certa,
num sentido a ser precisado, de elementos (cf. Corolaro4.5.15).

Exemplo 4.5.5. O conjunto {(1,0,0), (0,1,0)} ndo é uma base de R3, porque,
apesar de ser LI (como é facil ver), ndo gera R3; por exemplo, (0,0,1) ndo é
combinacao linear de (1,0,0) e (0,1,0). O

Exemplo 4.5.6. O conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,2,3)} ndo é uma ba-
se de R?, porque, apesar de gerar R? (todo vetor de R® é combinagao linear
dos trés primeiros, e, portanto, dos quatro vetores), ndo é LI: (1,2,3) =
1(1,0,0) +2(0,1,0) + 3(0,0,1). O

Todo espago vetorial que pode ser gerado por um conjunto finito de
vetores tem, pelo menos, uma base. Isso é consequéncia do Teorema m
que veremos a segulir.

O lema abaixo, necessario na demonstracdo do teorema, é uma con-
sequéncia quase imediata da defini¢do de subespaco gerado.
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Lema 4.5.7. Seja V um espaco vetorial e sejam ui,uz,...,u, € V. Para todo
veV,v € [uy,... Uy se esomentese, [v,u1,...,u,| = [u,..., Ul

Em outras palavras, o lema afirma que um vetor que é combinagéo li-
near de outros vetores de um conjunto gerador de um subespago pode ser
omitido desse conjunto gerador sem afetar o subespaco gerado.

2

Demonstragio. Tome v € V. A inclusdo [u1,...,u,] C [v,u,..., u,] é
sempre valida. Assim para demonstrar o lema, basta mostrar que v €
[Ug, ..., uy] se, e somentese, [v,u1,...,uy] C Uy, ..., Uyl

Primeiramente, suponha que v € [uy,...,u,]. Como, evidentemente,
U,..., Uy € [Ug,..., Uy, segue, da Observagdo na pédgina que vale a
incluséo [v,uq,...,uy] C [uy,..., Uyl

Reciprocamente, suponha que [v,uy,...,u,| C [uy,..., u,]. Como é
sempre verdade que v € [v,uUy,. .., U], segue que v € [uUy, ..., Uy]. O

Teorema 4.5.8. Seja V um espago vetorial e sejam uy,...,u, € V. SeV =
[ui, ..., uy), entdo existe uma base B de V tal que B C {uq,...,u,}.

Demonstragio. Se o conjunto A = {u,...,u,} for LI, entdo ele serd uma
base e ndo ha o que demonstrar. Suponha, entdo, que A é LD. Assim, algum
uj é combinagao linear dos demais, isto €, u; € [u1,...,uj_1, 141, ..., Un].
Dai segue, do Lema que

(w1, uj gt un ] = [A] = V.

Se Ay = {u1,...,uj_1,ujy1,...,uy} for LI, esta serd uma base de V contida
em A. Se ndo, repetimos o argumento com .4; no lugar de A. Desse modo,
obteremos uma cadeia estritamente descendente

A2 M2 42 ...

de subconjuntos de 4, todos gerando V. Como esses conjuntos sdo todos
finitos e diminuem de tamanho ao longo da cadeia, em algum ponto, a
cadeia estacionard em um conjunto que é também LI (ja que o conjunto
vazio é LI). Nesse ponto, teremos uma base de V contida em A. O

A demonstragdo do teorema fornece um método para obter uma base
contida em um conjunto gerado. Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.5.9. Mostre que o conjunto A = {(1,0),(1,1), (1,2)} gera o espa-
co vetorial R? e exiba uma base de IR? contida nele.

Solugio. Vejamos, primeiramente, que A gera IR?. Para tanto é preciso mos-
trar que todo vetor de R? é combinagéo linear dos elementos de .A. Dado
(a,b) € R?, teremos (a,b) € [A] se, e somente se, existirem x,,z € R tais
que (a,b) = x(1,0) +y(1,1) + x(1,2), ou, equivalentemente, se existirem
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x,Y,z € R satisfazendo

{x+y+z:” 4.11)
y+2z=0>
Como a matriz aumentada
1 1 1}a
[ 01 2|b }
desse sistema ja é escalonada, vemos que, para quaisquer a,b € IR, o sis-
tema tem solugao. Logo, A, de fato, gera IR?.

Antes de prosseguir, cabe um comentario. Resolvendo o sistema (4.11),
obtemos que suas solugdes sdo dadas por (a —b+t,b —2t,t), t € R; por-
tanto, para cada escolha de t € R, obtém-se uma decomposigdo de (a,b)
como combinacao linear dos elementos de A:

(a,b) =(a—b+1)(1,0)+ (b —2t)(1,1) + £(1,2). (4.12)
Por exemplo, fazendo t = 1, obtemos
(a,b) =(a—b+1)(1,0)+ (b—2)(1,1) +1(1,2).

Existem infinitas decomposi¢des como essa, uma para cada escolha do pa-
rametro .

Continuemos na busca por uma base de R? contida em A.

O conjunto A é LD, pois olhando para coma = b = 0, vemos que
existem combinagdes lineares nao triviais dos elementos de .A que resultam
no vetor nulo de R?, por exemplo, tomando a solugdo com t = 2, obtemos

2(1,0) + (—4)(1,1) +2(1,2) = (0,0). (4.13)

Logo, A ndo é uma base de R?, pois, apesar de gerar IR?, ndo é um conjunto
LI. Mas, pelo Teorema A contém uma base de R2.
A relagdo de dependéncia linear (4.13) permite que se escreva, por e-
xemplo, (1,0) como combinacdo linear de (1,1) e (1,2):
1
(1,0) = 5(4(1’1) +(-2)(1,2)) =2(1,1) —1(1,2).

Assim, pelo Lemaf4.5.7, podemos remover o vetor (1,0) do conjunto A sem
alterar o subespaco gerado por ele; em outras palavras,

Ou seja, é possivel reduzir o conjunto gerador A de R? para um conjunto
que continua gerando R?, estd contido em .4, mas tem um elemento a me-
nos. Agora, esse novo conjunto A; = {(1,1),(1,2)} é LI, uma vez que

«(1,1) + B(1,2) = (0,0)

implica « = B = 0, como o leitor pode facilmente verificar. Portanto A; é
uma base de IR?, que est4 contida em A. O
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Vale mencionar que, no exemplo anterior, foi feita uma escolha do vetor
que se retirou de A, a saber, o vetor (1,0). A relagdo permite que se
escreva, também, (1,1) como combinacéo linear de (1,0) e (1,2), ou, ainda,
(1,2) como combinagédo linear de (1,0) e (1,1). Cada uma dessas outras
escolhas de vetores que podem ser retirados de A, por serem combinagao
linear dos demais, resultaria em uma base diferente de IR? contida em A.

Aqui, cabe um alerta. A remocdo de vetores de um conjunto gerador
LD a fim de dele se extrair uma base néo é arbitrdria. Conforme vimos na
demonstracdo do Teorema em cada etapa, é preciso remover algum
vetor que seja combinagio linear dos demais. Por exemplo, é facil ver que o
conjunto

B ={(1,0),(2,0),(0,1)}

gera RZ%; portanto, conforme o Teorema contém uma base de R2.
Também é facil ver que esse conjunto é LD. Assim, para se obter uma base
de IR? a partir dele, serd necessario submeté-lo a um processo analogo ao
que adotamos no Exemlo isto é, precisamos remover adequadamente
vetores de B. Nao é qualquer vetor que pode ser removido. Por exemplo,
se retirarmos o vetor (0, 1) de B, obtemos o conjunto {(1,0), (2,0)} que ndo
mais gera R2. Isso ocorreu porque (0, 1) ndo é combinacéo linear de (1,0) e
(2,0). Ja o vetor (2,0) é combinacao linear de (1,0) e (0,1):

(2,0) =2(1,0) +0(0,1),
portanto, pode ser removido de B e, de fato, o subconjunto

{(1,0),(0,1)}

formado pelos vetores restantes em B é uma base de R2. Repetindo, foi
feita uma escolha adequada: retiramos de B o vetor (2,0) pois ele era com-
binacdo linear dos demais. Poderiamos, alternativamente, ter retirado de B
o vetor (1,0), ja que ele é combinagéo linear dos outros dois:

(1,0) = %(2,0) +0(0,1).

O subconjunto restante, {(2,0), (0,1)}, é uma outra base de R? contida em
B. Em resumo, B contém exatamente duas bases de IR? (em contraste com
o conjunto A do Exemplo que continha trés).

No Apéndice B} o leitor encontra um método algoritmico, e mais efici-
ente, para se extrair de um conjunto gerador uma base.

Dimensao. Nosso objetivo, agora, serd mostrar que duas bases de um
mesmo espago vetorial tém sempre a mesma quantidade de elementos.
Esse fato seguird como consequéncia do resultado a seguir.

Teorema 4.5.10. Seja V um espago vetorial, sejam A = {uq,...,u,} e B =
{v1,...,0m} subconjuntosde V. Se V.= [A] e B é LI, entdo n > m.
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Demonstragido. A demonstragdo sera feita por contradi¢do. Suponha que
n < m. Como A é um conjunto gerador de V, todo vetor de V se escreve
como combinagdo linear dos elementos de A, em particular, isso se aplica
aos elementos de B: paracadaj=1,...,m, existem a;; € R (1<i<n)tais
que

n
o= Lo
i=1
Considere o sistema linear homogéneo de n equagdes e m incégnitas cujos
coeficientes sdo os escalares jj:
K11X1 + &12X2 + -+ -+ &y Xy =0
X1 X1 + KX + -+ -+ Ao X = 0
(4.14)
A1 X1+ @n2X2 + -+ KX = 0
Como n < m, pelo Teorema esse sistema tem pelo menos uma solugdo

ndo trivial (B1, B2, - - ., Bm). Assim,

B1v1 + Bava+ - - - + BuUm

B (i “ﬂ“i) + B2 ( ) aizuz) + -+ Bm (i aim”i)
i=1 i=1 i=1
(i lej,Bj) uy + (i Déz]',Bj) up+ -+ (i Oénj,Bj> Uy
i—1 i—1 i—1

Como (B1, B2, - -, Bm) € uma solugdo de (4.14), cada um dos coeficientes dos
u; na combinagéo linear acima é zero. Segue que

B1v1 + Bava + - - - + Bm¥m = Oy.

Mas os escalares f; ndo sdo todos nulos, pois formam uma solugdo néao
trivial de (4.14). Portanto, B é LD, o que é uma contradigdo. Ou seja, su-
por que n < m conduz a uma contradicdo com uma das hipéteses. Somo
forcados, portanto, a aceitar que n > m. O

Coroldrio 4.5.11. Sejam By e By duas bases de um espago vetorial V. Entdo, I3y e
B, tém a mesma quantidade de elementos.

Demonstragio. Suponha que B; tenha n elementos e que B, tenha m ele-
mentos. Como V = [B;] e B; é LI, segue, do Teorema que n > m.
Por outro lado, como V = [B,] e B; é LI, segue, do mesmo resultado, que
m > n. Logo, n = m. ]

Esse resultado justifica a préxima definigdo.
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Defini¢dao. Se V é um espaco vetorial que tem uma base com 7 elementos,
diremos que V tem dimensio n e escreveremos dim(V') = n. Por convengéo,
0 espaco vetorial nulo tem dimensao 0.

Exemplo 4.5.12. Segue, pelo que vimos nos exemplos no inicio desta secéo,
que

o dim(R") =n,
o dim(Py(R)) =n+1,
o dim(My(R)) = 4.

Nesse ultimo caso, mais geralmente, dim (men(lR)) = mn. Uma base de
My xn(R) € {Eij |1<i<m,1<j<n} emque E;j denota a matriz m x n
com entrada (i, j) igual a 1 e as demais, todas, nulas. O

Como vimos no Teorema todo espago vetorial que pode ser ge-
rado por um conjunto finito de vetores tem uma base. Esses espagos serdo
chamado de espagos vetoriais de dimensdo finita.

Terminamos esta segdo com um resultado que é, em certo sentido, dual
do Teorema Aqui, também, precisaremos de um lema preparatorio.

Lema 4.5.13. Seja V um espago vetorial e seja {v1, ..., v} um conjunto LI de
vetoresde V. Sew € V é tal que {w,v1,..., 0y} é LD, entdo w € [vy,...,0p).

Demonstragio. Como {w,vy,...,0y} € LD, existem B, ay,...,a, € R, ndo
todos nulos, tais que fw + w101 + - - - + 2V = Oy. Se B = 0, terfamos
algum a; # 0 e w01 + - - + a0y = Oy, 0 que é impossivel, uma vez que
{v1,...,om} é LL. Logo, B # 0 e, portanto, w = —%vl — ’%”vm €
(01, ., Um]. O

Teorema 4.5.14. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e seja B um sub-
conjunto LI de V. Entdo, V tem uma base contendo .

Esse resultado é também conhecido como Teorema do completamento, uma
vez que garante que qualquer conjunto LI em um espago vetorial de di-
mensdo finita pode ser completado a uma base.

Demonstragido. Suponha que dim(V) = n eseja A = {vy,...,v,} um con-
junto LI formado por vetores de V. Como V tem uma base com n elemen-
tos, segue do Teorema que n > m. Se [A] = V, entdo A é uma
base de V e ndo hd o que demonstrar. Suponha que [A] # V. Entdo,
existe um vetor w; € V tal que w; ¢ [A]. Pelo Lema o conjunto
A1 = {wy,v1,...,0m} é LL (Se fosse LD, o lema garantiria que w; € [A],
contradizendo a escolha de w;.) Consideremos, agora, o conjunto A;. Ele é
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LL Se [A;] = V, entdo A; serd uma base de V que contém A. Se ndo, repita
o argumento com 4; no lugar de A. Esse processo termina em uma base
(que contém A), porque em V nao existem conjuntos LI com mais do que n
vetores. ]
Corolario 4.5.15. Seja V um espaco vetorial de dimensio finita igual a n.

(i) Se B éum conjunto gerador de V com n elementos, entdo I3 é uma base de V.

(ii) Se B é um subconjunto LI de V com n elementos, entido 1B é uma base de V.
Demonstragio. (i) Pelo Teorema[d.5.8} existe uma base C de V tal que C C B.
Como C tem n elementos (pois dim(V) = n), segue que C = B. (ii) Pelo

Teorema [4.5.14] exise uma base C de V tal que B C C. Como C tem n
elementos, B = C. O

O corolério que acabamos de ver é ttil na tarefa de se exibir bases, como
ilustra o préximo exemplo.

Exemplo 4.5.16. Mostre que B = {v1,v3,v3,v4}, em que
v =(1,1,0,—4), v =(3,-1,2,1),
vz =(-2,-1,1,1), vy =(0,1,-2,2),
é uma base de R*.

Solugdo. Vejamos se B é LI Sejam «q, a2, a3,04 € R. Entdo, a1v1 + apvy +
x303 + 0404 = Ops se, e somente se,

1 3 -2 0 xq 0
1 -1 -1 1 | |0
0o 2 1 2| |az]| |0
-4 1 1 2 Xy 0
1 3 =2 0
1 -1 -1 1
Como det 0 5 1 o = —9 # 0, segue do Teorema [1.3.8| que,
-4 1 1 2

necessariamente, ®; = ap = a3 = a4 = 0. Logo, B é um conjunto LI em
R*. Como dim(IR*) = 4, e B é um conjunto LI formado por 4 vetores de IR*,

segue, do Corolério que B é uma base de R*. O
Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear II (2020): Exs. 17-24.

4.6 Coordenadas

Se B = {uj,uy,...,u,} é uma base do espago vetorial V e v € V, entdo,
como B gera V, existem a1, ay,...,a, € R tais que

U= U1 + Kol + - - -+ Ayl (4.15)
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Como B é LI, a sequéncia (aq,ay,...,&,) dos escalares utilizados na ex-
pressdo (4.15) estd univocamente determinada pelos elementos de B e pela
ordem em que eles estdo dados. Com efeito, se B1,B2,...,Bn € R sdo tais
que

0= ﬁ1l/l1 +ﬁ2u2 + - +ﬁnun/
entdo, igualando ambas as expressdes de v como combinagdo linear dos
elementos de B, obtém-se

(a1 — Br)ur + (o — Bo)up + - - - + (a0 — Bn)tty = Oy.

Como B é LI, segue que a1 = 1,02 = B2,..., &y = P

Uma vez fixada uma ordem nos elementos de uma base B de um espago
vetorial V, dizemos que B é uma base ordenada de V.

O que acabamos de ver permite que se definam coordenadas em relacao
a uma base ordenada.

Defini¢do. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita igual a 7, e seja
B = {uy,uy,...,u,} umabase ordenada de V. Dado um vetor v € V, sejam
x1,%2,...,4, € R tais que

U= Uy + &oUp + - - -+ aply,.

Dizemos que (a1, &2, ..., &) sdo as coordenadas de v em relagdo a base orde-
nada B, e escrevemos

v=(01,00,...,0,)8-

Observagio. Cabe um comentario sobre as semelhancas e diferencas entre a
nomenclatura e notagdo para bases e coordenadas utilizadas no Capitulo
em comparacdo com as utilizadas no contexto de espagos vetoriais abstra-
tos.

Para o espago vetorial V3 dos vetores tridimensionais, definimos uma
base como sendo um conjunto ordenado LI composto por trés vetores. Es-
sas bases, no contexto abstrato, sdo o que estamos, a partir de agora, cha-
mando de bases ordenadas.

Repare, também, que o conceito de coordenadas visto acima coincide
com aquele do Capitulo 2} O

Tem-se uma versdo para espacos vetoriais gerais da Proposicao [2.3.2)
que nos permitia “fazer contas em coordenadas”:

Proposicao 4.6.1. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita iqual a n, e seja
B uma base ordenada de V. Sejam v,w € V comv = (aq,az,...,0,)g € W =
(B1,B2,---,Bn)B, eseja A € R. Entdo,

() v+w= (a1 +PBr, 02+ Po....n+ Pu)B
(i) Av= (Aag, Aag, ..., Aay)p.
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Demonstragido. Suponha que B = {uq,uy,...,u,}. Comov = ajug + -+ - +
AUy e w = Brug + - - - + Bulty, segue que v +w = (&g + B1)ug + -+ - + (a, +
Br)uy e Av = (Aaq)ug + ... (Awy)uy. O

Exemplo 4.6.2. (Prova 3, Algebra Linear I, 2015) Considere a base ordenada
B de M;(R) dada por

s= {3 A0 E

Se (a,b,c,d) denotam as coordenadas da matriz B é] em relacdo a base
B, entdo 8a +4b + 2c +d éigual a
(A)3 (B)5 8 (D) 11 (E) 15

Solugdo. Fica a cargo do leitor convencer-se de que B é, de fato, uma base de

M>(R). Pela defini¢do de coordenadas, B é] = (a,b,c,d)p se, e somente

se,
1 2 11 -1 1 11 11
s ol =l e[ Al el o el
_la—b+c+d a+b+c+d
| a+b+c a—b+d |’
a—b+c+d=1
. a+b+c+d=2 . . ,
ou seja, se e somente se, . A solugdo desse sistema é
a+b+c=3
a—b+d=0
dadapora=3,b = 3,¢=1,d = —1. Resposta: (E). O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear II (2020): Exs. 25-27.

4.7 Base e dimensao de subespacos

Como vimos na Secao um subespaco de um espacgo vetorial ¢, ele tam-
bém, um espago vetorial. Nesta se¢do, aplicaremos as ideias de base e di-
mensao ao estudo de subespagos de espacos vetoriais.

Comegamos com as seguinte consequéncia dos resultados da Segao

Proposicdo 4.7.1. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e seja W um
subespago de V. Entdo, W tem dimensdo finita e dim(W) < dim(V). Além
disso, dim(W) = dim(V') se, e somente se, W = V.
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Demonstragio. Se W = {0y}, entdo dim(W) = 0 < dim(V). Se W # {0y},
tome um vetor w; € W, w; # Oy. Entdo, o conjunto {w;} é LI, o que
implica, pelo Teorema que dim(V) > 1. Como W é um subespago
de V, temos [w1] C W. Se [w1] = W, entdo {w;} é uma base de W, e,
portanto, dim(W) =1 < dim(V). Se [w;1] # W, entdo existe w, € W tal que
wy # [wi]. Do Lema segue que {wj, w2} é um subconjunto LI de W
e, a fortiori, de V. Assim, usando novamente o Teorema concluimos
que dim(V) > 2. Sabemos que [w1, w2] C W (porque W é um subespaco
de V). Se [wq, w2] = W, o conjunto {w, w,} é uma base de W e dim(W) =
2 < dim(V). Se [wy, wy] # W, repetimos o argumento. Esse processo ndo
pode ser repetido indefinidamente, pois, a cada passo, construimos em W,
e, portanto, em V, um conjunto LI maior, mas os subconjuntos LI de V tém
tamanho limitado por dim(V).

E claro que se W = V, entdo dim(W) = dim(V). Reciprocamente,
suponha que n = dim(W) = dim(V) e seja B uma base de W. Entdo,
B é um subconjunto LI de V contendo n = dim(V) elementos. Pelo Co-
rolario[4.5.15, B é uma base de V. Logo, V = [B] = W. O

Dedicaremos o resto desta se¢do ao estudo de exemplos em que bases e
dimensdes de subespagos sdo determinados.

Nos exemplos que seguem, faremos uso da seguinte observacao ttil na
determinacdo de bases de subespagos por meio do processo de escalona-
mento.

Observagdo. Seja V um espago vetorial de dimensao finita igual a 7, e seja
B uma base ordenada de V. Dados vetores uj, ..., u; de V, podemos con-
siderar o subespago W = [uy, ..., ux|. Para encontrar uma base para W (e,
portanto, determinar sua dimensdo), podemos proceder da seguinte ma-
neira: determine as coordenadas dos vetores que geram W em relacdo a
base ordenada B,
Ui = (lxill Xigyevvy D‘in)Bz

e considere a matriz A = (w;;) € Mx,(R), cujas linhas sdo as coordenadas,
em relagdo a I3, dos geradores de W. Agora, seja R = (B;;) € M ,(IR) uma
matriz que foi obtida a partir de A por meio de uma sequéncia de operagdes
elementares sobre linhas. Note que as linhas de R sdo combinagdes lineares
das linhas de A. Portanto, segue da Proposigao que se definirmos os
vetores

w; = (,Bill ,BiZI ey ,Bin)B;
cujas coordenadas, em relacdo a base B sdo dadas pelas linhas de R, entdo
w; € [uy,...,ux] = W. Logo, [wi,...,wx] € W. Como A também pode
ser obtida a partir de R por meio de uma sequéncia de operacdes elemen-
tares sobre linhas, o0 mesmo argumento prova que W = [uy,...,u;] C
[w1,...,wg]. Portanto, W = [wy, ..., wy].
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Agora, suponha que R seja uma matriz escalonada (por exemplo, que
tenha sido obtida a partir de A pelo processo de escalonamento). Neste
caso, W sera gerado pelos vetores cujas coordenadas, em relacdo a base B,
sdo dadas pelas linhas ndo nulas de R (pois as linhas nulas correspondem
ao vetor nulo, que sempre pode ser eliminado de um conjunto gerador).
Mais ainda, segue novamente da Proposicdo que os vetores cujas co-
ordenadas correspondem as linhas ndo nulas de R formam um conjunto
LI de vetores (uma vez que os pivOs ocorrem em posi¢des distintas); logo
formam uma base de W. Assim, dim(W) coincide com o namero de linhas
ndo nulas de R, que é o nimero de pivos de R. O

Exemplo 4.7.2. Determine a dimensdo do subespago
W= [(x-1)% (x —2)% (x — 3)?]

de 7)2 (]R)

Solugdo. Sabemos, da Proposi¢do que dim(W) < dim(P2(R)) = 3.
Vamos utilizar a observagdo acima para encontrar uma base, e consequen-
temente, a dimensdo, de W. Comecemos por escolher uma base ordenada
para P>(R), por exemplo, B = {1,x,x?}, e determinemos as coordenadas,
em relacdo a essa base, dos geradores de W:

(x—1)2*=1-2x+x*=(1,-2,1)5
(x =22 =4—4x+ x> = (4,—4,1)3
(x—3)2=9—-5x+x*=(9,-6,1)5,

ouseja, W = [(1,-2,1)5, (4, —4,1)5,(9,—6,1)3]. Agora, considere a ma-

triz cujas linhas sdo as coordenadas dos geradores de W e submeta-a ao
processo de escalonamento:

1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1
4 -4 1 —-10 4 -3 =10 4 -3| =R
9 —6 1 0 12 -8 0 0 1

Pelo comentario feito antes do exemplo, sabemos que
W =1(1,-2,1)5,(0,4,-3)5,(0,0,1)5] .

Como esses trés vetores sdo, evidentemente, LI, eles formam uma base de
W, donde segue que dim(W) = 3, que é precisamente o nimero pivos da
matriz escalonada R.
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Um comentdrio final: encontramos uma base {f1, f2, f3} para o subes-
paco W, em que

fi=1,-2,1)=1-2x+x?%
fr=1(0,4,-3)5 = 4x — %,
f3=1(0,0,1)5 = x2.

Como W também é gerado por {(x — 1)2, (x —2)?, (x — 3)?} — W foi apre-
sentado como sendo precisamente o subespago gerado por esse conjunto —
e, agora, sabemos que dim(W) = 3, segue que esse conjunto também é uma

base de W. O
Exemplo 4.7.3. Determine a dimensdo do subespaco W = [v1,v;,v3] de
M;(R), em que

2 -1 12 (o -5
“I= 12 o’ 273 4|7 BT |_4 _g|

Solugio. Como dim(Mz(R)) = 4, segue que dim(W) < 4. Mais do que
isso, como W é gerado por 3 vetores, sabemos, pelo Teorema [4.5.10, que
dim(W) < 3. Seja

B— 1 0] (0 1] [0 O |0 O
(0 0/”]0 O|"|1 Of|"|0 1
a base canodnica de M (IR). Vamos trabalhar com coordenadas em relagdo a

B. Temos, assim,
W=[(2,-1,20)p (1,2,3,4)5 (0,—5 —4,—-8)z].

Agora,
2 -1 2 0 1 2 3 4
1 2 3 4 [ — 12 -1 2 0
0 -5 —4 -8 0 -5 —4 8]
1 2 3 47 1 2 3 4
- 10 -5 -4 -8 >0 -5 —4 —-8| =R
0 -5 —4 -8] 0 0 0 0

Logo, {wy, w2}, em que

1 2
w = (1,2,3,4)32 |:3 4:| = 0y

e
0 -5
Wy = (0/ —5,—-4, _8>B = |:_4 _8:| = U3,
é uma base de W e, portanto, dim(W) = 2, que é, precisamente, 0 namero
de pivos de R. O
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Exemplo 4.7.4. Em R®, encontre uma base e a dimensdo do subespaco S =
(U1, up, U3, us), em que

uy = (110/ _1/2/0>/ Uz = (2/ 1/3/0/ 0)/

uz =(0,1,-5,4,0), us = (1,0,—-11,10,0).

Solugdo. Sabemos que dim(S) < 4, uma vez que S é gerado por 4 vetores.
Como vimos fazendo (e trabalhando com coordenadas em relacdo a base
candnica de R®), vamos submeter a matriz cujas linhas sdo formadas pelas
coordenadas dos geradores de S ao processo de escalonamento:

10 -1 2 0 (1 0 -1 2 0]
21300_}015—40
01 -5 4 0 01 -5 4 0
1 0 —11 10 0 0 0 —-10 8 0]
1 0 -1 2 0] 10 -1 2 0
_)015—40_>015—40
00 —10 8 0 00 —10 8 0
0 0 —10 8 0] 00 0O 0 O

Assim, dim(S) = 3 (que é o namero de pivos da matriz escalonada ao final
do processo) e uma base de S é {u}, uj, u}}, em que

uh = (1,0,—1,2,0) = uy, u} = (0,1,5,—4,0) e u}y = (0,0,-10,8,0).0

Observagido. No exemplo acima, encontramos uma base {u},u},u5} de S
que ndo estd contida no conjunto gerador {uy,uy, u3, us}. O Teorema
garante que é possivel extrair de {uy, 1, u3, 14} uma base de S. Para um
método que permite extrair uma base de um conjunto gerador de um sub-
espago, veja o Apéndice O

Exemplo 4.7.5. Determine a dimensdo do subespaco
V={peP®)|p(1)=0}
de 773 (]R)

Solugio. Comegamos por observar que V é, de fato, um subespaco de P3(IR),
como o leitor pode verificar. Assim, dim(V) < dim(P3(R)) = 4. Va-
mos trabalhar em coordenadas e procurar um conjunto gerador de V. Seja
B = {1,t,t2,t°} a base candnica de P3(R). Dado um vetor genérico p =
(a,b,¢,d)g de P3(IR), determinemos condigdes necessarias e suficientes so-
bre suas coordenadas para que p seja um elemento de V. Sabemos que
p € V se, e somente se p(1) = 0. Como p = (a,b,c,d)p, segue que
p(t) = a+ bt + ct?> + dt3 e, portanto, p € V se, e somente se, 0 = p(1) =
a+ b+ c+d. Ouseja, os vetores de V sdo aqueles elementos de P3(IR) cujas
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coordenadas, em relacdo a base B, satisfazem a equagao
x+y+z+w=0,

ou, em outras palavras, os elementos de V sdo precisamente os vetores de
P3(R) cujas coordenadas, em relagdo & base B, sdo solugdes do sistema
linear homogéneo (em notacdo matricial)

N R
|

111 1]

~ [0].

w

A matriz de coeficientes desse sistema ja é escalonada e tem apenas um
pivo. As varidveis v, z, w sdo livres, e, portanto, as solugdes do sistema sdo
da forma (—y —z —w,y,z,w), com y,z,w € R. Logo, os vetores de V sdo
da forma

(—-y—z—w,y,z,w)g =vy(-1,1,0,0)g +2(—1,0,1,0)5 + w(—1,0,0,1)3.

(O que fizemos aqui foi “colocar em evidéncia” as varidveis livres y,z, w a
fim de obter a solugdo geral como combinagdo linear de um conjunto finito
de vetores.) Conclui-se dai que V = (g1, 2, g3], em que

g1=(-1,10,0)5 g =(-10,10)5 e g =(-10,01)5.

Como {91, $2, g3} € claramente LI, esses trés vetores formam uma base de
V, donde segue que dim(V) = 3. (Explicitamente, como elementos de
P5(R), os elementos dessa base de V sdo ¢1(t) = —1+¢t, g(t) = -1+t e
g3(t) = —1+1£3)

Veja que, neste exemplo, a dimensdo do subespago V é dada pelo nu-
mero de varidveis livres do sistema linear homogéneo que define as coor-
denadas dos elementos de V, que por sua vez, é igual ao ntimero total de
varidveis (no caso, a dimensdo do espago ambiente P3(IR)) menos o ntimero
de pivos: 4 — 1 = 3. O

No exemplo acima, vimos uma instancia em que foi possivel determinar
a dimensdo de um subespago em termos do ntimero de varidveis livres de
um sistema linear homogeéneo. Diante de um problema em que se trabalha
com coordenadas e o subespaco estd descrito em termos de condicdes que
devem ser estar satisfeitas pelas coordenadas de seus elementos, sempre
teremos o método aplicado no exemplo anterior a disposicao. Isso se deve
ao seguinte fato.

Proposicdo 4.7.6. Seja A € My« (R) e seja

S = {v € R" | v é solugio do sistema linear homogéneo AX = 0}.
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Entdo, S é um subespago de R" e dim(S) = n — t, em que t denota o niimero
de pivds de uma matriz escalonada obtida a partir de A por operagdes elementares
sobre linhas.

Demonstragio. Ja vimos, no Exemplo que S é, de fato, um subespago
de R". Vejamos qual é sua dimensdo. Seja R uma matriz escalonada ob-
tida a partir de A por operagdes elementares sobre linhas (por exemplo,
aplicando-se o processo de escalonamento a A). Entdo, os sistemas lineares
AX = 0e RX = 0 tém as mesmas solugdes. As solugdes de RX = 0 sao
obtidas atribuindo-se pardmetros independentes as varidveis livres e escre-
vendo, por retrossubstituicdo, as varidveis pivd em termos das varidveis
livres. Digamos, entdo, que R tenha t piv0s, e consequentemente, o sistema
RX = 0 tenha n — t varidveis livres. Uma solucdo genérica de RX = 0 se
escreve, entdo, como uma combinagao linear de n — t vetores vq, U2, ..., Up—t
de R", em que os escalares sdo justamente os 1 — t parametros atribuidos as
variaveis livres. Ou, dito de outra maneira, S é gerado por vy,vy,...,Vu—¢.
Como na posigdo relativa a cada uma das varidveis livres apenas um desses
vetores tem coordenada igual a 1, enquanto os demais tém essa coordenada
igual a 0, segue que o conjunto {v1,vy,...,v,_+} é, além de gerador de S,
também LI — uma base de S. Logo, dim(S) = n — t. O

O préximo exemplo é uma instancia desse resultado, desde que sejam
tomadas coordenadas em relagdo a uma base adequada.

Exemplo 4.7.7. Encontre uma base e a dimensdo do subespago

w={pePR)| @) = p1) = [ ployax }

de P>2(R), em que p’ denota a derivada de p.

Solugdo. Fica a cargo do leitor verificar que, de fato, W é um subespago
de P,(R). Trabalhemos com coordendas em relagdo a base canonica B =
{1,x,x?} de P»(R).

Para encontrar um conjunto gerador para W, tomemos um elemento
genérico p = (a,b,c)p de P2(R) e vamos impor as condi¢des para que ele
pertenca a W. Como p(x) = a + bx + cx?, segue que p'(x) = b+ 2cx e,
portanto, p’(2) = b+ 4c. Ainda, p(1) =a+b+c, e f02 p(x)dx =2a+2b+
%c (uma vez que uma primitiva de p é ax + %xz + §x). Logo, p € W se, e
somente se,

7

b+4c=a+b+c
a+b+c=2a+2b+5c
que é equivalente a
a—3c=0
a+b+3c=0
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Ou seja, p € W se, e somente se, suas coordenadas, em relacdo a base B,
satisfazem o sistema linear homogéneo

[l 1 _3} : H
5| [%2| = |o|-
11 32 o

Escalonando a matriz de coeficientes, obtemos
[1 0 —53}%[1 0 :43]:1%
11 3 01 F
Como R tem 2 pivos, dim(W) =3 -2 = 1.

Para obter uma base de W, basta encontrar a solucdo geral do sistema,
que, no caso, é (3z, —%z,z), com z € R. Isto é, os elementos de W sdo
da forma (3z, —%Z,Z)B = z(3, —%, 1)p, com z € R; em outras palavras,
W = [(3,—-%,1)5] = [3—Yx+x%]. E esse conjunto gerador (de um
unico vetor) é uma base para W. O

Exemplo 4.7.8. Encontre uma base para o subespago
S={(x,y,zw) ER* | 2x —y+z=3x+y—z+w=>5y—5z+2w=0}
de R*.

Solugio. S é o subespago de R* formado precisamente pelas solugdes do
sistema linear homogéneo cuja matriz de coeficientes é

2 -1 1 0
A=13 1 -1 1
0O 5 -5 2
Escalonando A, obtemos
2 -1 1 0 2 -1 1 0 2 -1 1 0
3 1 -11—-1]0 3 -3 1| =10 5 -5 2| =R,
0 5 -5 2 0 5 -5 2 0 0 0 0

que tem 2 pivds. Logo, dim(S) =4 -2 = 2.
Para achar uma base de S, olhando para R, vemos que as solugdes do
sistema sdo os vetores (x,y,z, w), em que

w=1t;, z=1t, dy—-5z+2w=0, 2x—y+z=0.

Em termos dos paradmetros atribuidos as variaveis livres z e w, temos:

w=t z=t =t 2t x = 1t
— 1y — 12, y_Z 51/ - 51'

Ou seja, as solugdes de AX = 0 sdo da forma

1 2 1 2
—=t,th — =t1,t0,t1 | =t | —=,—=,0,1 t 1,1
( 5 1,2 5 1,42, 1> 1 < 5/ 5/0/ >+ 2(01 ’ /0)/
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com t1,t, € R. Logo,

1 2
=|(-2-%01 1,1
S |:( 5/ 5/0/ >/(0/ ’ /0):|/
1 2
T = =7 /1 7 /1/1/
{(-5-501) 0110

é uma base de S (ja que, além de gerador de S, é, também, LI). O

e, portanto,

O processo ilustrado no exemplo anterior pode ser revertido, no sentido

que se um subespaco de R" é apresentado por um conjunto de geradores,
é possivel descrevé-lo, também, como subespaco formado pelas solugdes
de um sistema linear homogéneo adequado. No préximo exemplo faremos
exatamente isso. (Note que ja haviamos tratado de um caso especial no

Exemplo )

Exemplo 4.7.9. (Lista 1 - Algebra Linear IT (2020), ex. 9(iii)) Descreva o sub-
espaco

S=1(2,-1,2,0),(1,23,4),(0,—5,—4,—8)]
de R* como o subespago das solucdes de um sistema linear homogéneo.

Solugdo. Dadov = (a,b,c,d) € R*, teremos v € S se, e somente se, existirem
«, B, € R tais que

v=0a(2,-1,2,0) + B(1,2,3,4) + (0, -5, —4, —8),

o que é equivalente a existirem «, 8,y € RR tais que

20+B=a
—a+28-5y=10
20 +3 -4y =c
46 -8y =d

Isso, por sua vez, é dizer que (&, B, y) é solugdo do sistema linear

2x+y=a

—x+2y—52=0b (4.16)
2x+3y—4z=c

4y —8z=d

nas incégnitas x,y,z. Assim, v € S se, e somente se, (4.16) tiver solucdo.
Para encontrar as condigdes que garantem a existéncia de solugdes de (4.16),
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escalonamos sua matriz aumentada:

2 1 0 |a ~1 2 —5|b
12 5/b| |2 1 0|a
2 3 —4|¢ 2 3 —4|c
0 4 -8|d 0 4 -8|d
1 2 -5 b -1 2 -5 b
0 5 —10|a+2b o1 2| ¢4
|l 0 7 —14|264+c| 7| 0 5 —10|a+2b
0 4 -8 d 0 7 —14|2bh+c
1 2 -5 b
0 1 -2 d
— Lo

Segue que (4.16) tem solucdo se, e somente se,

a+2b—%d:0
2b+c—%d=0

Assim, S é o subespago de R* formado pelas solugdes do sistema linear
homogéneo

X1+ 2x —%X4:0
ZXQ+X3—£JC4:O

nas variaveis x1, X, X3, X4. O

Observagdo. Vimos, na Proposi¢ao que a dimensdo de um subespaco
estd limitada superiormente pela dimensdo do espago vetorial em que ele
estd. Nos exemplos desta secdo, calculamos a dimensao de diversos subes-
pagos vetoriais. Cabe registrar, agora, que, dado um espago vetorial V de
dimensao finita igual a n, V sempre tera subsepagos de dimensao k, para
todok € {0,1,...,n}. Mais do que isso, se 1 < k < n, entdo V tem infinitos
subespacos de dimensdo k. Vejamos por qué.

O tnico subespago de V de dimenséo 0 é {0y }, conforme a convengao
que adotamos, e o tnico subespago de V de dimensdo n é V (isso segue da
Proposigao 4.7.1). Assim, se dim(V) = 1, V tem apenas dois subespagos:
{0y}, de dimens&o 0, e o préoprio V, de dimenséo 1.

Suponha, agora, que dim(V) > 1. Para cada vetor ndo nulo v € V,
o subespago [v] de V tem dimensdo 1 (pois {v} é uma base dele). Como
V # [v] (pois dim (V) > 1), existe u € V tal que u ¢ [v]. Paracada A € R,
defina o vetor vy = v+ Au. Obtém-se, assim, uma familia infinita [v,],
A € R, de subespagos de V, todos de dimenséo 1, diferentes entre si.
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Essa ideia pode ser generalizada da seguinte maneira: para cada k €
{1,2,...,n — 1}, tome k vetores v1,v,...,vx € V tais que {v1,02,..., 0k}
seja LI (o que sempre é possivel, tomando, por exemplo, k vetores de uma
base de V) e escolha u € V tal que u ¢ [v1,0y,...,7k] (0 que também é
possivel, pois [v1,v2,...,0k] # V). Definindo, para cada A € R, V) =
[01,V2,...,Vk_1, Uk + Aul, obtemos uma familia infinita V) (A € R) de sub-
espagos de V, todos de dimensdo k, distintos entre si. (Vocé consegue de-
monstrar isso?) O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear II (2020): Exs. 28-38.

4.8 Soma e intersecao de subespacos

Se W1 e W, sdo subespagos de um espaco vetorial, a intersecio deles é deno-
tada e definida por

WlﬂWQI{UGVlvéwleUEWQ}.
Veremos que Wi N W, é, sempre, um subespago de V, ao passo que a unido
WiUW, ={veV|veWouveW,}

é um subconjunto de V que, em geral, ndo é um subespago.

Proposicao 4.8.1. Seja V um espago vetorial e sejam Wy e Wa subespagos de V.
Entdo, W1 N Wa é um subespago de V.

Demonstragio. O vetor nulo Oy é um elemento de W; N W,, porque é um
elemento tanto de W; como de W5, ja que sdo, ambos, subespagos de V.
Sejam, agora, u,v € Wi N W, eseja A € R. Entdo, como u € Wy, v €
Wi e Wi é um subespago de V, segue que u +v € W;. Analogamente,
u+v € Wp, uma vez que ambos, u e v, sdo vetores de W, que também é um
subespago. Assim, u +v € W; N W,. Finalmente, como W; é um subespago
eu € Wi, segue Au € Wp. Analogamente, Au € W,, donde conclui-se que
Au € Wi NWa. Ou seja, o subconjunto Wy N W, de V' contém o vetor nulo,
é fechado para somas e é fechado para multiplicagdo por escalares. Logo,
W1 N W, é um subespaco de V. ]

Como acabamos de ver, W; N W, é um subespaco de V' que esté contido,
por definicdo, tanto em W; quando em W,. Assim, se V for um espaco
vetorial de dimensao finita, teremos

dim(W1 N Wz) < dim(W1) e dim(W1 N W2> < dim(WQ).

No préximo exemplo, encontramos a dimensao da interse¢do de dois sub-
espagos.
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Exemplo 4.8.2. Considere os seguintes subespagos de R3:
Wy =[(0,-1,2),(2,-1,-1)], W, =[(1,-1,1),(1,1,0)].
Descreva Wy N Wh.

Solugdo. Quando se pede uma descri¢gdo de um subespago, é frequentemente
suficiente exibir um conjunto gerador. Procuremos, assim, um conjunto ge-
rador para Wy N W,. Para tanto, procederemos da seguinte maneira: to-
mando um elemento arbitrdrio de Wj, vejamos que condicdes ele deve sa-
tisfazer para pertencer, também, a W,. Dado v € Wj, sabemos que existem
a,b € R tais que v = a(0,—1,2) + b(2, -1, —1), uma vez que W; é gerado
pelo conjunto {(0,—1,2),(2,—1,—1)}. Para que v seja, também um ele-
mento de W, é preciso que existam x,y € R tais que v = x(1,—1,1) +
y(1,1,0). Resumindo, dados 4,b € R, a(0,—1,2) +b(2,—1,—1) € Wy se, e
somente se, existem x,y € IR tais que

a(0,—-1,2) +b(2,-1,-1) =x(1,-1,1) +y(1,1,0),

ou, equivalentemente, comparando coordenadas,

x+y=2b
—x+y=—a—>b (4.17)
x=2a-b

Assim, dados 4,b € R, o vetor a(0,—1,2) + b(2, —1,—1) de W; é também
um vetor de W, se, e somente se, o sistema linear nas incognitas x, vy,
tiver solugdo. Vejamos o resultado do processo de escalonamento aplicado
a matriz aumentada de (4.17):

1 1 2b 1 1 2b 1 1 2b
-1 1|-a-b|—-|0 2 |—-a+b|—|0 —1|2a—-3b
1 0] 2a—-b 0 —1(2a—-3b 0 2| —-a+b
1 1 2b
— | 0 —1{2a—-3b
0 0 |3a—-50b

Dai, segue que (4.17) tem solucdo se, e somente se, 3a — 5b = 0, ou seja, se,
e somente se, b = 35—” Logo, os elementos de W; que estdo também em W

sdo as combinagdes lineares dos geradores de W da forma
3a 6a 8a 7a 6 87
a(ol _1/2) + ?(2/ _1/ _1) - <5/ _Fl 5) =a <5/ _g/ 5) 7
com a € R. Portanto, Wy, "W, = [(g, —%, %)], ou, se o leitor preferir,
Wi N W, = [(6,—8,7)]. Segue dessa descri¢do da intersegdo que dim(W; N

W) = 1, enquanto dim(W; ) = dim(W;) = 2.
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(Cabe comentar que poderiamos, alternativamente, ter descrito condi-
¢Oes sobre um elemento arbitario de W, para que ele pertencesse a Wi, isto
é, olhando (4.17) como um sistema linear nas incégnitas a,b. Esse outro
caminho conduziria, evidentemente, 8 mesma concluséao.) O

Enquanto a interse¢do de dois subespacos é sempre um subespago, a
unido raramente o é. O préximo exemplo ilustra esse fenomeno.

Exemplo 4.8.3. Considere os subespagos
S1={(x,0)|xeR} e S$={(0y) |yeR}

do espago vetorial IR?. (Vocé deve se convencer que esses subconjuntos séo,
de fato, subespagos de R2.)

Mostremos que a unido S; U Sy ndo é um subespago de R2. De fato,
tomemos u = (1,0) € S C SUS ev = (0,1) € S, € S1US,. Se
S1U S, fosse um subespago de IR?, deveriamos ter u +v = (1,1) € S; U S,.
Mas isso ndo ocorre pois os elementos da unido tém primeira ou segunda
coordenada nula. O

O que falta a unido de subespacos para que ela resulte em um subespago
é precisamente a propriedade de ser fechada com respeito a somas. Esse
requisito serd alcancado com a préxima definigdo.

Defini¢do. Seja V um espago vetorial e sejam W; e W, subespagos de V.
Definimos a soma de Wy e W, como sendo o seguinte conjunto de V:

Wi+ W, ={weV|w=us+up paraalgumu; € Wy ealgumu, € W, }.
A soma de subespagos é um subespaco:

Proposicao 4.8.4. Sejam Wy e W, subespacos de um espago vetorial V. Entdo, a
soma Wy + Wy é um subespago de V.

Demonstragio. O vetor nulo de V é um elemento da soma, uma vez que
Oy = Oy + Oy, em que o primeiro termo é um elemento de W; (pois W;
é um subespaco) e o segundo termo é um elemento de W, (pois W, é um
subespago).

Agora, tomemos w, w' € Wj + W,. Entdo, existem uy, u} € Wy e up, u} €
W, tais que

w=u+u e w =uj+uh.

Logo, w+w' = (uy + up) + (v} + uy) = (u1 +uj) + (u2 + u5). Como Wi e
W, sdo subespagos de V, segue que u; + u’l e Wieup + u’z € W,. Portanto,
conseguimos escrever w + w’ como soma de um elemento de W; com um
elemento de W, isto é, w + w’ € Wy + Wh.

Finalmente, se w = w1 +uy; € Wi+ Wp, comu; € Wyeup, € Wy, e
A € R, segue que Aw = A(ug + uz) = (Aug) + (Aup), que é um elemento da
soma Wi + W,, uma vez que Au; € Wy e Aup € Wa. O
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Veja que, no Exemplo temos S1 + S, = R2.

Dados subespagos W; e W, de um espaco vetorial V, temos associados a
eles dois novos subespacos: a intersecdo Wi M W, e a soma Wy 4+ W,. Sabe-
mos que tanto W; quando W, contém W; N W,. Observe, agora, que ambos
estdo contidos em W; 4 W), jd que qualquer elemento 17 de W pode se es-
crever na forma u; = uq + 0y € Wy + Wy, e qualquer elemento u, de W, se
escreve como uy = Oy 4+ ux € Wy + W,. Assim, temos as seguintes cadeias
de subespacos de V:

WinWo CWi CWi+Wo e WiNW, CW, C W + W,
Dai, extrai-se que se V é um espaco vetorial de dimensé&o finita, entdo

dim(W; N W,) < min{ dim(W;), dim(W,) }
< max{ dim(W; ), dim(W,) }
< dim(W1 -+ Wz).
Como a soma W; + W, contém tanto W; como W,, temos Wy U W, C
Wi + W,. Além disso, W; + W, é o menor subespago de V que contém a
unido W; U W5, no sentido de que se W é um subespago de V tal que W; U
W, C W, entdo Wi + W, C W. (Vocé consegue escrever uma demonstragdo
para esse fato?) Assim, podemos dizer que, em um certo sentido, a soma
de subespacos “corrige” o fato de a unido néo ser um subespaco.

Para descrever a soma de subespagos em termos de conjuntos geradores
deles, faremos uso do préximo resultado.

Proposicao 4.8.5. Seja V um espago vetorial e sejam uy, ..., Uy, 01,...,0y € V.
Considere os subespagos Wy = [u1, ..., U] e Wo = [v1,...,0,] de V. Entdo,

Wi+ W, = [ul,...,um,vl,...,vn}.

Demonstragio. Comecemos por mostrar que a soma W; + W, estd con-
tida em [uy,..., U, 01,...,0,]. Dado w € W; + W,, sabemos que exis-
temu € Wyev € Wy taisque w = u+v. Como Wy = [uy,...,uy] e
Wy = [v1,...,0,], existem &y, ..., &, B1,..., Bn € R tais que
U=wau+- -+ &ty € v=Pp101+-+ B0y
Entéo,
w=u-+v

= Uy + - F Kl + P11+ -+ Bun

€ [ur,..., um01,...,04].
Isso prova que Wy + Wy C [uq,..., Uy, U1, .., Un).
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Mostremos,agora, a inclusdo reversa. Seja w € [ul, e Uy, U1, . .,vn].
Entdo, existem ay, ..., &, B1,..., Bn € R tais que

W=y + -+ Wy + P101 + - - -+ BuUn
= (aquy + - + amity) + (B1o1+ - -+ + Bn¥n)
€ [ur, ... um] + [v1,...,00] = Wi+ Wh.
Assim, [u1, ..., Uy, v1,...,0n] C Wy + Wa.

Das duas inclusdes provadas segue a igualdade desejada. O

Um alerta: da proposi¢do acima segue que a unido de bases de dois
subespagos é um conjunto gerador da soma deles. Mas, em geral, esse con-
junto ndo serd uma base da soma, pois ndo sera LI, como se pode ver no
préximo exemplo.

Exemplo 4.8.6. Considere os subespagos
Wi = [(1,0,-1,0),(1,2,0,1),(1,0,1,1)]

W, = [(1,1,1,0),(1,0,0,—1)]
de R*. Descreva W; N W> e W; 4+ W, e calcule suas dimensoes.
Solugdo. Vimos, na Proposicao que
Wi + W, = [(1,0,-1,0),(1,2,0,1),(1,0,1,1),(1,1,1,0),(1,0,0, —1)].

Escrevendo as coordenadas, em relacdo a base candnica de R*, dos veto-
res geradores de W; + W, nas linhas de uma matriz e escalonando (como
fizemos no Exemplo4.7.3), obtemos

10 -1 O 10 -1 O 10 -1 O
12 0 1 0 2 1 1 01 2 0
A=11 0 1 1{—-100 2 1|—=1({00 2 1
11 1 O 01 2 0 02 1 1
10 0 -1 00 1 -1 00 1 -1
10 -1 O 10 -1 O 10 -1 O
01 2 0 01 2 0 01 2 0
-/00 2 1|]—=-(00 1 -1|—=1]00 1 -1
00 =3 1 00 =3 1 00 0 =2
00 1 -1 00 2 1 00 0 3
10 -1 0

01 2 O

-0 0 1 —-1| =R
00 0 -2
00 0 O
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Os vetores de R* cujas coordenadas, na base candnica, sdo as linhas da
matriz R geram o mesmo subespaco que os vetores cujas coordenadas sdo
as linhas da matriz A (ou seja, o subespaco soma W; + W), ja que aquela foi
obtida a partir desta por meio de operagdes elementares sobre linhas. Como
a ultima linha da matriz R contém as coordenadas do vetor nulo e esse
vetor pode ser removido de qualquer conjunto gerador de um subespago,
podemos concluir que

Wi + W, = [(1,0,—1,0), (0,1,2,0), (0,0,1,—1), (0,0,0, —2)] .

Agora, os vetores nesse conjunto gerador sdo claramente LI (pois sdo
linhas ndo nulas de uma matriz escalonada); assim, esse conjunto é uma
base de W; + W e, consequentemente, dim(W; + W,) = 4. Em particular,
conclui-se que Wy + W, = R*.

(Note que os conjuntos geradores de W; e W, no enunciado do exemplo,
por serem, ambos, LI, sdo, de fato, bases de W; e W,. Segue da discussao
que fizemos acima, que a unido desses dois conjuntos, apesar de gerar W; +
W, ndo é uma base da soma, ja que contém 5 vetores, mas dim(W; + W;) =
4. Alids, nao existem conjuntos LI em IR* contendo 5 vetores.)

Tratemos, agora, da intersecao W1 N W, como fizemos no Exemplo
Dado

v=a(1,0,—-1,0) +b(1,2,0,1) +¢(1,0,1,1) € Wy,
coma,b,c € R, teremos v € W, se, e somente se, existem x,y € R tais que
v=1x(1,1,1,0) +y(1,0,0,—-1),

ou seja, e somente se, o sistema linear

x+y=a+b+c

x=2b (4.18)
xX=—-a+c
—y=b+c

nas varidveis x,y tiver solugdo. Escalonando a matriz aumentada do sis-
tema, obtemos

1 1 |a+b+c 1 1 a+b+c

1 0 2b _ 0 —-1|—-a+b-c

1 0 —a+c 0 —-1| —-2a-1b

0 -1 b+c 0 -1 b+c
1 1 a+b+c
0 -1| —a+b—c

10 0| —a—2b+c

0 O a—+ 2c
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. _ —a—2b+c=0
Assim, -4.18 tem solucédo se, e somente se, Py 0 , e estamos,
a c=
novamente, diante de um sistema linear, desta vez, homogéneo. O escalo-

namento de sua matriz de coeficientes resulta em
-1 -2 1 . -1 -2 1
1 0o 2 0 -2 3|°
Portanto, ¢ é uma variavel livre e, resolvendo por retrossubstitui¢do, obte-
mosa = —2ce b = 3. A conclusdo a que chegamos é que para (£.18) ter
solugdo (o que, por sua vez, é a condigdo precisa para o vetor v ser, também,
um elemento de W,) é necessario e suficiente que, atribuindo-se valores ar-

bitrarios para c, tenhamosa = —2ce b = % Isto quer dizer que os vetores
em W; N W, sdo da forma

3
(—2¢)(1,0,—1,0) + EC(L 2,0,1) 4+ ¢(1,0,1,1) = (;,gc, 3c, 5;)

1 5
=cC (2/3/3/2> s

com ¢ € R. Portanto, W; "W, = [(},3,3,3)] = [(1,6,6,5)]. Logo, uma
base de Wy N W, é {(1,6,6,5)} e dim(W; N W,) = 1. O

Como veremos a seguir, o que impede, no exemplo acima, que a di-
mensdo da soma W; + W seja igual a soma das dimensodes de Wy e de W, é
justamente a intersecado ter dimensao positiva.

Teorema 4.8.7. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita, e sejam Wy e Wa
subespagos de V. Entio,

dim(W; + Wp) + dim(W; N W,) = dim(W;) + dim(W;).

Demonstragio. Seja B = {uy,...,u;} uma base de W; N W,. (Estamos
admitindo, assim, que dim(W; N W,) = k.) Como B é um conjunto LI
que estd contido no subespago Wi, pelo Teorema do completamento (Te-
orema [4.5.14), existe uma base de W; que contém B, isto é, existem veto-
res vy,..., 0y € Wi tais que C; = {uy,..., U, 01,...,0n} € uma base de
Wj. Usando um raciocinio andlogo, uma vez que B estd contido também
em W), garante-se que existem vetores wy,...,w, € W, tais que C; =
{uy, ..., ug,wy,..., w,} é uma base de W,. (Em particular, estamos admi-
tindo que dim(W;) = k + m e que dim(W) = k +n.)
Considere, agora, o conjunto

D={uy,...,u,01,...,0mW1,..., Wy }.
Mostremos que D é uma base de W; 4 Wh.
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e D gera Wy + W,:  Vimos, na Proposigdo que a unido de conjun-
tos geradores de Wy e W, geram W; + W,. Em particular, Wy + W, =
[CLUC] = [u1,..., U, V1, oo O, W, .., Wy

o DEéLL Sejamay,..., &k, B1,---,Bm, Y1, ---,Tn € Rtais que

Qg + .. @ty + B1o1+ -+ BinOm (4.19)
+mwi + -+ yuwy = 0y,

Nosso objetivo é mostrar que, necessariamente, todos esses escalares

sdo nulos. Seja z = ayuy + ... axug + 101 + - - - + Bm0p. Como C; gera

Wi, segue que z € Wj. Por outro lado, segue de (4.19) que z = —yw; —

- — YWy, Assim, porque C; gera W, temos z € W,. Segue, portanto,

que z € Wi N Ws. Logo, existem 4y, ...,d; € Rtaisque z = dyug +-- - +

Oxug, ja que Wy N W, é gerado por B. Porém, isso implica que

—Y1W1 — - = YnWp = 0111 + - -+ Ogliy,
o que é equivalente a
O1ug + -+ + Okllg + 11w + -+ - + yuwn = Oy.

Como C; é LI, seguequedy = -+ =9 =71 = -+ = yn = 0. Em par-

ticular, ja descobrimos que todos os y; devem ser nulos. Substituindo

essa informacdo em (4.19), obtemos

xiuy + .. + B1o1 + -+ By = Oy

ComoC(CiéLLa; = =a =Py = = B = 0. Assim, todos os

«i, Bi, vi sdo nulos, o que implica que D é, de fato, LI

Vimos que D é um conjunto LI que gera Wy + W, e contém k + m + n
vetores. Portanto,

dim(Wy +Wp) =k+m+n= (k+m)+ (k+n) —k
= dll’n(Wl) + dlm(Wz) - d1m(W1 N Wz),

que é o que desejdvamos mostrar. O

Retornando ao Exemplo tinhamos dim(W;) = 3, dim(W,) = 2, e
calculamos que dim(W; + W,) = 4. Usando a férmula do Teorema [4.8.7
ja poderiamos ter previsto que dim(Wy N W,) = 3+2—-4 =1, o que, de

fato, se confirmou com o calculo que efetuamos para encontrar uma base
de W; N Wh.

Exemplo 4.8.8. (Prova 3, Algebra Linear I, 2017) Assinale a alternativa que
contém uma afirmacéo correta sobre os subespagos S1 e S; de P4 (R) defi-
nidos abaixo:

Si=[P-tt—-1] e Sy={pePsR)|p(1)=p(-1)=0}.
(A) Se p € 51N Sy e pndo é o polindmio nulo, entdo p tem grau igual a 2.
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(B) Sp coincide com P;(IR).
(C) Aintersecdo S; N Sy contém P; (R) como subespago.
(D) S esta contido em S,.

(E) A soma S; + S, coincide com Py(R).

Solugdo. Vamos comegar por determinar as dimensdes de S e S;. Trabalha-
remos em coordenadas em relacdo a base ordenada B = {1,t,t2, 3,4} de
P4(R). Sobre os geradores de Sq, sabemos:

> —t=(0,-1,1,0,005 e t—1=(-1,1,0,0,0)5.
Como esses dois vetores claramente formam um conjunto LI, segue que
dim(S;) = 2. Procuremos geradores de S,. Dado p(t) = ag + ait + axt? +
a3t + agt* € P4(R), teremos p € S; se, e somente se,
0=p(l) =ap+a;+ay+as+ae
0:}9(—1) = a9 —ai +ar, —az + ag.

Assim, para que p seja um elemento de S, é necessdrio e suficiente que seus
coeficientes sejam solugdo do sistema linear homogéneo de matriz de coefi-

. [1 1 1 1 1
cientes

1 -1 1 -1 1] , que, submetida ao processo de escalonamento,

fornece:

1 -11 -11 0 -2 0 -2 0|

Dai, segue que a,a3,a4 sdo varidveis livrtes e a1 = —az e ayp = —ax — ay.
Assim, os elementos de S, sdo da forma

[11111][11111
—

(—ay — ay) + (—az)t + axt? + ast® 4 aytt
= ay(—1+ 1) +az(—t +£2) +ag(—1+ %),
com ay,a3,d4 € R. Logo, S, = [-1+ 1, —t+ 13, -1+ t*], ou, em coorde-
nadas,
S, = [(~1,0,1,0,0)5,(0,~1,0,1,0)5,(~1,0,0,0,1)5].

Sendo, evidentemente, LI, o conjunto formado por esses trés vetores gera-
dores de S, é uma base de S; e, assim, dim(S;) = 3.
Agora, sabemos que S1 + S; é gerado pelo conjunto de cinco vetores
obtido unindo-se a base de S; com a base de Sy que encontramos, ou seja,
Sl + SZ = [ (0/ _1/ 1/ OI O)B/ (_1/ 1/ 0/ 0/ O)B/ (_1/ 0/ 1/ 0/ O)B/
(0,-1,0,1,0)5, (~=1,0,0,0,1)5].
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Para encontrar uma base (e a dimenséo de S; + S»), escalonamos a matriz
cujas linhas sdo formadas pelas coordenadas dos geradores de S + S, (ver
Observagao na pagina[133):

0 -1 10 O -1 0 0 0 -1
-1 1 00 O -1 1 00 O
-1 0 10 O0|—=1|-1 0 1 0 O
0 -1 01 O 0 -1 01 O
-1 0 0 0 -1 0 -1 10 O
-1 0 0 0 -1 -1 0 0 0 -1
0 1 00 -1 0 100 -1
-0 0 10 -1]—=(0 01 0 -1
0 -1 01 O 0 001 -1
0 -1 10 O 0 010 -1
-1 0 0 0 -1
0 1 00 —1
- 10 010 -1
0 001 —1
0 000 O

Como a matriz escalonada obtida ao final desse processo tem 4 pivos, segue
que dim(S; + Sz) = 4 (e que as linhas ndo nulas dessa matriz sdo as coor-
denadas de vetores em uma base de S; + S;.) Do Teorema 4.8.7} extraimos
dim(51 N Sz) = d1m(51) + dlIIl(Sz) - dim(51 + Sz) =2+43—-4=1.

Com essas informagdes, ja é possivel ver que as alternativas (B), (C),
(D) e (E) sdo todas falsas: dim(S1) = 2 e dim(P»(R)) = 3, portanto Sy #
Pz(]R),‘ d1m(51 N Sz) =1le d1m(771 (]R)): 2, IOgO Pl (IR) g 51 N Sz,' se 51 -
Sy, teriamos S1 + S, = Sy, mas esses espacos tém dimensdes diferentes;
dim(S1 + S2) = 4 e dim(P4(R)) = 5, portanto, S + S» # Ps(R).

Resta provar que (A) é, de fato, verdadeira. Sabemos que dim(S; N
S») = 1. Procuremos uma base para esse subespaco. Dado p € S, sabemos
que p se escreve na forma p(t) = a(t?> —t) +b(t —1) = —b+ (—a+ b)t +
at?, com a,b € R. Vamos impor as condi¢des para que p seja, também, um
elemento de S»:

0=p(l)=—-b+(—a+b)+a
0=p(-1)=-b—(a—b)+a=2a—2b

A primeira equacdo ndo fornece informacdo nova, mas a segunda, sim: b =
a, ou seja, os elementos de S; N Sy sdo da forma

a(t*> —t) +a(t—1) =a(—1+1t*), coma € R.

Logo, S1NS, = [-1+#]. E, com efeito, todo polindmio néo nulo em
S1 M Sy tem grau 2. Resposta: (A). O
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Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear II (2020): Exs. 39-49.

4.9 Soma direta de subespacos

A dimensdo da soma de subespagos coincide com a soma das dimensdes
deles precisamente quando a intersecdo for nula. Esse fato segue direta-
mente do Teorema e merece uma nomenclatura prépria.

Defini¢do. Sejam W; e W, subespagos de um espacgo vetorial V. Se W; N
W, = {0y}, dizemos que a soma W; + W, é direta. A notagdo, neste caso,
para a soma dos subespagos Wy e W, é Wy & W.

Exemplo 4.9.1. A soma dos subespagos
Wi ={(x,00)|xeR} e Wo={(0,y,2) |y, zeR}

de R® ¢ direta, pois, claramente, W; N W, = {(0,0,0)}. Em particular,
dim(W; & W) = dim(W;) + dim(W;) —dim(W; N W) = 1+2—-0 = 3.
Portanto, W; & W, = R3. O

Proposicao 4.9.2. Sejam Wi e W, subespagos de um espago vetorial de dimensio
finita V. Entdo, a soma de Wy e W, é direta se, e somente se, dim(W; + W) =
dim(Wy) 4 dim(W2).

Demonstragido. A soma W; + W, é direta, por definicdo, se, e somente se,
Wi N W, = {0y}, o que, por sua vez, é equivalente a dim(W; N W,) = 0.
Mas, pelo Teorema[4.8.7 isso ocorre precisamente quando dim (W + W) =
dim(W;) + dim(W>). O

Exemplo 4.9.3. Retomando o Exemplo em que consideramos os subes-
pacos
Wy =1[(0,-1,2),(2,-1,-1)] e W,=1[(1,-1,1),(1,1,0)]

de RS, podemos afirmar que a soma W; + W, ndo é direta, uma vez que
Wi N W, = [(6,-8,7)] # {(0,0,0)}. Utilizando o critério visto na Propo-
sigdo poderiamos ter argumentado simplesmente que a soma néao é
direta porque dim(W;) + dim(W,) = 2+2 = 4 # dim(W; + W), uma
vez que todos os subespagos de R? tém dimenséo limitada superiormente
por dim(R%) = 3, em particular, W; + W,. Agora, como dim(W; N W) =
1, segue que dim(W; + W,) = dim(W;) + dim(W,) — dim(W; N W,) =
2+2—1 =3 = dim(R®). Assim, W; + W, = R3, j4 que a soma W; +
W, é um subespaco de dimensdo 3 de um espaq de dimensédo 3. (Veja a
Proposicao ) Isso quer dizer que todo vetor de R® se escreve como
uma soma de um vetor de W; com um vetor de W,. Por exemplo, tome o
vetor (—3,2,7) € R3; esse vetor pode ser decomposto como uma soma

(=3,2,7) = (—4,—1,8) + (1,3, —1),
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com
(—4,-1,8) =3(0,—1,2) + (—=2)(2,—-1,-1) € W,

(1,3,-1) = (-1)(1,-1,1) +2(1,1,0) € W,.
Porém, essa decomposi¢do ndo é tnica, por exemplo, também é possivel
escrever
(=3,2,7) = (—16,15,—6) + (13,—-13,13),
em que

(—16,15,—6) = (=7)(0,—1,2) + (=8)(2,—1,—1) € W,

(13,-13,13) = 13(1,—1,1) + 0(1,1,0) € W,.
A ndo unicidade da decomposicdo é consequéncia do fato de a soma W; +
W5 ndo ser direta, como veremos a seguirE] O

Proposicao 4.9.4. Sejam Wy e W, subespagos de um espago vetorial V. Entdo,
a soma Wy + W é direta se, e somente se, todo vetor de W1 + W» se escrever de
maneira tinica na forma uy + up, com u; € Wy e up € Wh.

Demonstragio. Suponha que a soma W; + W, seja direta e tome v € W; +
Wz. Se
v=1up+u; e v=uj+up,

com uy,uy € Wy e up,uy, € Wy, entdo teremos uy + up = uj + 1), o que
implica uy — 1} = uj) — up, que é um vetor de Wy N W, (uma vez que o lado
esquerdo estd em Wi, o direito em W, e eles sado iguais). Mas, como a soma
é direta, W; N W, = {0y }. Portanto, u; — uj = Oy e u5 — up = Oy. Portanto
up = uj e uy = uj.

Reciprocamente, suponha que os vetores de W; + W, se decomponham
de maneira tinica como soma de um vetor de W; com um vetor de W;.
Entdo, se u € W; N W,, temos a decomposicdo u = u + Oy, com u € W,
e Oy € W, e a decomposicdo u = Oy +u, com Oy € Wy eu € Wp. Da
unicidade, segue que u = Oy. Ou seja, o tnico vetor em Wy N W, é o vetor
nulo de V. Logo, a soma é direta. O

A proposigdo que acabamos de demonstrar sera especialmente 1til, no
proximo capitulo, quando estivermos tratando de projecdes ortogonais.

2A titulo de curiosidade, todo vetor de R? tem infinitas decomposigdes distintas. Vale
em geral que

(a,b,¢) = ((—2a—3b—c+5t)(0,—-1,2) + (—a —2b — c + 3t)(2, -1, 1))
+ ((8a+4b+2c—7t)(1,-1,1) + t(1,1,0)),
para qualquer ¢ € R. Vocé consegue imaginar como essa expressao foi obtida?
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Exemplo 4.9.5. Mostre que R?> = S@ T, em que S e T sdo os subespacos de
IR3 definidos por

S={(xyz)eR|x—2y—z=0}

T={(xvyz)eR*|2x—y=0e —x+y+3z=0}.

Além disso, dado v € R3, encontre v; € Se v, € T tais que v = v1 + Vy.

Solugdo. Comecemos por mostrar que a soma S + T é direta. Dado v =
(x,y,2) € R3, teremos v € SN T se, e somente se,

x—2y—z=0
2x—y =0 (4.20)
—x+y+3z=0
1 -2 -1
Comodet| 2 —1 0 | = 8 # 0, segue que a tinica solugao de (4.20)
-1 1 3

é (0,0,0). Logo, SNT = {(0,0,0)} e, portanto, a soma S + T é direta.
Utilizando as ideias da Sec¢do podemos encontrar

$=1[(21,0),(1,0,1)] e T=[(-3-61)]

Segue que dim(S) = 2 e dim(T) = 1. Assim, dim(S®T) =2+1 =3 =
dim(RR®). Logo, R* =S T.

Agora, dado v = (x,y,z) € R3, queremos encontrar v; € Se v, € T tais
que v = v1 + v2. Como vy € Sy, precisamos determinar «, 8 € R tais que
v1 = a(2,1,0) + B(1,0,1). Analogamente, como v, € S,, precisamos deter-
minar y € R tal que v, = 7(=3,—6,1). Resumindo, é preciso encontrar
a, B,v € R tais que

(x,y,z) =a(2,1,0) + B(1,0,1) + y(—3,—6,1),
ou, equivalentemente, tais que
20 +p -3y =x

x—6y=y
ptr=z

resolvendo esse sistema (possivel determinado), obtemos

_ 3x—2y—3z  —x+2y+9z x—2y—z
=y ke g T8
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Assim,

— 2y — - 2u+9
v, = W(ZILO) + M(LOJ)
_ (1lx—6y—3z 3x—2y—3z —x+2y+9z
a 8 ! 4 ! 8
e
—Jy —
vy = %(—3,—6,1)
[ 3x+6y+3z 3x+6y+3z x—2y—z
N 8 ! 4 ! 8 ’
Note que, conforme esperado, v; e v, estdo univocamente determinados
por v. O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear II (2020): Exs. 50-51.
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Espacos vetoriais com produto
interno

Na Secao vimos que o espago vetorial V3, dos vetores tridimensionais,
estd dotado de uma operagdo, a época denominada produto escalar, que
permite dar um tratamento geométrico, por meio do conceito de angulo, a
algumas relagdes entre vetores.

Neste capitulo, apresentaremos, de modo axiomatico, o conceito de pro-
duto interno em um espago vetorial, que generaliza o de produto escalar de
V3, e exploraremos vérias de suas propriedades.

5.1 Produto interno

A Proposigao[2.4.2]apresentava propriedades algébricas do produto escalar
em V3. Muitos dos resultados obtidos a respeito da geometria de V3 eram
consequeéncia daquela proposicao.

Aqui faremos uma alteracdo de ponto de vista e consideraremos, em um
espago vetorial abstrato, uma operagdo, a ser chamada de produto interno,
por intermédio das propriedades que se deseja que ela tenha, a fim de que
argumentos de natureza geométrica possam ser feitos nesse contexto mais
geral.

Definicao. Um produto interno em um espago vetorial V é uma fungdo

VxV — R
(u,0) — (u,v)
que satisfaz
(1) (uy 4 u,v) = (uy,v) + (uz,v), para todos uy, uz,v € V;
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(2) (Au,v) =A(u,v), paratodosu,v e Vel eR;
(3) (u,v) = (v,u), paratodosu,v € V;
(4) paratodou € V,u # Oy, vale (u,u) > 0.

Ou seja, um produto interno em um espaco vetorial V € um modo de se
atribuir a um par de vetores (u,v) de V um numero real, denotado (u, v).
Exige-se que essa atribuigdo satisfaga as condigdes (1)—(4). Veremos que
essas quatro condicdo sdo suficientes para que a presenca de um produto
interno em um espago vetorial permita que muitos dos resultados vistos no
Capitulo 2| possam ser generalizados para o contexto de espagos vetoriais
abstratos.

Como ja mencionamos, no inicio da se¢do, o produto escalar em \W&
é um produto interno. Isso segue do fato que as condigdes (1)—(4) estdo
todas satisfeitas em V3 tomando-se (1, 7) = ¥ - ¥, como verificamos na
Proposicao|2.4.2

Vejamos outros exemplos.

Exemplo 5.1.1. A funcédo definida por
<(ﬂ1,[12,. . -/un)/ (blinI- . /bi’l)> = [llbl +El2b2 +-- +anb1’l

é um produto interno no espago vetorial R". Que as condigdes (1)—(3)
na definicdo de produto interno estdo satisfeitas segue imediatamente da
definicdo das opera¢des de soma e multiplicagdo por escalar em R". A
condigdo (4) é consequéncia do fato de uma soma de quadrados de ntimeros
reais ser sempre um nimero positivo se pelo menos um de seu termos for
ndo nulo. Essa operagdo sera doravante denominada produto interno usual
de R". O

Exemplo 5.1.2. Além do produto interno usual, existem outros produtos in-
ternos em IR2. Por exemplo,

((a,b),(c,d)) = 2ac+ bd

também define um produto interno em IR?, como o leitor pode facilmente
verificar. (Veja o Exercicio 53 da Lista 1 - Algebra Linear II (2020) para ainda
mais um exemplo de produto interno em R?.) O

Exemplo 5.1.3. Considere o espaco vetorial P, (IR), dos polindmios de grau
menor ou igual a 7, e a funcao definida por

1
(f.8)= [ Fgoat 6.
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para todos f,g € Pn(R). Mostre que essa fun¢do é um produto interno no
espago vetorial P, (R).

Solugdo. Vale iniciar notando que, de fato, essa fungdo estd bem definida,
uma vez que para todos f, g € P,(R), o produto fg é uma fungio continua
em [0, 1] e, portanto, integravel nesse intervalo.

As condigdes (1) e (2) sdo propriedades da integragao:

1 1
(i) = [ (F+g0)hyde = [ (FORE) +g(E)h(r)) at

= [ fomtoyde+ [ gontear= (£, + (g.h),
quaisquer que sejam f, g, h € P,(R), e

(Afg) = [ Az =2 [ fgd=2(f.5),

paratodos A € Re f,¢ € P, (R). A condigdo (3) é 6bvia. Resta (4); vejamos.
Comecemos por lembrar que o vetor nulo de P,(R) é o polinémio nulo.
Assim, se f € Py(R) e f # 0p,(r), existe to € [0,1] tal que'|f(to) # 0, 0 que
implica que f(tp)?> > 0. Como f é uma fungéo continua no intervalo [0, 1],
existem c,d € Rcom 0 < ¢ < d < 1 tais que f(t)? > 0, paratodo t € (c,d),
enquanto f(t)? > 0 para todo t € [0,c] U [d, 1]. Portanto,

1 c d 1
(F.5y= [ prde= [ prde+ [ perde+ [ fe2ar>o

ja que [ Cd f(t)*dt > 0 e os outros dois termos na soma acima nao sio nega-
tivos. v

O argumento utilizado acima também prova que define um pro-
duto interno no espago P(R) de todos os polindmios, sem limitagdo no
grau. Ainda, ndo hd nada de especial na escolha dos extremos de integra-
¢do: para quaisquer a,b € Rcoma < b,

b
(.80 = [ Fgb)ar 52

define um produto interno em P, (R) e em P(R).

Mais geralmente, a expressao define um produto interno no espago
vetorial C([a,b]) de todas as fungdes reais continuas definidas no intervalo
[a,b]. (Mas ndo é um produto interno no espago vetorial C(R). Por qué?)

Ha outro produto interno comumente utilizado em P, (R), que é uma
versdo discreta do produto interno definido no exemplo anterior.:

1Um polindmio nado nulo de grau no méximo 7 tem no maximo # raizes. Como o inter-
valo [0, 1] é infinito, algum elemento nesse intervalo certamente ndo ¢ raiz do polindmio.
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Exemplo 5.1.4. Seja n um inteiro positivo. Fixe m ntimeros reais distintos
a1,az,...,ay,, comm > n. Dados f, ¢ € P,(R), defina

(f,g) = fla1)g(ar) + f(a2)g(a2) + - - + f(am)g(am).

Fica a cargo do leitor verificar que as condic¢des (1)—(3) estdo satisfeitas
(para elas, a hipotese m > n nao é necessdria). Para a condigdo (4), suponha
que f € P,(R) seja tal que (f, f) = 0. Entdo,

Fla)? + f(a)?+ -+ flam)? = (f, f) = 0.

Logo, f(a1) = f(az) = -+ = f(am) = 0. Como f tem grau menor ou
igual a n, se ndo for nulo, f terd no maximo n raizes distintas. Como os 4;
sdo distintos entre si e m > n, segue que f tem que ser o polindmio nuloE]
Assim, se f nao for o polindmio nulo, pelo menos um dos termos f(a;)? é
estritamente positivo e, portanto, (f, f) > 0.

As propriedades listadas a seguir sdo consequéncias imediatas da defi-
nicdo.

Proposicdo 5.1.5. Seja V' um espaco vetorial munido de um produto interno.
Entdo,

(i) (u,v1+v2) = (u,v1) + (u,vp), para todos u,vy,v; € V;

(i) (u,Av) = A(u,v), paratodos A € Reu € V;

(iii) (u,0v) =0, paratodou € V;

(iv) paratodou € V, (u,u) = 0 se, e somente se, u = Oy.

Demonstragido. A propriedade (i) segue das condigdes (1) e (3) na definigdo

de produto interno, e a (ii), das condig¢des (2) e (3). Provemos (iii). De (i),
que acabamos de demonstrar, sabemos que

<u,0v> = <u,0v—|—0V> = <u,0v> + <u,0v>.

Assim a = (u,0y) é um numero real que satisfaz 2 = 2a4. Logo, a = 0.
Finalmente, para (iv), j4 sabemos, da condicdo (4), que se u # Oy, entdo
(u,u) # 0. Reciprocamente, se u = Oy, entdo (u,u) = (Oy,0y) = 0, por

(iii). O
2A titulo de ilustracdo do argumento, considere o polindmio p(t) = t2 — 3t +2 €
P2(R). Se tomarmos apenas dois pontos, por exemplo, a7 = 1 e ap = 2, teremos

{(p,p) = p(1)% + p(2)? = 0, a0 passo que p nao é o polindmio nulo.
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Norma e distancia. Continuando com a analogia que estabelecemos en-
tre o produto escalar e o produto interno, definiremos norma e distancia,
em um espago vetorial abstrato, em termos de um produto interno.

Defini¢do. Seja V um espaco vetorial munido do produto interno (, ). Dado
u € V, definimos a norma de u por
]} = o/ ().
Dados u,v € V, definimos a distdncia entre u e v por
dist(u,v) = ||lu —v||.

(Observe que, em vista da condi¢do (4), a norma de um vetor esta sempre
definida. Além disso, a fungdo dist satisfaz as condi¢des esperadas de uma
funcédo disténciaE])

Exemplo 5.1.6. No espago vetorial R” munido do produto interno usual
(cf. Exemplo [5.1.1), dados u = (ay,a2,...,a,4),v = (b1,by,...,by) € R",

temos

lull = o} + a2+ 43

dist(u,v) = \/(a1 —b1)2+ (ap — )2+ -+ -+ (a, — by)2.

A norma e distdncia assim definidas em R" costumam ser denominadas
euclidianas. O

Observagido. Nao é demais enfatizar que norma e distancia sdo conceitos
relativos ao produto interno. Assim, por exemplo, se tomarmos em RR? os
seguintes dois produtos internos

((a,b),(c,d) >1 =ac+ bd e {(a,b), (c,d)>2 = 2ac + bd,

teremos definidas em IR? duas normas (e, portanto, duas distdncias). Por

exemplo,
LDl = /(L) (1L1), = V2,

¥Dado um conjunto X, chama-se distancia ou métrica em X uma fungio d que associa
a pares de elementos de X um niimero real satisfazendo
(i) d(x,y) >0, para todos x,y € X;
(ii) paratodos x,y € X,d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y;
(iii) d(x,y) = dist(y, x), para todos x,y € X;
(iv) d(x,z) < dist(x,y) + dist(y, z), para todos x,y,z € X.
Essa ultima condic¢do, no caso da fungdo distdncia definida em termos da norma, em um
espaco vetorial munido de um produto interno, é consequéncia do Coroldrio que
veremos adiante.
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ao passo que

11Dl = /((1,1),(1,1)), = V3,

diferentes, portanto. ¢

Algumas propriedades imediatas da norma estdo enunciadas na proéxi-
ma proposicao.
Proposicao 5.1.7. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno, e
sejamu € Ve A € R. Valem:
(i) seu # Oy, entdo ||ul|| > 0;
(i) |lu|| = O se, e somente se, u = Oy;
(i) [|Aw] = [A]ffu]]-
Demonstragido. Da condigdo (4) na defini¢do de produto interno, segue que

se u # Oy, entdo (u,u) > 0 e, portanto, ||u|| = /(u,u) > 0, provando
(i). A equivaléncia em (ii) segue da Proposigdo (iv). Para (iii), temos

[Au| = /(Au,Au) = /A2 {u,u) = VA2\/(u,u) = |A|||ul|, em que a

segunda igualdade segue da condic¢do (2) na defini¢do de produto interno

e da Proposigéo (ii). O

Exemplo 5.1.8. Considere o produto interno definido por

(f.8)= [ F)g(e)a
no espago vetorial C([0, 77]) e os vetores u, v € C([0, 7r]) dados por
u(t) = cos(t), v(t) =sen(t).
Encontre ||u|| e (u,v).

Solugdo. Por definicao,

] = (1) = /Oncosz(t) dt — ;/On(l—l—cos(Zt))dt

1 - sen(2)\|" _ &
-2 2 0 2
Portanto, || u| = /7. Similarmente,
™ 1 /7 1 [/ cos(2t)\|"
= — - 2 - - (=
(u,v) /0 cos(t) sen(t) dt 2/0 sen(2t) dt 5 < > ) ,
que € 0. Ou seja, (u,v) = 0. O

Quando estudamos o espago vetorial V3 dos vetores tridimensionais,
vimos que dois vetores eram ortogonais exatamente quando o produto es-
calar entre eles era igual a 0. Isso motiva nossa préxima definigdo.
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Defini¢do. Diremos que dois vetores u e v de um espaco vetorial munido
do produto interno (, ) sdo ortogonais se (u,v) = 0, e, neste caso, usamos a
notacdou L v.

Vimos que em C([0, 7]), usando o produto interno definido no Exem-
plof5.1.8| temos cos(t) L sen(t).

Observagdo. Assim como norma e distancia, ortogonalidade também é um
conceito relativo ao produto interno. Assim, dois vetores de um espago ve-
torial podem ser ortogonais com relacdo a um produto interno e deixarem
de ser com relacdo a outro.

Por exemplo, considere os seguintes dois produtos internos definidos
em P(R):

1 1
(k= [ pa@d e (pa= [ pbade

Se tomarmos os vetores f(t) = t e g(t) = t> de P(RR), entdo f e g ndo sdo
ortogonais com relagdo a (, ), pois
1

1 3 tt 1
<f,g>1—/0t t—Zo—i#Or
mas, Como
1 3 t4 1
, = rdt = — =0,
<f g>2 /_1 4 1
f e g sdo ortogonais com relacdo a (, ),. O

O conceito de ortogonalidade entre vetores em um espago vetorial mu-
nido de um produto interno permite que obtenhamos, no contexto abstrato,
versdes de alguns resultados validos conhecidos da geometria euclidiana,
como por exemplo, a seguinte forma do teorema de Pitadgoras.

Proposicdo 5.1.9. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno e
sejam u,v € V vetores ortogonais. Entdo,

2 2 2
[+ o[|7 = [ul]” + [lof*
Demonstragido. Pela definigdo de norma de um vetor em V, temos
lu+o|* = (u+0v,u+0)
= (u,u+0v)+ (v,u+0)
= (u,u) +(u,v) + (v,u) + (v,v)
2 2
= [[ull” +2{u,v) + [Jof|*
O resultado segue da hipétese (u,v) = 0. O
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Ha outros resultados que eram vélidos em V? e que tém versdes ana-
logas no contexto geral. Por exemplo, sabemos que se i e U sdo vetores
ndo nulos de V3, entdo @ - T = ||u||||v| cos(8), em que 6 denota a me-
dida do angulo entre i e T. Portanto, | - 7| = ||u||||v]| |cos(#)]. Como
|cos(6)] < 1, segue |© - T| < |lu| ||v|. Esse fato continua valendo para
espagos vetoriais arbitrarios.

Teorema 5.1.10. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno. Entio,
para todos u,v € V, vale

[{w,0)[ < [Jull [|v]|. (5.3)
Além disso, em (5.3), vale a igualdade se, e somente se, {u,v} é LD.

A desigualdade é conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz .

Demonstragido. Se v = Oy, entdo (u,v) = 0 e ||v|| = 0. Portanto, neste
caso, a desigualdade vale trivialmente (ela é, na realidade, uma igualdade).
Suponha, entdo, que v # Oy e considere o vetor
_ (o)
- 2
o]l

Entdo, u — w e w sdo ortogonais, pois

(u—w,w) = (u,w) — (w,w)

(-
lo)l”

Como u = (u — w) + w, segue, da Proposicdo que
2 2 2 2
[l = [ = wl|” + flw]]” = f[w]]",

e, portanto,

Jw| < flufl- (5.4)
Mas,
[w] =

0 que, em vista de (5.4 fornece

Para ver1f1carmos a ultima aflrmagao no enunciado, comecemos por
lembrar que ja vimos que se v = Oy, entdo vale a igualdade. Se v # Oy,
mas {u,v} é LD, entdo u = Av, para algum A € R e, neste caso,

[(u,0)] = [(Av,0)| = [Al[|o]]* = [ Ao]| [[o] = [[u] |lo]|.

o = w0l

o]l
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Reciprocamente, suponha que |(u,v)| = ||u|| ||v||. Mostremos que {u,v} é
LD. Considere o sistema linear homogéneo

lull® (u,0) [X] _ m
[<u,v> joi? ] lv) = o] o
nas incégnitas x e y. Como

2

det | 11050l ol = (u,0)* =0,
[(WJ) o]l

segue do Teorema que (5.5) é indeterminado e, portanto, tem uma

solugdo ndo trivial («, B), isto é, uma em que « e f ndo sdo simultaneamente

nulos. Agora,

||u + ﬁv||2 = (au + Bu, au + po)

= (]| ul* o+ (u,0) B) + B( (u,0) a + [|0]* p)
=a0+ B0  (pois («, B) é solugdo de (5.5))
=0,

o que implica au + pv = Oy; ou seja, o vetor nulo pode ser expresso como
uma combinagdo linear de u e v em que nem todos os coeficientes sdo nulos.
Logo, {u,v} é LD. O

Na demonstracdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz que vimos a-
(10)
} y lo]* ™ o
relevante nas proximas se¢des. Esse vetor sera denominado projecao orto-
gonal de u sobre v (seguindo, portanto, a nomenclatura utilizada no estudo

da projegdo ortogonal no espago V?).

cima, foi introduzimos um vetor auxiliar, w =

v, que terd um papel

Exemplo 5.1.11. Escreva, no contexto do Exemplo como fica a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz.

Solugdo. Segundo o Teorema [5.1.10, considerando o produto interno no es-
paco vetorial C([0, 7r]) definido no Exemplo vale

/Onf(t)g(t) dt‘ < (/Onf(tydt)% (/Ong(tydt)%,

quaiquer que sejam f, g € C([0, t]). O

Uma consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz é o seguinte
resultado.

Corolario 5.1.12. Seja V um espaco vetorial munido de um produto interno.
Entio,
[+ ol < [[ull + o], (5.6)
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para todos u,v € V.

Chama-se (0.6) de desigualdade triangular (pois ela evoca o fato de que
a soma dos comprimentos de dois lados de um tridngulo sempre excede o
comprimento do terceiro).

Demonstragdo. Dados u,v € V, temos
|u+0|* = (u+0v,u+0)
2 2
= [[ul]” +2(u,v) +|o]
< lul*+2|u| o]+ ||o]* (pelo Teoremal5.1.10)
2
= (lull +lIwll)”
o que implica a desigualdade desejada. O

Esse corolario tem a seguinte consequéncia. Se dist denota a funcao
distancia definida em termos da norma de um espago vetorial V munido
de um produto interno, conforme a defini¢do na pagina entdo

dist(u, w) < dist(u,v) + dist(v, w),
para todos u,v,w € V. Isso, pois, escrevendo u —w = (u —v) + (v — w),
obtemos
dist(u, w) = ||u — w||
= (4 =v) + (o —w)]
< flu—olf+[lo—w]
= dist(u,v) + dist(v, w).

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear IT (2020): Exs. 52-56.

5.2 Bases ortonormais

Nesta segao, trataremos da tarefa de, dado um espago vetorial de dimensao
finita munido de um produto interno, encontrar uma base que seja formada
por vetores unitérios, isto é, de norma 1, que sejam dois a dois ortogonais
entre si. Tais bases, como veremos abaixo, sdo especialmente convenientes
para introdugdo de coordenadas.

Defini¢do. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita munido de um
produto interno e seja B = {uy, uy, ..., u,} uma base de V. Dizemos que B
é ortogonal se u; 1 uj, para todos i # j. Dizemos que B ¢é ortonormal se for
ortogonal e, adicionalmente, ||u;|| = 1, para todosi =1,...,n.

Exemplo 5.2.1. A base candnica de R"” é ortonormal com relagdo ao produto
interno usual. O
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Exemplo 5.2.2. A fungdo (A,B) = tr(B'A) define um produto interno no
espago vetorial M(R), em que tr(X) denota o traco da matriz X, isto é, a
soma dos elementos em sua diagonal principal, e X' denota a matriz trans-
posta da matriz X. (Veja o exercicio 73 da Lista 1 - Algebra Linear IT (2020).)
Explicitamente,

< [6111 alz} , [bn blz} > = a11b11 + a12b12 + ax1by1 + axbyp.

a1 axp|’ |bxy bx
~ 1 0 01 0 0 0 0 )
A base candnica { [0 O] , [0 O] , [1 0} , [0 1] } de M;(RR) é ortonormal

com relacdo a esse produto interno, como é rotineiro verificar. Este exem-
plo se generaliza de maneira 6bvia para espagos de matrizes de tamanho
superior. O

Exemplo 5.2.3. A base canonica {1,t,t*} de P,(IR) ndo é ortogonal (e, por-
tanto, também ndo é ortonormal) com rela¢do ao produto interno (p,q) =

fol p(t)q(t) dt, pois, conforme vimos, t [ t2. O

Coordenadas de vetores em relagdo a bases ortonormais sdo particu-
larmente convenientes, um fendmeno ja encontrado no estudo do espago

vetorial V3. (Veja a Proposigao[2.4.1})

Proposicao 5.2.4. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita munido de um
produto interno e seja B = {e1, ey, ..., ey} uma base ortonormal ordenada de V.
Entdo,

(i) paratodou €V,
u=((uer),(we),. .., (wen) )y

(ii) dadosv = (a1,a2,...,0n)8,w = (B1,B2,--.,Bn)p € V, valem:
(v,w) =a1P1+a2B2+ -+ + anPn

loll = /o3 + a3+ + o,

Demonstragio. Dadou € V,sejam Aq,..., A, € R tais que
u= (A, Ay ...,Au)B.
Mostremos que A; = (u,¢;), paratodoi =1,...,n. Com efeito,
(u,e;) = (Mey + Agex + -+ - + Ayen, ;)
= A1 (e, e;) +Aa ez, ei) + -+ An(en €;)
= Aileill?,
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pois B é ortogonal. Como, adicionalmente, ||¢;|| = 1, segue que A; = (u, ¢;),
provando (i).
Vejamos (ii):
(v,w) = <0€1€1 + - tagey, frer + -+ ,Bnen>
= w1 [ler]|* + 2Pz flea|® + -+ wufu [l enl)®
=B +afo+ -+ anPn,

uma vez que (e, ¢j) = Osei # j, e|l¢]| =1, paratodoi = 1,...,n. A
afirmagdo sobre a norma de v é um caso particular. O

Observagio. O trabalho para encontrar uma base ortonormal de um espago
vetorial V munido de um produto interno concentra-se na determinagao de
uma base ortogonal {v1, vy, ...,v,} de V, uma vez que, de posse de tal base,

0 conjunto
{ U1 o Uy }
[oa]l" [loa " [lonl

serd uma base ortonormal de V.
A primeira (e mais trabalhosa) etapa desse processo serd nosso préximo
objeto de estudo. O

Vejamos um exemplo de aplicagdo da Proposigdo

Exemplo 5.2.5. O conjunto {(0,0,1), (1,—1,0),(1,1,0)} é uma base ortogo-
nal de R® com relagdo ao produto interno usual. Segue, da observagao

acima, que
e foun (G- f50) ()

é uma base ortonormal de R3. Determine as coordenadas de v = (=7,2,3)
em relagdo a base B.

Solugio. Como B é ortonormal, podemos aplicar a Proposigao 5.2.4(i):
((-=7,2,3),(0,0,1)) =3

(cr9 (g 5at)) -

<(—7,2,3), (\2\20» _ _\;E

<3 _2 _5>
7 \/E/ \/E .
sdo as coordenadas de v em relacdo a base B, ou, escrevendo mais compac-

tamente, v = (3, —\%, —%) . O
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Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Todo espaco vetorial
de dimensdo finita munido de um produto interno tem bases ortonormais.
Isso seguird do Teoremal[5.2.7, que veremos a seguir. Em sua demonstragao,
serd apresentado um procedimento que origina, a partir de um conjunto LI
de vetores, um conjunto ortogonal de vetores que gera o mesmo subespaco.
Esse procedimento é conhecido como processo de ortogonalizagio de Gram-
Schmidt.

Para descrever o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, preci-
saremos de um lema que afirma que, como ocorria em V?, ortogonalidade
garante independéncia linear.

Lema 5.2.6. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno e sejam uy,
Us, ..., U, € V vetores nido nulos. Se u; L uj, para todo i # j, entdo o conjunto
{uy,ug, ..., uy} éLL

Demonstragio. Sejam Aq, A, ..., A, € R tais que
Auq + Aquy + - - - + Ayu, = Oy
Entdo, paracadai =1,...,n, temos

<OV/ui>
= <A1u1 4+ Aty + - - -+ Ay, ui>
= A (uq, 1) + Ao (uo, ) + -+ -+ Ay (U, 1)

0

Como, por hipétese, (uj, u;) = 0, para todo j # i, o lado direito da ex-
pressdo acima é igual a A; (1, u;) = A; ||u;||*. Assim, A; ||u;]|* = 0, mas o
fato de u; ser ndo nulo implica ||u;|| # 0. Dai, obtemos A; = 0, para todo
i=1,...,n. Logo, o conjunto {uy, uy,...,u,} é LL O

Teorema 5.2.7. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno e seja
{uy,uy, ..., uy,} um conjunto LI de vetores de V. Entdo, existem v1,vy,...,0, €
V wvetores ndo nulos dois a dois ortogonais entre si tais que, para todoi =1,...,n,

[01,...,7)1'] = [ul,...,ui].

Demonstragido. Comecemos por definir v; = u;. Entdo, é claro que v; # Oy
e que [v1] = [u1].

Agora, defina
Uy = Uy — 7<M2, 012>
[o1]]
Entdo, vy # Oy, pois se v, fosse o vetor nulo, terfamos uy € [v1] = [u1], 0

que contradiz o fato de {uy,up} ser LI. Além disso, v, e v; sdo ortogonais,
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uma vez que

(Uz,01> = <M2 - (u2,012> Z)1,01> = <M2,01> - (u2,012> <01,01>

[[o1]]

= <1/l2,7)1> — <u2,01> =0.

A pentiltima igualdade segue do fato de que (v1,v;) = ||v1||%. Finalmente,
como {v1,v;} é um conjunto formado por dois vetores ndo nulos que sdo
ortogonais, {v1,v2} é LI (pelo Lema . Mas, por sua prépria defini-
¢do, vy € [v1,up); portanto, [v1,v2] C [v1,uz] = [u1, uz2] (j& que [v1] =
[u1]). Assim, [v1, v2] é um subespago de dimensao 2 do espago [uj, Uz}, que
também tem dimensao 2. Segue, da Proposigéo que [v1,v2] = [u1, uz].

Repetimos o processo na definigdo de v3, utilizando os vetores v; e v, ja
definidos:

U3 = Uz — <1/l3, vlz> 01 — <u3/ 022>
[o1]] |02
Aqui, também v3 # Oy, uma vez que us ¢ [u1, uz] = [v1,v2], pois o con-

junto {uq,up, uz} é LL e v3 é ortogonal a v; e a vy, pois

Uus, 0 us, o
<U3zvl> — <u3_< 3, 1>vl_< 3/ 2>02/Ul>

2 2
[[o1]] |02
Uz, v Uz, v
= (u3,01) — @ (v1,01) — @ (v2,01)
01| |02l
= (u3,v1) — (u3,v1)  (ja que (v, 01) = ||o1|* e (v, 01) = 0)
=0
e, de modo anélogo,
<U3,Uz> =0.

Temos, assim, um conjunto {v1, v2, v3 } de trés vetores ndo nulos, dois a dois
ortogonais entre si, e, portanto, LI. Logo, [vl, Uy, 03] € um subespaco vetorial
do espaco vetorial [v1,v2, uz] = [uy, ua, u3], que também tem dimenséo 3.
Logo, [v1,v2,v3] = [u1, ua, u3).

Prosseguimos dessa maneira: uma vez definidos vy, . .., v;, define-se

(Uiy1,01) (Uit1,02) (Uiy1,0i)
2 ’Z]l — 2 ’02 I p— 72

[o1]] |02 [ oi|
As verificagdes que v; 1 # Oy, que v,y é ortogonal a v1,vy,...,7; € que

[01,V2,...,0it1] = [u1,U2,...,Ui41] sd0 andlogas as que fizemos nos casos
i=1le2. ]

Uiyl = Ujy1 — 0;. (57)

Corolario 5.2.8. Todo espago vetorial de dimensdo finita munido de um produto
interno tem base ortonormal.
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Demonstragio. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita igual a n mu-
nido de um produto interno. Escolha uma base {uy,...,u,} de V. Apds
submeté-la ao processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, obteremos
um novo conjunto {v1,...,v,} de vetores ndo nulos, que sdo dois a dois
ortogonais — e, portanto, LI —, e cujo subespago gerado coincide com
[ug,..., uy] = V.Logo, {v1,...,vs} é uma base ortogonal de V e, portanto,

{ 9 %, v—"} é uma base ortonormal de V. O
1]l Toz]] ol

Vejamos dois exemplos.

Exemplo 5.2.9. Em R3, encontre uma base ortonormal, em relacio ao pro-
duto interno usual, para o subespago S = [(0,2,1), (—1,1,2)].

Solugdo. O conjunto {uq,uz}, em que u; = (0,2,1) eup = (—1,1,2) é Ll g,
portanto, uma base de S. Podemos submeté-lo ao processo de ortogonali-
za¢do de Gram-Schmidt. Faga v, = u; = (0,2,1) e

(U2, v1)

U2 = Uz — 5
o1
Temos
(uz,v1) =((-1,1,2),(0,2,1)) =0+2+2=4
e
lo1]> = [1(0,2,1)]* =0+4+1=5.
Logo,

4
U2 = (_111/2) - 5(0,2,1) = <—1,_:;, g) .

Assim, {v,v,} é uma base ortogonal de S. Temos || ||* = 5 (isso foi calcu-
lado acima) e

toal2 = || (1,2 &Y =12 2 (3670
2= "75'5)|| """ 25 "25 25
Portanto,
V70
o1 =V5 e o2 = =
Logo,
o 1 ( 2 1
o 0,2,1)= (02, —
Toul =~ 5 %% 5 V5
e
v 1 (—4 3 6)__(_ 5 3 6 )
o2 V70/5 " 5’5 V70" V70" V70)
Assim,
3

(0 ) (v 7))
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é uma base ortonormal de S. O

Exemplo 5.2.10. (Lista 1 - Algebra Linear II (2020), ex. 66) Encontre uma base
ortonormal para o subespaco W = [1,t,?] do espago vetorial P(RR), com
relagdo ao produto interno definido por

(p.q) = /Olf(t)g(t) dt.

Solugio. Sejam uy = 1, up = t e uz = t2. Por ser LI, {uy, up, uz} é uma base
de W. Apliquemos a ela o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.
Sejav; =1 e seja

U, U
02=M2—< 2 12>
o1 ]
Como
1 AL 1 1
Uy, V1) = tdt = —| == e v 2:/1dt:t) =1,
o) = [ rdt=5| = ol = [ 0
segue que
1/2 1
—t——"1=t——.
2 1 2
Agora,

<M3, Ul) (Ms, Uz)
2 U1~ 2
01| 02|

03 = U3z —

0y.

. 2 . .
Ja sabemos que ||v1||” = 1. Efetuando os célculos dos demais escalares
envolvidos nessa expressao, obtemos

_(E_ey 111
“\176)|, 2 6 12
e
2 _ [, 12ﬁ_(b&f1_11 1\ 1
el = [ (1=3) 4= "5 =3(5%5) " m
Logo,
o=t
3=1 —t+—.
6
Assim,
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é uma base ortogonal de W. Resta normaliza-la, isto é, dividir cada vetor

pela sua norma. J4 sabemos que |[v1]| = 1e ||v2|| = zlﬁ Resta calcular

|vs||. Vejamos,

1 1\2 1 42+ 1
2 2 4 3
— 2oty dt:/ #oo e T ) dr
sl /0< +6> .o< T3 3+36>

1

S A
~\5 2 9 6 36/|, 180
Logo, ||vs]| = % e, portanto,
{1, V3(2t — 1), V5(6t* — 6t + 1)}
é uma base ortonormal para W. O

5.3 Projecao ortogonal

Vimos, na péagina que, em um espaco vetorial munido de um produto
interno, existe uma nog¢do de distancia entre vetores. Entdo, faz sentido
considerar a seguinte questao.

Problema. Seja V um espaco vetorial munido de um produto interno. Dados
um subespago W de V e um vetor u € V, é possivel encontrar wy € W tal
que

dist(u, wo) < dist(u, w),
para todow € W, w # wy?

Em outras palavras, pode-se encontrar um elemento do subespago W
cuja distancia a u seja a menor possivel? Esse problema também é conhe-
cido como problema da melhor aproximagdo. Quando ele tem solugdo, dizemos
que o elemento wy € W encontrado é a melhor aproximacao de u por ele-
mentos de W.

Veremos que quando o subespaco W tem de dimensao finita, o pro-
blema da melhor aproximagdo sempre terd solugao.

Observagio. Se o problema da melhor aproximacao tiver solugao, ela é tinica.

Com efeito, dado um subespago W de um espago vetorial V munido de
um produto interno e um vetor u € V, se wy € W é tal que dist(u, wp) <
dist(u, w), para todo w € W, w # wy, entdo qualquer outro vetor de W
que ndo seja wy distard de u mais do que wy dista e, portanto, ndo serd uma
solugdo do problema da melhor aproximagéo; wy € a tnica. O

Sabemos que, na geometria euclidiana, a menor distancia entre um de-
terminado ponto P e os pontos de uma reta r ocorre precisamente entre esse
ponto e sua projecdo ortogonal P’ sobre a reta, como na figura.
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PiH------- -P

Analogamente, a menor distdncia entre um determinado ponto e os pon-
tos de uma plano ocorre entre esse ponto e sua projegdo ortogonal sobre o
plano:

Em espacos vetoriais abstratos, temos uma versdo andloga desse fato. Para
enuncié-la, sera util introduzir uma notagéao.

Defini¢ao. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno, seja
W um subespago de V e seja u € V. Dizemos que u é ortogonal a W, e
escrevemos u 1. Wseu 1 w, paratodow € W.

Podemos, agora, definir proje¢do ortogonal de um vetor sobre um sub-
espago.

Definicdo. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno, seja
W um subespago de V esejau € V. Se existir wy € W tal que (1 —wp) L W,
dizemos que wq é uma projecio ortogonal de u sobre W.

Uma ilustracdo inspirada na geometria de V3 pode ajudar a compre-
ensdo desse conceito:

U U — wo

wo
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O préximo resultado relaciona a projegao ortogonal com o problema da
melhor aproximacao.

Proposicao 5.3.1. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno, seja
W um subespago de V e sejau € V. Se wy € W é uma projegio ortogonal de
u sobre W, entdo wq é uma solugdo do problema da melhor aproximagdo de u por
elementos de W.

Demonstragio. Precisamos mostrar que dist(u, w) > dist(u, wy), para todo
w e W, w # wy. Com efeito, dado w € W, w # wy, temos

lu —w||* = || (1 = wo) + (wo — w)||*

= ((u —wo) + (wo — w), (u —wp) + (wo — w) )
= flu—wol|* + 2 (u — wo, wo — w) + [|wo — w]|?

Como wy é uma projecao ortogonal de u sobre W, o vetor u — wy é ortogonal
a todo vetor de W, em particular, u — wyp é ortogonal a wy — w. Assim, o
termo central da soma acima é nulo: (u — wp, wp — w) = 0. Logo,

lu —wl* = [[u—wo* + [lwo — w|[* > [[u —wo |,

uma vez que, ||wy — w|| # 0, pois w e wy sdo distintos. A conclusdo dese-
jada segue, lembrando que dist(u, w) = ||u — w|| e dist(u, wy) = ||u — wo|,
por defini¢do de distancia em V. O

Segue, do resultado acima, que, quando existe, a proje¢do ortogonal de
um vetor sobre um subespaco é tnica (uma vez que ela é uma solugdo do
problema da melhor aproximagdo, que, como vimos, é tinica). Assim, faz
sentido introduzir a seguinte nota¢do: dados um espago vetorial V munido
de um produto interno, um subespagco W de V e um vetor u € V, se existir,
a projegao ortogonal de u sobre W sera denotada por proj, u.

Resta-nos encontrar condi¢des que garantam a existéncia da projecao
ortogonal. Uma resposta é apresentada a seguir.

Teorema 5.3.2. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno e seja W
um subespaco de V' de dimensdo finita. Entdo, para todo u € V, existe a projegdo
ortogonal de u sobre W e ela é dada por

<u,w12>w <u,wzz>w2+mJr <u,wn2>
[[w || [[wa|] [|wn |

projyy u = Wn, (5.8)

em que {wq,wo, ..., w,} é uma base ortogonal de W.

Uma observagao, neste momento, cabe. Comparando a expressao (5.8),
acima, com a expressdo (5.7), utilizada na definigdo iterativa dos vetores na
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demonstracdo do Teorema (que apresenta o processo de ortogonaliza-
¢do de Gram-Schmidt), vemos que (5.7) pode ser reescrita, em termos da
projecdo ortogonal, na forma

Oit1 = Uit1 — PYOJyy, up,.u;] Hit1-

Isso segue do fato de {v1,vy,...,v;} ser uma base ortogonal para o subes-
paco [u1, Uz, ..., uj.
Vamos a demonstra¢do do teorema.

Demonstragido. Sejau € V eseja {wq,ws, ..., w,} umabase ortogonal de W.
(Lembre que, conforme vimos no Corolério sempre haverd uma base
ortogonal para W: basta tomarmos uma base qualquer de W e submeté-la
ao processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.) Mostremos que o vetor

B <u,w1>w (u,w2>w . (u, wy)

= 1 2 Wn
|| || 1w |

satisfaz as condi¢des para ser a proje¢do ortogonal de u sobre W. Primei-
ramente, estd claro que w € W. Resta mostrar que u —w L W, isto é, que
u — w é ortogonal a todo vetor de W. Para tanto, basta mostrar que u — w
é ortogonal a w;, para todoi =1,...,n, ja que essa condigdo implicard que
u — w é ortogonal a toda combinacéo linear de wy, ..., w;,. Assim, vejamos:
dadoi=1,...,n, temos

u,w u,w u,w
(u—w,wi>=<u—<< 12>w1+< 22>w2+---+< ”2>wn>,wi>
[01 | [0z | [[0n |

2 2
[01 | [0z |
u,w
- < 712> < nr l>
[0 |
Como (wj, w;) = 0sej # ie (w;,w;) = ||w |, aigualdade acima resume-se
a
u, w;
(u—w,w;) = (u,w;) — < 12> (w;, w;) = 0.
[0 ]
Logo, u —w L W e, portanto, w = projy, u. O

Em particular, se V é um espago vetorial de dimensdo finita com pro-
duto interno, W é um subespaco de V e u € V, entdo a projecdo ortogonal
de u sobre W sempre existira.

Exemplo 5.3.3. Em R® com o produto interno usual, encontre proj,, v, em
quev = (1,—-1,0) e
W=1[(1,21),(212)].
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Solucgdo. Para utilizarmos a férmula (5.8), necessitamos de uma base or-
togonal de W. Chamemos u; = (1,2,1) e up = (2,1,2), de modo que
W = [ujg,uz]. O conjunto {uq,us} é LI e, portanto, uma base de W; mas
essa base ndo é ortogonal, uma vez que (uj, up) = 6 # 0. Vamos orto-
gonalizé-la por meio do processo de Gram-Schmidt. Comecamos fazendo
v1 = u1 = (1,2,1) e definimos

Uy = Uy — {112, 012>
o1 ]
Como
(up,m) = {((2,1,2),(1,2,1)) =6
e
011> = (01,01) = ((1,2,1),(1,2,1)) =6,
segue que

0 = (2,1,2) — 2(1,2,1) —(1,-1,1).

Como v; e v, sdo ortogonais e geram o mesmo subespaco que 11 e Uy, segue
que {v1,v2} é uma base ortogonal de W. Agora, podemos usar (5.8):

(v,v1>v (v,vz>v

projyy v = Hlez ||UZHZ
_(4-10,(121) o (10,4 -L1)
(O A ORI
-1

2
=—(1,2,1)+5(1,-1,1
=121+ 3(L-11)

1 1
= (2’_1’2> 0

Exemplo 5.3.4. Em P»(R), com o produto interno

(f.8) = £(0)g(0) + fF(1)g(1) + f(2)8(2),
encontre o vetor de P (R) mais préximo de q(t) = 3 (£ + 3t).

Solugio. Como P;(R) é um subespago de P»(RR), trata-se de encontrar a
melhor aproximacdo de g por vetores de P;(R). A Proposigédo diz
que a resposta é dada pela projecdo ortogonal de g sobre P;(R). Para
utilizar (5.8), precisamos de uma base ortogonal de P;(IR). Sabemos que
{1,t} é uma base de P;(RR), mas essa base ndo é ortogonal, uma vez que
(1,t) = (1)(0) + (1)(1) + (1)(2) = 3 # 0. Apliquemos o processo de
ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt: v; =1e

1
1),
1]l
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Temos

(1) =0)1)+ 1)1+ (2)1) =3

11> =12 +12+12 =3.
Assim, v; = t — 1. Como {vy,v2} é uma base ortogonal de P;(R), segue
que

(9.01) . {4,02)

ProIm @ 1= 12 g2
Agora,
1
(1,00 = (3B +30,1) = O + @1) + G)1) =7,
o) = ||1]]* =3 (como ja vimos),

~—
—~
—_
SN~—
I
Q1
~

(1,02) = (3B +30,1-1) = O(-1)+ Q)0 + (5

o2 = ||t —1)* = (—1)> + 0>+ 12 = 2.

Logo,
. 7. 5 5 1
Projp,(r) 1 = 31+ E(t -1) = St
que é, de todos os vetores de P; (IR), o mais préximo de 4.

Podemos interpretar o resultado da seguinte maneira. Pretende-se de-
terminar dentre todas as retas (que sdo os graficos de elementos de P;(R))
aquela que “melhor se ajusta” a parabola y = 3(x2 +3x) nos pontos x; = 0,
x; = lexz = 2. O que vimos é que a reta procurada é a de equagdo

y=3x—1. O

N1

Observagdo. Vimos, no Teorema uma férmula para a projegao ortogo-
nal de um vetor de um espacgo vetorial V munido de um produto interno
sobre um subespago W de V que tenha dimensao finita. Essa férmula era
expressa em termos dos elementos de uma base ortogonal do subespago W.

E possivel encontrar a projecdo ortogonal de qualquer vetor de V sobre
W em termos dos elementos de uma base arbitrdria de W, ndo necessari-
amente ortogonal. Indicamos ao leitor interessado nesse método a leitura
das paginas 130-131 de [2]. O

Exercicios. Lista 1 - Algebra Linear II (2020): Exs. 57-74.

5.4 O complemento ortogonal

Dados um espago vetorial V munido de um produto interno e um subcon-
junto X de V, definimos o subespago ortogonal a X como sendo o seguinte
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subconjunto de V:
X+ ={veV|vLlx paratodox € X }.

Por convencéo, definimos @+ = V.

Observe que na defini¢do ndo se exige que X seja um subespago de V;
X pode ser qualquer subconjunto de V. Apesar disso, X é sempre um
subespago, o que justifica a nomenclatura introduzida. Esse é o contetido
do nosso proximo resultado.

Proposicao 5.4.1. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno e seja
X um subconjunto de V. Entdo, X é um subespago de V.

Demonstracdo. Basta considerar o caso X # &. Primeiramente, 0y € X,
porque Oy L v, para todo v € V, em particular, Oy L x, para todo x €
X. Sejam, agora, u,v € X*. E preciso mostrar que u +v € X*. Com
efeito, para todo x € X, temos (u+v,x) = (u,x)+ (v,x) =0+0 = 0.
Logo, de fato, u + v € X=*. Finalmente, mostremos que X é fechado para
multiplicagdo por escalares: sejam A € R e u € X*; entdo, para todo x € X,
(Au,x) = A (u,x) = A0 = 0, 0 que mostra que Au € X*. Assim, conclui-se
que X+ é um subespaco de V. O

Sendo um subespago, podemos aplicar ferramentas e conceitos da alge-
bra linear a X*. Antes de tratar de um exemplo, notemos a seguinte

Observagio. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno e seja
X um subconjunto finito de V. Entdo, X+ = [X]™.

De fato, como X C [X], entdo [X]l C X-+. Para a outra incluséo, su-
ponha que X = {uy,...,u,}, sejav € X+ e seja w € [X]. Entdo, existem
M, ..., Ay € Rtaisque w = Aquy + - - - + Ay, Assim,

(v,w) = (v, \qug + -+ - + Ayty)
=M (vur)+ -+ Ay (v, uy)

=0.
Logo, v € [X]™, 0 que prova que vale, também X+ C [X]*. O

Exemplo 5.4.2. Considere, em R* o produto interno definido por
((a1,a2,a3,0a4), (b1, b2, b3, bs) ) = 2a1by + azby + azbs + asby.
Encontre uma base para S*, em que S = [(1,2,0, —1)].

Solugio. Primeiramente, convenga-se que a funcdo definida ¢, de fato, um
produto interno em R*. Em segundo lugar, como vimos na observagdo que

179



precede este exemplo, S* = {(1,2,0,—1)}*+. Agora, dado v = (x,v,z,w) €
R*, temos v € {(1,2,0,—1)}"* se, e somente se, v L (1,2,0,—1), isto é, se e
somente se, {(x,y,z,w),(1,2,0,—1)) = 0. Portanto,

v=(xy,zw) € St se, esomentese, 2x+ 2y —w = 0.

Assim, St = {(x,y,z,w) € R* | 2x + 2y — w = 0}. Agora, basta argu-
mentarmos como vimos fazendo desde a Secao[4.7} Os vetores de S sdo os
vetores da forma

1
(—zx T %,uc,ﬁ,y) = x(—1,1,0,0) + (0,0,1,0) + <2,0,0,1> )

comua, B, € R, ja que essas sdo as solugdes do sistema linear 2x 42y —w =
0 (que tem uma equacao e cujas incégnitas sdo x, y, z, w). Assim,

1
[ {(—1,1,0,0),(0,0, 1,0), (2,0,0,1” :

O conjunto gerador de S+ apresentado acima é LI e, portanto, uma base
dele. Em particular, dim(St) = 3. O

Note que, no exemplo, a dimensdo de S Le complementar (em relagdo a
dimenséo do espaco ambiente R*) a dimensao de S: dim(S) + dim(S+) =
1+3 =4 = dim(R*). Isso é um fato geral, como mostra o préximo resul-
tado.

Teorema 5.4.3. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno e seja
W um subespaco de dimensdo finita de V. Entdo, V. = W & W+,

Em particular, se V tem dimensdo finita, dim(V) = dim(W) + dim(W+),
para todo subespaco W de V.

Demonstragio. A tltima afirmagdo é uma propriedade de somas diretas,
como vimos na Proposic¢do

Provemos a decomposigio V = W @ W+. E preciso mostrar duas coisas:
que V =W + W= eque WNW-+ = {0y }. Comecemos pela primeira. Dado
u € V, como W tem dimenséo finita, o Teorema garante que existe a
projecdo ortogonal de u sobre W. Assim, temos

u = (projy u) + (u — proj,, u).

Como proj,, u € W e u — proj,, u € Wt, segue u € W+ WL, Assim, todo
vetor de V se decompde como soma de um vetor em W e um vetor em W+.
Logo, V=W + W+, Para mostrar que a soma é direta, tome v € WN wt.
Entdo, (v,v) = 0 (pela prépria definigido de W+). Logo, v = Oy, o que
implica W N W+ = {0y}, como queriamos. O
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Como a decomposi¢do de um vetor em uma soma de termos de uma
soma direta é tinica (pela Proposicao[4.9.4), segue que a decomposigéo que
encontramos, na demonstragdo, para um vetor de V como soma de um
elemento de W e um elemento de W+ é tinica.

Em vista desse teorema, W ¢, as vezes, chamado de complemento orto-
gonal de W.

Exemplo 5.4.4. Em IR® com o produto interno usual, decomponha o vetor
v=(1,2,2) comoumasomav=x+y,emquex € W= [(1, 1,0), (0, 1,1)]
ey € W

Solugdo. Vimos, na demonstracdo do Teorema que devemos tomar x =
projyvey = v —x. O conjunto {(1,1,0),(0,1,1)} é uma base de W, mas
ndo é ortogonal. Aplicando a ele o processo de ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt, obtemos

v1 =(1,1,0),

((0,1,1),(1,1,0))

vy =1(0,1,1) —
=01 = Lo

(1,1,0)

1
=(0,1,1) — 5(1,1,0)

11
— (=551
(-221)
Assim {v1, v} é uma base ortogonal de W. Portanto,

(v,11) (v,02)
2 01 7 U2
o1l |02l

((1,2,2),(1,1,0)) ((1L,2,2),(-5,4,1)) (-110)
1

projy v =

- 1,1,0) +
1(1,1,0) o

3 5/2 11
=-(1,1 — | —=z,31
2(//0)+3/2< 2/2/ )
_ (275
S \3'3'3)"°
Logo, a decomposicdo procurada é v = x + vy, com
X = projy v = 275
= Projy v = 3’3’3 4
y:v—x:(l,z,z)—(

Veja que, de fato, x € Wey € W. O
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Exemplo 5.4.5. (Prova 1, Algebra Linear II, 2011) Seja V um espaco vetorial
munido de um produto interno e sejam S e W subespagos de V. Assinale a
afirmacao falsa.

(A) Seu € S,veSteu+v=0y, entiou = v = Oy.
(B) Se S C W, entdo W+ C S+.

(C) Se {u1,...,un} é uma base ortogonal de V, entdo v = }i'; proj[w] v,
]

paratodov € V.
(D) Se S C W, entdao S+ C W+,

(E) SeA = {uy,...,up} €S,B={vy,...,05} C S1 e A e Bsidolinearmente
independentes, entdo A U B é linearmente independente.

Solugdo. A afirmagdo falsa ocorre na alternativa (D); por exemplo, em qual-
quer espaco vetorial V nao nulo, temos {0y} = V (pois todo vetor de V
é ortogonal ao vetor nulo) e V+ = {0y} (poissev € V étal que v € V+,
entdo ||v|* = (v,0) = 0). Assim, tomando S = {Oy} e W = V, obtemos
um contraexemplo de (D).

Mostremos, agora, que as demais afirmagdes sdo verdadeiras.

(A)Se u+ v = Oy, entdo, u = —v. Comov € St e S+ éum subespago
de V segue que —v € St. Logo temos um vetor 1 = —v que pertence,
simultaneamente, a S e a S*. Portanto, ele é ortogonal a si mesmo: Oy =
(u,u) = ||u||*. Segue que u = Oy e, também, v = —u = —0y = Oy..

(B) Para mostrar que W+ C st é preciso mostrar que todo vetor de W+
é ortogonal a todo vetor de S. Mas isso é valido, uma vez que todo vetor de
W+ é ortogonal a todo vetor de W e W contém S.

(C)Dadowv € V,sejam Ay, ..., A, € R tais que v = 2}“:1 Aju;. Para cada

. 2
i=1,...,n, temos (v,u;) = <Z;1:1 )\]-u]-,ui> = Y A (uju) = A flui]|,
uma vez que os vetores de {u1,...,u,} sdo dois a dois ortogonais entre si.

(vui) gy o) ;
TR Portanto, Aju; = Huinul = projj,,; v-

(E) Sejam a1, ..., ap, 1, ..., By € R tais que Yb_, aju; + Z;’:l Bjvj = Oy.
A tarefa é mostrar que todos os «; e todos os ; sdo iguais a zero. Denote
U= Zf:1 Kl €V = Z?Zl Bjv;. Entdo, u € Sev € S*,jaque AC SeB C S*.
Pelo que vimos na alternativa (a) isso implica que Oy = u = 25]:1 a;u; e que
Oy = v = Z;’:l Bjvj. Como A e B sdo LI, segue que a; = 0, para todo

i=1,...,p,epj=0,paratodoj=1,...,q.
Resposta: (D) O

Segue que A; =

Exercicios. Listal - Algebra Linear II (2020): Exs. 75-82.
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Transformacoes lineares

Neste capitulo, estudaremos relacdes entre espacos vetoriais possivelmente
distintos. A ferramenta para isso serdo fungdes entre os espagos vetoriais
que respeitam as operagdes.

6.1 Definicao e exemplos

Definigao. Sejam U e V espagos vetoriais. Dizemos que uma fungdo
Tr-u-—YV

é uma transformagio linear se satisfizer as seguintes condic¢des:

(1) T(uy +u2) = T(u1) + T(u2), para todos uy, up € U;

(2) T(Au) = AT(u), paratodosu € U, A € R.

Obverve que, na defini¢do acima, embora os espacos U e V sejam pos-
sivelmente diferentes, e, portanto, possuam operag¢des de soma e multipli-
cacdo por escalar diferentes, utilizamos as mesmas notagdes (+ e conca-
tenagdo) para elas nos dois espagos. Esse abuso notacional ocorrera com
frequéncia. Em geral, o proprio contexto impedird interpretagdes ambi-
guas.

As transformacoes lineares sdo as fungdes entre espagos vetoriais que
permitem que se transporte informagdes conhecidas de um espaco a outro.

Antes de prosseguir explorando propriedades de transformacdes line-
ares e suas consequéncias para os espagos vetoriais envolvidos, vejamos
uma série de exemplos de transformacdes lineares (e, também, de algumas
fung¢des que ndo sdo transformagdes lineares).
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Exemplo 6.1.1. A fungdo T: R3 — P»(RR), definida por
T(a,b,c) =a+bt+ ct?,

para todo (a,b,c) € R?, é uma transformacio linearﬂ
A fim de justificar essa afirmacao, é preciso mostrar que, de fato, T sa-
tisfaz as condicdes da definicio. Dados (a1, by, c1), (a2,ba,¢2) € R3, temos

T((a1, b1, ¢1) + (a2, b, ¢2)) = T(a1 +az, b1 + by, 1 + ¢2)
= (a1 4+ a2) + (b1 + b2)t + (c1 + )
= (a1 + byt + c1t?) + (az + bat + cot?)
= T(ay,b1,c1) + T(az, by, c2).
Logo, T satisfaz a condigdo (1). Para a segunda condigdo, tome (a,b,c) € R3
e A € R. Entéo,
T(A(a,b,c)) = T(Aa, Ab, Ac)
= (Aa) + (AD)t + (Ac)t?
= AMa + bt + ct?)
= AT(a,b,c).
Portanto, T satisfaz, também, a condigao (2). Assim, T é uma transformacao

linear. O

E comum introduzir a defini¢io uma funcdo, em termos de seu dominio,
contradominio e da imagem de cada elemento de seu dominio, por um dia-
grama, como o que foi utilizado, por exemplo, na defini¢do de espago veto-
rial no inicio da Secdo Assim, no exemplo acima, poderiamos ter dito,
simplesmente, que T é a fun¢do dada por

T:R® — 7P(R)

(a,b,c) +—— a+bt+ct?
Dai, poderiamos concluir, a titulo de um exemplo, que T(1,—1,0) =1 —¢
e, também, que T(0, —2,3) = —2t + 312,
Exemplo 6.1.2. A funcao

L: R*> — R3

(xy) — (2x,x+y,3y)
é uma transformacao linear.

IFizemos, aqui, um pequeno abuso da notagdo usual de fungdo: deverfamos, a rigor,

escrever T((a, b, c)) para a imagem pela fun¢do T do elemento (4, b, ¢) de seu dominio. Essa
simplificagdo notacional sempre serd adotada quando nédo implicar ambiguidades.
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Com efeito, L satisfaz a condigdo (1), pois

L((x1,y1) + (x2,12)) = L(x1 + X2, 1 + 12)

(2(x1 +x2), (x1 +x2) + (y1 +¥2),3(v1 + 12))
(2x1 + 2x2, x1 + y1 + X2 + 2, 3y1 + 3y2)
(2x1, X1 +y1,3y1) + (2x2, X2 + Y2, 3Y2)
L(x1,y1) + L(x2,42),

quaisquer que sejam (x1,y1), (x2,¥2) € R%. E L satisfaz a condigdo (2), uma
vez que

L(A(x,y)) = L(Ax, Ay)
= (2Ax, Ax + Ay, 3Ay)
= A(2x,x +y,3y)
= AL(x,y),
para todos (x,y) € R?e A € R. O

Algumas transformagdes geométricas familiares sdo lineares, como é o
caso do préximo exemplo.

Exemplo 6.1.3. No plano cartesiano, a reflexdo em relacdo ao eixo x é uma
transformagdo linear. De fato, essa transformagdo é dada por
S:R? — RR?
(x/ y) — (x’ _y)
e é linear porque
S((x1,y1) + (x2,¥2)) = S(x1 + x2,y1 +y2) = (¥1+ %2, —(y1 + 42))
= (x1+x2, =1 — ¥2) = (x1,—y1) + (22, —¥2)
= S(x1,41) + S(x2,42),
para todos (x1,y1), (x2,12) € R?, e
S(Mx,y)) = S(Ax, Ay) = (Ax, —Ay) = A(x, —y) = AS(x,y),
para todos (x,y) € R*?e A € R. O
Se V é um espago vetorial, uma transformacgdo linear T: V. — V §,
também, chamada de operador linear de V. Esse é o caso do exemplo an-
terior.
Algumas fungdes familiares do Célculo também s&o lineares.
Exemplo 6.1.4. O operador de deriva¢do no espago dos polindmios
D: P(R) — P(R)
p— 7
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é linear, pois, como visto no curso de Célculo,

D(p+4q)=(p+q9)=p"+4q =D(p)+D(q)

D(Ap) = (Ap)' = AP/,
paratodos p,g € P(R)e A € R. O

Exemplo 6.1.5. Se V é um espago vetorial qualquer, entdo a fungdo iden-
tidade Iy: V. — V, definida por Iy(v) = v, para todo v € V, é uma
transformagcdo linear, chamada de operador identidade de V, como é facil ver.

Se U e V sdo espagos vetoriais, também é facil de ver que a fun¢do nula
N: U — V,dada por N (u) = Oy, para todo u € U, é uma transformacao
linear. O

Exemplo 6.1.6. A fungdo

F:R> — R?

(xvy) — (+%,0)
ndo é uma transformacdo linear, pois, por exemplo, ndo satisfaz a condigdo
(1),ja que

F((1,0) + (1,1)) = F(2,1) = (4,0),
ao passo que
F(1,0) + F(1,1) = (1,0) + (1,0) = (2,0).

Observe que a condicdo (1) exigia que a igualdade expressa nela fosse
satisfeita para todos os pares de elementos do dominio. Aqui, mostramos
que ela ndo é satisfeita para uma determinada escolha de pares, o que é
suficiente para garantir que F ndo é uma transformacdo linear. Note que F
também néo satisfaz a condigao (2). O

Exemplo 6.1.7. A fungdo
G:R} — R?

(x,y,z) — (x+1,y+z)
ndo é uma transformagcdo linear, pois, por exemplo, nao satisfaz a condicao
(2):

G(2(1,1,3)) = G(2,2,6) = (3,8),

mas

2G(1,1,3) =2(2,4) = (4,8).
(Verifique que G também ndo satisfaz a condigdo (1).) O

Enunciamos, a seguir, duas propriedades satisfeitas por transformacdes
lineares.
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Proposicao 6.1.8. Sejam U e V espagos vetoriais e seja T: U — V uma trans-
formagdo linear. Entdo,

@) T(0u) =0v;
() T(—u) = —T(u), para todou € U.

Demonstragido. Temos T(0y) = T(0y + Oy) = T(0y) + T(0y), pois T é
linear. Somando —T(0y;) a ambos os lados da igualdade, obtemos (i). Para
(ii), basta lembrar que —u = (—1)u, para todo u € U (ver Proposigao4.1.8).

O

Esse resultado pode ser utilizado para mostrar que uma determinada
fungao entre espagos vetorias ndo é uma transformagao linear. Por exemplo,
no Exemplo temos G(0,0,0) = (1,0) # (0,0). Logo, G ndo pode
ser linear. Entretanto, esse critério deve ser aplicado com cuidado, pois ha
fung¢des entre espagos vetoriais que preservam o vetor nulo, mas ndo sao

lineares. Por exemplo, a fungdo det: My(R) — R satisfaz det [8 8] =0,
mas ndo € linear. (Vocé consegue mostrar isso?)

O préximo resultado diz que uma transformagao linear estd completa-
mente determinada uma vez determinadas as imagens dos elementos em

uma base do dominio.

Proposicdo 6.1.9. Seja U um espago vetorial de dimensdo finita e seja V um espago
vetorial qualquer. Se {e1,..., e} é uma base de U e vy,...,v, € V, entio existe
uma tinica transformagio linear T: U — V tal que T(e;) = v;, para todo i =
1,...,n.

Como veremos na demonstragdo desse resutado, a sequéncia de vetores
v1,...,0, ndo precisa ser formada por elementos distintos.

Demonstragido. H4 duas coisas a demonstrar: (i) que existe uma transfor-
macdo linear T com a propriedade desejada, e (ii) que T é a tnica transfor-
macdo linear com essa propriedade.

Comecemos por (i). Vamos definir uma fungdo T: U — V, explici-
tando a imagem de cada elemento do dominio U. Dado u € U, sejam
A, Az, .., Ay € R tais que u = Ajeq + Azex + - - - 4+ Ayey. Defina

T(u) = Mo1 + Ava + - - - + Ay

(Isto é, T(u) é aquela combinacdo linear de vy, ..., v, cujos escalares sdo as
coordenadas de u em relagdo a base {ey,...,e,}.) Entdo, T(e;) = v;, para
todoi = 1,...,n, por definicdo. Falta mostra que T é uma transformagdo
linear. Sejam u, 1’ € U esejam Ay,..., Ay, Al ..., A}, € R tais que
u=Aer+--+Aen, e u =ANe +-+Ae,.
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Entdo, u +u' = (A1 + A))er + - - - + (A, + A},)e, e, portanto,
Tu+u')= M +A)or+- -+ Ay + Aoy
= (Mo1+ -+ Agvp) + (Ao1 + - - + AL0,)
=T(u)+T('),

e, se x € R, entdo au = (aAj)e; + -+ + (aAy,)e,, 0 que implica, pela
definicdo de T, que

T(au) = (aA)vy + - -+ (aAy) vy = a(Mov1 + - - + Ayon) = aT(u).

Logo, T é, de fato, linear e satisfaz, como vimos, a propriedade desejada.

(i) Seja, agora, S: U — V uma transformagcéo linear que satisfaz S(e;) =
v, paratodoi = 1,...,n. Dadou € U, se Ay,...,A;, € R sdo tais que
u = Aje; + - - -+ Ayey, entdo,

S(u) = S(Aer + -+ -+ Aen)

= MS(e1) + -+ AyS(en) (pois S é linear)

:)\101+"'+)\nvn

=T(u).
Logo, S e T sdo fungdes iguais (isto é, elas tém mesmo dominio, mesmo con-
tradominio e as imagens em cada elemento do dominio coincidem). Por-
tanto, T é a tinica transformagdo linear de U em V que manda e; em v;, para
todoi=1,...,n. O

Esse resultado ¢ til para construirmos exemplos de transformacdes li-
neares.

Exemplo 6.1.10. Encontre uma transformagéo linear T: R* — P,(R) que
satisfaca T(1,1,1,1) = 2.

Solugdo. Vimos, na Proposicao|6.1.9} que basta fixarmos as imagens dos ele-
mentos de uma base de R* para definir uma transformagéo linear com
dominio R*. Como queremos ter controle sobre a imagem de (1,1,1,1),
tomemos uma base de R* que contém esse elemento, por exemplo, B =
{(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0) }. (Convenga-se que, de fato, 3 é
uma base de R*.) Agora, basta escolher as imagens, em P;(IR), desses qua-
tro vetores, de modo a respeitar a condicdo exigida. Uma possibilidade é
definir

T(1,1,1,1) = t%
HLle_t+ﬂ
T(1,1,0,0) =
HLQom_z 3t + 4t2.
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A Proposigdo garante que existe uma transformacao linear T com essa
propriedade (e que ela é a tnica satisfazendo essas condi¢des). Essa esco-
lha para as imagens dos elementos de B é totalmente arbitraria, desde que
(1,1,1,1) seja enviado em #?, como requerido. Cada escolha dard origem
a uma transformacdo linear diferente, todas satisfazendo a condi¢do dese-
jada.

Para darmos uma expressdo explicita para a imagem por T de um ele-
mento arbitrario de IR*, basta conhecer suas coordenadas em relacio a base
B. Assim, dado (a,b,¢,d) € R4, a decomposicao desse vetor como combi-
nagdo linear dos elementos da base B fornece, como o leitor pode ele mesmo
verificar,

(a,b,c,d) = d(1,1,1,1) + (c — d)(1,1,1,0) + (b — ¢)(1,1,0,0)
+ (a—1b)(1,0,0,0).

Logo,

T(a,b,c,d) =T(d(1,1,1,1) + (c —d)(1,1,1,0) + (b — ¢)(1,1,0,0)
+ (a—1b)(1,0,0,0))
= dT(1,1,1,1) + (c — d)T(1,1,1,0) + (b — ¢)T(1,1,0,0)
+ (a —1b)T(1,0,0,0)
=dt* + (c—d)(t+t*) +(b—c)1+ (a —b)(2 — 3t + 4t?)
=(2a—b—c)+(-3a+3b+c—d)t+ (4a—4b+ ).

Veja que, como queriamos, T(1,1,1,1) = 12, O

Veja que, no exemplo acima, havia muita liberdade para a definigdo de
T. Mesmo a escolha da base B de R* poderia ser outra. Para garantir que
a transformacao linear T satisfaca T(1,1,1,1) = #2, é suficiente que se tome
uma base de R* contendo (1,1,1,1) e que, ao se aplicar a Proposicdo
se defina a imagem de (1,1,1,1) por T como sendo 2. Todas as demais
escolhas podem ser feitas de modo totalmente arbitrario. Por exemplo, po-
deriamos ter considerado a base {(1,1,1,1),(1,0,0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,0) }
de R* e definido uma transformagao linear S satisfazendo S(1,1,1,1) = t? e
$(1,0,0,0) = 5(0,1,0,0) = S(0,0,1,0) = 0. Neste caso, teriamos uma outra
transformagao linear S: R* — P,(R) que satisfaz a condigdo S(1,1,1,1) =
t2, mas que é diferente da transformagio T. (Para essa transformacdo linear,
temos S(a, b, c,d) = dt?, para todo (a,b,c,d) € R*.) Em resumo, existem in-
finitas transformagoes lineares de R* em P,(R) que mandam (1,1,1,1) em
2,

HA4 casos, entretanto, que a imposi¢do de condigdes resulta na existéncia
de uma tnica transformagao linear.
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Exemplo 6.1.11. Mostre que existe uma tnica transformacio linear T: R?> —
R3 que satisfaz T(1,2) = (1,—1,0) e T(2,1) = (0,2,3).
Solugio. Como {(1,2),(2,1)} é uma base de IR?, a Proposigéo garante
que existe uma transformacéo linear T: R* — RR® tal que

T(1,2) = (1,—1,0) e T(2,1)=(0,2,3).
Para encontrar a imagem por essa transformacao linear de um vetor ar-

bitrario (x,y) de R?, é preciso decompd-lo como combinagdo linear dos ele-
mentos da base {(1,2),(2,1)}:

() = 2,2+ E Vo),
e, assim,
ey =7 (2024 2 o)
_ _xTJrzyT(Lz) + 270,
_ _"TW(L 1,00+ 2 Y (0,2,3)
_ <—x;—2y/5xg4y/2x_y> .

A Proposiciop.1.9)diz mais; ela garante que existe uma tinica transformagéo
linear T: R> — R3 que satisfaz as condigdes exigidas. Isso ficou claro
acima: uma vez fixadas as imagens de (1,2) e de (2,1), ficaram determi-
nadas as imagens de todos os elementos de R2. O

Nesse exemplo, ndo havia liberdade de escolha. Como estavam fixa-
das as imagens, pela transformagao linear, nos elementos de uma base do
dominio, a transformacao ficou, automaticamente, completamente definida
em todos os elementos de seu dominio.

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear IT (2020): Exs. 1-4.

6.2 Nucleo e imagem

Estdo associados a uma transformacdo linear dois subespacos vetoriais des-
tacados, que serdo definidos e estudados nesta se¢do. Sdo eles o nticleo e a
imagem da transformacao linear.

Defini¢do. Sejam U e V espacgos vetoriais e seja T: U — V uma transfor-
magdo linear. Definimos o niicleo de T como sendo o seguinte subconjunto
de U:

Ker(T) ={uel|T(u)=0y}.
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Definimos a imagem de T como sendo o seguinte subconjunto de V:

Im(T) = {v e V| existe algum u € U tal que v = T(u) }.

Esses subconjuntos tém estrutura de subespago vetorial dentro do es-

paco vetorial respectivo em que estdo definidos. E isso o que diz o préximo
resultado.

Proposigao 6.2.1. Sejam U e V espagcos vetoriais e seja T: U — V uma trans-
formagio linear. Entdo, Ker(T) é um subespago de U, e Im(T') é um subespago de
V.

Demonstragdo. Comecemos mostrando que o ntcleo de T é um subespago
de U. Em primeiro lugar, 0y € Ker(T), pois, segundo a Proposicdo
T(0y) = Oy. Agora sejam uj,u, € Ker(T). Mostremos que uj + uy €
Ker(T). Pela defini¢dao de ntcleo, temos T(u1) = Oy e T(uz) = Oy. Entéo,
como T é linear,

T(uy +uz) = T(u1) + T(uz2) = Oy + 0y = Oy,
o que prova que uj + up € Ker(T). Agora, tome u € Ker(T) e A € R.
Mostremos que Au € Ker(T). Com efeito,

T()\Li) = /\T(M) = )\OV = Ov.

Portanto, Au € Ker(T). Logo, Ker(T) é um subespacgo de U.

Tratemos, agora, da imagem de T. Como T(0y;) = Oy, segue que Oy €
Im(T). Agora, sejam v1,v, € Im(T). Entdo, pela definicdo de imagem,
existem uy, up € U tais que v1 = T(u1) e va = T(uz). Assim,

v1+ 02 =T(uy) + T(uz) = T(uqg +up) € Im(T).
Finalmente, tome v € Im(T) e A € R. Entdo, existe u € U tal que v = T(u).
Portanto,
Av = AT(u) = T(Au) € Im(T).
Segue que Im(T) é um subespaco de V. O

Retomemos alguns dos exemplos de transformagao linear que vimos na
secdo anterior.

Exemplo 6.2.2. Determine, nos Exemplos [6.1.1 o ntcleo e a imagem
de cada uma das transformacoes lineares 14 definidas.

Solucio. Para a transformacéo linear T: R3 — P»(R), dada por T(a,b,c) =
a+ bt + ct?, teremos (a,b,c) € Ker(T) se, e somente se,
a+bt+ct? = T(a,b,c) =0,

0 que ocorre se, e sO se, a = b = ¢ = 0. Portanto, Ker(T) = {(0,0,0)}.
Por outro lado, é facil ver que Im(T) = P,(R), pois qualquer que seja q €
P>(R), digamos, g = ag + a1t + axt?, temos g = T(ag, a1,a2) € Im(T).

191



Consideremos, agora, L: R> — R3, definida por L(x,y) = (2x,x +
y,3y). Dado (x,y) € R?, teremos (x,y) € Ker(L) se, e somente se,

(2x1x+y/3y) = L(X,y) = (0,0,0),

o que implica x = y = 0. Portanto, Ker(L) = {(0,0)}. Para a determi-
nar imagem de L, tome v = (a,b,c) € R3 e vejamos quais sdo condicdes
precisas para que v € Im(L). Teremos v € Im(L) se, e somente se, exis-
tiru = (x,y) € R? tal que v = L(u), ou seja, se e somente se, existirem
x,y € R tais que (a,b,¢) = L(x,y) = (2x,x +y,3y). Portanto, v € Im(L)
se, e somente se, existir solugdo para o sistema linear

2x =a
x+y=> (6.1)
3y=c

nas variaveis x, y, z. Escalonando a matriz aumentada do sistema, obtemos

2 0|a 2 0 a 20 a
1 1(b|—= |0 1|-8+b|— |0 1| —5+b
0 3|c 0 3 ¢ 0 0% —-3b+c

Assim, (6.1) tem solugéao se, e s se, 37“ — 3b + ¢ = 0. Portanto,

3a

Im(L) = {(a,b,c) € R | 2—3b+c:0},

que é um subespago de dimensdo 2 de R.

Para a reflexdo S: R? — RR?, definida por S(x,y) = (x, —y), é facil de
ver que Ker(S) = {(0,0)} e que Im(S) = R2. (Isso que podia ser antecipado
por argumentos de natureza puramente geométrica: o tinico vetor que é
enviado na origem é a prépria origem, e todo ponto do plano é reflexdo de
sua propria reflexao.)

Consideremos o operador de derivagdo D: P(R) — P(R), p — p'.
Se p(t) = ap+ a1t +---+a,t" € P(R) é tal que p’ = T(p) = 0, entdo
a1+ 2axt+ -+ nat" 1 =0,0 que implicaay = a; = --- = a, = 0. Assim,
Ker(D) = {ap | ap € R} = Po(R). (Isso ja era conhecido do Calculo:
os unicos polindmios de derivada nula sdo os constantes.) Ja Im(D) =
P(R), uma vez que qualquer polindmio é derivada de um polinémio, uma
primitiva dele: ag + a1t + - - - 4 a,t" = D(aot + 34> + - - - 4 2",

Finalmente, Ker(Iy) = {0y} e Im(Iy) = V, como é fécil ver. E, se
N: U — V é a transformagdo nula, entdo Ker(N) = U (todo vetor de U
é mandado, via N, para Oy) e Im(N) = {Oy} (o tnico vetor de V que é
atingido via N é o vetor nulo). O
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Como ntcleo e imagem sdo subespagos, podemos utilizar as ferramen-
tas desenvolvidas para o estudo de espago vetoriais para analisd-los. Por
exemplo, podemos tratar de bases e dimensdes para eles.

Exemplo 6.2.3. Encontre uma base para o nucleo da transformacéo linear
T: R® — R? definida por T(x,y,z) = (x +y + z,3x — 2y), para todo
(x,y,z) € R3.

Solugdo. Deixamos a cargo do leitor a verificagdo de que T, assim definida,
é, de fato, linear. Seja u = (x,y,z) € R3. Entdo,

uekKer(T) < T(u)=0g
— (x+y+z3x—2y)=T(x,y,z) =(0,0)
x+y+z=0
3x -2y =0

As solugdes desse sistema sdo dadas por

2z 3z
—_ - R
( 5 7 5/Z> V4 Z e 4

como o leitor pode verificar. Assim, u € Ker(T) se, e somente se, existir
z € Rtal que u = (—ZSJ, —%,z) = 2(2 %, —3,1). Ou seja, o ntcleo de T é
~Z,-

formado pelos multiplos do vetor (

Ker(T) = K—é—il” = [(-2,-3,5)].

Como esse conjunto gerador unitario é LI, segue que { (=2, —3,5) } é uma
base de Ker(T). Em particular, obtemos dim (Ker(T)) = 1. O

7

g/
%, 1), ou, equivalentemente,

Exemplo 6.2.4. Encontre uma base para a imagem da transformacao linear

T: P,(R) — P(R)
p — tp'+£p,

em que p’ denota a derivada de p.

Solugdo. A fun¢do T é uma transformagdo linear pois se A € Re p,q €
P2(R), entdo

T(p+4q) =tp+49) +£(p+9)
=t(p' +4) +#(p+9q)
=tp' +tq +p+ 1ty
= (tp' + £p) + (tg' + £q)
=T(p)+T(q)
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T(Ap) = t(Ap)' + £ (Ap)
= tAp' + PAp
= Atp' + AMPp
= A(tp’ + £p)
= AT(p).

Vamos a determinag¢do de sua imagem. Dado h € P(R), temos: h € Im(T)
se, e somente se, existe p(t) = ag + ait + axt*> € Pr(R) tal que h = T(p) =
tp' + t2p, o que, por sua vez, é equivalente a existirem ag, a1, 42 € R tais que

h(t) = t(ay + 2aat) + t*(ag + art + axt?)
= aot? + a1 (t + 1) + ax (2% + ).

Assim, h € Im(T) se, e somente se, h € [tz, t4 13, 282 + t4] . Logo,
Im(T) = [£, t + 13, 2% + #*].

Como esse conjunto de trés vetores é LI (uma vez que é formado por po-
lindmios de graus distintos), segue que { P13, 212 414 } é uma base de
Im(T). Em particular, dim (Im(T)) = 3. O

Conhecer o nticleo de uma transformagdo linear permite que se afirme
sobre sua eventual injetividade. (Referimos o leitor ao Apéndice [C| para
os conceitos de injetividade, sobrejetividade e bijetividade no contexto de
fungodes.)

Proposicao 6.2.5. Sejam U e V espagos vetoriais e seja T: U — V uma trans-
formagio linear. Entdo, T é injetora se, e somente se, Ker(T) = {0y}

Demonstragido. Suponha que T é injetora. Mostremos que Ker(T) = {0y}
Ja sabemos que {0y} C Ker(T) (afinal de contas, Ker(T) é um subespago
de U). Verifiquemos que vale a inclusdo reversa. Seja u € U tal que u €
Ker(T). Entdo, T(1) = 0y = T(0y), como vimos na Proposicéo[6.1.8, Como
T é injetora, segue que u = 0. Portanto, também temos Ker(T) C {0y},
provando o que queriamos.

Reciprocamente, suponha que Ker(T) = {0y}. Mostremos que isso
implica que T é injetora. Sejam uq,u, € U tais que T(u1) = T(uz). Entdo,
T(uy —uz) = T(u1) — T(uz) = Oy (a primera igualdade segue do fato de T
ser linear). Ou seja, u; — uy € Ker(T), que, por hipdtese, contém apenas o
vetor nulo de U. Portanto, uq — up = Oy e, assim, u; = up, provando que T
é injetora. O
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O critério de injetividade contido na Proposi¢do é extremamente
util e serd usado quase que exclusivamente quando tivermos que decidir se
uma transformacao linear é ou nao injetora.

Exemplo 6.2.6. O operador linear
T: P,(R) — Pu(R)
p [EEN p/ + p//,
em que p’ denota primeira derivada de p e p”, a segunda, € injetor?

Solugio. Note que a fungdo T estd bem definida, uma vez que se p € P,(R),
entdo, certamente, p’ + p” € P,(R). Além disso, T é linear (como o leitor
pode verificar). Para responder a pergunta, determinemos o nicleo de T.
Dado p = Y jait' € Pu(R), teremos p € Ker(T) se, e somente se, p’ +
p” = T(p) = 0. Essa ultima condigdo, em termos dos coeficientes de p
pode, ap6s alguma manipulagado algébrica, que deixamos a cargo do leitor,
ser expressa por

n—1 )

Y (iai+ (i + 1)iai+1)tl’1 + na,t" ' = 0. (6.2)

i=1
Comparando graus, do maior para o menor, concluimos que s6 pode
ocorrer se a7 = -+ - = a, = 0. Assim, Ker(T) = {ag | a9 € R}, que ndo é o
subespaco nulo. Logo, T ndo é injetor. O

Na sequéncia dos Exemplos|6.1.1H6.1.5] sdo injetoras apenas T, L, S e Iy.
(A transformagdo nula N: U — V é injetora se, e somente se, dim(U) = 0,
um caso, por assim dizer, “patolégico”.)

Veremos, agora, um caso importante, por ser, em um sentido que ficara
claro mais adiante, o exemplo paradigmético de transformagdo linear entre
espagos vetoriais de dimensdo finita.

Exemplo 6.2.7. Seja A € My,xn(R) e considere a fungdo T4: R” — R™ dada
por Ta(u) = Au, para todo u € R".

Mais detalhadamente, estamos denotando os elementos de R” e R™ por
vetores-coluna, isto é, estamos fazendo a identificacdo natural entre IR" e
M, «1(R) e entre R™ e M,;1(R) que ja vinhamos fazendo desde o estudo
de sistemas lineares no Capitulo(l} Assim, se

a1 aip ... A1n
an ar ... Aop
A=
Am1 Am2 -+ Omn
eu = (by,by,...,by) € R", entdo
Ta(u) =m0,
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comov = (c¢1,¢2,...,cn) € R", em que, paracadai=1,...,m,
1,€2

c; = apby +apby + - - +aj,by,

pois
a1 aip ... A1n b1 1
an1 ax ... Aoy bz C2
A1 Am2 ov. Amn| | b Cm

(i) Mostre que T4 é uma transformagao linear.

(ii) Descreva Ker(T4) e Im(Ty).

Solugdo. (i) Dados u, u; € R", temos Ta(uy + up) = A(uy + up) = Aug +
Auy = Ta(ur) + Ta(uz); e,seu € R" e A € R, entdo Ta(Au) = A(Au) =
A(Au) = AT4(u), o que prova que T4 é uma transformacdo linear.

(i) Dado u € R", teremos u € Ker(T,4) se, e somente se, Orn = T4 (u) =
Au, ou seja, se e somente se, u for solu¢do do sistema linear AX = 0, de
m equagdes e n incognitas. Em outras palavras, Ker(T,) coincide com o
subespago de R" formado pelas solugdes do sistema linear homogéneo cuja
matriz de coeficientes é A. Segue da Proposigdo que dim(Ker(T4)) =
n —t, em que t é o nimero de pivds de uma matriz escalonada obtida a
partir de A por operagdes elementares sobre linhas.

Finalmente, dado v € R™, teremos v € Im(Ty4) se, e somente se, existir
u € R" tal que v = T4(u) = Au, o que, por sua vez, é equivalente a v
ser uma combinagdo linear das colunas de A (com coeficientes dados pelas
entradas de u, cada entrada multiplicando escalarmente a coluna corres-
pondenteEb. Consequentemente, Im(Ty4) coincide com o subespago de R"

a ap ce. a1n
5 . anq axyp ... azy )
Mais detalhadamente, dada A = . . . € Myyxn, paracada j =
Am1  Am2 -+ Amn
611]'
. A2 L . ,
1,...,n, seja Cj = . | a j-ésima coluna da matriz A, que é um vetor de R”. Dado um
Am;
vetor u = (A1, Ay, ..., Ay) € R”, temos
ann a2 ... 4| [M ay a1z a1p
a1 axp ... dgy | | A2 a1 axn oy
Au=| . ) ) =ML A L A
A1 Gm2 -+ Amn An Am1 Am2 Amn

=MC+2AC+ -+ A,Cy,
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gerado pelas colunas de A. Assim, dim(Im(Ty)) é igual ao posto-coluna
de A, que, por sua vez, é igual a t (ver Apéndice para os detalhes.) O

Veremos, na proxima se¢do, que essa relagdo entre as dimensdes de
Ker(T4) e Im(T,4) é uma propriedade de todas as transformacdes lineares
entre espacgos vetoriais de dimensao finita.

Exemplo 6.2.8. Encontre uma base para o nticleo e uma base para a imagem
de T4: R3 — R?, em que
A [ 2 0 —4] ‘

-1 0 2

Solugio. Como vimos no exemplo anterior, Ker(T,) é o conjunto formado
pelas solugdes do sistema linear homogéneo

2 0 —4] |71 _ o
-1 0 2 2l — ol
X3

Escalonando A, obtemos
2 0 —4 . 2 0 —4
-1 0 2 00 O
Assim, x, e x3 sdo variaveis livres, enquanto x; é varidvel pivo. As solugdes
do sistema sdo

(2x3,x2,x3) = x2(0,1,0) + x3(2,0,1), com xp,x3 € R.

Logo, Ker(T4) = [(0, 1,0),(2,0, 1)] . Como esse conjunto gerador com dois
elementos é LI, ele é uma base para Ker(T4). Vimos, também, que Im(T4)
é o subespago de IR? gerado pelas colunas de A, ou seja,

Im(T4) = [(2,-1),(0,0),(—4,2)] = [(2 -1)].
Assim { (2, —1) } é uma base de Im(Ty). O

Para transformagdes lineares arbitrarias, o seguinte resultado é bastante
atil na tarefa de descrever a imagem.

Proposicao 6.2.9. Sejam U e V espagos vetoriais e seja T: U — V uma trans-
formagdo linear. Se uy,uy, ..., u, € U sdo tais que U = [uy,uy,. .., uy,|, entio
Im(T) = [T(u1), T(uz), ..., T(un)].

como o leitor pode, realizando as operagoes envolvidas na multiplicagdo de matrizes, veri-
ficar. Assim, dado v € R", teremos v = Au, para algum u € IR", se e somente se, existem
A, Ag, oo, Ay € Ritais que v = ACp + ACy + - - - + A4,Cyy, Ou seja, se, e somente se, v for
combinagéo linear de Cy, Cy, ..., Cy. Portanto, Im(T4) = [C,Cy, ..., Cyl.
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Demonstragdo. Como T (u;) € Im(T), paratodoi =1,...,n, segue que
[T(u1), T(u2),..., T(un)] € Im(T).

Para a outra inclusdo, tome v € V tal que v € Im(T). Entdo, existe u € U
tal que v = T(u). Como U = [uy, Uy, ..., Uy, existem A1, Ag, ..., Ay € R tais
que u = Aquq + Aqup + - - - + Ayuy. Assim,
U= T(M) = T(/\1M1 + Aoty + -+ + Anun)
= AlT(ul) + AzT(le) +---+ AnT(un),
uma vez que T é uma transformagdo linear. Isso mostra que v estd no

subespago [T(ul), T(uy),. ..,T(un)]. Como o argumento vale para qual-
quer vetor v de Im(T), obtemos

Im(T) C [T(u1), T(u2),...,T(un)],
como queriamos. [

A Proposigdo deve ser utilizada com cuidado. Se {uy,...,u,} é
uma base de U, entdo ela diz que {T(u1),..., T(u,)} gera Im(T), mas, em
geral, esse conjunto ndo serd uma base de Im(T), pois ndo sera LI.

Note que essa proposi¢do permite argumentar mais diretamente, no
Exemplo por que Im(T4) é o subespago de R™ gerado pelas colu-
nas de A, ja que se {e,e,...,e,} denota a base canonica de R", entédo,
Im(Ta) = [Ta(e1), Ta(e2),...,Ta(en)]. Mas, Ta(ej) = Aej, e o leitor pode
facilmente verificar que o vetor de R” obtido pela multiplicacdo matricial
Aej é precisamente a j-ésima coluna da matriz A.

Exemplo 6.2.10. Encontre uma base para a imagem da transformacao linear

T:R® — P5(R)
(a,b,c) — (a+b)+(a+c)t+(=b+c)P+ (a+c)f

Solugdo. Convenga-se que T é, de fato, uma transformagédo linear. A base
candnica

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
de R3 ¢, em particula, um conjunto gerador. Pela Proposigéo
Im(T) = [T(1,0,0),T(0,1,0),T(0,0,1)].

Por definicao da transformacao linear T,

T(1,0,0) =1+t+1,

T(0,1,0) =1 — ¢,

T(0,0,1) = t 4 > + 12,
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Logo, {1 +t+ 3,1 —t?,t + 1> + 3} gera Im(T), mas nao é uma base, pois
naoé LIt + 12 +t3 = (1+t+13) — (1 — t?). Por causa dessa relagdo de de-
pendéncia linear existente entre os geradores de Im(T), sabemos que Im(T)
pode ser gerado por {1+t + 3,1 — t?}. Como, agora sim, esse tltimo con-
junto é LI, ele é uma base de Im(T). O

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear II (2020): Exs. 5-16.

6.3 Teorema do niicleo e da imagem

O fenémeno ocorrido no Exemplo em que as dimensdes do ntcleo e
da imagem de uma transformacao linear estdo relacionadas, é geral, como
mostra o préximo importante resultado.

Teorema 6.3.1. Seja U um espago vetorial de dimensdo finita, seja V um espago
vetorial arbitririo e seja T: U — V uma transformagio linear. Entdo, Ker(T) e
Im(T) tém dimensdo finita e vale

dim (Ker(T))+ dim(Im(T)) = dim(U). (6.3)

Demonstragio. Como Ker(T) é um subespaco de U e U tem dimensao fi-
nita, segue que Ker(T) tem dimensao finita.

Vejamos, agora, o que se pode dizer de Im(T). Seja {uy,...,ux} uma
base de Ker(T) (em particular, estamos supondo que k = dim (Ker(T))).
Como esse subconjunto de U é LI, pelo Teorema do completamento (Te-
orema [£.5.14), ele pode ser completado a uma base de U, isto é, existem
Ugy1,-- -, Un € U tais que {u, ..., U, U1, ..., Uy} € uma base de U (e, as-
sim, n = dim(U)). Mostremos que D = {T(u41),..., T(uy)} é uma base
de Im(T). Com efeito, vimos, na Proposi¢do que

Im(T) = [T(u1),..., T(u), T(ugs1),- .., T(un)].

Mas, pela construgdo dessa base de U, uy, ..., u; € Ker(T), isto é, T(u1) =
.-+ = T(ug) = Oy. Assim, esses vetores podem ser removidos do conjunto
gerador de Im(T), resultando em Im(T) = [D]. Para concluir, resta mos-
trar que D é LIL. Sejam Ay4q,..., Ay € R tais que

/\k+1T(uk+1) + -+ /\nT(un) = Ov. (64)
Porque T é uma transformacao linear, (6.4) é equivalente a

o que implica que Ag U1 + - - + Antty, € Ker(T). Mas, lembremos que
Ker(T) = [uy, ..., ug]. Assim, existem escalares A1, ..., Ay tais que

Aksilpr1 + -+ Agtty = Aqug + - - - + Agiy. (6.5)
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Agora, de (6.5), segue que
Aug 4 -+ 4 A + (= Apgq) g1 + - -+ (= An)uy, = 0y (6.6)

Como {uy,..., U, Ugs1,..., Uy} € LI (pois é uma base de U), obtém-se que
todos os coeficientes na combinacado linear do lado esquerdo de sdo
nulos. Em particular, Ay = --- = A, = 0, provando que D é LL

Assim D é uma base de Im(T) e, portanto, Im(T) tem dimenséo finita.
Além disso, a dimensédo de Im(T) é igual ao namero de vetores de D; por-
tanto, dim(Im(T)) = n — k = dim(U) — dim(Ker(T)), que, por sua vez,
pode se reescrever na forma (6.3). O

Esse resultado é conhecido como Teorema do niicleo e da imagem ou Teo-
rema da dimensdio.

O Teorema do ntcleo e da imagem tem intimeras aplica¢des. Por exem-
plo, é possivel utilizé-lo para argumentar sobre a injetividade de uma trans-
formacdo linear conhecendo a dimensao de sua imagem, como no préximo
exemplo.

Exemplo 6.3.2. Mostre que a transformacao linear
T: P,(R) — P(R)
p — tp+£p
é injetora.
Solugdo. Vimos, no Exemplo que dim(Im(T)) = 3. Usando o Teorema
do ntcleo e da imagem, conclui-se que

dim (Ker(T)) = dim(P»(R)) — dim(Im(T)) =3 -3 =0.

Logo, Ker(T) = {Op,)} e, portanto, segue da Proposigdo que T é
injetora. O

Uma fungao é dita sobrejetora quando todos os pontos de seu contra-
dominio sdo atingidos por imagens de pontos no dominio (ver Apéndice|C).
Assim, se T: U — V é uma transformacao linear, T serd sobrejetora preci-
samente quando Im(T) = V. Visto isso, uma consequéncia ttil do Teorema
do nicleo e da imagem é a seguinte.

Corolario 6.3.3. Sejam U e V espagos vetoriais, ambos de dimensdo finita, com
dim(U) = dim(V), e seja T: U — V uma transformagio linear. Sdo equivalen-
tes:

(a) T ébijetora;
(b) T éinjetora;
(c) T ésobrejetora.
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Demonstragio. Juntanto a hipétese dim(U) = dim (V') com (6.3), obtemos
dim(Im(T)) = dim(V) — dim(Ker(T)).

Assim, dim(Im(T)) = dim(V) se, e somente se, dim(Ker(T)) = 0. Em
vista das Proposi¢oes e segue que T é sobrejetora se, e somente
se, T for injetora. Portanto, as duas condicdes sdo equivalentes a T ser bije-
tora. ]

Ndo é demais ressalvar que a hipétese de U e V serem espagos veto-
riais de mesma dimensio finita é essencial: no Exemplo T é injetora,
mas obviamente ndo é sobrejetora; no Exemplo T néo é injetora (pois
dim(Ker(T)) = 1 # 0), mas é sobrejetora (uma vez que dim(Im(T)) =
dim(IR?) — dim (Ker(T)) =3 — 1 = 2 = dim(RR?)).

Exemplo 6.3.4. Neste ponto, retomaremos o Exemplo para ver uma
segunda demonstracao (diferente da que foi apresentada no Apéndice
de que o posto-linha e o posto-coluna de uma matriz coincidem.

Seja A = (a;;)) € Muxn(R). Podemos pensar nas linhas de A como
vetores de R": paracadai =1,...,m, seja

u; = (ap,ap,...,a;,) € R",
e nas colunas de A como elementos de R": paracadaj=1,...,n, seja
vj = (a1j,azj, ..., 0y;) € R™.

Denotamos por L(A) = [u1, Uy, ..., uy] o subespago de R" gerado pelas m
linhas de A e por C(A) = [v1, 2, ..., Vx| O subespago de R™ gerado pelas
n colunas de A. Nosso objetivo serd mostrar que dim (L(A)) = dim(R(A)).

Conforme vimos no Exemplo[6.2.7, C(A) =Im(Ts), em que T4: R" —
R™ é a transformagcdo linear definida por T4(#) = Au, para todo u €
R". Pelo Teorema do nucleo e da imagem, segue que dim(C(A)) = n —
dim (Ker(T,)). Agora, também vimos naquele exemplo que se ¢ denota
o nimero de pivos de uma matriz escalonada R obtida a partir de A por
operagdes elementares sobre linhas, entdo dim(Ker(T4)) = n —t. Segue
que dim(C(A)) = n— (n —t) = t. Mas t é a dimensdo do espago gerado
pelas linhas de R (porque R é escalonada), que coincide com L(A) (pois
operagdes elementares sobre linhas ndo alteram o espago gerado pelas li-

nhas). Portanto, dim(L(A)) = dim(R(A)). Esse nimero é comumente
chamado posto da matriz A. O

Transformacoes bijetoras. Toda funcdo bijetora é inversivel. Em parti-
cular, se U e V sdo espagos vetoriais e T: U — V é uma transformagao
linear bijetora, entdo existe uma funcdo T~ !: V — U que é a inversa de T.
Essa fungéo é tal que paratodosv € Veu € U,

T '(v) =u se esomentese, T(u)= 0.
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(Consulte o Apéndice [C| para detalhes sobre invertibilidade de fungdes.)
Nao é imediato da definigdo de fungdo inversa que T~! seja, também, linear.
Esse é o contetido do préximo resultado.

Proposigao 6.3.5. Sejam U e V espacos vetoriais e seja T: U — V uma trans-
formagdo linear. Se T ¢é bijetora, entdo a fungio inversa T™1: V. — U é uma
transformagdo linear.

Demonstragio. A tarefa é mostrar que T~! satisfaz as condigdes (1) e (2) na
defini¢do de transformacao linear, na pagina Sejam v1,v, € V. Entéo,
01 =T(T (v1)) evy = T(T*(v2)), e, portanto,

v1+0=T(T Y01)) + T(T (v2)) = T(T*(vn) + T (2)),

pois T é linear. Segue que T~!(v; + v2) = T~ !(v1) + T"!(v,), e a condigao
(1) esta satisfeita.
Tome, agora, v € Ve A € R. Entdo,

Ao = AT(T’l(U)) = T()\Tfl(v))r

uma vez que T é linear. Dai, obtemos T~ (Av) = AT~1(v), o que verifica a
condicdo (2). Logo, T-1 ¢, de fato, uma transformacao linear. O

Exemplo 6.3.6. Mostre que a transformagdo linear

T:R® — P(R)
(a,b,c) — (a+c)+ (a—c)t+bt?

é bijetora e determine sua inversa.

Solugio. Porque dim(IR?) = 3 = dim(P»(R)), segue do Corolario que
para mostrar que T é bijetora é suficiente mostrar, por exemplo, que T é
injetora. Vejamos, dado (a,b,c) € R3, temos (a,b,c) € Ker(T) se, e somente
se, (a+c)+ (a—c)t+bt? = T(a,b,c) = 0. Isso ocorre apenas quando
a=>b=c=0. Assim, Ker(T) = {(0,0,0)}, o que, pela Proposi¢ao [6.2.5]
garante que T é injetora; e, como vimos, bijetora.

Agora, procuremos uma expressdo para inversa T-!: P,(R) — R® de
T. Dado p(t) = ao+ at + axt> € Pr(R), com ag,a1,42 € R, temos:
T-Y(p) = (a,b,c) se, e somente se, T(a,b,c) = p, o que, por sua vez, é
equivalente a

(a+c)+ (a—c)t+bt* = wy+ art + art>.

Em P,(R), a igualdade acima ocorre se, e s6 se,

a-+c=uqp
a—c=uwn
b:th
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Resolvendo o sistema para a, b, ¢, em termos de ag, &1, 2, obtemos
&o — &

azlxo-i—ﬂq b—u c—
) s 2, ) s

de modo que

TV ag + art + af?) = <a0+rx1 zxo—m).

5 X2, 5
é a expressdo da inversa de T. O

Ha outras consequéncias interessantes do Teorema do ntcleo e da ima-
gem. Por exemplo:

Coroldrio 6.3.7. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita e seja T: U —

V uma transformagio linear. Valem:

(i) Se T éinjetora, entdo dim(U) < dim(V).

(ii) Se T é sobrejetora, entdo dim(U) > dim(V).

(iii) Se T é bijetora, entdo dim(U) = dim(V)

Demonstragido. Para mostrar (i), suponha que T seja injetora, ou seja, que

dim (Ker(T)) = 0; logo, segue do Teorema do nticleo e da imagem que
dim(U) = dim(Ker(T)) + dim((Im(T)) = dim((Im(T)) < dim(V),

pois Im(T) é um subespaco de V. Para ver que (ii) vale, suponha que T é
sobrejetora, ou seja, que Im(T) = V. Pelo Teorema do nucleo e da imagem,
segue que

dim(U) = dim(Ker(T)) 4 dim((Im(T)) = dim(Ker(T)) + dim(V)
> dim(V).
Finalmente, (iii) segue de (i) e (ii). O

Esse corolério pode ser lido na contrapositiva: sejam U e V sdo espagos
vetoriais de dimensdo finita. Entéo,

e sedim(U) > dim(V), ndo existe transformagéo linear U — V injetora;
o sedim(U) < dim(V), ndo existe transformacéo linear U — V sobreje-

tora.

Exemplo 6.3.8. (Prova 1, Algebra Linear II, 2016) Sejam V e W espacos veto-
riais de dimenséo finitae T: V — W uma transformacao linear. Considere
as seguintes afirmacoes:

I. SeT éinjetora, entdo dim(V) < dim(W).
II. Sedim(V) < dim(W), entdo T é injetora.
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ITI. Se T é sobrejetora, entdo dim (V) > dim(W).
Esta correto o que se afirma em

(A) Iell apenas.

(B) 1I, apenas.

(C) Il eIll, apenas.

(D) Ielll, apenas.

(E) I, eI

Solucdo. Vimos, no Corolario que I e Il sdo verdadeiras. A afirmagéo II
é a reciproca da afirmacao I. Ela é falsa. Ha muitas transformagdes lineares
T: V — W néo injetoras quando dim(V) < dim(W). Por exemplo, se
V = R?2e W = R?, a transformacdo nula (isto é, a transformacdo linear
T: R> — R3, dada por T(x,y) = (0,0,0), para todo (x,y) € RR?) ndo é
injetora, apesar de dim(IR?) = 2 < 3 = dim(IR3). Resposta: (D). O

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear II (2020): Exs. 17-27.

6.4 Operacoes com transformacoes lineares

Sejam U, V, W espagos vetoriais e sejam T: U — V e S: V — W transfor-
magOes lineares. Entdo, esta definida a fun¢do composta (ver Apéndice |C)
SoT: U — W, que satisfaz

(SoT)(u) =S(T(u)), paratodou € U.

Se T1: U — V é outra transformacao linear, também esta definida a funcao
T+Ti:U—V,por

(T+Ty)(u) =T(u)+ T1(u), paratodou € U.

E, finalmente, se # € R é um escalar fixado, podemos considerar a fungao
aT: U — V, definida por

(«T)(u) = aT(u), paratodou € U.
Todas essas construgdes resultam em transformacgdes lineares:

Proposigao 6.4.1. Sejam U, V e W espacos vetoriais, seja &« € R, e sejam
T, Ti: U — VeS: V — W transformagoes lineares. Entdio SoT, T+ T e
«T sdo transformagoes lineares.
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Demonstragio. Sejam uy,uy € U. Temos:
(SoT)(u1+up) = S(T(u1 + uz))
= S(T(u1) + T(uz)) (pois T é linear)
=S(T(m1)) + S(T(u2)) (pois S é linear)
= (SoT)(m) + (SoT)(uz).
Similarmente, dadosu € Ue A € R,
(SoT)(Au) = S(T(Au)) = S(AT(u)) = A(S(T(u)) = A(SoT)(u).
Fica a cargo do leitor mostrar que T + T e «T satisfazem as condigdes para

serem transformacdes lineares. O

Dado um espaco vetorial U, se T: U — U é um operador linear de U,
podemos considerar o operador T o T: U — U, resultante da composicao
de T consigo mesmo. Esse operador linear serd denotado por T?. De ma-
neira andloga, se n é um inteiro maior do que 2, denotaremos

T"=ToTo---0T,
em que hé n ocorréncias de T.

Essas construgdes serdo especialmente relevantes no estudo de autova-
lores de um operador linear, assunto a ser tratato no Capitulo m

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear IT (2020): Exs. 28-30.

6.5 Matriz de uma transformacao linear

Neste secdo, sera introduzida a mais importante ferramenta de anélise de
uma transformacao linear entre espacos vetoriais de dimensao finita, a ma-
triz da transformacao linear.

Sejam U e V espacos vetoriais de dimensio finita, digamos dim(U) = n
e dim(V) = m, eseja T: U — V uma transformacdo linear. Fixe bases
ordenadas B = {uy,uy,...,uy} deUU eC = {vy,vy,...,0,} de V.

Para cadaj = 1,...,n, o vetor T(u]-) pertence ao espago vetorial V;
logo, se escreve como combinacao linear dos elementos da base C, ou seja,
existem ayj, azj, ..., ap,; € R tais que

T(uj) = ajvy + A202 + + + - + AU (6.7)

Considere, agora, a matriz [T] 5., de tamanho m X 1, cuja j-ésima coluna
é formada pelas coordenadas (ayj,a2j, . . .,a,,;) de T(u;) em relacio a base C:

a1 a2 ... (le e A1n

a1 dyp ... Clzj . Aoy
[Tlse = .

Aml Am2 ... am/' v Amn
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Essa matriz é denominada matriz da transformagdo linear T em relagdo as bases
BeC.

Veremos que esse elemento de My, x,(R) codifica a informagdo com-
pleta sobre a transformacédo linear T. Mas, primeiramente, a fim de fixar a
definicdo, vejamos exemplos de constru¢do da matriz de uma transforma-
¢do linear.

Exemplo 6.5.1. Considere a transformagdo linear

T: R} — Pi(R)
(a,b,c) — (2a+c)+ (b—20)t

e as bases canodnicas C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e D = {1,t} de R3 e de
P1(R), respectivamente. Encontre a matriz [T] 4.

Solugdo. Comecemos por deteminar o tamanho da matriz [T]z,. Conforme
vimos, o niimero de colunas de [Tz, é igual a dimensdo do dominio de
T, no caso, 3 = dim(IR®); o ntimero de linhas de [T],, é igual é igual a
dimensdo do contradominio de T, no caso, 2 = dim(P;(R)). Assim, j&
sabemos que [Tz, € Myx3(R). Para determinar suas entradas, precisamos
encontrar as coordenadas, em relagdo a C, da imagem por T de cada um
dos trés vetores de 5. Vejamos,

T(1,0,0) =2=2-1+0-¢ (6.8)
T(0,1,0) =t=0-1+1"¢ (6.9)
T(0,0,1) =1—2t=1-1+ -t (6.10)

A primeira coluna de [T]z, contém as coordenadas, em relagdo a C, da ima-
gem por T do primeiro vetor da base ordenada B (que é (1,0,0)), assim,
conforme (6.8), as duas entradas na primeira coluna de [T], sdo 2 e 0:

[T)ge = [g ] :

Falta preencher as outras duas colunas de [T, temporariamente em bran-
co. Para a segunda coluna, precisamos das coordenadas, em relagdo a C,
de T(0,1,0), uma vez que (0,1,0) é o segundo vetor de B; logo, de (6.9),

obtemos
20
[T]BC = [0 1 ] .

Finalmente, sendo (0,0, 1) o terceiro vetor da base ordenada 15, obtemos de
(6.10) que as entradas na terceira coluna de [T],, sdo as coordenadas de
T(0,0,1) em relagdo a base C:
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O tamanho da matriz de uma transformacao linear s6 depende das di-
mensoes de seu dominio e contradominio. Porém, suas entradas sdo sensi-
veis as bases ordenadas especificas que foram escolhidas.

Exemplo 6.5.2. Para a mesma transformacao linear do exemplo anterior, de-
termine [T] o, [T]ge, € [T]p,c,, em que B e C sdo as bases canonicas de R®
e P1(R), respectivamente, a base ordenada B; de R® é dada por

B, ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) },
e a base ordenada C; de P;(R) é dada por
Cr={1+t2+t}.

Solugido. Note que B; e C; sdo, de fato, bases de seus respectivos espagos. As
trés matrizes tém tamanho 2 x 3. Comecemos por [T] p,c- Precisamos das
coordenadas, em relagdo a base C, das imagens, por T, dos vetores de ;.
Como

T(1,1,1)=3—-t=3-1+(-1)-t

T(1,1,0) =2+t=2-1+4+1-t

T(1,0,0)=2=2-140-¢,

segue que
3 2
[Tl c = [_1 1 ] :

Para [T] B, € preciso decompor as imagens, por T, de cada um dos ele-
mentos de B como combinacao linear dos elementos de C;. Efetuando os
calculos necessarios’) obtemos

T(1,0,0) =2=(-2)(14+1¢t)+2(2+1)

T(0,1,0) =t=2(1+t)+ (—1)(2+1)

T(0,0,1) =1—2t = (1+1) +3(2+1).

G PR

3Por exemplo, para determinar as coordenadas de T(0,0,1)
base Cq, escrevemos 1 — 2t = a(1+1t) + f(2+1t) = (a +2B) + («

{zx+2ﬁ—1

Portanto,

= 1 — 2t em relagdo a
+ B)t, donde segue que

. A solugdo desse sistema éa = —5e f = 3.
x+p=-2
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Finalmente, de

T(1,1,1) =3—t=(=5)(1+t)+4(2+1)
T(1,1,0) =2+t=001+¢t)+1(2+1¢)

T(1,0,0) =2 = (1+t)+2(2+1t),
segue que
-5 0
Todas as matrizes obtidas tém tamanho 2 x 3. O

Aas quatro matrizes [T ¢, [T]5,¢, [Tl e, € [T],c, obtidas nos dois exem-
plos anteriores sdo diferentes, mas sdo, todas, matrizes da mesma transfor-
macdo linear. Qual é a relacdo que existe entre elas? Essa pergunta serd
abordada na Secdo

Quando se trata de um operador linear, podemos considerar a matriz
do operador em relagdo a mesma base na “saida” e “chegada”.

Exemplo 6.5.3. Seja V um espago vetorial de dimensao finita igual a 1, seja
I o operador identidade de V e seja B uma base ordenada de V. Descreva
[v]s5-

Solugdo. O operador identidade satisfaz Iy (v) = v, para todo v € V, em
particular, fixa também os elementos de B. Mais detalhadamente, se B =
{v1,v2,...,0,}, entdo, Iy (v;) = vj, paratodoi = 1,...,n. Isso que dizer que
a j-ésima coluna de [Iy] 5 contém zeros em todas as suas entradas, exceto
na posigdo j, onde ocorre o niimero 1. Essa matriz é a matriz identidade:

[Wlgg = In- Vi

Tomando bases diferentes, a matriz do operador identidade deixa de
ser a matriz identidade, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 6.5.4. Calcule [Igs] 5., em que Igs denota o operador identidade de
IR3 e as bases ordenadas B e C de IR® sdo dadas por

B=1{(1,11),(1,1,0),(1,0,0) }

= {(-1,0,-1),(~1,1,0),(0,1,0) }.
Solugdo. Sabemos, do exemplo anterior, que [Igs| gz = [Irs]oe = I3. Mas,

-1 0 0
[I]RS]BC - 0 —1 —1 ,
1 2 1
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uma vez que, como o leitor pode, ele mesmo, calcular,
Igs(1,1,1) =(1,1,1) = (-1)(—-1,0,—-1) +0(—1,1,0) + 1(0, 1,0)
Igs(1,1,0) = (1,1,0) = 0(—1,0,—-1) + (—-1)(—1,1,0) +2(0,1,0)
Igs(1,0,0) = (1,0,0) = 0(—1,0,—-1) + (—-1)(—1,1,0) + 1(0,1,0)O

Exemplo 6.5.5. Voltemos a familia de transformagdes lineares estudadas no

Exemplo Dada uma matriz A = (a;;) € Muxa(R), seja To: R" — R™

a transformacao linear definida por T4 (u) = Au, para todo u € R". Sejam

B e C as bases canonicas de R" e R™, respectivamente. Entdo, [Ta]gz, = A.
Com efeito, se B = {ey,...,en} e D ={f1,..., fm}, entdo

T(ej) = (ayj, aj, ..., amj) = a1jf1 + azjfa+ -+ amjfm,
paratodoj=1,...,n. O

Como usar a matriz de uma transformacao linear. Como ja dito, o
principal uso da matriz de uma transformagdo linear é no sentido de codi-
fica-la (a transformagao) em um objeto compacto, uma matriz. E disso que
trataremos agora.

Antes de comegar, introduziremos um notagdo. Vimos, na Segdo
que, dado um espago vetorial U de dimens&o finita igual a n e uma base
ordenada B = {uy,uy,...,u,} de U, associamos a cada elemento u € U
um elemento de R", suas coordendas: se Ay, Ay,..., A, € R sdo tais que
U= Auip + Arup + - - - + AUy, escrevemos

u = (/\1,)\2,. . .,/\n)g.

Também nos serd ttil, por meio da identificagdo usual dos elementos de R”
com matrizes de M, «1(R), utilizar a seguinte notagdo para nos referirmos
as coordenadas de u em relagdo a base B:

M
A2
[ulp = .
An
E comum denominar [u]; o vetor de coordenadas de u em relagdo a base or-
denada B.

Aqui, é importante notar que, como demonstra a Proposicdo as
operagdes de soma e multiplicacdo por escalar em U, por meio da asso-
ciacdo de cada elemento de U com seu vetor de coordenadas, refletem-se
precisamente nas operagdes usuais que conferem a M, 1 (R) uma estrutura

de espaco vetorial (conforme o Exemplo 4.1.4). Em resumo, se u,v € U e
A € R, entdo

[u+v]g = [ulg+[vlg e [Au]g = Aulg.
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Voltemos, agora, a matriz de uma transformacao linear. Sejam U e V
espagos vetoriais de dimenséo finita, digamos dim(U) = n e dim(V) =
m, e seja T: U — V uma transformacao linear. Fixe uma base ordenada
B = {uy,uy,...,u,} de U e uma base ordenada C = {vy,v,,...,0,} de Ve
considere a matriz [T] gz, = (a;;) € Muxn(R).

Tomemos, agora, um elemento u € U e vejamos como utilizar a matriz
[T] e para descrever T (u). Suponha que u = (A1, A2, ..., A,)p. Entdo,

T(u) = T(Mur + Agup + -+ - + Antiy)
= MT(uy) + AT (u2) + -+ - + Ay T(uy)
= M(a11v1 +a2102 + - - + ay101) + A2 (a1201 + 402 + - - + a201)
+ -+ Ap(a1401 + 22002+ - - - + ay1vn)  (por (6.7))
= (au1A1 + a2 + - -+ + a1,An)v1 + (a21A1 + ando + - + a2 An) 02
+ . (@A ampAz + - - -+ g An) O
A expressdo que obtivemos acima permite descrever as coordenadas de
T(u) em relagdo a C em termos das coordenadas de u em relagdo a B e
das entradas de [T]z,: mostramos que a i-ésima coordenada de T(u) em
relagdo a base C coincide com o produto da i-ésima linha da matriz [T]p,

pelo vetor de coordenadas de u em relagdo a base B3, ou em termos de um
produto entre matrizes,

ai aip ... A1 )\1
an axy ... Aop A

[T(u)]e = 2 = [T]gclulp
aml lez c o amn /\71

Essa igualdade é tdo importante, que vamos enuncid-la na forma de um
teorema (que acabamos de demonstrar).

Teorema 6.5.6. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensio finita, seja T: U — V
uma transformagdo linear e sejam B e C bases ordenadas de U e de V, respectiva-
mente. Entio,

[T(w)]e = [Tlge[u]s, (6.11)
para todo u € U.

Vejamos um exemplo em que usamos (6.11) para encontrar a imagem
de um elemento por uma transformacao linear.

Exemplo 6.5.7. Retomando os Exemplos e vimos que para a trans-
formacao linear
T:R> — Pi(R)
(a,b,c) — (2a+c)+ (b—2c)t
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temos
[Tlg,c, = [_45 2 _22} :
em que as bases envolvidas sdo
Bi={(1,11),(1,10),(1,0,0)} e Ci={1+t2+t}.
Considere o vetor u = (2,1,—1) de R®. Encontre o vetor T(u) de P;(R)
usando a matriz [T]g . .
Solucdo. Sabemos, do Teorema que

[T()]e, = [T]p,c, [u]s,- (6.13)
A matriz [T]g o é conhecida. Consideremos o segundo fator no produto do

lado direito da igualdade, o vetor de coordenadas de u em relacdo a base
Bi. Dados &, B,y € R, temos: u = (a, B, 7), se, e somente se,

(2,1,-1) =«(1,1,1) + B(1,1,0) + ¥(1,0,0).
Resolvendo o sistema linear que decorre dessa igualdade, obtemos
a=-1, B=2,  g=1

(6.12)

Assim,
-1
[ulg, =12 |- (6.14)
1
Logo, substituindo (6.12) e (6.14) em (6.13), obtemos
-1
-5 0 -2 3
rwle =7 1 7 : -3l

Isso quer dizer que T(u) = 3(1+t) +0(2+t) = 3 + 3t, ja que os vetores
de P;(R) que compdem a base C; sdo 1 + t e 2 + t, nessa ordem. O

O exemplo anterior é um tanto artificial, pois ja conheciamos a expres-
sdode T(a,b,c) para qualquer (a,b,c) € R3. O fato é que podemos fornecer
apenas a matriz de uma transformagéo linear a fim de descrevé-la comple-
tamente.

Exemplo 6.5.8. Considere a transformagio linear T: R? — RR3 tal que
1 0
[Tlpe = | 2 -1},
-3 1

em que as bases ordenadas de D de R? e £ de R® sdo dadas, respectiva-
mente, por

D=1{(01),(1,1)}, €=1{(0,-1,0),(21,0),(0,1,2) }.
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Encontre a expressdo de T(x,y) e determine Im(T).

Solugdo. Antes de comegar, cabem dois comentérios. Note que D e &, de
fato, sdo LI, e, portanto, bases de seus respectivos espagos. Observe, tam-
bém, que [T]pe € Msx2(R), 0 que estd de acordo com as dimensdes de R2
e IR%. Sabemos, pelo Teorema|[6.5.6) que, para todo (x,y) € R?, vale:

[T(xy)le = [Tlpel(x,y)]p-
Fixado um vetor (x,y) € R?, suponha que &, 8 € R sejam tais que

(elo =[]

Isso quer dizer que (x,y) = a(0,1) + B(1,1) = (B, a + B). Assim,

p=x
atp=y
donde segue que & = —x + y e B = x. Portanto,
1 0 B —X+y
T(x,y)e=|2 -1 [ x; y} = | -3x+2y| .
-3 1 4x — 3y

Logo,

T(x,y) = (=x+y)(0,—1,0) + (=3x +2y)(2,1,0) + (4x - 3y)(0,1,2)
= (—6x +4y,2x — 2y,8x — 6y).

Agora, para determinar a imagem de T, sabemos, da Proposi¢ao[6.2.9}
que, como D gera R?, entdo,

Im(T) = [T(0,1), T(1,1)] = [(4,—2,—6),(—2,0,2)].

Poderfamos ter encontrado Im(7T) sem ter tido que encontrar, antes,
uma expressdo da imagem por T de um elemento genérico do dominio.
O argumento seria o seguinte. Como

OV =lo| e wob=|3],

segue que
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Logo, Im(T) = [T(0,1),T(1,1)] = [(1,2,—3)¢, (0,—1,1)¢], que resulta no
mesmo conjunto gerador para a imagem que encontramos acima.

Observe que, para essa segunda solucdo, a informagdo a respeito de
quais sdo os elementos de D é dispensavel, uma vez que sabemos que a
imagem de T ¢é gerada pelas imagens dos elementos em uma base de R>
e as colunas de [T]p sdo precisamente as coordenadas, em relacdo a &,
das imagens dos elementos da base D de R2. Este fato é, assim, suficiente
para descrevermos Im(T): ela é gerada pelas colunas de [T]. lidas como
coordenadas em relacdo a base £. O

Observagio. O argumento que fizemos no final do exemplo acima generali-
za-se. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensao finita, digamos dim(U) =
nedim(V) = m, sejam B e C bases ordenadas de U e de V, respectivamente,
eseja A € Myxn(R). Considere a transformacéo linear T: U — V tal que
[T]ge = A. Entdo, Im(T) é gerada pelas colunas de A lidas como vetores
de coordenadas em relagao a base C. O

Exemplo 6.5.9. Considere a transformacéo linear T: Mz(R) — P»(R) que
satisfaz

36 1 =2]
12 -1 0|

em que a base ordenada B de M,(IR) é dada por

= {0 o o E T

e C denota uma base ordenada fixa de P,(IR). Descreva o ntcleo de T.

Solugdo. Os dados sdo compativeis: o tamanho de [T] ;. estd de acordo com
as dimensodes de My (RR) e de P»(R), e B, de fato, é uma base de M,(R).
Mas parece haver falta de informagdo no enunciado, uma vez que néo é
dito quem sdo os elementos de C. Veremos que, apesar de ndo termos
informacdo completa sobre T, ainda assim, com a informagdo de que dis-
pomos, é possivel descrever completamente seu ntcleo.

Dado u € M;(R), sabemos que u € Ker(T) se, e somente se, T(u) =
0p,(r)- Dois vetores sdo iguais precisamente quando tém as mesmas co-
ordenadas em relagdo a uma base; além disso, o vetor nulo é o tnico vetor
cujas coordenadas sdo todas nulas. Assim, usando , podemos escrever

0
ueKer(T) < 8 = [Op,w)le = [T(w)le = [T]c[uls-  (6.15)

Suponha que u = («,B,7,9)p. Entdo, a condi¢do que define os vetores de
Ker(T), em (6.15), pode ser reescrita em termos de as coordenadas de 1 em
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relacdo a base B serem solugdes de um sistema linear homogéneo:

_ v
12105

Para resolver esse sistema, recorremos ao processo de escalonamento:

36 1 -2]|“ 0
= (a,870)5 € Ker(T) <= {o 0 2 1] p H
0

36 1 =2 1 2 -1 0
00 -2 1|]—-1]100 -2 1
1 2 -1 0 36 1 =2

1 2 -1 0 1 2 -1 0

—-100 -2 1|—=1(0 0 -2 1],

00 4 -2 00 0 O

que é escalonada. Assim, B e J sdo variaveis livres, e, escrevendo as varia-
veis pivd em termos das livres, concluimos que os vetores de Ker(T) sdo
exatamente os vetores da forma

5 5 1 1
(—2ﬁ + E,IB, 2,(5)8 - ’B(—Z, 1/0/0)8 + (5 (2/0/ EI 1>B/
com 3,6 € R. Assim,
1 1
Ker(T) = [<—2,1,0,0)3/ <2/0, 2/1) ] = [(=2,1,0,0)5, (1,0,1,2)5].
B

Como

casemnctcnly foaft fools 2] sof <

10 01 1 0 0 -1
(1'0'1'2)5_1[0 1]*0[1 0]“[0 —1]”[1 o]

-2 o]

wn-[[7 2B 3o

Observagido. Aqui, também, o método pode ser generalizado. Sejam U e V
espagos vetoriais de dimenséo finita, digamos dim(U) = n e dim(V) = m,
sejam B e C bases ordenadas de U e de V, respectivamente, e seja A €
My xn(R). Considere a transformacdo linear T: U — V tal que [T]z, = A.
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Entdo, Ker(T) é formado pelas solugdes do sistema linear homogéneo cuja
matriz de coeficientes é A lidas como coordenadas em relagdo a base B. Em
particular, dim (Ker(T)) = n — posto(A) e, usando o Teorema do nticleo e

da imagem (Teorema 6.3.1), dim (Im(T)) = posto(A). O

Nos Exemplos e foi tacitamente assumido que existem trans-
formagdes com as matrizes especificadas. Elas, de fato, existem. Na rea-
lidade, se estdo fixadas bases B e C de espagos vetoriais de dimensao fi-
nita U e V, respectivamente, dada qualquer matriz A € M, <,(R), em que
m = dim(V) e n = dim(U), existe uma, e somente uma, transformagéo li-
near T: U — V tal que [T]z, = A, conforme o enunicado do nosso préoximo
resultado.

Teorema 6.5.10. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensio finita, digamos
dim(U) = n e dim(V) = m, e sejam B e C bases ordenadas de U e de V,
respectivamente.

Se T: U — V é uma transformagio linear, entdo existe uma tinica matriz
A € Myxn(R) tal que

[T(w)]e = Aluls,

para todo u € U. Essa matriz é chamada matriz da transformacao linear T em
relagdo a bases B e C e é denotada por [T) 5.

Além disso, se A € My xn(R), entdo existe uma tinica transformagdo linear
T:U — V tal que [T]z, = A.

Demonstragio. Dada a transformacéo linear T: U — V, a existéncia de
uma matriz A € My, (R) que satisfaz [T(u)], = Alu]g, para todo u € U,
foi provada na construgdo no inicio da se¢do e no Teorema basta tomar
A = [T]ge-

Tratemos da unicidade de A. Suponha que B = {uj,uy,...,u,}. Co-
mecemos por observar que para cada j = 1,...,n, o vetor de coordenadas
de uj em relacdo a base B é a matriz n x 1 cujas entradas sdo todas nulas,
exceto a j-ésima, que é igual a 1. Assim, se M é qualquer matriz com n
colunas, entdo

07

M[”]]B:M 1 ,

0

que é precisamente a j-ésima coluna da matriz M. Isso implica que se B €
My (R) é uma matriz satisfaz [T(u)], = Blu]y, para todo u € U, em
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particular, paracadaj=1,...,n,

Blujlg = [T(u))le = Aluyls-
Ou seja, a j-ésima coluna de B coincide com a j-ésima coluna de A. Como
isso vale paratodoj=1,...,n,segue que B = A.

Por fim, mostremos a tltima afirmagéo do enunciado. Dada A = (A;;) €
My xn(R), pela Proposicao existe uma transformacao linear T: U —
V que satisfaz

T(u]-) = )\1]'01 + /\2]'02 R Amjvm
paracadaj =1,...,n. Fica claro, pela prépria defini¢do de T, que [T|z, =
A. E essa transformacéo linear é a tinica cuja matriz em relacdo a bases B e
Cé A, poisse S: U — V é uma transformagao linear com [S] ;. = A, entdo,
paracadaj=1,...,n, teremos

[S(uj)lc = Alujls = [T(uj)le,
0 que, por sua vez, implica que S(u;) = T(u;). Como uy,...,u, formam
uma base de U, segue que S(u) = T(u), para todo u € S. Em outras
palavras, S e T sdo a mesma transformagdo linear. O

O teorema que acabamos de demonstrar pode ser formulado nos se-
guintes termos. Seja U um espago vetorial de dimensao 1, seja V um espago
vetorial de dimenséo m e denote por £(U, V) o conjunto formado por todas
as transformagdes lineares de U em V. Fixe uma base ordenada B de U e
uma base ordenada C de V. O Teorema afirma que a associagdo de
cada elemento T de L(U, V) (isto é, de cada transformagéo linear T: U —
V) a matriz [T]gz, de My xn(R) estabelece uma bijecdo entre os conjuntos
L(U,V) e Myxn(R). (E claro que se trocarmos o par de bases B e C por
outro, obteremos uma outra bije¢do entre L(U, V) e My x,(R). Existem in-
finitas bije¢oes entre L(U, V) e My, <, (R), uma para cada par de bases de U
eV

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear IT (2020): Exs. 31-39.

6.6 Matriz da transformacao composta

Nesta se¢do, veremos o efeito nas matrizes das operagdes de soma, multi-
plicacdo por escalar e composi¢do envolvendo transformagdes lineares de
que tratamos na Segdo (6.4

Comecamos com a soma e a multiplicacdo por escalar. A composigdo
sera tratada separadamente, adiante.

Proposicdo 6.6.1. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita, sejam B e
C bases ordenadas de U e de V, respectivamente, e sejam T1,To: U — V trans-
formagdes lineares. Entdo,
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O [T+ To]ge = [Tilpe + [T2]ser €

Demonstragido. Suponha que B = {uj,uy, ..., u,} e C = {v1,02,...,0m}.
Ainda, escreva [T1]g, = (a;;) e [T2]go = (bjj). Entdo, paracadaj=1,...,n,
temos
(Tl + Tg)(uj) = Tl(u]-) + Tz(uj)
= (@101 + azjv2 + - - - + Ay jOm)
+ (b1jo1 + bpjva + -+ + byjom)
= (al]' + 171]')01 + (ﬂz]' + bz]')Uz + -+ (am]- + bm]')vm.
Dai segue que [Ty + T2]z, = (cij), em que c¢;j = a;; + bjj, para todos i =
1,...,mej=1,...,n. Isso demonstra (i). Agora, tome A € R, Entdo, para
todoj=1,...,n,vale
Tl ()\M]) = )\Tl (M])
= Mayjor + ag02 + -+ + ApjOm)
= (Aalj)vl + (/\azj)vz + -+ (Aamj)vm,

donde segue (ii). O

Costumamos dizer que “a matriz da soma é a soma das matrizes” e que
“amatriz de uma multiplicacdo por escalar é a multiplicagdo do escalar pela
matriz”. Para a composi¢do, uma outra operagao familiar entre matrizes
surge: o produto.

Proposicdo 6.6.2. Sejam U,V ,W espacos vetoriais de dimensdo finita e sejam
T:U — VeS:V — W transformagoes lineares. Sejam I3, C e D bases ordenadas
de U, de V e de W, respectivamente. Entdo, a transformagio linear composta
SoT: U — W estd definida e

[SoT]gp = [Slen[Tlpe,

em que a concatenagio de matrizes do lado direito da igualdade expressa o produto
entre elas.

Observe que o produto matricial do lado direito da igualdade est4 de-
finido e resulta em uma matriz que tem tamanho igual a matriz do lado
esquerdo. O que resta demonstrar é que essas matrizes sdo iguais.

Demonstracdo. Como o contradominio de T coincide com o dominio de S,
acompostaSoT: U — W estd definida e é uma transformacdo linear, como

vimos na Proposic¢do
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Para todo u € U, temos

[SoTlgplulg =[(SoT)(u)]p  pelo Teorema[6.5.6laplicadoa So T
= [$(T(u))], por defini¢do da composta
lep[T(u)]e  pelo Teoremal6.5.6laplicado a S
= [Slep[Tlpclulp pelo Teoremal[6.5.6|aplicado a T

A unicidade expressa na primeira parte do enunciado do Teorema6.5.10
implica [S o T|zp, = [S|ep[Tge- -

Sera 1til introduzir uma simplificagdo na nota¢do de matriz de um ope-
rador linear, a ser adotada deste ponto em diante. Se U é um espago vetorial
de dimensdo finita, T: U — U é um operador linear e 3 é uma base orde-
nada de U, entdo a matriz (quadrada) [T]z; serd denotada simplesmente

por [T] .
Exemplo 6.6.3. Considere os seguintes operadores lineares de R*:

F:R> — R? o G:R> — R?

(xy) — (vx—y) (xy) — (x+y,2x%)
Determine as matrizes dos operadores lineares F + G,3F, Fo G, GoF e F?
em relacdo a base candnica de R?.

Solugio. Seja can = {(1,0),(0,1)} a base candnica de IR?>. Neste exemplo,
usaremos as Proposicdes e Para encontrar [F],,, calculamos
F(1,0) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1),
F(0,1) = (0,—1) = 0(1,0) + (—=1)(0,1).

Assim,
1 0
[F ]can = [1 _1]
Analogamente,
G ; ) - ( ’ =1 ’ ) ( 7 L)
G 7 = 7 ) = 1 1/ 7
fornecem
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Logo,
F 4+ Glan = [Flan+ Glen = 1 ] + 5 o| =3 4]

I I A

FoGlan = [FleanlSlean = |1 4] [ o] = |1 1]/

(G © Flean = [Glean[Flean = B (1)] E —01] N E _01]'

E, como F2 = Fo F,

Fla =2, = [ O =[5 9.

Em particular, note que os operadores lineares F o G e G o F sdo diferentes.
Além disso, o fato de [F?].,, = L permite que se conclua que F?> = Ip..
Isso segue da ultima parte do enunciado do Teorema|6.5.10|e do fato de que

0

[I]Rz]can = I.

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear II (2020): Exs. 40—43.

6.7 Mudanca de base

Esta secdo serd dedicada a responder a pergunta surgida ao final do Exem-
plo qual é a relagdo entre matrizes de uma mesma transformacao
linear em relagdo a diferentes escolhas de pares de bases?

Comecamos com um resultado fundamental na constru¢do de uma res-
posta adequada.

Proposicdo 6.7.1. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita, seja T: U —
V uma transformagio linear e sejam I3 e C bases ordenadas de U e de V, respecti-
vamente. Entdo, T é bijetora se, e somente se, a matriz [T] 5, for inversivel. Além

disso, neste caso, [T) gt = [T 5.

Demonstragiio. Seja n a dimensao do espago vetorial U.

Suponha, primeiramente, que T ¢é bijetora. Pelo Corolario V tam-
bém tem dimensao igual a n; portanto, [T]z, € uma matriz quadrada de
tamanho n. Ainda, a bijetividade de T implica, pela Proposicdo que
existe a transformacéo inversa T~': V — U e ela satisfaz To T~! = Iy e
T-'oT = Iy. Logo, usando a férmula para a matriz da composta, obtida

na Proposicdo[6.6.2)
[TgelT Mes = [ToT e = [le = Lu,
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como vimos no Exemplo Analogamente,
[T eslTlpe = [T o Tl = [lulg = In.
Logo, [T] . é inversivel, e [T]zt = [TV op-

Reciprocamente, suponha que [T], € inversivel. Em particular, [T]z, é
uma matriz quadrada de tamanho 1, e, assim, dim(U) = dim(V) = n. Seja
A = [T]¢. Considere a transformagdo linear S: V — U tal que [S],5 = A.
Mostremos que So T = Ij; e que T o S = Iy. Isso implicara que T é bijetora
(e que S = T~ 1!). Por um lado,

[SoTlg = [SleglTlpe = AlTlge = In = [luls-
Isso quer dizer que as transformacdes lineares S o T e Iy7, que jd tém dominio
e contradominio comuns, coincidem em todos os elementos da base B.
Logo, S o T = Ij;. De modo anélogo,

[ToS]e=[Tlgc[Sles = [TlpcA = In = [Iv]e,
e isso implica T o S = I, como queriamos. O

Exemplo 6.7.2. Mostre que a transformacao linear
L: R? — Pi1(R)
(xv,y) — (Bx—4y)+ (—x+2y)t
é bijetora e encontre uma expressao para sua inversa.
Solugdo. Considere as bases candnicas B = {(1,0),(0,1)} e C = {1,t} de R?

e P1(R), respectivamente. Entdo, como L(1,0) =3 —te L(0,1) = —4 +2¢,
segue que

3 —4
[L]BC - [_1 2 ] .
3 -4 .. ) .
Como det 1 9| = 2 # 0, essa matriz é inversivel. Pelo que vimos

acima, L é bijetora e a transformacéo linear inversa L~': P;(R) — RR? é tal

que
[L™Mes = [Lige = [_31 _24} o F g-] :

2 2
Isso quer dizer que L~1(1) = 1(1,0) + 3(0,1) = (1,3) e que L71(t) =
2(1,0) + 3(0,1) = (2,3). Mas, conhecendo as imagens por L' de ele-
mentos de uma base de P; (R), conhecemos a imagem por L~! de qualquer
elemento de P; (R):

e a0+ (1) 5 a3
a+ 3b> ’

= <a+2b, 5
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para todos a,b € R. O
Ja temos condicdo de responder a questdo colocada no inicio da segdo.

Teorema 6.7.3. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita, seja T: U — V
uma transformagdo linear, sejam B e B' bases ordenadas de U e sejam C e C’ bases
ordenadas de V. Entio,

[T]gier = P[T]peQ ", (6.16)
em que P = [ly]oe e Q = [lul -

Demonstragio. Para efeitos de verificagdo de compatibilidade de tamanhos
das matrizes envolvidas, suponha que dim(U) = n e que dim(V) = m.
Entdo, [T)ze, [Tlger € Mmxn(R). Além disso, P = [Iy],. € Mu(R) e
Q = [Iulgp € Mu(R). Como a transformacao identidade Ij; é obviamente
bijetora, segue da Proposicdo que Q é inversivel (e sua inversa Q!
tem mesmo tamanho que Q). Portanto, o produto de trés matrizes no lado
direito de estd definido e tem tamanho igual ao da matriz no lado
esquerdo. Resta-nos, assim, demonstrar a igualdade.

Considere a transformag¢do composta T oIy: U — V. Como Iy é a
transformagdo identidade de U, é claro que T oIy = T. De modo andlgo,
Iy oT = T. Da Proposi¢ao obtemos, por um lado, usando que T =
Toly,

[Tlger = [T olulge = [Tlgelulps
e, por outro, usando que T = Iy oT,
[T]ger = [Iv oTger = [Ivlee [ Tlge-
Ou seja, vale
[T]ge:Q = P[T]pc-
Para obter, finalmente, (6.16), basta, agora, multiplicar ambos os termos
dessa igualdade por Q! a direita. O

Aqui cabem alguns comentérios. O primeiro é que para lembrar da
expressdo (6.16), o seguinte diagrama pode ser ttil:

Upg T Ve
Iy Iy
uB/ VC/

Veja que, no diagrama, indicamos, além dos espagos vetoriais e das trans-
formacgodes entre eles, as bases envolvidas na determinagdo das matrizes
de transformacoes lineares. A idéia central utilizada na demonstracao de
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(6.16) é que as duas transformagdes compostas representadas nesse dia-
grama coincidem, pois ambas sdo iguais a T. Como a composta no canto
superior direito é Iy oT e a no canto inferior esquerdo, T o Ij;, segue

IyoT =Toly.
Aplicando a férmula para a matriz da composta, obtida na Proposigao [6.6.2}
obtemos
[lee [Tlse = [T)selulss
donde (6.16) é facilmente obtida.
Em segundo lugar, observe que, como Iy também é uma transformacao

linear bijetora, a matriz P também é inversivel. Assim, (6.16) poderia ter
sido apresentada na seguinte forma alternativa:

[Tlge = P [T e Q. (6.17)

(Enquanto fornece [T] g, a partir de [Tz, faz o oposto, dd uma
expressao para [T]z, em fungdo de [T] 5. Claro que uma das férmula pode
ser obtida a partir da outra, e ambas a partir do diagrama acima.)

O Teorema serd mais frequentemente utilizado para o estudo de
operadores lineares. O coroldrio a seguir é uma consequéncia imediada do
teorema (na forma (6.17), comU =V, B=Ce B =().

Coroldrio 6.7.4. Seja V um espago vetorial de dimensdio finita, seja T: V — V
um operador linear e sejam BB e C bases ordenadas de V. Entio,

[Tle = P {T]5P, (618)
em que P = [Iy] 5.

Aqui, o diagrama também ajuda:

Ve T Ve
Iy Iy
Vi T Vi

As matrizes dos operadores identidade que aparecem nas férmula vis-
tas acima sdo chamadas matrizes de mudanga de base. Elas, além de relaci-
onarem [Tz, e [T] g, também servem para “mudar coordenadas”, como
mostra o préximo resultado.

Proposicdo 6.7.5. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e sejam B e C
bases ordenadas de V. Entdo, para todo u € V, temos

[ulg = Plulc,
em que P = [Iy] .
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Demonstragdo. Sabemos, do Teorema (aplicado ao operador linear i-
dentidade Iy: V — V, usando as bases C no dominio e B no contradomi-
nio), que

[ulg = [lv(w)lg = [Iv]eplules

que é o que desejavamos. O

Note que, como Iy(u) = u, para todo u € V, as colunas de [Iy].;
sdo precisamente as coordenadas, em relagdo a base B dos vetores que
compdem a base C, na ordem em que eles estdo listados em C.

Mais um comentario a respeito de matrizes de mudanca de base merece
registro. Sabemos que uma matriz de mudanga de base é sempre inversivel
(ja que é a matriz do operador identidade, que é bijetor), mas vale mais.

Proposicdo 6.7.6. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e sejam B e C
bases ordenadas de V. Entio, [Iy].;3 = [Iv] ;-

Demonstragio. Basta aplicar a Proposigdo ao operador identidade Iy
e lembrar do fato 6bvio que (Iy) ! =1Iy. O

Observagdo. O conceito de matriz de mudanga de base ja havia surgido no
contexto de vetores de V3, mais especificamente, na ocasido em que vimos
o Teorema Veja que a notagdo que foi utilizada entdo se expressa,
agora, da seguinte maneira: Mz = [lys]., de sorte que ha uniformidade
na nomenclatura. O

Exemplo 6.7.7. Considere o operador linear de IR? definido por

T:R2 — T2
(x,y) > (x—y,x+2y).

Encontre as matrizes [T]; e [T],, em que B denota a base candnica de R* e
C={(13),(-1,0)}.
Solugdo. Temos T(1,0) = (1,1) e T(0,1) = (—1,2), o que acarreta

ms=1 3]

Agora, usaremos (6.18) para determinar [T],. Para tanto, é preciso encon-
trar P = [Ig:] 5. Como

Tge(1,3) = (1,3) = 1(1,0) +3(0,1),
Ig2(—1,0) = (=1,0) = (—=1)(1,0) +0(0,1),
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segue que P = B _01} : LOgGH
me=rmer=[3 S [ S][ o

o A |l B ]

Obviamente, uma outra solugdo seria calcular diretamente

7 1
T(1,3) =(-2,7) = 5(1,3) + ?3(—1,0),
1 2
T(-1,0)=(-1,-1) = <—3) (1,3) + g(—l,O),
e montar a matriz com esses dados. O

Exemplo 6.7.8. (Prova 2, Algebra Linear II, 2015) Sabendo que a matriz da
transformagao linear T: P,(IR) — IR? em relagdo as bases ordenadas B =
{1,x+x%,x}eC = {(1,-1),(1,1)} de P»(R) e de R?, respectivamente, ¢

3 0 1 b .
[1 ” _J,ovetorT(x —x+1)é

(A) (5,-3)

Solugdo. Seja v = x*> — x + 1. Sabemos, pelo Teorema que

[T(v)]e = [Tlpclv]s- (6.19)

A matriz [T]z., ocorrendo no produto do lado direito dessa igualdade, é
dada no enunicado da questao:

[Tlpe = E g _11}

4 Aqui usaremos a utilissima férmula
a b|Y 1 [d —b
c d  ad—bc|—c a]’

que vale sempre que det {Z Z] =ad — bc # 0.
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Tratemos de determinar o outro fator do produto, a matriz [v]z. Temos,
pela Proposicao[6.7.5]

[v]g = Plv]p,
em que D = {1, x,x?} denota a base candnica de P>(R), e
P = [Ip,r)lpg-

E facil ver que

Resta determinar P. Sabemos, da Proposicao que

P = [Ip,w)lps = [Ip,®)) 51>

e essa segunda matriz é facil de descrever:

1 0 0
Ip,r)lpp =10 1 0].
1 1

0

(O que foi feito aqui foi escrever as coordenadas dos vetores de B em relagao
a base D, o que é facil, pois D é a base candnica.) Procedemos, agora, a
inversdo dessa matriz:

1 0 0

0 1 0

0 -1 1

OO =

|

_ _ O

_ O O
= =

2
Assim, T(v) =5(1,—1) + (—3)(1,1) = (2, —8). Resposta: (B)

T = Tclels =3 5 ) H -2
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Poderiamos ir além e encontrar a expressao para T(a + bx + cx?). Basta
fazer

1 0 Of |a a
[a+bx+cx?]g=Pla+bx+cx’lp=|0 1 0| |b|=]| b |,
0 -1 1| |c _—b—l—c_
donde obtemos
50 171] 7 |
[T(a+bx +ex?)|e = [T]pela + bx + cx?] s = [1 > _1] b
| —b+c]
_[Ba—-b+c
|la+3b—c|’

Portanto,
T(a+bc+cx®) = (3a—b+c)(1,—1)+ (a+3b—c)(1,1)
= (4a +2b, —2a + 4b — 2¢),
para todos a,b,c € R. O

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear II (2020): Exs. 44-48.
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Diagonalizacao de operadores

Neste capitulo, procedemos a uma anélise mais aprofundada de operado-
res lineares em espaco de dimensao finita a fim de descrevé-los da maneira
mais simples possivel, em um sentido que ficard claro a medida que pro-
gredirmos.

Os resultados obtidos neste capitulo tém diversas aplicagdes relevantes.
Em particular, eles originardo um método para encontrar solucdes para sis-
temas de equagdes diferenciais (abordado na Segdo|7.5) e um procedimento
para reconhecer superficies quadricas (tema da Seg.

Para introduzir o conceito principal deste capitulo, o de autovetor de
um operador linear, comecemos por um exemplo simples, aparentemente
ndo diretamente relacionado com o estudo de operadores lineares.

Seja n um inteiro positivo. Dizemos que uma matriz D = (d;;) € M, (R)
¢ diagonal se d;; = 0 para todos i,j = 1,...,n tais que i # j. Em outras
palavras, D é diagonal se apenas as entradas em sua diagonal principal sdo
eventualmente ndo nulas, isto é, se D tem o seguinte formato:

A 0 ... 0 0
0 A2 ... 0 0
D=|: : -~ i
0 0 ... Ayq O
0 0 ... 0 A

Em algumas ocasides, quando for conveniente, a matriz diagonal D €
M, (R) cujas entradas na diagonal principal sdo A1, Ay, ..., A,, nessa ordem,
serd denotada por D = diag(A1, Az, ..., Ay).
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De acordo com a defini¢do do produto entre matrizes, fica claro que as
poténcias da matriz diagonal D sdo também matrizes diagonais, dadas por

AL 0 ... 0 0
0 Ay ... 0 0
D' = : : .. : :
0 0 ... A, 0
0 0 ... 0 AL

para todo inteiro positivo r. Usando a notagdo introduzida acima, se D =
diag(A1,A2,..., Ay), entdo D" = diag(A], AL, ..., A}).

Em geral, calcular a poténcia de uma matriz quadrada é muito custoso,
pois sdo muitas as opera¢des envolvendo suas entradas a serem efetua-
das. Porém, se D é diagonal, como vimos, suas poténcias sdo calculadas de
modo imediado. Ha um caso intermedidrio, em que, apesar de ndo se tratar
de uma matriz diagonal, é bastante rdpido o calculo de suas poténcias. Este
é o caso destacado na definicdo a seguir.

Defini¢do. Seja n um inteiro positivo. Dizemos que uma matriz A € M, (R)
é diagonalizdvel se existir uma matriz inversivel P € M, (RR) tal que P"'AP
seja uma matriz diagonal.

Voltando a nossa discussao sobre poténcias, se A € M,(R) é diagona-
lizavel, digamos, P"'AP = D, com P,D € M,(R), P inversivel e D diago-
nal, entdo, para calcular a r-ésima poténcia de A, procedemos da seguinte
maneira: de P"1AP = D, segue que A = PDP1; assim,

A" = (PDPYY = (PDP ') (PDPY)...(PDPY),

em que o produto do lado direito tem r fatores da forma PDP~!. Nessa
expressdo, toda ocorréncia da matriz P, exceto pela mais a esquerda, vem
acompanhada de P~! multiplicada por ela & esquerda:

(PDP~Y)(PDP7Y)...(PDP ) (PDP™Y)
=prD(P~'P)D(P~'P)D...D(P~'P)DP L.

Cada um dos produtos P~!P é igual a matriz identidade I,,. Portanto, todas
as ocorréncias de P e P~! entre D’s se cancelam, de modo que temos, ao
final,

A" = (PDP7 Y)Y = PD'P7},
que resulta em uma expressao para a poténcia de A envolvendo um ntimero
muito menor de cdlculos.

Em resumo, se A for diagonalizavel, suas poténcias sdo faceis de serem
calculadas. Nem toda matriz é diagonalizavel, entretanto. Serd objeto deste
capitulo determinar condi¢des necessdrias e suficientes para tanto. E, em
caso afirmativo, veremos como encontrar as matrizes P e D.
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7.1 Autovalores e autovetores

Introduzimos o conceito principal deste capitulo. (E, posteriormente, vere-
mos como ele se relaciona ao conceito de matriz diagonalizavel.)

Defini¢ao. Seja V um espago vetorial e seja T: V — V um operador linear
em V. Dizemos que um vetor v € V é um autovetor de T se v # Oy e existir
A € Rtalque T(v) = Av. Neste caso, A é chamado autovalor de T, e dizemos
que v é um autovetor de T associado ao autovalor A.

Autovetores também sdo conhecidos, na literatura, como vetores préprios
ou vetores caracteristicos. Similarmente, autovalores sdo também chamados
de valores proprios ou valores caracteristicos.

Exemplo 7.1.1. Considere o operador linear T de IR? definido por T(x,y) =
(x, —y), para todo (x,y) € R%. Como

T(1,0) = (1,0) = 1(1,0),

de acordo com a defini¢do acima, 1 é um autovalor de T e (1,0) é um auto-
vetor de T associado ao autovalor 1. Ainda,

T(0,1) = (0,-1) = (=1)(0,1),

donde segue que —1 é um autovalor de T e (0,1) é um autovetor de T
associado ao autovalor —1. Agora, (2,3) ndo é um autovetor de T, pois
T(2,3) = (2,—3) e ndo existe A € R que satisfaca (2, —3) = T(2,3) =
A(2,3). O

Um autovetor s6 pode estar associado a um tnico autovalor, pois se
v € V é um vetor ndo nulo tal que T(v) = Ave T(v) = pv, como A, yu € R,
entdo Av = pv, o que implica (A — u)v = Oy. Como v nédo é o vetor nulo,
segue (do item (iii) da Proposicao[d.1.8) que A — u = 0, ou, ainda, que A = p.

Mas, se A € R é um autovalor de um operador linear T, entdo hd infini-
tos autovetores de T associados a A. Isso é 0 que veremos a seguir.

Dado um espago vetorial V e um operador linear T: V — V,se A € KR,
utilizaremos a seguinte notagéo:

V(A)={veV|T(v) = Av}
Se A € R é um autovalor de T, entdo V(A) é o conjunto formado por todos
os autovetores de T associados a A, mais o vetor nulo (uma vez que T(0y) =

Oy = AOy). A proposi¢do abaixo mostra que se A é um autovalor de T, entao
V(M) ndo é apenas um subconjunto de V, é um subespaco de V.

Proposicdo 7.1.2. Seja V um espaco vetorial, seja T: V — V um operador linear
de Veseja A € R. Entdo,
V(L) =Ker(T — Aly).
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Em particular, V (A) é um subespaco de V.

Demonstragio. Tome v € V. Entdo, v € V(A) se, e somente se, T(v) = Av,
ou, equivalentemente, (T — Aly)(v) = T(v) — Av = Oy. Assim, v € V(A)
se, e somente se, v € Ker(T — Aly), que é o que desejadvamos mostrar. [

Repare que ser um elemento de V(A) é ser um elemento do ntcleo de
um operador — ndo do operador T, mas do operador T — Ay.

Defini¢do. Se T é um operador linear no espaco vetorial Ve A € R é um
autovalor de T, o subespago V(A) é chamado autoespago de V associado ao
autovalor A.

Dados um operador linear T em um espago vetorial V e um escalar
A, como vimos na Proposi¢do V(A) é sempre um subespago de V e,
portanto, sempre contém, pelo menos, o vetor nulo de V. Para A ser um
autovalor de T é preciso que haja, em V(A), pelo menos um vetor ndo nulo
(isto é, que T tenha um autovetor associado A). Assim, temos o seguinte
critério: A é um autovalor de T se, e somente se, V(A) # {0y }.

Exemplo 7.1.3. Determine todos os autovalores e todos os autovetores do
operador linear de IR? definido por T(x,y) = (x, —y), para todo (x,y) € R?.

Solugdo. Dado A € IR, vejamos para que valores de A existe (x,y) # (0,0) tal
que T(x,y) = A(x,y). Entdo, T(x,y) = A(x,y) se, e somente se, (x, —y) =
(Ax, Ay), o que, por sua vez, ocorre se, e somente se

X = Ax
—y=Ay

Se x # 0, a primeira equacdo implica A = 1 e, assim, da segunda, obtemos
y = 0. Se x = 0, como estamos procurando solugdes com (x,y) # (0,0),
entdo y # 0 e, neste caso, A = —lex =0.

Concluséo: os tnicos autovalores de T sdo 1 e —1. Além disso, V(1) =
{(x,0) | x € R} e V(-1) = {(0,y) | v € R}. Em outras palavras, os
autovetores de T associados ao autovalor 1 sdo os vetores da forma (x,0),
com x € R, x # 0; os autovetores de T associados ao autovalor —1 sdo os
vetores da forma (0,y), comy € R,y # 0. (Para qualquer A € R, A # 1, —1,
temos V(A) = {(0,0)}.) O

Exemplo 7.1.4. Considere o operador linear T em P> (R) tal que

~10 4 6
Tlg=|-8 2 6],
—8 4 4
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emque B ={1+t1+ 2t + t2}. Mostre que —2 é um autovalor de T e
determine dim (V(—2)).

Solugdo. Sabemos que —2 serd um autovalor de T se, e somente se, V(—2) #
{0p,(r)}, 0 que, em vista de V(—2) ser um subespago de P>(RR), é equiva-
lente a dim(V(—2)) # 0. Assim, se determinarmos dim (V(—2)), respon-
demos as duas questdes simultaneamente. Vimos que V(—2) = Ker(T —
(=2) Ip,(r)). Vamos, assim, estudar o ntcleo do operador T — (—2) Ip,(g) =
T +21p,r)- Dado p € P2(R), sabemos que

p 6Ker(T+21p2(R)) < (T+21732(R)>(P) = OPZ(IR)

0
= [(T+2Ip,w)(P)]z = 0pw)ls = {8]

=]

— [T+2Ip,mw)lslrls = [O] (pelo Teorema |6.5.6)

(@)
(@)

o

= ([Tlg +2[pw)ls)Pls = {O} (pela Proposicao|[6.6.1)

0
= ([Tlg+2B)[plz = {8]

(pois [Ip,(r)lg = I3, como vimos no Exemplo|6.5.3)

-10 4 6 1 0 0 0
= -8 2 6|+21|0 1 0| | [plg= 1|0
-8 4 4 0 01 0
[—8 4 6 [0
= -8 4 6| [plgp= |0
-8 4 6 0

Assim, p € Ker(T +2 Ipz(]R)) se, e somente se, suas coordenadas, em relacao
a base B, sdo solucdo do sistema linear homogéneo (em notagdo matricial)

8 4 6] [« 0
—8 4 6| |y| =|0]. (7.1)
8 4 6| |z 0

Sabemos, pela Proposigdo que o subespaco de R® formado pelas so-
lugdes de tem dimensdo igual ao nimero de varidveis livres do sis-
tema, que, no caso, fica claro ser igual a 2. Portanto, as solugdes de sdo
combinagdes lineares de dois vetores, digamos u; e uy, em R3 com {uy,up}
LI Segue da Proposicdo que os elementos de V(—2) = Ker(T +

231



21p,(r)) sd0 as combinagdes lineares dos vetores q; e g2 de P2(R) cujas
coordenadas, em relagdo a base B, sdo uj e up. Logo, {41, 42} é uma base de
V(-2), e, portanto, dim(V(-2)) = 2.

Para determinar explicitamente g1 e g2, é preciso encontrar as solucdes
de (7.I). Resolvendo esse sistema, obtemos solugdes

(357) -5(119) (o). ween

Segue que o subespaco de R? formado pelas solugdes de é
1
[(2,1,0> , (201)] ~[(1,2,0),(3,0,4)].

V(-2)=[(1,2,0)5,(3,0,4)5] = [3+t+ 2123+ 7t + 4],
uma vez que (1,2,0)5 =3+t +2t2 e (3,0,4)5 = 3 + 7t + 412, O

Assim,

Exemplo 7.1.5. Seja V um espaco vetorial. Determine todos os autovalores e
autovetores do operador identidade Iy e do operador nulo N de V.

Solugdo. Para todo v € V, temos Iy (v) = v = 1v. Assim, 1 é o tinico autova-
lordely e V(1) = V. Logo, todo vetor ndo nulo de V é um autovetor de Iy
associado a 1. (Note que Iy —11y = N, e, portanto, V(1) = Ker(Iy —11Iy) =
Ker(N) =V.)

O operador nulo N de V satisfaz N(v) = Oy = Ov, para todo v € V.
Assim, 0 é o tnico autovalor de N e V(0) = V. (Aqui, N —0Iy = N, e,
assim, V(0) = Ker(N —01Iy) = Ker(N) = V)

Mais geralmente, fixe A € R e considere o operador T, de V definido
por T)(v) = Av, para todo v € V. (Em outras palavras, Ty = Aly.) Entdo, A
é 0 tnico autovalorde T) e V(A) = Ker(T), — Aly) = Ker(N) = V. Os dois
operadores de que tratamos acima sdo casos especiais: Iy = Ty e N = Tj. ¢

Terminamos esta se¢do registrando que hd uma intima relagdo entre a
injetividade de um operador linear e o conjunto de seus autovalores.

Proposicdo 7.1.6. Se T é um operador linear em um espago vetorial V, entdo sdo
equivalentes:

(@) T éinjetor;

(b) 0 é ndo é autovalor de T;

(c) dim(V(0)) =0.

Demonstragdo. Ja vimos que 0 é autovalor de T se, e somente se, V(0) #
{0y}, 0 que, por sua vez é equivalente a dim (V(0)) # 0. Portanto, (b) e (c)
sdo equivalentes entre si. A equivaléncia entre (a) e (b) segue da observagao
que V(0) = Ker(T — 01y) = Ker(T) e da Proposigdo O
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7.2 O polinbmio caracteristico

Vimos, na se¢do anterior, que se A é um autovalor de um operador linear
T no espago vetorial V, entdo o autoespaco de T associado a A é dado por
V(A) = Ker(T — Aly), e, portanto, os autovetores de T associados a A sdo
todos os vetores de V(A) com exce¢do do vetor nulo. Resta dispormos de
um instrumento para determinar o conjunto completo de autovalores de T.
Isso serd provido pelo polindmio caracteristico de T, como veremos nesta
secao.

Definigdo. Seja A = (a;;) € Mu(R). O polindmio caracteristico pa de A é
definido por

ajp —t ain ce A1n
ar ap —t ... ap
pa(t) = det(A—tI,) =det | , .
anl ann ee. Opy —t

Observe que p4 €, de fato, um polindmio (na variavel ¢) que tem grau
n. Isso segue do fato de que ao expandirmos o determinante que define
o polindmio caracteristico de A, obteremos uma soma de n! termos, cada
um deles sendo um produto de n fatores que sdo entradas da matriz A —
tl,; além disso, em cada termo dessa soma ocorre apenas um fator de cada
linha e de cada coluna da matriz. O tinico desses termos que resultard em
um polindmio de grau n é dado pelo produto dos elementos na diagonal
principal de A — tI,;; os demais termos no determinante serdo polindmios
de grau menor do que n. O coeficiente do termo lider desse termo de grau
n é dado por (—1)". Além disso, sabemos que o termo de grau zero de pa
é dado por p4(0) = det(A — 0I,) = det(A). Assim,

pa(t) = ant" +a, "+ agt 4 ag,

em que &, = (—1)" e ap = det(A). (Os demais coeficientes do polinémio
caracteristico de A também podem ser expressos em termos das entradas
de A; em especial, ndo é dificil ver que a,, 1 = (—1)" ! tr(A), mas, para os
objetivos destas notas, ndo serd necessdrio entrar nesses detalhes.)

Duas matrizes diferentes podem ter o mesmo polindmio caracteristico.
Isso ocorre, especialmente, em um caso que ja encontramos antes.

Defini¢do. Dadas A,B € M,(R), dizemos que A e B sdo semelhantes se
existir uma matriz P € M, (R) inversivel tal que A = P~!BP.

E claro que se existe P € M, (RR) inversivel tal que A = P~'BP, entdo
também existe Q € M, (RR) inversivel tal que B = Q 'AQ, basta tomar
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Q = P~L. Ou seja, a semelhanca entre A e B independe da ordem em que
essas matrizes sao listadas.

Proposicdo 7.2.1. Matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio caracteristico.

Demonstragido. Sejam A,B € M,(R) e seja P € M,(R) inversivel tal que
A = P~!BP. Entdo,

pa(t) = det(A — tI,) = det(P~'BP — tI,)
= det(P"'BP — tP"'I,P) = det(P~'(B — tI,)P)
= det(P ') det(B — tI,) det(P) = det(B — tI,,) det(P~1) det(P)
= det(B — tI,,) det(P) ! det(P) = det(B — tI,
= pa(t),

como desejdvamos. O

~— —

Observagido. Mesmo matrizes ndo semelhantes podem ter o mesmo polino-

0 11 A
0 J e 1y 1] . (Vocé
consegue ver por que essas matrizes nao sao semelhantes?)

mio caracteristico. Por exemplo, isso ocorre com [

Haviamos encontrado matrizes semelhantes no Corolario se B
e C sdo bases ordenadas de um espaco vetorial V de dimensao finita e T
é um operador linear de V, entdo [T|; e [T], sdao matrizes semelhantes.
Assim, podemos falar em polindmio caracteristico de um operador linear,
conforme a definigdo a seguir.

Defini¢do. Seja V um espago vetorial de dimensao finitaeseja T: V — V
um operador linear. O polindmio caracteristico pr de T é definido por

pr(t) = pa(t),

em que A = [T]z e B é uma base ordenada qualquer de V.

O polindmio caracteristico de T ndo depende da escolha da base orde-
nada B de V: se C é outra base ordenada de V, as matrizes A = [T|z e
B = [T], sao semelhantes, e, pela Proposigao pa(t) = pa(t).

Vale registrar que pr é um polindmio de grau n = dim(V), uma vez que
a matriz de T em relacdo a uma base ordenada de V tem tamanho n x n.

A importancia do polinémio caracteristico reside no fato de ele con-
ter, nas suas raizes, os autovalores do operador linear, como veremos na
proxima proposicdo, cuja demonstragdo movimentara diversos resultados
que vimos acumulando ao longo dessas notas.

Proposicdo 7.2.2. Seja V um espago vetorial de dimensio finita, seja T: V — V
um operador linear de V e seja A € R. Entdo, A é um autovalor de T se, e somente
se, pr(A) = 0.
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Demonstragio. Suponha que dim (V) = n e fixe uma base ordenada B de
V. Sabemos que A é um autovalor de T se, e somente se, V(A) # {Oy}.
Mas, vimos na Proposi¢ao[7.1.2]que V(1) = Ker(T — Aly). Logo,
A éum autovalorde T <= Ker(T —Aly) # {0y}

<= T — Alyndo éinjetor (pela Proposicdo6.2.5)

<= T — Alyndo ébijetor (pelo Coroldrio6.3.3)

<= [T]g— AL, = [T — Aly]gz ndo é inversivel

(pela Proposigéo
< pr(A) =det([T]g — Al,) =0 (pelo Teorema[1.3.),

demonstrando, assim, a equivaléncia no enunciado. ]

Como um polinémio de grau n tem no méximo n raizes distintas, essa
proposicao estabelece um limite superior para o nimero de autovalores que
um operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita:

Corolario 7.2.3. Seja T um operador linear em um espago vetorial de dimensdo
finita igual a n. Entdo, T possui no mdximo n autovalores distintos.

Exemplo 7.2.4. Determine os autovalores e autovetores do operador linear
T de R? que satisfaz

Tlan =[5 73]

em que can denota a base candnica de IR2.

Solugdo. Vimos, na Proposicao que os autovalores de T sdo as raizes
de

prit) = dex(Tl —t1) =t ([ 9] ¢ [} 9])

8§—t —10
3 —-3-t
=2 —5t+6=(t—3)(t—2)
Assim, T tem dois autovalores: 2 e 3.
Passamos, agora, a determinagdo dos autoespagos V(2) e V(3).
Sabemos que V(2) = Ker(T — 21Iy2). Logo, dado v € RR?, temos que
v € V(2) se, e somente se, (T —2Ir2)(v) = (0,0). Tomando coordenadas
em relacdo a base canonica, se v = (x,y), entdo v = (X, ¥)can, € teremos
que v € V(2) se, e somente se, ([T]can — 22) [0]can = [(0,0)]can, isto &, se, €

somente se,
6 —10| (x 0
5 SB[ &
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5 8 -10 1 0] [6 —10 )
ja que [Tlean — 2D = [3 _3] —2[0 J = [3 _5]. As solugdes de
(7.2) sao

5y _ (5
(3) =(5)
comy € R. Logo, V(2) = [(3,1)] = [(5,3)]. Em particular, descobrimos
que dim(V(2)) =1, pois {(5,3)} é uma base de V(2).
Por outro lado, V(3) = Ker(T — 3I2). Como

-y 5] Y- )

argumentando de maneira analoga, conclui-se que os vetores de V(3) sdo
as solugoes de

5 10| [x 0

5 =B -[) &

(2y,y) = y(2,1),
comy € R. Logo, V(3) = [(2,1)], edim(V(3)) = 1,ja que {(2,1)} é uma
base de V (3).

Cabe registrar que o conjunto B = {(5,3),(2,1)}, formado pela unido
das bases de V(2) e V(3) que encontramos, é LI. Como B contém 2 vetores,
segue que B3 é uma base de R?. E é uma base muito especial: ela é formada
por autovetores de T. Vejamos como é a matriz de T em relagdo a essa base

B.

que sdo

Como (5,3) é um autovetor de T associado ao autovalor 2, temos
T(5,3) =2(5,3)
=2(5,3)+0(2,1).
E, como (2,1) é um autovetor de T associado ao autovalor 3, temos
T(2,1) =3(2,1)
=0(5,3)+3(2,1).

ms =15 3]

ou, dito de outra forma, [T|; é uma matriz diagonal, contendo os autovalo-
res de T em sua diagonal principal.

Esse fenomeno — IR? ter uma base formada por autovetores de T —
serd mais detalhadamente investigado na préxima secao. O
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Exemplo 7.2.5. Determine os autovalores e autovetores do operador linear

T de R? que satisfaz [T]_,, = [g _01} .

Solugdo. O polindmio caracteristico de T é dado por

pr(t) = det([Tlean — t12) =det<[§) _01] ! [(1) ?D

-t -1

:det[1 4

} =2 +1.

Como pT(t) ndo tem raizes reais, T ndo tem autovalores (e, portanto, nao
tem autovetores). O

Exemplo 7.2.6. Determine os autovalores e autovetores do operador linear

-4 0 -3
T de R3 que satisfaz [T],,= | 0 2 0 |.
6 0 5

Solugdo. O polindmio caracteristico de T é dado por

S = O
— o O

[—4 0 -3 1
pr(t) =det([T]a —tl) =det| | 0 2 0 | —¢£|0
|6 0 5 0

—4—t 0 —3]
= det 0 2—t 0 .

6 0 5-t

)

Desenvolvendo esse determinante por expansdo em cofatores ao longo da
segunda linha, obtemos

pr(t) = (2 — £) det [‘46_ t 5‘_34 — (2 1)((~4—1)(5— 1) +18)

=2t —t—=2)=—(t—2)*(t+1).

Portanto, os autovalores de T sdo 2 e —1, as raizes de pr(t).
Sabemos que V(2) = Ker(T — 2Ig3). Como

-6 0 -3
[T]en—2=|0 0 0],

6 0 3

segue que V(2) é formado pelas solugdes de

Rl
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que sdo da forma

( Zy,z ) y(0, 1,0)—|—z<—;,0,1>,

comy,z € R. Portanto, V(2) = [(0,1,0), (—3,0,1)] = [(0,1,0), (—1,0,2)].
Ja V(—1) = Ker(T — (—1)Igs) = Ker(T + Igs). Porque [T]e,, + Iz =

3 0 -3
! 0 3 0 ] , 0 autoespago V(—1) é formado pelas solugdes de

6 0 6
-3 0 —3] [«x 0
0 3 0fly|=]o],
6 0 6| |z 0

(—z,0,z) =2z(-1,0,1),
comz € R. Logo, V(—1) = [(—1,0,1)].
Aqui, também, se unirmos as bases

{(0,1,0), (-1,0,2)}

e essas sdo da forma

deV(2)e
{(-101)}

de V(—1), obtemos o conjunto
B ={(0,1,0), (~1,0,2), (-1,0,1)},

que é LI e contém 3 vetores. Logo, B é uma base ordenada de R?, e, como
seus elementos sao autovetores de T, a matriz de T em relacdo a B, dada

por
20 0

Tlz=10 2 0],
0 0 -1

é uma matriz diagonal. O

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear II (2020): Exs. 56-58.

7.3 Diagonalizacao

Nesta segdo, serd estabelecida uma relagdo entre matrizes diagonalizéveis e
operadores em espagos que possuem bases formadas por autovetores.

Defini¢do. Seja V um espago vetorial de dimensao finitaesejaT: V — V
um operador linear de V. Dizemos que T é diagonalizivel se existir uma base
ordenada B de V tal que [T] seja uma matriz diagonal.
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A seguinte caracterizacdo de operadores diagonalizaveis é extremamen-
te atil.

Proposigao 7.3.1. Seja V um espago vetorial de dimensdo finitaeseja T: V — V
um operador linear de V. Entdo, T é diagonalizdvel se, e somente se, V possuir
uma base formada por autovetores de T.

Demonstragido. Suponha que T seja diagonalizdvel. Tome uma base orde-
nada B = {v1,vy,...,0,} de V tal que [T]; = diag(A1, A2, ..., Ay). Entéo,
pela prépria definicdo de matriz de um operador, segue que, para todo
i=1,...,n,temos T(v;) = A;jv;. Como os vetores de B sdo todos ndo nulos,
eles sdo, todos, autovetores de T. (Precisamente, v; é um autovetor de T
associado ao autovalor A;).

Reciprocamente, suponha que V tenha uma base B = {v1,vy,...,0,},
em que, para todoi = 1,...,n, v; é um autovetor de T. Entdo, existem
A1, Az, ..., Ap € R (ndo necessariamente distintos) tais que T(v;) = A;v;,
para todoi = 1,...,n. Logo, considerando B = {vy,vy,...,v,} ordenada,
[T]B :diag(M,/\z,...,)\n). OJ

Os Exemplos e que vimos na se¢do anterior, sdo exemplos de
operadores diagonalizaveis.

Exemplo 7.3.2. O operador linear S de IR? definido por S(x,y) = (x +y,y),
para todo (x,y) € R?, nao é diagonalizavel. Vejamos por qué.

Os autovalores de S sdo as raizes de seu polindmio caracteristico; para
encontrar o polindmio caracteristico de S, é necessdria a matriz de S em
relagdo a alguma base de R?, por exemplo, can, a can6nica. Como S(1,0) =

(1,0) e S(0,1) = (1,1), segue que [S].n = [(1) ﬂ Portanto,

ps() =dee[' g0 T =2

Assim, o tinico autovalor de S é 1. Os autovetores de S sdo todos associados
ao autovalor 1 e coincidem com os vetores ndo nulos de V(1) = Ker(S —

1Ig2) = Ker(S — Ig2). Porque [S]

can

Y6

Portanto, V(1) = [(1,0)]. Nao existe base de IR?> formada por autovetores
de S, pois qualquer autovetor de S é maltiplo de (1,0), o que implica que
um conjunto formado por dois autovetores de S serd sempre LD. Logo, S
ndo é diagonalizavel. (Ou, colocando de modo equivalente, ndo existe base
de IR? com a propriedade de a matriz de S em relagdo a ela ser diagonal.) ¢

239

- = {8 (1)], sabemos que V(1) é

formado pelas solugdes de



Operadores diagonalizdveis sdo especialmente bem comportados. Por
exemplo, é simples encontrar suas iteragdes.
Exemplo 7.3.3. Considere o operador linear T: R? — R?, dado por
T(x,y) = (8x — 10y, 3x — 3y),

para todo (x,y) € R%. Entéo, [T]e, = [2 __130] , em que can denota a base

candnica de R2. Assim, T é exatamente o operador linear de R? de que
tratamos no Exemplo Naquela ocasido, vimos que T é diagonalizdvel
e que tomando a base B = {(5,3), (2,1)} de R?, obtemos

s =5 3]

Vamos procurar uma expressdo para 1", a n-ésima poténcia de T, para um
inteiro positivo n. (Como vimos na pédgina T" é o operador de R? que
resulta da composi¢do de T consigo mesmo (1 — 1) vezes.)

Pelo Corolario|6.7.4

- 2 0
P T =Tl = [ 3],
em que P = [Ig2]p,can- Assim, como fizemos no inicio deste capitulo,
- - 2 0" _[2" 0
PUTEP = (TP = 5 5 = [T 3] 09
A Proposi¢do nos diz que [T]%, = [T"]cn- Utilizando esse fato junto

com (7.4), obtemos

P TP = [2 0] ,

0 3"

que, multiplicada por P a esquerda e por P~! a direita, resulta em

[Tn]can =P [zon 391:| Pl (75)

O célculo de P é imediato (por can se tratar da base candnica de R?):
5 2
P = [IIRZ]B,can = |:3 1:| .
Portanto, obtemos de (7.5)), que
. =[5 2 o 015 217" [5 2][2" 0][-1 2
cean 13 1/ (0 3" ({3 1| (3 1|0 3" |3 =5
2.3l —5.2n  10(2" —3")
a3t 3.ntlo5.3n)
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Dessa expressao, extrai-se que

T"(1,0) = (2-3""1 —5.2", 3" —3.2"),
T"(0,1) = (10(2" —3"),3-2"t1 —5.3").

Portanto, para qualquer (x,y) € R?, tem-se

T"(x,y) = T"(x(1,0) +y(0,1)) = xT"(1,0) +yT"(0,1)
_ x(2.3n+1 —5.0m g+l _3.2;1)
+y(10(2" —3"), 3. 2" —5.3")
= ((2-3""' —5.2")x +10(2" — 3")y,
(3" —3.2"x+ (3.2 —5.3")y).

A expressdo obtida para T"(x,y) é o que menos importa. Mais impor-
tante é perceber que se um operador é diagonalizdvel, podemos encontrar
a imagem de um elemento de seu dominio por uma poténcia do operador,
por maior que ela seja, sem precisar realizar o esfor¢o de compor o operador
com ele mesmo o ntimero de vezes necessario.

Observagido. Cabe, neste momento, a fim de relacionar o conceito de ma-
triz diagonalizavel, visto no inicio deste capitulo, com o de operador linear
diagonalizavel, retomar o Exemplo[6.2.7/no caso em que m = n.

Vimos que cada matriz A € M, (IR) define um operador linear

Ty: R" — R”,

dado por T4 (v) = Av, para todo v € R". Sabemos, também, que, se can
denota a base canonica de R”, entdo [Tal.,, = A (ver Exemplo[6.5.5). O
resultado é o que se espera: A é uma matriz diagonalizdvel se, e somente
se, T4 é um operador diagonalizdvel. Vejamos por qué.

Suponha que A seja diagonalizavel. De acordo com a defini¢do na
pagina existe uma matriz inversivel P = (p;;) € M,(R) e uma ma-
triz diagonal D € M, (R) tais que P"!AP = D. Vamos mostrar que P é
uma matriz de mudanga de base apropriada.

Para tanto, para cada j = 1,...,n, considere o vetor v; € R" definido

por
vj = (Plj, P2jse- -y Pnj)~

(Isto &, v; coincide com a j-ésima coluna de P). Nossa tarefa serd mostrar

que B = {vy,...,v,} é uma base ordenada de R" e que a matriz de T4 em

relacdo a B é a matriz diagonal D.

Como B contém n vetores, sera suficiente verificar que esse conjunto é
LI Sejam «y, ..., a, € R tais que 101 + - - - + 0,40, = Orr. Em coordenadas

241



(em relacdo a base canodnica) isso é equivalente a

L5} 0
Pl:|=
Ay 0
Como P é inversivel, segue que a1 = - - - = &, = 0. Assim B €, de fato, uma

base ordenada de R”. Além disso, pela escolha que fizemos dos elementos
de B, temos [Ir«] B,can = P- Dai segue, do Corolario que

[Talg = P Y [Ta]eanP = P AP = D,

can

que é diagonal. Portanto, T4 é diagonalizavel (os elementos de B — lembre,
as colunas de P —sdo autovetores de T4 e as entradas na diagonal principal
de D sdo os autovalores correspondentes).

Reciprocamente, suponha, agora, que T, seja diagonalizavel e seja B
uma base ordenada de R" formada por autovetores de T4. Entdo, deno-
tando P = [Ir«] B,cans S€gUE, do Corolério que

P_lAP = P_l[TA]canP = [TA]B/

que é uma matriz diagonal (uma vez que os elementos de B sdo autovetores
de T). Logo, A é diagonalizavel. O

Por causa dessa observagdo, dada uma matriz A € M,(R), dizemos
que um vetor ndo nulo v € R" é um autovetor de A se v for um autovetor
do operador linear T4, e dizemos que um escalar A € R é um autovalor de
A se A for um autovalor de T4.

Ainda, sempre que virmos uma relagdo matricial da forma

AP =PD,

com A, P, D matrizes quadradas de mesmo tamanho, em que P é uma ma-
triz inversivel e D é uma matriz diagonal, saberemos que a j-ésima coluna
de P é um autovetor de A associado ao autovalor que ocupa a j-ésima
posicdo na diagonal principal de D.

Podemos utilizar essa relagdo entre uma matriz A € M, (R) e o opera-
dor linear T4 de R" para calcular poténcias de A.

-5 -1 -2
Exemplo7.3.4. Dada A= [12 2 6 |, encontre A%,
8§ 2 3

Solugio. Considere o operador linear T: R® — R3 tal que [T].,, = A, em
que can denota a base candnica de R® (ou seja, T = Ty4). Vejamos se T é
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diagonalizavel. Temos

55—t -1 -2
pr(t)=det| 12 2—t 6 | =—-£+3t+2=—(t+1)*(t—2).
8 2 3t

Assim, os autovalores de T sdo —1 e 2. Vejamos se é possivel encontrar uma
base de R® formada por autovetores de T.

Os autovetores de T associados ao autovalor —1 sdo os vetores ndo nu-
los em V(—1) = Ker(T — (—1)Igs) = Ker(T + Ig:). Dado v = (x,y,z) €
R3, temos: v € V(—1) se, e somente se,

—4 -1 2] [x 0
12 3 6] |yl=]0],
8 2 4|z 0

ou seja se e somente se, para quaisquer escolhas de y,z € IR, tivermos
x = —1y — 3z. Logo, os vetores em V(—1) sdo da forma

1 1 1 1
(Fav-mws) v (300) v (300),

com y,z € R. Portanto, {(—1,4,0),(—1,0,2)} é uma base para V(—1).
Os elementos do autoespago V(2) = Ker(T — 21Iys) sdo os vetores de
IR3 cujas coordenadas sdo solugdes do sistema linear homogéneo

2 ]l

Resolvendo o sistema, obtemos V(2) = {(—1z,3,z) | z € R}, donde segue
que V(2) = [(~1,3,2)].

Observe, agora, que B = {(—1,4,0),(—1,0,2),(—1,3,2)} é LI (aqui é
preciso fazer as contas para se convencer desse fato), e, portanto, uma base
de R?, que é formada por autovetores de T, os dois primeiros associados a
—1 e o terceiro, a 2. Assim,

Denotando P = [Igs]g ., segue, do Corolar10 4 que
A = [T)en = P[T]zP 7},

can

donde obtemos

1)500

A = (P[T|gzP~ = P[T]¥°P . (7.6)



-1 -1 -1
E facil ver que P = [Ijs|Bcan = { 4 0 3 } . Invertendo-a, obtemos
0 2 2

1 -1 —-1717" ([-6 0 -3
Pl=14 0 3 = -8 -2 —-1].
0o 2 2 8 2 4

Substituindo os valores encontrados em (7.6)), obtemos

1 -1 =11 /-1 o o]\™ L [-6 0 -3
A0=14 0 3 0 -1 0 c -8 -2 -1
0 2 2 0 0 2 8 2 4

1 [-1 -1 —1] [(—1)>% 0 0l1[-6 0 -3
= 4 0 3 0 (=10 o0 | [-8 -2 -1
0o 2 2|1 o0 0 2200 18 2 4
1 (-1 -1 —1][1 0 O -6 0 -3
=2 4 0 3]1|01 O -8 -2 -1
(0 2 2] (00 229 |8 2 4
1 7 _ 2502 1— 2500 2 _ 2501
— _12_1_3,2502 3.2500 —6+3'2501 ,
3| _gyoi8  _pgs0l 1 9502
uma expressio explicita para cada uma das entradas de A>%. O

Como ultimo exemplo nesta secdo, vejamos como dada uma matriz di-
agonalidvel encontrar informacdes sobre o operador linear definido por ela.

Exemplo 7.3.5. (Prova 2, Algebra Linear II, 2019) Seja T: R® — R® o opera-
dor linear tal que

MHT] oM = {

OO =

0
2
0

W o o

emque M = F) (1) }] e can denota a base candnica de R®. Entéo, T(5,3,4)
éigual a Pl

(A) (5,11,13)

(B) (8,5,9)

(©) (10,6,8)

D) (9,8,5)

(E) (7,7,6)
244



Solugdo. A igualdade no enunciado nos mostra que T é diagonalizavel, com
autovalores 1,2,3 e que B = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} (o conjunto for-
mado pelas colunas de M) é uma base ordenada de R® formada por auto-
vetores de T associados, respectivamente, a 1,2, 3. (Isso, pois M = [I3]

e, assim, usando o Corolario [T]3 = M YT]3nM.) Portanto,
T(1,0,1) = 1(1,0,1) = (1,0,1)
T(0,1,1) =2(0,1,1) = (0,2,2)
T(1,1,0) = 3(1,1,0) = (3,3,0).

Temos informacao suficiente sobre T (imagens dos vetores em uma base do
dominio) para determinar a imagem por T de qualquer vetor de R®. Em
particular, com

(5,3,4) =3(1,0,1) +1(0,1,1) + 2(1,1,0),

B,can

segue que
T(5,3,4) =3T(1,0,1)+17(0,1,1) +2T(1,1,0)
=3(1,0,1) +1(0,2,2) +2(3,3,0)
= (9,8,5).
Resposta: (D). O

Nosso objetivo, na proxima segao, serd sistematizar as ideias exploradas
nesta se¢do e determinar condi¢des necessdrias e suficientes para um ope-
rador linear em um espaco vetorial de dimenséo finita ser diagonalizavel.

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear II (2020): Exs. 59-63.

7.4 Operadores diagonalizaveis

Esta secdo sera dedicada ao Teorema que caracteriza os operadores
diagonalizaveis de um espago vetorial de dimensao finita, e algumas de
suas consequeéncias.

E preciso comecar com dois resultados preliminares.

Lema 7.4.1. Seja T um operador linear em um espago vetorial V e sejam A1, A,
..., Ay autovalores de T dois a dois distintos entre si. Se By, B, ..., By sio con-
juntos LI finitos satisfazendo B; C V(A;), para todo i = 1,...,k, entdo a unido
BiUBU---UBéLL

1Vocé deve ser capaz de encontrar as coordenadas, em relagdo a base B de um vetor
arbitrario:

X—y+z

(x,y,2) = ) (1/0/1)+M

x+y—z
2

(0,1,1) +

(1,1,0).
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Demonstragido. Comecemos por demonstrar o lema no caso em que k =
2. Sejam, entdo, A,y € R autovalores de T, com A # u e sejam B =
{uy,up,..., up} um conjunto LI de autovetores de T associadosa A e C =
{v1,v2,...,v5} um conjunto LI de autovetores de T associados a y. Para
mostrar que BUC = {uy,up, ..., up,v1,02,...,70;}, é LI, precisamos tomar
uma combinagdo linear dos elementos desse conjunto que resulta no vetor
nulo de V e mostrar que todos os escalares na combinagéo linear sdo nulos.
Assim, sejam a1, &, ..., &p, B1, B2, ..., By € R tais que

a1Uq + &y + - -+ apy + B1o1 + Povr + - - + Byog = Oy (7.7)
Aplicando o operador T em ambos os lados de (7.7), obtemos
w1 T(up)+axT(uz) + - - +apT(up)
+p1T(v1) + 2T (v2) + - -+ + B T(vg) = T(Oy) = Oy.

Como os u; sdo autovetores de T associados a A, temos T(u;) = Au;, para
cadai = 1,...,k. De maneira analoga, T(v;) = pv;, paracadaj=1,...,q.
Assim, (7.8) implica

wiAuy + wpAuy + - -+ apAuy + Prpvr + Popvr + - - - + Bgpvg =0y, (7.9)

(7.8)

Por outro, lado, multiplicando os dois lados de (7.7) por A resulta em

AU + a AUy + - - -+ txp)\up + ﬁl)\vl + 52)\02 + -+ ﬁq)\?)q = 0y. (7.10)
Subtraindo (7.9) de (7.10), obtemos

(A —=wu)pro1+ (A —p)Pavz + - + (A — p) Bgog = Ov.
Mas o conjunto C é, por hipétese, LI. Assim, necessariamente, (A — p)pB; =
0, paratodoi =1,...,49. Como A # yu, segue que 1 = o = --- = B, = 0.
Substituindo esses valores em (7.7)), obtemos
aruy + i + - - -+ apup = Oy,

que, por sua vez, implica a; = ay = -+ = &), = 0, j4 que B também é LI
Isso prova que BUC é LL

O passo seguinte é mostrar que o resultado vale para k = 3. Seremos
um pouco mais econdmicos nos detalhes. Sejam A, u, p autovalores de T
distintos, e sejam

B={uy,...,u,} CV(A),
C={v1,...,vp} CV(p),
D= {w,...,w:} CV(p)
conjuntos LI. Dados a4, ..., &p, B1,---,Bg, 11, -+, 7t € R tais que
a1 Uy + - apup + Br1og + -+ Bgug + 11wy + - -+ yiwp = Oy, (7.11)
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aplicando T a (7.11), por um lado, e multiplicando (7.11) por A, por outro,
ap0s subtrair uma expressdo da outra, obteremos

(A—=wu)Bro1+ ... (A —p)Bgog + (A —p)r1ws + ... (A — p)yrw; = Oy,
que é uma combinacdo linear dos elementos de C U D resultando no vetor
nulo de V. Mas, vimos que o resultado é vélido para k = 2. Assim, neces-
sariamente, essa combinagéo linear deve ser trivial, isto é, (A — u)B; = 0,
paratodoi=1,...,q,¢€ (/\—p)’)f]- =0,paratodoj=1,...,t. Como A # u

el # p,segueque By = --- = B; =y = -+ =7 = 0, 0 que substituido
em (7.11) implica que ay = --- = &, = 0. Logo, BUCUD é LL

Como vimos acima, a validade do resultado para k = 2 implica sua
validade para k = 3. De modo andlogo, podemos demonstrar que o caso
k = 4 é consequéncia do caso k = 3, ja demonstrado, e assim por diante,
olé_]tendo a validade do resultado para qualquer valor inteiro positivo de
k O

O proximo lema, além de ser necessario na demonstragao do resultado
que o segue (Teorema [7.4.3), tem interesse em si préprio e serd utilizado
diversas vezes nas andlises de operadores que veremos nos exercicios e
aplicagoes.

Como vimos na Sec¢do os autovalores de um operador linear T em
um espacgo vetorial de dimensao finita sdo precisamente as raizes do po-
lindmio caracteristico pr de T. Assim, se A € IR é um autovalor de T, entdo
pr(t) é divisivel por t — A. Chamamos de multiplicidade de A como raiz de
pT 0 maior inteiro positivo r tal que pr(t) seja divisivel por (t — A)". (E
frequente chamar r também de multiplicidade algébrica de A.) O resultado a
seguir estabelece uma relagao entre a multiplicidade de um autovalor como
raiz do polinémio caracteristico e a dimensao do autoespago associado.

Lema 7.4.2. Seja T um operador linear em um espago vetorial V de dimensdo
finita e seja A € R um autovalor de T de multiplicidade r como raiz do polindmio
caracteristico de T. Entdo, 1 < dim(V (7)) <.

Demonstragio. Como V tem dimensio finita, V(A) tem, também, dimens&o
finita. Que dim(V(A)) > 1 segue do fato de A ser um autovalor de T. De-
monstremos a segunda desigualdade. Tome uma base {vy,...,vs} de V(A)
(estamos, assim, denotando s = dim(V(A))) e estenda-a a uma base or-
denada B = {v1,...,0s,0s41,...,0n} de V (0 que é sempre possivel, pelo
Teorema 4.5.14). Entdo, a matriz [T], tem a forma

Al P
[T]s = /
0 Q
2Esse é um exemplo de argumento em que se utiliza o chamado principio de inducdo
finita.
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em que P € M, (,_s)(R), Q € M,—s(R) e 0 denota a matriz nula de tama-

nho (n —s) x s. Logo,

A=) P
) = det([T] — t1,) = det | ’
pr(t) = det([T]g — tla) =det | "™ o7 5 ) (7.12)

= (A —t)° det(Q — tl,—s).

A ultima igualdade pode ser obtida, por exemplo, por expansao em cofa-
tores, sucessivamente, ao longo da primeira coluna. Podemos reescrever a
igualdade obtida em da seguinte maneira: pr(t) = (f — A)°q(t), com
q(t) = (—1)°po(t). Assim, hd, pelo menos, s fatores t — A em pr(t). Isso
quer dizer que r > s = dim(V/(A)). O

Para um autovalor A de um operador linear T em um espago vetorial
de dimenséo finita, costuma-se chamar o namero dim(V(A)) de multipli-
cidade geométrica de A. Usando essa linguagem, o Lema diz que para
qualquer autovalor de T, sua multiplicidade geométrica estd limitada su-
periormente por sua multiplicidade algébrica.

Um operador pode ndo ser diagonalizdvel por ndo ter autovalores su-
ficientes (isso é o que ocorreu no Exemplo [7.2.5), ou por néo ter autoveto-
res suficientes (como no Exemplo . Esses sao, essencialmente, os dois
Unicos possiveis obstadculos que podem impedir um operador de ser dia-
gonalizdvel, como veremos no préximo resultado (que ja estamos prontos
para demonstrar), em que apresentamos condi¢des necessdrias e suficien-
tes para um operador linear em um espago vetorial de dimensdo finita ser
diagonalizavel.

Teorema 7.4.3. Seja T um operador linear em um espago vetorial V de dimensdo
finita. Entdo, T é diagonalizilvel se, e somente se,

(i) todas as raizes do polindémio caracteristico pr de T forem reais, e

(ii) para cada autovalor A de T, sua multiplicidade como raiz de pr for igual a
dim(V(A)).

Demonstragio. Suponha, inicialmente, que T seja diagonalizavel e que Ay,
Az, ..., A seja a lista completa de seus autovalores distintos. Seja B uma
base de V formada por autovetores de T que foi ordenada de modo que
os r1 primeiros elementos de B sejam autovetores associados a A1, que os
rp seguintes elementos de B sejam associados a A, e, assim por diante, até
os 1, dltimos elementos de BB, que sdo autovetores de T associados a Ay.
Assim,

My 0 ... 0
0 A, ... 0
[T]B = . . . . ’
0 0 Al
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em que os 0s sdo blocos nulos de tamanhos apropriados. Como essa matriz
é diagonal, segue que

pr(t) = (A1 — ) (Ay — )2 ... (A — £)".

Logo, as raizes de pr(t) sdo Ay, Az..., Ay (de multiplicidades rq,72, ..., 7%,
respectivamente), que séo, todas, niimeros reais. Resta-nos, portanto, mos-
trar que para cada i = 1,...,k, a multiplicidade algébrica de A; coincide
com sua multiplicidade geométrica. Pelo Lema ja temos uma desi-
gualdade: dim(V(A;))< r;. Mas, o conjunto de r; autovetores de T as-
sociados a A; que estdo em B formam um subconjunto LI do espago ve-
torial V(A;). Portanto, r; < dim(V(A;)). (Isso é consequéncia do Teo-
rema [£.5.10} o tamanho dos subconjuntos LI estd limitado superiormente
pelo tamanho dos subconjuntos geradores, em particular, esta limitado su-
periormente pela dimensdo do espago vetorial em que se encontram.) Logo,
ri = dlm(V(/\l))

Reciprocamente, suponha, agora, que valem (i) e (ii) no enunciado do
teorema e denote n = dim (V). Como todas as raizes de pr(t) sdo reais, esse
polindmio se fatora completamente:

pT(t) = (/\1 — t)rl (Az — t)i’z ce (Ak — t)”k’ (713)

com Aq, Ay, ..., Ar € R distintos. Assim, os autovalores de T sdo Ay, Ay,
.., M. Paracadai = 1,...,k, seja B; uma base de V(A;). O Lema m
garante que B = B; U By U - - - U By é LI. Além disso, esse conjunto contém
r1 + 12+ - - - + 1 elementos, pela condigdo (ii). De (7.13), segue que essa
soma coincide com o grau de pr(t), que, como sabemos, é igual a n. Em
resumo, 5 é um conjunto LI contendo 7 elementos. Logo, 5 é uma base de
V. Como seus elementos sdo todos autovetores de T, concluimos que T é
diagonalizavel. O

Veremos uma sequéncia de exemplos em que as condi¢gdes do teorema
serdo exploradas. Porém, uma observacao bastante ttil a respeito da apli-
cacgdo do teorema deve ser feita antes.

Observagdo. Uma vez dado um operador linear T em um espago vetorial
de dimensao finita, para decidirmos se ele é ou ndo diagonalizédvel, preci-
samos, primeiramente verificar se todas as raizes de seu polinémio carac-
teristico pr sdo reais. Se pr tiver uma raiz complexa ndo real, j4 temos nossa
resposta: T ndo é diagonalizavel.

Suponha, agora, que todas as raizes de pr sejam ntimeros reais. Ainda
assim, é possivel que T nao seja diagonalizdvel, basta que, para um de seus
autovalores, a multiplicidade geométrica seja diferente da algébrica. Assim,
para mostrar que T é diagonalizavel (caso ele, de fato, o seja), é preciso ve-
rificar, para cada um dos autovalores de T se as multiplicidades algébricas
e geométricas coincidem. As multiplicidades algébricas dos autovalores se
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obtém de uma fatoragdo completa do polindmio caracteristico como pro-
duto de fatores lineares. Ja as multiplicidades geométricas sdo obtidas por
meio do cédlculo das dimensdes dos autoespacos associados.

O que se quer destacar aqui é que se A é um autovalor de T de mul-
tiplicidade algébrica igual a 1, ndo ha célculo necessario a ser feito. Do
Lema segue que, neste caso, 1 < dim(V(A)) < 1; consequentemente,
ndo hé outra possibilidade sendo dim(V(A)) = 1. Ou seja, a igualdade
desejada entre as multiplicidades do autovalor A estd garantida.

Assim, um operador linear cujos autovalores sdo todos reais s6 deixa
eventualmente de ser diagonalizavel se algum de seus autovalores de mul-
tiplicidade algébrica maior do que 1 tiver multiplicidade geométrica menor

do que ela. O
Exemplo 7.4.4. Decida se é ou ndo diagonalizavel o operador linear T: R® —
0 3 3
R3tal que [T],n = | -1 —4 —1].
2 2 -1
Solugdo. Comegamos por determinar os autovalores de T
—t 3 3
pr(t) =det |[-1 —4—t -1 | =—t—-52-3t+9
2 2 —1—t

= —(t—=1)(t+3)2

(As raizes de pr foram encontradas por inspe¢do: sabemos que se pr ti-
ver raizes racionais, elas pertencerdo ao conjunto {#1,+3,+9}. Veja o
Apeéndice[D|para alguns fatos sobre polindmios e suas raizes.) Assim, os au-
tovalores de T sdo 1, de multiplicidade 1, e —3, de multiplicidade 2. Como
vimos na observagao que precede este exemplo, sabemos que dim (V/(1)) =
1. Resta verificar a condicdo (ii) no Teorema para o autovalor —3. Te-
mos V(—3) = Ker(T + 31Iys). Para calcular a dimensdo desse autoespaco
podemos proceder de maneira indireta, por meio do Teorema do ntcleo e
da imagem (Teorema [6.3.1). Sabemos, pela Observag¢do na pagina que
aimagem de T + 3 Is é gerada pelas colunas de

3 3 3
[T + 3IIR3]can = [T]can + 3[IIR3]can = [T]can +3=|-1 -1 -1
2 2 2
Isto é, Im(T + 31Irs) = [(3,—1,2)], que, obviamente, tem dimens&o igual a

1. Segue que
dim (V(-3)) = dim(Ker(T + 31s))
= dim(R®) — dim (Im(T + 3 1Igs))
=3-1=2,
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coincidindo, portanto, com a multiplicidade algébrica de —3. Logo, pelo
Teorema T é um operador diagonalizavel.

Conseguimos dar uma resposta para o que se pediu sem precisar exibir
uma base de R® formada por autovetores de T. Mas sabemos que uma tal
base existe. Vejamos, agora, como encontra-la.

Sabemos que se encontramos uma base para V(1) (que serd formada
por um tnico vetor, uma vez que dim(V(1)) = 1) e uma base para V(—3)
(que terd dois vetores), a unido dessas duas bases serd um conjunto LI (pelo
Lema de 3 vetores em R?, portanto, uma base de R3, que é formada
por autovetores de T. Tratemos de um autoespago por vez.

Como V(1) = Ker(T — Igs), os elementos de V(1) sdo os vetores v € R3

tais que [T - I]R3]can[v]can = [(T - IIR3)(U)]can = [O]R3]can' Porque

-1 3 3
[T - IIR3]can = [T]can - [IIR3]can = [T]can —L=|-1 -5 -1},
2 2 =2

segue que, dado v = (x,v,z) € R3, temos v € V(1) se, e somente se,

-1 3 37 [x 0
-1 =5 —1| |y| = |o]. (7.14)
2 2 2| |z 0

Escalonando a matriz de coeficientes desse sistema, obtemos

-1 3 3 -1 3 3 -1 3 3
-1 -5 -1 > [0 -8 —4| > |0 -8 —4
2 2 -2 0 8 4 0 0 0

(Essa matriz tem dois pivos, o que implica que o subespago de IR® formado
pelas solugdes do sistema tem dimensdo 3 —2 = 1, o que ndo se
trata de novidade, uma vez que esse subespaco é justamente V(1), cuja
dimensao ja sabiamos ser igual a 1.) Assim, z é a tinica varidvel livre e, por

retrossubstitui¢do, obtemos y = —% ex = % Logo, os vetores em V(1) sdo

da forma
3z z (3 1 1
(559 --(4)
comz € R. Portanto, V(1) = [(3,-3,1)] = [(3,—1,2)].

Procedamos a determinagdo de uma base de V(—3). Por definicao,
V(-3) = Ker(T — 31gs). Logo, dado v = (x,y,z) € R?, temos: v € V(-3)
se, e somente se,

3 3 3 x 0
-1 -1 -1} |y| =10
2 2 2 z 0
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O escalonamento é imediato; y e z sdo varidveis livres e x = —y — z. Assim,
os elementos de V(—3) sdo da forma

(-y—2zy,z) =y(-1,1,0) +z(-1,0,1), z€R.

Portanto, V(—3) = [(—1,1,0),(—1,0,1)].
O conjunto B = {(3,-1,2),(—1,1,0),(—1,0,1)} é uma base de R for-
mada por autovetores de T. Em particular,

1 0 0
Tlg=10 -3 0
0 0 -3
Finalmente, podemos utilizar o Corolario para concluir que
P_l[T]canP = [T]B/

3 -1 -1
P=[lglgecn=|—-1 1 0],

2 0 1

em que

ou, explicitamente,

3 -1 -11'To 3 3 3 -1 —1 1 0 0
-1 1 0 1 -4 1| |1 1 ol=10o =3 o],
2 0 1 2 2 —-1ll2 o 1 0 0 -3

ue é uma expressao que “diagonaliza” a matriz [T|_, .. O
can

Exemplo 7.4.5. Decida se é ou ndo diagonalizavel o operador linear T: R® —

-8 -5 1
R3talque [T],, = |13 8 —2].

-5 -3 1
Solugdo. O polindmio caracteristico de T é
—-8—-t =5 1
pr(t)=det| 13 8-t -2 | =+ =—-1(t—-1).
-5 -3 1-t

Os autovalores de T sdo 0 (de multiplicidade 2) e 1 (de multiplicidade 1).
Como sabemos que dim(V (1)) = 1, T s6 podera deixar de ser diagona-
lizavel caso dim(V(0)) < 2. Dado v = (x,y,z) € R?, temos: v € V(0) se, e

somente se,
-8 -5 1 X
13 8 =2| |y| =
HEE1E
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Fazendo operagdes elementares sobre as linhas da matriz de coeficientes
desse sistema, obtemos

-8 -5 1 -8 -5 1 -8 -5 1
3 8 2= |13 8 -2|—= |13 8 =2
-5 -3 1 -13 -8 2 0 0 0
-8 -5 1 -8 -5 1
- -3 =2 0= |0 1 3,
0 0 0 0 0 0
que é escalonada. Segue, assim, que y = —3z e x = 2z. Assim, V(0) =

[(2,—3,1)], que tem dimensdo 1. Logo, T ndo é diagonalizével. (Isto é, na
existe uma base de IR® formada por autovetores de T.)

o

<

Exemplo 7.4.6. Decida se é ou ndo diagonalizavel o operador linear T: R® —

1 1 1
R3talque [T],n =0 2 0f.
-2 -1 3

Solugdo. O polindmio caracteristico de T é

1—t 1 1
pr(t)=det| 0 2—t 0 | =—(t—2)(t*—4t+5).
-2 -1 33—t

Como as raizes do fator #> — 4t + 5 de pr(t) ndo sdo reais (uma vez que tem
discriminante (—4)? —4-1-5 = —4), as raizes de pr(t) ndo sdo todas reais.
Logo, T nao é diagonalizavel. O

Algumas consequéncias imediatas do Teorema sdo as seguintes.

Corolario 7.4.7. Seja T um operador linear em um espago vetorial V de dimensdo
finita igual a n. Se tiver n autovalores distintos, T serd diagonalidvel.

Demonstragido. Se Ai1,A,, ..., A, sdo n autovalores distintos de T, entdo o
polinémio caracteristico de T serd divisivel por (t — A1) (t —Ap) ... (¢t — Ay).
Uma comparagdo de graus implica
pr(t) = (“1)"(E = Aa)(E— Aa) ... (= Ay).

Ou seja, as raizes de pr sdo precisamente Ay, ..., A,, todas elas reais. Além
disso, cada uma delas tem multiplicidade algébrica igual a 1 e, portanto,
pelo Lema dim(V(A;)) =1, paratodoi = 1,...,n. Logo, T ¢ diago-
nalizavel. O

E preciso alertar que a reciproca desse resultado esta longe de ser verda-
deira: ha diversos operadores diagonalizdveis com menos autovalores do

que a dimensdo do espago em que estdo definidos, como ocorre, a titulo de
ilustragdo, no Exemplo
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Corolario 7.4.8. Seja T um operador linear em um espago vetorial V de dimensdo
finita cujos autovalores sdo A1, Ay, . .., Ay. Entdo, T é diagonalizdlvel se, e somente
se,

dim(V (A1) +dim(V(A2)) + - - - +dim(V(A)) = dim(V).

Demonstragio. Sejan = dim(V). Se T é diagonalizavel, entdo o polindmio
caracteristico de T tem apenas raizes reais, o que acarreta a existéncia de
uma fatoragdo de pr da forma

pT(t) = (—1)n(t — Al)rl(t — )\z)rz . (t — )\k)rk,
em que Ay, ..., A; sdo ntimeros reais dois a dois distintos. Além disso, para
cada autovalor de T, suas multiplicidades algébricas e geométricas coinci-
dem, isto é, paracadai =1,...,k, temos

ri = dim(V(A;)).
Logo, como o grau de pr coincide com a dimensdo de V, temos
n=ri+ro+---+rg
=dim(V(A1)) +dim(V(A2)) + - - - +dim(V (Ag)).
Reciprocamente, suponha que vale
dim(V(A1)) +dim(V(Az)) 4 -+ +dim(V(Ay)) =

Tome, para cada i = 1,...,n, uma base B; de V(A;). Pelo Lema B =
Bi1UByU---U By é um conjunto LI, que contém n = dim(V) elementos.
Logo, B é uma base de V formada por autovetores de T, o quer dizer que T
é diagonalizavel. O

Exemplo 7.4.9. (Prova 2, Algebra Linear II, 2016) Sejam V um espaco veto-
rial de dimensdo 5e T: V — V um operador linear cujo polindmio carac-
teristico é pr(t) = —t>(t —2)2. Entdo, T é diagonalizavel se, e somente
se,

(A) dim(Ker(T —21y)) =2

(B) dim(Im(T)) — dim(Ker(T —21Iy)) =0
(Q) dim (Im(T — 21y ) dim (Im(T)) = 1
(D) dim(Im(T)) =

(E) dim(Im(T — ZIV)) + dim (Ker(T)) =5

Solugdo. Os autovalores de T sdo 0 e 2. Sabemos, pelo Corolério que T
é diagonalizavel se, e somente se, dim(V(0)) + dim(V(2)) = dim(V) = 5.
Agora, V(0) = Ker(T —0Iy) = Ker(T) e V(2) = Ker(T —21Iy). Pelo
Teorema do ntcleo e da imagem (Teorema , dim (Ker(T)) = dim(V) —
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dim (Im(T)) = 5 — dim(Im(T)). Assim, T é diagonalizével se, e somente
se, (5 —dim(Im(T))) + dim(Ker(T — 21Iy)) = 5, o que, por sua vez, é
equivalente a dim (Im(T)) — dim(Ker(T — 21Iy)) = 0. Resposta: (B) (Fica a
cargo do leitor verificar que as igualdades nas demais alternativas ndo sao
equivalentes a da alternativa (B).) O

Terminamos esta se¢cdo com uma observacdo a respeito de dois concei-
tos que sdo frequentemente confundidos, apesar de serem completamente
independentes, quais sejam, o de um operador linear ser diagonalizavel e
o de ser bijetor. Nao hé relacdo de dependéncia entre esses dois conceitos,
conforme comprovam os exemplos abaixo, em que exibimos operadores li-
neares T: R? — R?, com [T]_,, = A € Ma(R):

can

1 .. .
o SeA = [0 (1)] , entdo T é tanto bijetor, uma vez que, neste caso, T é

o operador identidade I>, quanto diagonalizével (a prépria base can é
uma base de IR? formada por autovetores de T).

0 0}
(0,1) € Ker(T), mas é diagonalizdvel (novamente, can é uma base de
R? formada por autovetores de T).

1 e e
o SeA = [ 0} entdo T ndo é bijetor, pois ndo é injetor, uma vez que

o SeA = E (1)] , entdo T é bijetor, ja que é sobrejetor, pois Im(T) =
[(1,1),(1,0)] = R?, mas nido é diagonalizavel, uma vez que, como

Im(T —1Iz2) = [(0,1),(0,0)] = [(0,1)], temos, pelo Teorema do nicleo
e da imagem (Teorema ,

dim(V (1)) = dim(Ker(T —Ig2)) = 2 — dim(Im(T — Ig)) =1,
ao passo que a multiplicidade algébrica do autovalor 1 é igual a 2, por-

que pr(t) = (t—1)2

o SeA = [(1) 8} , entdo T ndo é bijetor, pois ndo é injetor, uma vez que

(0,1) € Ker(T), nem diagonaliavel, ja que, como pr(t) = t2, o autova-
lor 0 tem multiplicidade algébrica igual a 2, mas

dim(V(0)) = dim(Ker(T)) = 2 — dim(Im(T)) =1,
uma vez que Im(T) = [(0,1),(0,0)] = [(0,1)].

Exercicios. Lista 2 - Algebra Linear IT (2020): Exs. 64-81.
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7.5 Aplicacao: resolucao de sistemas de equa-
coOes diferenciais (caso real)

Nesta se¢do, veremos como utilizar o que vimos a respeito de matrizes dia-
gonalizaveis para encontrar solugdes de sistemas de equagdes diferenciais.

Dado um ntimero a € R, dizemos que uma fungdo derivavel f: R — R
é uma solugio da equagio diferenciaﬁ

x' = ax, (7.15)

se f'(t) = af(t), paratodo t € R.

Os conhecimentos adquiridos em um curso de Célculo sdo suficientes
para determinarmos todas as solucdes de (7.15). Apresentamos a seguir um
argumento completo.

Sabemos que para qualquer ¢ € R, a fungdo f(t) = ce” é uma solugdo

de (7.15), pois f é derivavel e
() = cae™ = af (),
para todo t € R.
Mais: toda solugdo de (7.15) é dessa forma. Vejamos por qué. Seja

¢: R — R uma solugdo de (7.15). Considere a fungdo /: R — R definida
por h(t) = g(t)e ™, para todo t € R. Entdo, h é derivéavel e

W(t) =g (e ™ +g(t)(—ae™™) = e"(g' () — ag(t)) = O,
para todo t € IR, ja que g é solucdo de (7.15). Portanto, existe ¢ € R tal que
h(t) = ¢, paratodo t € R, isto é, g(t)e " = ¢, para todo t € R. Dai segue
que g(t) = ce”, paratodo t € R.

Retomando, vimos que as solug¢des da equagdo diferencial sdo as
funcdes da forma f(t) = ce®, com ¢ € R. Assim, existem infinitas solugdes
para a (7.15), uma para cada escolha de c.

Dados to,d € R, se quisermos encontrar, dentre as solugdes de (7.15),
aquelas que satisfazem a condicdo f(tp) = d, entdo, necessariamente,

d = f(ty) = ce™,

donde se obtém que, necessariamente, ¢ = de~ 0. Ou seja, existe uma tinica
solugdo f de (7.15) que satisfaz a condigao

f(ty) = d.
Ela é dada por
f(t) = de et = det—to),
SEstaé o que se chama de uma equagdo diferencial ordinaria linear de primeira ordem

homogénea com coeficientes constantes. Ha diversas outras familias de equa¢oes diferenci-
ais, das quais ndo trataremos nestas notas.
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Exemplo 7.5.1. Encontre todas as solu¢des da equagdo diferencial
x' = 2x.
Determine a solugdo f que satisfaz f(0) = —1.

Solugdo. Como vimos, as solugdes da equagdo diferencial sdo da forma

f(t) = ce*.
Impondo a condicdo f(0) = —1, obtemos
~1=f(0)=ce’ =c.

Assim, a solugdo procurada é f(t) = —e*. O

Consideremos, agora, sistemas de equagdes diferenciais. Para tanto, ne-
cessitaremos de algumas notagoes.

O conjunto de todas as fungdes de dominio R e contradominio IR" sera
denotado por F(R,R"). Dado F € F(R,R"), para cada t € R, existem

fi(t), fo(t), ... fu(t) € R tais que F(t) = (fi(t), f(t), ..., fu(t)). Ou seja,
cada elemento F € F(R,R") define n fungdes fi, f2,..., fn: R — R tais
que F(t) = (fi(t), f2(t), ..., fa(t)), paratodo t € R.

O conjunto F(IR,R") tem uma estrutura de espago vetorial natural:

e dadosF,G € F(R,R"), define-se a soma de F e G como sendo a fun¢do
F+G e F(R,R") dada por (F+ G)(t) = F(t) + G(t), paratodo t € R;

e dadosF € F(R,R") e A € R, define-se multiplicagdo do escalar A por
F como sendo a funcdo AF € F(IR,R") dada por (AF)(t) = AF(t), para
todot € R.

Se F € F(R,R") é dada por
E(t) = (fi(t), fa(t), .-, fu(1)),

paratodot € R,com fy, f2,..., fn: R = R fungdes derivaveis, dizemos que
F é derivavel e definimos sua derivada como sendo a fungédo F’ € F(RR,R")
dada por

F'(t) = (fit), fa(t),- -, fu (1),
paratodot € R.
Dada uma matriz A € M, (R) e uma fun¢do F € F(IR,R") derivavel,
diremos que F é uma solugdo do sistema de equagoes diferenciais

X' = AX (7.16)

se

[F'(B)]can = A[F(H)cans
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para todo t € R. Mais detalhadamente, suponha que

a1 dip ... A1n

az1 dz2 ... Aoy
A=

Ayl Ap2 ... Aun

e que F é dada por
F(t) = (A1) f(t), -, fu(D),

para todo t € R, em que f1,f2,..., fn: R — R sdo fungdes derivaveis.
Entdo, diremos que F é solucao de (7.16) se

filt) = anfi(t) +anfo(t) + -+ ainfu(t)
fo(t) = anfi(t) +anfa(t) + -+ azfu(t)

fu(t) = amfi(t) +anafo(t) + -+ annfu(t),

para todo t € R.
Nossa primeira observacgdo é que o subconjunto S de F(R,R") for-
mado por todas as solugdes de (7.16) é um subespago de F(IR,R"). Com

efeito, se F(t) = (fi(t),..., fu(t)) e G(t) = (g1(t),...,gn(t)) sdo tais que
F,G € §,entdo, paracadai =i,...,n, temos

fi(t) = anfi(t) +anfo(t) + - 4 ainfa(t)

8i(t) = angi(t) + apga(t) + - - + aingn(t),
para todo t € R. Logo,
(fi +80)' (1) = fi(t) + &i(t)
= an (fi(t) +81(1)) + an(f2(t) + 82() + ...
+ in (fu(t) + gn(t))
= an(fi +81)(t) +an(fa+ &) () + - 4 ain(fu + gn) (1),
paratodo t € R. Isso prova que F + G € S. A demonstracdo de que dados

FecSeA R, tem-se AF € S é semelhante e serd deixada a cargo do leitor.

O caso diagonal. O caso mais simples de sistemas da forma (7.16) ocorre
quando A é uma matriz diagonal, ou seja, sistemas na forma

ai 0o ... 0
0 ar ... 0

X=1. 7 X (7.17)
0 0 ay
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comay,...,a, € R. Neste caso, temos, na realidade, n equacdes diferenciais
da forma (7.15) independentes:

/

X] = a1Xxq,
/

Xy = d2X2,
A

X, = AnXp.

Assim, utilizando o que vimos no inicio da se¢do, podemos afirmar que as
solugdes de (7.17) sdo dadas por

E(t) = (c1e™,ce™, ..., che™),

em que cq,C2,...,0, € R,
Como podemos escrever

F(t) = 1e"'(1,0,0,...,0) + c2e™(0,1,0,...,0) + - - - 4+ c,e™(0,0,...,0,1),

concluimos que o subespaco S de F(R,R") formado pelas solugdes de
(7.17) é gerado pelas fungdes Gy, Go, ..., Gy, em que, paracadai =1,...,n
a funcdo G;: R — R" é definida por

Gi(t) = e"tu;,

e {uy,uy, ..., u,} éabase candnica de R".

Na realidade {G1, Gy, ..., G, } ndo é apenas uma conjunto gerador para
S, ele é uma base para S, j& que esse conjunto é também LI. Para ver isso,
tome Ay, Aq,..., Ay € R tais que

MG+ MG+ -+ Ay Gy = 0 (R RY)-
Entéo,
MG1(t) + A2Ga(t) 4+ - - + A,Gp(t) = Ogrr, (7.18)
para todo t € R; em particular, essa igualdade vale quando t = 0. Mas, é
facil ver que G;(0) = u;. Assim, (7.18) implica
Aug 4+ Aoty + - - + Ay, = Oge.
Como {uy,uy,...,u,} é abase candnicade R", segue Ay = Ay = --- = A, =

0. Portanto, {G1, Gy, ..., G, } é Ll e, consequentemente, uma base de S.

Veremos, a seguir, como proceder quando a matriz A ndo € necessa-

riamente diagonal, mas é diagonalizavel. (E claro que o caso diagonal é
um caso particular do caso diagonalizavel, mas a discussdo feita acima serd
utilizada abaixo.)
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O caso diagonalizavel. Suponha que no sistema de equagdes diferenciais
(7.16) a matriz A seja diagonalizavel. Isso é equivalente, como vimos na
Observacdo na pégina a supor que exista uma base B = {v1,v2,...,0,}
de R” formada por autovetores do operador linear T: R" — IR" tal que
[T]can = A. Assim, existem Aq,Ap,..., A, € R tais que T(v;) = Ajv;, para
todoi=1,...,n. Se tomarmos P = [Ig«] B,can’ t€TEMOS, portanto,

P AP =P UT|..P = [T|]z =D, (7.19)

em que D = diag(A1, Az, ..., An).
Se F € F(R,R") é uma solucdo de (7.16), defina a fun¢do G € F(R,R")

por

can

[G(D)]can = P F(H)] cans (7.20)
paratodot € IRH
Multiplicando (7.20) por P a esquerda, obtemos
[E(H)lcan = PIG(H)]can
para todo t € R, e, derivando, concluimos que

[F/(t)]can = P[Gl(t)]can/
para todo t € R. Logo, para todo t € R, temos

PIG'(D)]can = [F'(t)]can

= A[F(t)]can  pois F é solugdo de (7.16)

= AP[G(t)]can
A multiplicagdo dessa tiltima igualdade por P~! a esquerda fornece, usando
(7.19),

[Gl(t)]can = PilAP[Ga)]can = D[G(t)]can'
Portanto, G é solugao de
X' = DX.

Como vimos acima, no caso diagonal, G(t) = (cqe
que cy,¢2,...,¢x € R. Logo,
At
Aot

M Aot
,.

f oo™, ., cpett), em
c1€e
c2¢ 1 1

= [G(t)]can =P [F(t)]can = [IIR"]B,can[F(t)]can

c et

= [IR”]can,B[F(t)]can = [F(t)]B

*Mais detalhadamente, escreva P~! = (g;;) e F(t) = (f1(t), f2(t),..., fu(t)), entdo G é
afungdo de F(IR, R") tal que G(t) = (g1(t),82(t),...,4n(t)), emque, paracadai =1,...,n,
8i(t) = qinfi(t) + qiofo(t) + - + qinfu (),

paratodot € R.
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Essa igualdade nos fornece as coordenadas de F(t) em relacdo a base 5.
Assim,

F(t) = cieMo + ce™vy + - - + cpeioy,
para todo t € R.

Resumindo, e abusando um pouco da notagdo, mostramos que dada
uma matriz A diagonalizdvel, digamos com P~1AP = D, diagonal, se F é
solugdo de X’ = AX, entdo G = P~'F é solucdo de X' = DX. E possivel
mostrar a reciproca: se G é solugdo de X’ = DX, entdo F = PG é solugdo
de X’ = AX. O argumento sintético é

F' = (PG)' = PG' = PDG = PDP'PG = AF.

Isso que dizer que as solugdes de X' = AX sdo precisamente da forma PG,
com G solugdo de X’ = DX. Como vimos, isso implica que as solucdes de
X' = AX sdo da forma

F(t) = cieMoy + ce™vy + - - + cueioy,

para todo t € R, ou seja, sdo as combinagdes lineares das fungdes

Mty o

Abo . oA

2y, L, eA”tvn.

Podemos dizer mais: {eM'vq, M0y, ..., e)‘"tvn} ¢ uma base para o subespa-
¢o § de F(RR,R") formado pelas solugdes de X' = AX. Ja vimos que esse
conjunto gera S. Vejamos por que ele é L1. Se yy, pa, . .., un € R sdo tais que

w1y + upetoy + - 4 upetto, = Oge,
para todo t € R, entdo, fazendo t = 0,
101 + U202 + - - -+ U0y = ORe.

Como {v1,vy,...,v,} é LI (porque é uma base de R"), segue que y1 = jip =
o=, =0.

Em particular, mostramos que dim(S) = n.

Resumimos as conclusdes que obtivemos no resultado a seguir (que
contém o caso diagonal como caso particular).

Teorema 7.5.2. Seja A € M,,(R) uma matriz diagonalizivel e seja S o subespago
de F (R, R") formado pelas solugdes do sistema de equagdes diferenciais X' = AX.
Entdo, dim(S) = n. Além disso, se {v1,v2, ..., vy} é uma base de R" formada
por autovetores de A e, paracadai =1,...,n, A; € R éoautovalor de A associado
a v;, entdo {eMtvy, eMtoy, ... eMto, } é uma base para S.

Exemplo 7.5.3. Encontre todas as solugdes do sistema de equagdes diferen-
ciais

12
X'=10 2 1| X
01

N — N
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Determine a solugdo particular do sistema que satisfaz a condicdo X(0) =
(-1,-1,-1).

Solugdo. Como é costume na resolucdo de equagdes, identificaremos a varia-
vel do sistema (aqui denotada por X) com suas solugdes (que sdo elementos
de F(R,R%)).
1 2
AmatrizA = [0 2
01 2
multiplicidade 1 (Verifique essa afirmacéo.). Assim, ela serd diagonalizavel
se, e somente se, dim(V(1)) = 2. Dado v = (x,y,z) € R, temos: v € V(1)
se, e somente se,

2
1| tem autovalores 1, de multiplicidade 2, e 3, de

02 2] [x 0
01 1| |y| =10
01 1| |z 0

Resolvendo, esse sistema linear homogéneo, obtemos
V(1> = [(1r O/ 0)/ (0, 1/ *1)] ’

que tem dimenséo 2. Logo, A é diagonalizavel, e podemos aplicar as ideias
que vimos acima para encontrar as solugdes do sistema de equagdes dife-
renciais.

Precisamos encontrar, também, os autovetores associados ao autovalor
3. Sabemos que (x,y,z) € V(3) se, e somente se,

-2 2 2 X 0
0o -1 1 y| = 10|,
0 1 -1 z 0

() que nos fornece
v(3) = [(21,1)].

Assim, o conjunto
{e'(1,0,0), e"(0,1,-1), €*(2,1,1)}

é uma base para o subespacgo de F(R,R?) formado pela solugdes do sis-
tema de equagoes diferenciais no enunciado. Ou seja, as solugdes sdo da
forma

X(t) = c1e'(1,0,0) 4 c2¢' (0,1, —1) 4 c3¢*(2,1,1),

com c1,¢p,¢c3 € R.
Para encontrar a solugdo particular procurada, fazemos t = 0 na solucao
geral:

(—=1,—1,—1) = X(0) = ¢1(1,0,0) + ¢2(0,1, —1) + c3(2,1,1).
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Isto é, ¢1, ¢p, c3 devem satisfer

c1+2c3=-1
o +c3=-1
—Ccy+c3=-1
Segue que c; = 1,¢c2 = 0,c3 = —1. Logo, a solugdo particular procurada é

X(t) = et(]-lol 0) - e3t(2, 1,1) = (et — 2€3t, _€3t, —CBt).

(N&o custa ao leitor verificar que ndo s6 essa fungdo satisfaz a condigdo
desejada em t = 0 como ela é, de fato, uma solugdo do sistema de equagdes
diferenciais.) O

Exemplo 7.5.4. (Prova 3, Algebra Linear II, 2011) Sabendo que A € M3(R) é

-1 0 0 1 00
uma matriz que satisfaz M~ 1AM = { 0 1 0] ,em que M = {1 1 0] ,
0 01 111
a solugdo do sistema X' = AX que verifica X(0) = (1,2,3) é

(A) X(t) = (e, 2¢t +e71, )
X(t
(C) X(t
(D) X(t)
X(t)

Solugio. Segue de M—1AM = diag(—1,1,1), que A é diagonalizavel, tem
autovalores —1 (de multiplicidade 1) e 1 (de multiplicidade 2), e que

V(-1)=[(1,1,1)] e V(1)=][(0,1,1),(0,0,1)].
Logo, a solugdo geral do sistema é da forma
X(t) = c1e7(1,1,1) + c2¢'(0,1,1) + ¢3¢ (0,0, 1),

em que c1, ¢, c3 € R. Para a solugdo particular buscada é preciso determi-
nar ci, ¢z, c3 tais que

(1,2,3) = X(0) = ¢1(1,1,1) +¢2(0,1,1) + ¢3(0,0,1)
= (1,014 c2,01 + 2 + 3).

(e7t, et +et, 2et +e7t)

)
)= (e, el +e7t, et +2e7F)
(e7f, 2e7t, 2¢t + 7 1)

(ef, et +et, 2et +e7t)

Resolvendo esse sistema, obtemos ¢; = c2 = c3. Portanto, a solugdo parti-
cular é

X(t) =e'(1,1,1) +€'(0,1,1) +€'(0,0,1) = (e, e " + e, e +2e").
Resposta: (B). O
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Mesmo que a matriz A em um sistema de equacgdes diferenciais da
forma ndo seja diagonalizavel, hd métodos para encontrar todas as
solugdes. Nao veremos o tratamento do caso geral, por envolver um desen-
volvimento da teoria que ndo é abordado nestas notasﬂ Mas, na Sec¢éo
conseguiremos ainda tratar de alguns casos em que a matriz A nédo é dia-
gonalizavel no sentido utilizado nesta segao.

Exercicios. Lista 3 - Algebra Linear IT (2020): Exs. 27-31.

5Para o leitor interessado, recomendamos a leitura do Capitulo 7 de [4].
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Operadores em espacos com
produto interno

Neste capitulo, iremos conjugar a teoria de diagonalizacdo de operadores
com a existéncia de produtos internos no espago vetorial em que os opera-
dores estdo definidos.

Obteremos um resultado que garante ser diagonalizdvel — em um sen-
tido forte, o de que ha base ortonormal formada por autovalores — todo
operador que é simétrico (cujo significado serd tornado preciso adiante) em
relacdo ao produto interno presente no espago em que ele estad definido.

Para atingir esse objetivo, comegamos com a defini¢do de operador si-
métrico, equivaléncias dessa defini¢do e algumas de suas propriedades.

A tltima segdo apresentard uma aplicagdo geométrica da teoria desen-
volvida no capitulo.

8.1 Operadores simétricos

Sabemos que um mesmo espago vetorial pode ser munido de diferentes
produtos internos. Deste ponto em diante, quando estivermos nos refe-
rindo a um espago vetorial munido de um determinado produto interno e
tizermos alguma referéncia ao produto interno do espago, sera ao produto
interno inicialmente fixado que estaremos no referindo.

Em alguns textos, é adotada a nomenclatura espago euclidiano para um
espago vetorial munido de um produto interno fixado; em outros, exige-se,
ainda, que o espago vetorial tenha dimensé&o finita. Evitaremos o uso dessa
nomenclatura nestas notas.
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Os operadores definidos em um espaco vetorial munido de um produto
interno que serdo nosso objeto de estudo neste capitulo sdo os chamados
operadores simétricos, conforme a defini¢do a seguir.

Defini¢ado. Seja V um espaco vetorial munido de um produto interno e seja
T: V — V um operador linear. Dizemos que T é um operador simétrico se

(T(u),v) = (u,T(v)),
para todos u,v € V. Operadores simétricos também sdo conhecidos como
operadores autoadjuntos .

Exemplo 8.1.1. Considere o operador linear T: R* — R? dado por T(x,y) =
2x —y, —x +y), para todo (x,y) € R?. Entdo, T é simétrico em relacio ao
(2x —y ). p y
produto interno usual de R?, uma vez que,
(T(x,y), (¥,y)) = (@x =y, —x+y), (x,y))
= (2x—y)x' + (—x+y)y
=2xx" —yx' —xy' +yy
=x(2x' —y) +y(=x'+y)
= ((vy), 2" =y, =x"+y))
= ((xy), T(x"y)),
quaisquer que sejam (x,y), (¥',y') € R2. O

Exemplo 8.1.2. Em relacdo ao produto interno usual de IR?, o operador linear
L: R? — R? dado por L(x,y) = (3x + 2y, x), para todo (x,y) € R?, ndo é
simétrico, pois, por exemplo,

(L(1,0),(2,1)) =((3,1),(2,1)) =6+1=7,
ao passo que
((1,0),L(2,1)) = ((1,0),(8,2)) =8 +0 =8,

diferentes, portanto. O

Nado é demais repetir a defini¢do: para ser simétrico, o operador linear
T:V — V deve satisfazer (T (u),v) = (u,T(v)), para todos u,v € V. Isso
ocorreu no Exemplo e, por isso, o operador é simétrico. Mas ndo no
Exemplo em que encontramos um par de vetores em IR? para o qual a
igualdade ndo estava satisfeita; isso basta para garantir que o operador ndo
¢ simétrico.

E claro que ser simétrico é uma nogao relativa ao produto interno que
estd definido. Assim, um mesmo operador pode ser simétrico em relacdo a
um produto interno, mas nao a outro.
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Exemplo 8.1.3. O operador linear T do Exemplo ndo é simétrico em
relagdo ao produto interno ((x,y), (¥',y")); = 3xx" + yy’, pois

(T(1,0),(0,1)), = ((2,-1),(0,1)), = 1,
mas
((1,0),T(0,1)), = ((1,0),(~1,1)), = -3,

resultando em valores diferentes. O

Nosso estudo serd concentrado em operadores simétricos definidos em
espago vetoriais de dimensdo finita munidos de produtos internos. Neste
caso, uma vez fixada uma base ordenada para o espago vetorial, podemos
considerar a matriz do operador em relagdo a base.

Em termos de matrizes de operadores, ha um critério simples para de-
cidir se um operador é simétrico ou ndo, desde que a base escolhida seja
ortonormal.

Proposicdo 8.1.4. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita munido de um
produto interno, seja T: V. — V um operador linear e seja B uma base ortonormal
ordenada de V. Entdo, T é um operador simétrico se, e somente se, [T]B é uma
matriz simétrica.

Lembremos que uma matriz quadrada A = (a;;) € M,(R) é simétrica
se for simétrica em relagdo a sua diagonal principal, isto ¢, se a;; = aj;, para
todosi,j =1,...,n. Ou, em outras palavras, A é simétricase A = A.
Demonstragdo. Suponha que dim(V) = ne que B = {ey,e,...,e,}. Como
B é uma base ortonormal, podemos utilizar a Proposigao para encon-

trar as coordenadas de qualquer vetor de V em relacdo a base V. Em parti-
cular, paracadaj=1,...,n, temos

T(ej) = (<T(€j),€1>,<T(€]‘),€2>,..., <T(€j),€n> )B'

Logo, a j-ésima coluna da matriz [T]; é dada por

(T(ej),en)
(T(ej) e2)
(T(ej) en)

e, portanto,
[T]B = (Ell‘]'), em que LZZ']‘ = <T(€j),€l‘>, (81)
paratodosi,j=1,...,n.
Observe que a validade de ndo depende de T ser simétrico. Essa

descricdo das entradas da matriz [T|p vale para qualquer operador linear,
desde que a base ordenada B seja ortonormal.
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Suponha, agora, por um lado, que T seja simétrico. Entdo, em particu-
lar, paracadai,j =1,...,n, podemos utilizar (8.1) para concluir que

Ell']' = <T(€]‘),€i> = <€]', T(EZ‘)> = <T(€1‘),8]'> = 4aji,
isto é, [T]; é uma matriz simétrica.
Mostremos, agora, a reciproca. Ou seja, suponha que [T] seja simétrica
e mostremos que T é um operador simétrico. A hipétese de T ser simétrica,
conjugada com (8.1)) fornece

(T(ej),ei) = ajj = a;; = (T(e;),ej) = (e, T(e;)), (8.2)
paratodosi,j =1,...,n. Nossa tarefa estard terminada se mostrarmos que
(8.2) implica que T é um operador simétricoE] Sejam, assim, u,v € V. Pela
Proposigdo temos

u= (u,e;)er+ (u,e)er+---+(u,e,) e,

e
v={(v,e1)e1t+(v,ea)ea+ -+ (v, en)en.
Logo
n n
(T(u),v) = <Z u,e) T(ej), Y (v,e) > (pois T é linear)
j=1 i=1
n n
=2 ) (wej) () (Tle),e)
j=li=1
n n
=) (wej) (ve) (e Te))  (por @)
j=1i=1
n n
= Z<”'ej>ejfz<vrei>T(ei)>
j=1 i=1
= (u,T(v)) (pois T é linear),
garantindo, como desejavamos, que T é simétrico. ]

A proposicdo fornece uma condigdo que é tanto necessaria quanto sufi-
ciente para T ser simétrico: se [T],; é simétrica, entdo T é simétrico; se [T]z
ndo é simétrica, entdo T ndo é simétrico.

Vejamos como poderiamos ter usado esse resultado nos Exemplos
e

Em ambos os exemplos, consideramos o produto interno usual de RR?.
Sabemos que a base candnica can = {(1,0),(0,1)} de R? é ortonormal

IEste é um fato geral: para verificar a validade da condigao que caracteriza um opera-
dor como sendo simétrico, é suficiente verifici-la em vetores de uma base.
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em relagdo ao produto interno usual. Assim, como [T],, = _21 _11}

é simétrica, podemos concluir que T é simétrico. Por outro lado, como
3 20 o A

[L]can = [1 o| nao & simétrica, segue que L ndo é simétrico.

Analisemos, com a Proposicao em mente, o Exemplo Como
2 -1
-1 1
é simétrico em relacéo ao produto interno (, );, definido no Exemplo[8.1.3]
Nao ha contradi¢do com a Proposigdo uma vez que, neste caso, can
ndo é uma base ortonormal de R? em relagdo ao produto interno (, );. Se
quiséssemos utilizar essa proposicdo para esse exemplo, poderiamos trocar
can por uma base de R? que é ortonormal em relagdo a {, );. Por exemplo,

B= {(\%,0),(0,1)}

¢ uma base ortonormal de IR? em relagdo a (, )1 €

2 -3
Tlg=|_1 1 |
V3
que ndo é uma matriz simétrica. A Proposi¢ao agora se aplica e po-
demos concluir, assim, que T ndo é um operador simétrico em relacdo ao
produto interno (, ).
Vejamos outros exemplos.

vimos, [T]., = [ } é uma matriz simétrica, mas o operador T ndo

Exemplo 8.1.5. Decida se o operador linear T: R> — IR? definido por
T(x,y,z) =(—y+2z, —x+y+3z,2x+ 3y +2z),

paratodo (x,y,z) € IR3, é simétrico em relacdo ao produto interno usual de

IR3.

Solugio. Como can é uma base ortonormal de R® em relacdo ao produto

interno usual, podemos utilizar a Proposigao para decidir se T é simé-

trico ou ndo olhando para [T],,. Temos

T(1,0,0) = (0,—1,2),
T(0,1,0) = (—1,1,3),
T(0,0,1) = (2,3,1).

Assim,
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Como [T].,, é uma matriz simétrica (0 que pode ser verificado olhando
can

para as entradas simétricas em relacdo a diagonal principal, como indicado

pelo uso de cores diferentes), segue que T é um operador simétrico. O

Exemplo 8.1.6. Considere a base B = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1

0,1)} de R3. De-
1
1
1

~—

cida se o operador linear T: R*> — R tal que [T];z = é simétrico

—_
—_

em relagdo ao produto interno usual de R>.

Solugio. A matriz [T|, é obviamente simétrica. Porém, como B ndo é uma
base ortonormal em relagdo ao produto interno usual de R?, o critério da
Proposicao @néo pode ser utilizado. (A simetria de [T]z ndo nos permite
concluir sobre T ser simétrico ou ndo.) Vejamos qual é a matriz de T em
relacdo a base candnica de R3 (esta, sim, ortonormal em relacio ao produto
interno usual). Sabemos, do Corolério que [T]ean = P[T]sP~!, em que

can

100
P=[Igslgean= |1 1 0
00 1
Assim,
1001117 00" 101
Tlan=|1 1 0|1 1 1] |1 10 =20 2|,
00 1|11 1/]00 1 2.0 2

que ndo é uma matriz simétrica. Como can é ortonormal em relacdo ao
produto interno usual, segue, da Proposigdo que T ndo é um operador
simétrico. O

Exercicios. Lista 3 - Algebra Linear II (2020): Exs. 1-7.

8.2 Diagonalizacao de operadores simétricos

Dado um operador linear T em um espago vetorial V, um caso especial do
Lema diz que se u e v sdo autovetores de T associados a autovalores
distintos, entdo o conjunto {u,v} é LI. Veremos, abaixo, que no caso de
operadores simétricos, se pode dizer mais: o conjunto {u, v} é ortogonal.

Lema 8.2.1. Seja T um operador linear simétrico em um espago vetorial V munido
de um produto interno e sejam A,y € R escalares distintos. Se u € V(M) e
v e V(u), entio (u,v) = 0.

Demonstragdo. Como A # u, um desses dois escalares deve ser diferente de
zero. Suponha que A # 0. Como u € V(A), temos T(u) = Au, e, portanto,
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u = A"1T(u). Assim,
(u,v) = <A‘1T(u),v>
=A"YT(u),v)
=A"Nu,T(v))  (pois T é simétrico)

=AY u, po) (poisv € V(i))

= A""u(u,0).
Segue, portanto, que (1 — A~ 1u) (u,0) = 0. Como A # u, temos (u,v) =
0. O

Nosso objetivo serd mostrar, no Teorema que todo operador si-
métrico em um espago vetorial de dimensao finita munido de um produto
interno é diagonalizavel. Melhor: mostraremos que o espago em que estd
definido o operador tem uma base ortonormal formada por autovetores.

A demonstragao desse fato usard um argumento indutivo (como o que
foi usado na demonstracdo do Lema[7.4.1). A redugdo da anélise de um caso
a outro ocorrendo em dimensao inferior fara uso do préximo resultado.

Lema 8.2.2. Seja T um operador linear simétrico em um espago vetorial munido de
um produto interno e seja v € V um autovetor de T. Entdo, para todo w € [v]*+,
temos T(w) € [v]*.

Lembremos, da Secao que se X é um subconjuto qualquer de um
espago vetorial V munido de um produto interno, entdo X é um subespago
de V definido por X' = {v € V | v L x, para todo x € X}.

Demonstragio. Dado w € [v]*, queremos mostrar que T(w) € [v]*. A
Observagédo na pagina nos diz que [v]* = {v}+. Assim, para mostrar
que T(w) € [v]*, basta mostrar que T(w) L v. Como v é um autovetor de
T, existe A € R tal que T(v) = Av. E, como T é simétrico,

(T(w),v) = (w,T(v)) = (w,Av) = A{w,v) =0,
ja que w € [v]*. Isso prova que T(w) € [v]*. O

Se T é um operador linear em um espago vetorial V e W é um subespago
de V com a propriedade de que T(w) € W, para todo w € W, diz-se que W
é um subespaco invariante por T ou, simplesmente, que W é T-invariante.

Usando essa linguagem, o lema acima pode ser enunciado da seguinte
maneira: se v é um autovetor de um operador simétrico T em um espago
vetorial V munido de um produto interno, entdo [v]* é um subespaco T-
invariante de V.

Subsepagos invariantes tém papel fundamental no estudo de operado-
res lineares, porém ndo teremos como objetivo nestas notas perseguir este
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caminho. Para o leitor interessado, indicam-se livros mais avancados de
lgebra linear, por exemplo, [6].

Teorema 8.2.3. Seja T um operador linear simétrico em um espago vetorial V de
dimensdo finita munido de um produto interno. Entdo, V tem uma base ortonormal
formada por autovetores de T.

Demonstragido. Vejamos a demonstra¢do no caso em que dim(V) = 2. Seja
B uma base ortonormal de V. Como T é simétrico, existem «, B, v € R tais

que [T]z = [g ,ﬂ.Assim,

pr(t) = det [a;t 'Y[i t] =24 (—a— )t + (ay — B?).

O discriminante de pr é dado por
A=(—a—7)?—4(ay—p)* = (a—7)*+4p* > 0.

H4 duas possibilidades: ou A = 0, ou A > 0.

No caso em que A = 0, temos, necessariamente, « = ye p = 0, ja
que uma soma de quadrados s6 é nula se cada um de seus termos for nulo.
Portanto, [T]; = diag(«,«) é uma matriz diagonal. Neste caso, B, que é
ortonormal, j& é uma base de autovetores de V.

Se A > 0, entdo pr tem duas raizes distintas: A; e A2. Se v; e vy
sdo autovetores de T associados, respectivamente, a A1 e Ay, entdo, pelo
Lemma {v1,v2} é um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos em V.
Pelo Le {v1,v2} é um conjunto LI dentro de V, que é um espago
vetorial de dimenséo 2. Segue que {v1,v;} é uma base ortogonal de V for-
mada por autovetores de T. Logo, {Hz—lﬂ, Y2 } € uma base ortonormal de

(%)

V formada por autovetores de T. el

Tratemos, agora, do caso em que dim(V) = 3. Como tem igual a 3, pr
tem pelo menos uma raiz real A;. Seja v1 € V um autovetor de T associado
a A1. Se denotarmos W = [v1]+, entdo, por causa do Lema T(w) €
W, para todo w € W. Isso quer dizer que podemos definir uma fungdo
T': W — W dada por T'(w) = T(w), para todo w € W.

E facil ver que T’ é um operador linear e que ele é simétrico em relagao
ao produto interno de V restrito a W. (Ambas as afirmagdes seguem do fato
de T ser um operador simétrico). Agora, usando o Teorema obtemos

dim(W) = dim([v1]F) = dim(V) — dim([o4]) =3 -1 =2.

Como vimos que o teorema vale para espacos vetoriais de dimensdo 2,
podemos concluir que existe uma base ortonormal {v;,v3} de W formada
por autovetores de T'. Entdo, vy e vz sdo autovetores de T e {v1,v2,03} €
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uma base de V, uma vez que V = [v1] @ [v1] (pelo Teorema nova-
mente). Dai segue que {H%H’ Vs, 03} é uma base ortonormal de V formada
por autovetores de T.

Observe que todos os passos do argumento acima podem ser repetidos,
no caso em que dim(V) = 4, desde que saibamos que pr tem pelo menos
uma raiz real, usando a validade do resultado para espacos de dimensao
3 (que acabamos de demonstrar). O fato de toda matriz simétrica ter pelo
menos um autovalor real é demonstrado na Segao do Apéndice D]

A iteracdo dessa argumentagdo permite que se conclua que o resultado
vale para qualquer espago vetorial de dimenséo finita. O

Exemplo 8.2.4. Encontre uma base ortonormal de R?, em relacio ao produto
interno usual, formada por autovetores do operador linear T': R? — R?
-2 —2]

que satisfaz [T],, = [_2 1

can
Solugdo. Como, em relagdo ao produto interno usual de R?, can é uma base
ortonormal e [T]_,, € uma matriz simétrica, o Teorema garante que R?
tem uma base ortonormal formada por autovetores de T. Vamos encontrar
uma. Os autovalores de T sdo as raizes de seu polindmio caracteristico

pr(t) = det [_2_; 1__2t] =t +t—6=(t+3)(t—2).

Assim, os autovalores de T sdo —3 e 2. Determinenos os autoespagos asso-
ciados. Sabemos que V(—3) = Ker(T — (—3) Ig2) = Ker(T +31I). Assim,
dado v = (x,y) € R?, temos: v € V(—3) se, e somente se,

1 =2| (x| |0
-2 4 |lyl |0]"
A solugdes desse sistema sdo da forma
(2y,y) =y(2,1),

comy € R. Logo, V(—3) = [(2,1)]. Para determinar V(2), procedemos da
mesma maneira: v = (x,y) € V(2) se, e somente se,

= AE D
)5 (1)

com y € R. Portanto, V(2) = [(—3,1)] = [(—1,2)]. Observe que, con-
forme previsto pelo Lema os autovetores (2,1) (associado a —3) e

(—1,2) (associado a 2) sdo, de fato, ortogonais. Segue, assim, que

{(21),(-1,2)}

cujas solugdes sdo
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é uma base ortogonal de IR? formada por autovetores de T . Normalizando
os vetores nessa base, concluimos que

o {(Bh) ()

¢ uma base ortonormal de R? formada por autovetores de T.
Sabemos que

Pl = Tl = [ 3.

em que

VERYE]
Ao ser realizar o algoritmo de inversdo de matrizes (visto na pagina [23),
obteremos

2 _ 1
P = [IIRZ]B,can = [\{5 2\/31 .

2 _17! 2 L
S v I
NEEG NG
Veremos, adiante, que isso ndo foi uma coincidéncia.

Antes de terminar a discussdo deste exemplo, vale a pena mencionar
que, uma vez encontrado V(—3) = [(2,1)], poderiamos concluir, imedia-
tamente, que V(2) = [(—1,2)]. O argumento pode ser feito ao longo das
seguintes linhas: sabemos, do Lema [8.2.1 que V(2) C V(—3)*. Também
sabemos que dim(V(2)) = 1, pois T é diagonalizavel e 2 tem multipli-
cidade algébrica igual a 1. Analogamente, dim(V(—3)) = 1. Pelo Teo-
rema5.4.3) dim(V(-3)*) = dim(IR?) — dim(V(-3)) =2 -1 = 1. Entdo,
V(2) é um subespago de dimenséo 1 do espaco vetorial V(—3)+, que tem
dimensao 1. Logo, V(2) = V(—3)*. Agora basta descrever V(—3)*. Dado
v = (x,y) € R? teremos v € V(—3)" se, e somente se, v L (2,1), 0o que é
equivalente a dizer que v € V(—3)L se, e somente se, 2x +y = 0, donde
segue que v = (x, —2x) = x(1,—2). Assim, V(-3)* = [(1,-2)] e, como
V(2) = V(=3)*, temos V(2) = [(1,2)]. Usaremos argumentos assemelha-
dos em exemplos posteriores. O

Em geral, dado um operador linear simétrico T em um espaco vetorial
V de dimensdo finita munido de um produto interno, sabemos, pelo Teo-
rema que T é diagonalizavel. Assim, se Ay,..., A é a lista completa
de autovalores distintos de T e se, para cadai = 1,...,k, B; é uma base de
V(A;), entdo B = By U - - - U By serd uma base de V formada por autoveto-
res de T. Mas essa base ndo serd necessariamente ortogonal. Sabemos que
seu € Bjev € Bj,comi # j, entdo u e v sdo ortogonais, mas dois vetores
em um mesmo B; podem nao ser.
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Dito isso, o procedimento que adotaremos, para encontrar uma base
ortogonal de V formada por autovetores de T (e, posteriormente, norma-
liza-la) serd, uma vez encontradas as bases By, . . ., By dos autoespacos, sub-
meté-las, uma por vez, ao processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt de
modo a produzir bases ortogonais Cy, .. ., Cx dos autoespagos e, agora, sim,
tomar C = C; U - - - UC, como base ortogonal de V formada por autovetores
de T.

Um alerta final: se o processo de Gram-Schmidt for aplicado uma tinica
vez a base B, ele resultard em uma base ortogonal de V, mas que nao sera
formada por autovetores de T, pois, o processo de Gram-Schmidt troca um
vetor por uma combinagdo linear dele e de vetores anteriores, e combina-
¢Oes lineares de autovetores associados a autovalores distintos ndo sao au-
tovetores.

Exemplo 8.2.5. Encontre uma base ortonormal de R?, em relacio ao produto
interno usual, formada por autovetores do operador linear T': R?® —» R®

1 -1 1
que satisfaz [T],, = |-1 1 1].
1 1 1

Solugdo. Como can é ortonormal e [T
blema tem solucao.
Temos

can € simétrica, sabemos que o pro-

1-t -1 1
pr(t) =det| -1 1—-t 1 | =432 —4=—(t—-2)%(t+1).
1 1 1t

Para encontrar V(2), resolvemos

-1 -1 17 [x 0
-1 -1 1| |y|=|0
1 1 -1 |z 0

e obtemos
V() ={(-v+zy7z)|yzeR}=[(-1,10),(L01)].

Agora, pelo Lema V(-1) C V(2)*. Além disso, dim(V(—1)) = 1e
dim(V(2)*) = dim(R’) — dim(V(2)) =3 —2 = 1. Logo, V(—1) = V(2)*.
Dado v = (x,,z) € R?, temos: v € V(2)* se, e somentese v | (—1,1,0) e
v L (1,0,1), ou seja, se e somente se,

—x+y=20
x+z=0

Portanto, V(—1) = V(2)* = {(x,x, —x) | x € R} = [(1,1,-1)].
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Procedemos, agora, & ortogonalizagdo das bases de V(2) e V(—1) en-
contradas.
Aplicando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt a base

{(-1,1,0),(1,0,1)}
de V(2), obtemos a base ortogonal

(a1

{(-1,1,0),(1,1,2)}
também é uma base ortogonal de V(2).
A base {(1,1,—1)} de V(—1) nado precisa ser ortogonalizada porque
contém um tinico vetor (ela ja é ortogonal).
Unindo essas duas bases, obtemos uma base

{(-1,1,0),(1,1,2),(1,1,-1)}

de R3, que é ortogonal e é formada por autovetores de T. Dividindo cada
vetor nessa base pela sua norma, obtemos a base ortonormal

de V(2). Entéo,

() oo ) G0 )

de R3 formada por autovetores de T. Assim,

Pil[T]canP = [T]B = dlag(zlzl _1)1
em que
-1 1 1
ey
pP= [I]R3]B,can = V2 V6 V3
0 2 1
ve V3
Finalizamos por observar que PtP = I3, como o leitor pode facilmente veri-
ficar, e, portanto, P~ = Pt. O

Terminamos esta secdo mostrando que nao foi uma coincidéncia o fato
de as matrizes mudanca de base encontradas nos exemplos acima terem a
propriedade de suas inversas coincidirem com suas transpostas.

Proposicdo 8.2.6. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita munido de um
produto interno e sejam BB e C bases ortonormais ordenadas de V. Se P = [Iy ]z,
entdo P~! = P,

Demonstragido. Suponha que B = {uq,uy, ..., uy} e C = {v1,v2,...,04}.
Como C é ortonormal, pela Proposicao temos

() = 4y = ((,00), (5, 02) ., (15,00)),
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para todo j = 1,...,n. Como essas sdo as entradas da j-ésima coluna
de P, segue que P = (a;;), em que a;; = <uj, Ui>. Agora, sabemos da
Proposigdo que P~! = [Iy]cp. Logo, de maneira aniloga, obtemos
P~ = (bj), em que

bij = (vj, ui) = (u;,vj) = aj;.
Portanto, P~1 = Pt. O

Essa proposigdo explica o ocorrido nos exemplos anteriores. Em ambos,
tanto can quanto B sdo ortonormais. Logo, as matrizes de mudanga de base
satisfazem a conclusdo da proposigéo.

Exercicios. Lista 3 - Algebra Linear II (2020): Exs. 8-20.

8.3 Aplicacao: reconhecimento de quadricas
(e conicas)

Nesta se¢do, veremos uma aplicacdo da teoria de diagonalizagdo de opera-
dores simétricos em geometria analitica.

Suponha fixo um sistema ortogonal de coordenadas ¥ = (O, B) em E?.
Lembremos, do Capitulo [3, que isso quer dizer que O € E® é um ponto
fixado, chamado origem do sistema de coordenadas, e B é uma base orto-
normal de V3.

Defini¢ao. Uma superficie quidrica ou, simplesmente, quddrica é o conjunto
formado pelos pontos de E? cujas coordenadas, em relagdo a X, satisfazem
uma equagdo polinomial de grau 2 em 3 varidveis, isto é, o conjunto dos
pontos X = (x,y,z)x € E? tais que

ax® +by* + cz® + 2pxy +2qxz +2ryz+ Ex + Fy + Gz +d =0,  (8.3)

em que a,b,¢,p,q9,1,E,F,G,d € R, e pelo menos um dos coeficientes dos
termos de grau 2 é ndo nulo.

Nao é nosso objetivo nestas notas fazer um estudo mais aprofundado de
superficies quadricas. Pretendemos, apenas, mostrar como utilizar as idéias
da secdo anterior para, fazendo uma mudanca de coordenadas adequada
(quer dizer, escolhendo um novo sistema de coordenadas adequado), trocar
a equacdo de uma dada quadrica por uma em “forma reduzida”, isto ¢, uma
equacdo sem termos de grau 2 mistos em que cada varidvel aparece em no
maéaximo um termo.

Uma vez colocada a equagdo de uma quddrica em forma reduzida, a
identificacdo do objeto geométrico formado por seus pontos é rotineirzﬂ

2Recomendamos ao leitor consultar, por exemplo, https://en.wikipedia.org/wiki/
Quadric|para ver ilustra¢des das possiveis formas que uma quadrica pode tomar.
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A tarefa de encontrar um novo sistema de coordenadas em relagdo ao
qual as coordenadas de uma dada quadrica satisfazem uma equacdo em
forma reduzida serd efetuada em dois passos.

O primeiro passo consistird na elimina¢do dos termos mistos (xy, xz e
yz) da equagdo. Geometricamente, esse passo pode ser realizado por meio
de uma rotagdo no espaco IE® em torno de uma reta. Trataremos apenas da
parte algébrica desse procedimento.

O segundo passo da redugdo sera eliminar os termos de grau 1 que
contém varidveis que também aparecem ao quadrado. Em termos geomé-
tricos, o que se fard serd uma translagdo. Mais uma vez, somente o argu-
mento puramente algébrico serd apresentado.

Eliminacao dos termos mistos. Seja Q uma qudadrica formada pelos
pontos X = (x, y,z)z tais que a equagdo (8.3) esteja satisfeita. Considere
a matriz simétrica A definida a partir dos coeficientes da parte quadratica

de (8.3):

a pq
A=1|p b r
g r c

E rotineiro verificar que, identificando uma matriz 1 x 1 com sua tnica en-
trada, temos

x
[x y z] Aly| =ax® +by* + cz® + 2pxy + 2qxz + 2ryz,
z
que é, precisamente, a parte de grau 2 da equagdo (8.3).

Considere, agora, o operador linear T: V3 — V? que satisfaz [T]z = A.
Como, por hipétese, B é uma base ortonormal de V° e [T]; é uma matriz
simétrica, segue, do Teorema que existe uma base ortonormal C de A&
formada por autovetores de T; em outras palavras, C é uma base ortonor-
mal de V? tal que

x 0 0
[Tle =10 B 0Of,
0 0 v
em que &, B,y sdo os autovalores de T (repetidos de acordo com sua multi-
plicidade).

Ainda, do Corolario sabemos que [T], = P~'AP, em que P =

[Iys]o- Finalmente, porque tanto B quando C sdo bases ortonormais, se-

gue, pela Proposigao que P~! = P*. Logo,

P'AP = (8.4)

oo
o™ O
=2 OO
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Considere o novo sistema ortogonal de coordenadas I' = (O,C) em [E3
(que tem a mesma origem O que X).

Recordemos que se X € E3 é tal que X = (x,y,z)s e X = (x1,¥1,21)1,
entdo OX = (x,y,z)pe OX = (x1,y1,21)c- A relacdo entre as coordenadas
de X no sistema X com as @rdenadas de_))( no sistema I fica, assim, eluci-
dada pelo Teorema [OX]z = M5l0X]., em que M5 = [Iyslcp = P,
conforme observado na pagina ou seja, vale

X X1
y| =Py (8.5)
z Z1
Portanto,
ax® + by*+cz* + 2pxy + 2qxz + 2ryz
X
=[x y z]Aly
z
r t
X X
= |yl Aly
|z z
t
X1 X1
= | P |yi| | AP |y1| (por B3))
21 21
X1
= [xl n Zl} PtAP n
Z1
a 0 0f |x
=[x y1 z1] [0 B 0| |y1| (por @)
0 0 9| |=z1
= ax? + Byt + 73,

que ndo tem termos mistos.

Assim, a quddrica Q pode ser descrita como o conjunto dos pontos
de E3 cujas coordenadas, em relagio ao sistema I', satisfazem uma equagao
quadratica sem termos mistosE]

3 A matriz de mudanga de base P = [Iys]¢p satisfaz P'P = I3; é o que se chama de
uma matriz ortogonal. Aplicando o determinante a essa igualdade, obtém-se det(P) = +1.
No caso em que det(P) = 1, é possivel mostrar que a base ortonormal C de V3 ¢ obtida a
partir da base ortonormal B por meio de uma rotagdo ao redor de um eixo determinado por
um autovetor de P. Ou seja, a mudanga de coordenadas determinada por P corresponde a
submeter a quadrica a uma rotagdo em torno de um eixo que passa pela origem O do sistema
de coordenadas X.. Essa rotagdo resulta em um reposicionamento da quadrica de modo que
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Eliminacao de termos de grau 1. Vimos que uma vez realizada a “mu-
danga de varidveis” determinada por (8.5), obteremos uma equacdo para
a quadrica Q, nas novas varidveis x1, 1,21, em que ndo aparecem termos
mistos. E claro que essa mudanga de varidveis afetard, também, os termos
de grau 1 na equacado da quéadrica.

Uma nova mudanga de coordenadas serd realizada para dar conta dos
novos termos de grau 1. Se a equagdo da quddrica em relagdo ao novo
sistema I' é da forma

ax3 4 Byt + v + Jx1 + Ky + Lzy +d = 0,

procederemos por “completamento de quadrados”. Por exemplo, olhando
para a varidvel x1, se & # 0, podemos escrever

2 >, ) I\ P
ocxl—l—]xl:zx<x1—|—(xx1>:a<x1—|—2a) ~ax

E, assim por diante, com todos os termos em que o quadrado da variavel

tem coeficiente ndo nulo. Se fizermos x, = x; + ﬁ, a equagdo ficara na
forma

wx3 + Byt 4+ yz2 + Kyy + Lzy +d' =0,

emqued =d— 5.

O que se deve notar aqui é que ndo ha termos de grau 1 em x,. Assim, a
intencdo é substituir as varidveis x1,y1,z1 por novas varidveis xy, 2, zp por
meio de equagdes da forma x, = x; —k,y» = y1 —m,zp = z3 —n. (Por
exemplo, na substitui¢do que descrevemos acima, tomamos k = —%. E
claro que se, para alguma das varidveis ndo for necessdria a substituicdo —
0 que ocorre se essa varidvel ja aparece uma tnica vez, em grau 1, ou 2 —,
basta tomar esse termo que esta sendo subtraido como sendo igual a 0).

Formalmente o que se faz é o seguinte. Uma vez feitas as escolhas
de k,m,n (que permitem os completamentos de quadrados), considera-se
0 novo sistema ortogonal de coordenadas A = (O’/,C) em E?, que tem
a mesma base C de I', mas que tem nova origem_d)ada pelo ponto O =
(k,m,n)r (veja que isso é equivalente a dizer que OO = (k, m, n)c).

Assim, dado X = (x1,y1,21)r € E?, se X = (x2,y2,22) A, entdo

/ / AV I LAY
(XQ,yz,Zz)c =0X=0 O+OX = -00 +OX
= —(k,m,n)c + (x1,y1,21)c
=(x1—ky1—mz —nc,
seus eixos fiquem paralelos aos eixos coordenados. No caso em que det(P) = —1, pode-se
trocar um dos vetores em C por seu oposto, dando origem a uma mudanga de coordenadas

que realize uma rotagio em [E3. Sugere-se ao leitor interessado nos detalhes consultar M. A.
Armstrong, Groups and Symmetry, Springer, New York, 1988 (Chapter 9).

280



o que implica xp = x1 — k,y» = y1 — m,z, = z; — 1, cOMo queriamosﬁ
Conclui-se, finalmente, que a quadrica Q é formada pelos pontos cu-
jas coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas A satisfazem uma
equacao na forma reduzida.
Veremos este procedimento ilustrado em alguns exemplos.

Exemplo 8.3.1. Considere fixado um sistema ortogonal de coordenadas X =
(O, B) em 2. Encontre uma equagdo na forma reduzida para a quéadrica
de equagdo

3x% + 3y* + 32° + 2xy + 2x — 6y + 12z — 42 = 0.

Solugdo. Comegamos por construir a matriz simétrica definida a partir dos
coeficientes da parte quadrética da equagdo da quédrica:

3 0

1
A=11 3 0
0 0 3
Seu polin()mio caracteristico é

3—t 1 0
pa(t)=det| 1 3—t 0 | = (3—t)det[
0 0 33—t
=(3-1)((B—t)*—1)=—(t—3)(* — 6t +8)

= —(t=3)(t—2)(t —4).

33—t 1
1 33—t

Procuremos bases para os autoespacos de A. Dado v = (x,y,z)p € V3,
temos: v € V(3) se, e somente se,

01 0] [«x 0
10 0| |y|=]o],
00 0| |z 0

o que implica x = y = 0. Segue que V(3) = [(0,0,1)3]. Vejamos V(2):
v € V(2) se, e somente se,

110 0
11 0| |y| =|o],
00 1 0

4A mudanca de coordenadas realizada corresponde a submeter a quadrica a uma
translacdo, definida pelo vetor (k, m,n)¢, que a posicione de modo que seu centro coincida
com o centro O’ do novo sistema de coordenadas.
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o que equivale a dizer que x = —y e z = 0. Logo, V(2) = [(—1,1,0)5].
Finalmente, v € V(4) se, e somente se,

0

0f.

0

-1 1 0 X
1 -1 0 yl| =
0 -1| |z
Portanto, V(4) = [(1,1,0)3].

Logo, {(0,0,1)5,(—1,1,0)5,(1,1,0)5} é uma base de V* formada por
autovetores de A, que ja é ortogonal (pois os autovetores sdo, cada um, as-
sociados a autovalores distintos). Normalizando essa base, obtemos uma

o

base C = {(0, 0,1)z, (—%, %,O)B, (%, %’O)B} ortonormal de V3 for-
mada por autovetores de A. Logo, fazendo a mudanga de coordenadas

dada por
X 0 - X1
y| =10 5 n
z 1 0 o] LA

obtemos uma equagdo da quddrica, em relagdo ao sistema I' = (O,C) da
forma

3x%+2y%+4z%+2(—\%+\%> —6(\%4—\%) +12x; — 42 =0,

S\HE\H
SES-

ou, ainda,

4
324120 422 — W 42

V2 V2

que podemos escrever na forma

4
3(xF +4x;) +2 <y% - \%) +4 (z% - Zl) = 42.

Completando quadrados, obtemos
) 2 \? 1)\?
B +2)% 42 (11— = | +4(z— =
) (y 1 ﬁ) ( 1 2\@>

2\° 1\’
=42 +3(2)>+2 () +4 ()
? V2 22
1w
==
Assim, em relagdo ao sistema de coordenadas A = (O/,C), em que O’ =

(—2, %, 21%) A equacdo da quadrica tem a forma reduzida

137
3x3 +2y5 + 425 = -
0 que permite identificid-la como um elipséide. O
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Exemplo 8.3.2. (Prova 3, Algebra Linear II, 2006, adaptado) Sabendo que as

matrizes
3 -1 -2 -1 -2 1
A=|-1 3 =2 e M=11 0 1
-2 -2 0 0 1 2
satisfazem
4 0 O
M'AM= 1[0 4 0|,
00 -2

pode-se deduzir que uma equagdo reduzida para a quéddrica de equacao
3x% +3y? — 2xy — 4xz — 4yz — 8V62 — 26 = 0

é
(A) —4u? — 40> 4212 =1
(B) 4u® + 40> — 2> = 26
(C) —2u? -2+t =1
(D) 4u® +4v* -212 =1
(E) 2u® 4+ 20> —t2 =1
Solugdo. Vamos admitir que esta fixado um sistema ortogonal de coordena-
das ¥ = (O, B) em IE? e que a quadrica ¢ formada pelos pontos de E® cujas
coordenadas, em relagdo a X, satisfazem a equagdo dada. Vamos trabalhar
com vetores de V3 dados em coordenadas em relagio a B.

A matriz A é simétrica, e a relagdo que existe entre ela e M diz que 4 é
um autovalor de A, com V(4) = [(—1,1,0),(—2,0,1)] e —2 é um autovalor
de A, com V(—2) = [(1,1,2)]. (Observe que, conforme esperado, V(—2) C

V(4)©)
Aplicando o processo de Gram-Schmidt para ortogonalizar a base

{(-1,1,0),(-2,0,1)}
de V(4), obtemos a base ortogonal
{(-1,1,0),(-1,-1,1)}
de V(4). Assim,



é uma base ortonormal de V? formada por autovetores de A (os dois pri-
meiros associados a 4 e o tltimo, a —2). Segue que, se

1 1 1
V2 V3 V6
p—| L _1 1
V2 V3 Vel
0 12
V3 V6
entao,
4 0 O
P'AP=10 4 0
00 -2
X p
Logo, fazendo |y | = P | g |, obtemos a seguinte equagao para a quadrica
z r
(em relagdo ao sistema de coordenadas I' = (O, C)):
2r
4p* + 4> — 2 —8V6 (+> —26 =0,
V3 V6

ou, equivalentemente,

4(p? — 2v2p) + 497 — 2(r* + 8r) = 26.
Completando quadrados,

4p— V2P AP —2(r+ 42 =26+ 4(V2) —2(42) = 2.

Finalmente, fazendo u = p — V2,0 = q,t = r+ 4, obtemos a seguinte
equacao para a quddrica (agora, em relagdo ao sistema de coordenadas A =
(0/,C), em que O' = (v/2,0, —4)r):

4P+ 40* -2 =2,
que é equivalente a

2 +20° - =1.
Resposta: (E). O

Conicas. Nesta parte das notas, vamos assumir conhecido o espago [E?
formado por todos os pontos em um plano. De maneira analoga ao que
fizemos na Segéo 2.1, pode-se definir o espaco vetorial V2 dos vetores bidi-
mensionais. O leitor deve se convencer de que é possivel reproduzir toda a
teoria a respeito de V2 e IE> em duas dimensdes (exceto pelo produto veto-
rial, que ndo existe em V2, mas o qual ndo serd necessario no que se segue).

Uma curva conica, ou simplesmente conica, no espago E2, é o0 conjunto
formado por todos os pontos X € [E? cujas coordenadas, em relagio a uma
sistema ortogonal de coordenadas de [E?, satisfazem uma equacdo da forma

ax® + by* + 2cxy +dx +ey+ f =0,
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coma,b,c,d,e, f € Rea,b,cndo os trés simultaneamente nulos.

A equagdo de uma conica estd na forma reduzida se ndo tiver termo
misto de grau 2 e cada varidvel aparecer no maximo uma vez.

Asideias aplicadas no processo de redugdo da equagdo de uma quddrica
podem ser imitadas neste contexto. Vejamos como se faz essa adaptagdo em
um exemplo.

Exemplo 8.3.3. Encontre uma equagdo reduzida para a conica de equagdo
9x2 + 6y% — 4xy — 12x — 4y — 8 = 0.

Solugio. Esta subentendido um sistema ortogonal de coordenadas em [E>
em relacdo ao qual sdo dadas as coordenadas de pontos.

A matriz A = [ 9 -2

2 6 ] é simétrica, tem polindmio caracteristico

pa(t) = det [9_‘2t 6‘_2t] — (t—5)(t — 10)

e autovalores 5 e 10.
Dado um vetor v = (x,y) € V2, temos v € V(5) se, e somente se,

= 6= b

donde segue que V(5) = [(1,2)]. Analogamente, v € V(10) se, e somente

R
Portanto, V(10) = [(-2,1)]. Assim, ¢ = {(L, %), (-, %)} ¢

V5 V5’ V5
uma base ortonormal de V2 formada por autovetores de A, e, consequen-

temente,
5 0
t _
PAP = [0 10] !

VEE
Realizando a mudanga de coordenadas dada por

ol =e )
Yy n
a equacdo da conica pode ser colocada na forma

AT 2x1 Y1
5x2+102—12<x1—>—4<+>—8:0,
[t /5 V5 V55

1 2
em que P = [‘ég 1‘/51
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ou, ainda, j& completando quadrados,

2 \? 1)\?

Finalmente, a substituicdo x; = x1 — %,yz =1+ % fornece

5x3 4+ 10y35 = 14,

que, na forma

2 2
X2 Y2

4/5  14/10
é facilmente identificdvel como a equagdo de uma elipse.

Exercicios. Lista 3 - Algebra Linear II (2020): Exs. 21-26.
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Espacos vetoriais complexos

Neste capitulo, trataremos de espacos vetoriais em que os escalares, que até
agora se restringiam ao conjunto dos nimeros reais, serdo ntiimeros comple-
x0s. Veremos que nesse contexto o estudo de diagonaliza¢do de operadores,
especialmente daqueles cuja matriz é real, ganha novos contornos.

O conjunto dos ntiimeros complexos sera denotado por C. Na Secdo(D.2
do Apéndice @] encontra-se uma breve recordac¢do da definicdo de C e de
algumas de suas propriedades.

9.1 Autovalores complexos

Por um espago vetorial complexo entenderemos um conjunto V dotado de
duas operagdes

VxV — V CxV — V
(u,v) — u+v ¢ (A,v) — Ay,

que satisfazem as condicdes (1)—(8) na defini¢do de espaco vetorial da pagi-
na em que se substitui cada ocorréncia de R por C.
A teoria de espagos vetoriais, desenvolvida nos Capitulos [4] e [}, pode
ser, toda ela, reproduzida no contexto de espagos vetoriais complexos
Vejamos, aqui, como se comporta a teoria de diagonaliza¢do (que, no
Capitulo|[7] fazia uso de fatos relacionados a existéncia ou nio de raizes de
polindmios) no contexto de espagos vetoriais complexos.

10 leitor deve tentar se convencer da validade dessa afirmacéao. A razao essencial para
que se possa fazer essa generalizacdo reside no fato de ser possivel fazer a discussao a res-
peito de resolucdo de sistemas lineares, efetuada no Capitulo[l} para equagdes com coefici-
entes complexos.
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Uma questdo de nomenclatura se coloca: espagos vetoriais complexos
também serdo chamado de C-espacos; espacos vetoriais “usuais”, isto é,
aqueles cujos escalares sdo ntimeros reais, serdo chamados (apenas neste
capitulo) de espagos vetoriais reais ou IR-espagos.

Como conjuntos, R C C, e essa inclusdo resulta em uma inclusdao R" C
C". Em particular, todo elemento de R" é um vetor do C-espaco C". Por
exemplo, a base candnica can = {ej,ey,...,e,} do R-espaco R"” é um sub-
conjunto de C". Além disso, como ¢ facil de verificar, can gera C" como
C-espago e é LI. Assim, can é uma base do C-espago C", que seré referida

como a base candnica de C".

A defini¢do de autovalor de um operador complexo é a mesma que ja
tinhamos no caso real: se V é um C-espagcoe T: V — V é um operador
linear, dizemos que um escalar A € C é um autovalor de T se existir um
vetor ndo nulo v € V tal que T(v) = Av. Neste caso, v é dito ser um
autovetor de T associado ao autovalor A.

Se V tem dimensao finita igual a n e B é uma base de V, entdo

pr(t) = det([T]gz — t,)
é o polindmio caracteristico de T.
Observe que, agora, os coeficientes de pr sdo niimeros complexos, uma
vez que as entradas da matriz [T]z sdo nimeros complexos.
Continua valido o fato de A € C ser autovalor de T se, e somente se,
O Teorema toma, agora, a seguinte forma.

Teorema 9.1.1. Seja T um operador linear em um C-espaco V de dimensio finita.
Entdo, existem aq, &2, . .., 0 € C, distintos, e inteiros positivos ny, n, . .., ny tais
que

pT(t) = (lX] — t)nl ((Xz — t)ﬂz e (rxk — t)nk.
Além disso, T é diagonalizdvel se, e somente se, n; = dim (Ker(T — IV)), para
todoi =1,2,...,k.

Em outras palavras, a possivel obstrucdo que havia no caso real, de um
operador linear eventualmente possuir autovalores que ndo pertencem ao
conjunto em que estdo os escalares, deixa de existir no caso complexo. Isso
é uma consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra, que garante que
qualquer polindmio com coeficientes complexos se fatora como um produto
de fatores lineares (ver o Teorema[D.2.3no Apéndice[DJe seu corolério).

Assim, no caso complexo, o inico eventual obstdculo para um operador
linear ndo ser diagonalizdvel reside na possibilidade de haver um autovalor
para o qual multiplicidades algébricas e geométricas diferem.

Exemplo 9.1.2. Verifique se o operador T: C?> — C? definido por
T(z1,22) = (3 + i)z + (=1 +1d)zo, A+ i)z + (1+1)22),
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para todo (z1,z2) € C?, é diagonalizéavel.
Solugio. Seja B = {(1,0), (0,1)} a base canodnica de C?. Entao,
C[34i —1+i
M= 117

Logo, o polindmio caracteristico de T é

Bt —14i] o, . .
pT(t)—det[ 14i 1+i—t}_t (4+2i)t+4+4i

= (t—(2+42i))(t—2).
Assim, T tem dois autovalores distintos, 2 + 2i e 2, e, portanto, é diagona-
lizavel.

Iremos um pouco além e determinaremos os autoespagos associados,
exatamente como faziamos para operadores reais.

Sabemos que o autoespago V(2 + 2i) coincide com o nucleo do opera-
dor T — (2 + 2i) I> de C2. Assim, dado w € C?, segue que w € V(2 + 2i)
se, e somente se,

(T — (24 2i) I2) (w) = Oca. (9.1)
Em termos de coordenadas em relagéao a base B (e usando o Teorema [6.5.6),
a condicao (9.1)) 1é-se
[T = (2+2i) L2 g[w]p = [Oc2]-
Como, pela Proposi¢ao[6.6.1}

[T —(2+2i)le2]g = [T]p — (24 2i) [le2]5

i —1+i 1o
= 1+i 1+i}_(2+21) [0 1]
C[B4i-(@+2i)  —1+i
Sl 14 1+i-(2+2)
o [1—i -1+

i —1-d)

segue que w = (z1,22) € V(2 + 2i) se, e somente se,

1—i —1+id| |z| |0
o =l 02
Note que a segunda linha da matriz de coeficientes do sistema (9.2) é
igual & primeira multiplicada por 1. Isso quer dizer que o processo de

escalonamento aplicado a matriz de coeficientes do sistema (9.2)) resulta na
matriz

1—i -1+
0 0 '
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Assim, (z1,z7) é solugdo de (9.2) se, e somente se,
(1—i)z1 + (=1 +1i)z = 0,
ou, equivalentemente, se, e somente se, vale
(1—1)z; = (1 —1i)z.
Segue que z; = z e, portanto,
V(2+2i) ={(z2,22) | 22 € C} = [(L,1)].

Para descrever o autoespago associado ao autovalor 2, argumentamos
de modo analogo para obter que

w = (z1,22) € V(2) = Ker(T —212)

144 —1+1d| |z1| |0
1+i —1+1i| |z| |0]°
(A matriz de coeficientes desse sistema foi obtida pela subtragdo do o auto-

valor 2 da diagonal principal da matriz [T]z.) Logo, w € V(2) se, e somente
se,

se, e somente se,

(14+14)z1 4+ (=1+1i)z, =0.
Multiplicando a equagado por 1 — i, que é o pelo conjugado de 1 + i, obtemos
2214+ (1 —i)(=1+1i)zp =0,
que, por sua vez, é equivalente a z; = —izy. Logo, w € V(2) se, e somente
se,
w = (—izp,22) = 22(—14,1),
com z; € C. Concluimos que
V() = [(=i,1)].

Finalmente, o conjunto C = {(1,1),(—i,1)} é uma base de C? formada
por autovetores de T, o primeiro associado a 2 + 2i e o segundo, a 2. Por-
tanto,

_2+2i O
[T]C - [ 0 2:| :

Ainda, fazendo

P = [Ig2]ep = E _11} ,

obtemos
B e A A 1 _ _|2+2i 0
P [1+i 144 |P=P TP =1Te= "¢ 3|
uma matriz diagonal. O
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Restringiremos nosso estudo sobre autovalores complexos e seus auto-
vetores a operadores lineares do C-espaco C".

Autovalores e autovetores de um operador de C" tém um comporta-
mento especial, que podemos denominar “dual”, como veremos a seguir.

Precisaremos introduzir um pouco de notagao.

Se f(t) é um polindmio com coeficientes complexos, digamos,

f(t) = ap+ oyt + -+ ayt”,
com &g, &1, ...,&,; € C, denotaremos
f(t) =m+agt+ -+ xt",

que é um polindmio com coeficientes complexos de mesmo grau que f(t).

Dado um vetor

v=(z1,22,...,2n) € C",
com z1,21,...,2, € C, definiremos o conjugado de v como sendo o vetor de
C" dado por
0= (21,22, ,Zn) -

Dada uma matriz A € M,(C), digamos, A = (ucij), em que «;; € C, para
todos i,j = 1,...,n, definimos a conjugada de A como sendo a matriz de
M, (C) dada por A = ().

Se T é um operador linear no C-espaco C", definimos o conjugado de T
como sendo o operador T do C-espago C" dado por

T(v) =T (0),

para todo v € C". Observe que, em termos matriciais, essa condicdo é
equivalente a

] = Tl

Exemplo 9.1.3. Descreva o conjugado T do operador linear T: C2 — C?,
definido por

T(z1,22) = ((2+4 2i)z1 — 2o, iz1 + (5 — 3i)22),

para todo (z1,z2) € C2.

Solugdo. Pela defini¢do dada acima do enunciado do exemplo, para todo
(z1,22) € C?, temos

T(z1,22) = T(21,%2) = (2 +20)71 — 2,871 + (5 - 3i)2)

9.3)
= ((2—2i)z1 — 22, —iz1 + (5 + 3i)20).
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Poderiamos, alternativamente, ter argumentado em termos de matrizes.

2+2i -1
Como [T, = [ i 5_ 311 , segue

[T] can ~ Tean = [2 :iZi 51131} '

Dai,
= = _12=-2i -1 Z1
|:T(Zl/ ZZ):| can - |:T] Can[(zll ZZ)]can — |: _i 5 + 3i:| |:ZZ:| 7
que origina a expressao em (9.3) para a imagem por T de (z1, zp). O

Enunciaremos e demonstraremos dois lemas que tornam preciso o co-
mentdrio anterior a respeito do carater “dual” de autovalores e autoveto-
res em espagos complexos. Esses lemas serdo aplicados, na préxima secao,
para descrever o comportamento de autovalores e autovetores complexos
de matrizes reais.

Lema 9.1.4. Seja T um operador linear no C-espago C" e seja A € C. Se A é um
autovalor de T de multiplicidade algébrica igual a k, entdo A é um autovalor de T
de multiplicidade algébrica iqual a k.

Demonstragio. Seja A = [T|.,,- Entdo, o polindmio caracteristico de T é
dado por

PT(t) = det(A — tIn).

Como [ﬂ = A, segue que o polinémio caracteristico de T é
can

pr(t) = det(z — tln) =pr(t).

Agora, como A é um autovalor de T de multiplicidade algébrica igual a
k, segue que existe um polindmio g com coeficientes complexos tal que

pr(t) = (A=1fq(t) e q(2) #0.
Conjugando, obtemos
k

(X—t) a(t) = p7(t) = pr(t),
donde se obtém que A é uma raiz de p7 de multiplicidade pelo menos igual
a k. Se houvesse mais um fator A — f em pT(t), A seria raiz de g, isto é,
terfamos 0 = ﬁ(X) = ¢q(A), o que implicaria g(A) = 0, que sabemos néo
valer. Logo, ﬁ(X) # 0 e a multiplicidade de algébrica de A como autovalor
de T também é k. O
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Lema 9.1.5. Seja T um operador linear no C-espago C", seja A € Cesejav € C".
Sev € Ker(T — Alcn), entdo T € Ker(T - XI@>.

Além disso, se {v1,...,v,} é uma base de Ker(T — Alcn), entdo {v1,...,70:}
¢ uma base de Ker (T - XI@)

Demonstragio. Se v € Ker(T — Al¢gr), entdo T(v) = Av, 0 que, por sua
vez, conjugando, implica T(v) = Av = AT. Mas, T(v) = T(E). Portanto,
v E Ker(T — XI@).

Suponha, agora, que {v1, ..., v, } seja uma base de Ker(T — A I¢» ). Como
consequéncia do que acabamos de ver, obtemos a inclusdo

[01,...,0/] C Ker(T— XICn).
Por outro lado, se u € Ker <T — XI@> , entdo, novamente,

ue Ker(?—ilco =Ker(T — Algn) = [v1,...,0],

o que implica que u = € [0y, ...,7;|, provando que vale a inclusdo

Ker(T - XI@«) C [o1,...,7/].

Logo, Ker (T — XI@> = [01,...,7¢]. Que {77,...,7,} é LI segue do fato
de {vq,...,v,} ser LL O

O terreno estd preparado para o estudo de complexificados de opera-
dores reais.

9.2 O complexificado de um operador real

Nesta se¢do, concentraremo-nos no estudo de autovalores complexos e dia-
gonalizagdo sobre C de matrizes cujas entradas sdo todas ntimeros reais.

Seja T: R” — R" um operador linear real com [T].,, = A € M,(R).
Define-se o operador complexificado de T como sendo o operador linear com-
plexo T¢: C" — C" tal que [T¢]_ = A.

Fica claro, da defini¢do, que prc(t) = pr(t) e, portanto, é um polinémio

cujos coeficientes sdo todos niimeros reais.

Exemplo9.2.1. O operador linear T do R-espago R? tal que [T]an = B _11}

ndo é diagonalizavel, uma vez que seu polindmio caracteristico

. 1—-t 1| _ o
pT(t)—det[ 1 1—t] =t"—2t+2
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nao tem raizes reais. No entanto, seu complexificado T¢: C?> — C? é diago-
nalizavel, ja que prc(t) = pr(t) = (t— (1+14)) (t — (1 —i)) tem duas raizes
distintas. O

Usaremos uma linguagem mais explicita, em termos de matrizes, para
nos referir a situacdo que encontramos acima.

Defini¢do. Dada uma matriz A € M,(R), diremos que A é diagonalizivel
sobre R se existirem matrizes P, D € M, (IR), com P inversivel e D diagonal,
tais que P"'AP = D (ou seja, se A for diagonalizavel no sentido usual,
que encontramos na pagina 228). Diremos que A é diagonalizivel sobre C se
existirem matrizes Q,E € M,(C), com Q inversivel e E diagonal, tais que

Q'AQ =L.

E claro que se A € M,(R) é diagonalizavel sobre R, ela o sera sobre
C (as matrizes que realizam a diagonalizacdo sdo, também, matrizes com
entradas complexas, ja que R C C). Mas, ha matrizes com entradas reais
que sdo diagonalizdveis sobre C e ndo o sdo sobre R. Esse é o caso da matriz

1 1

Em termos de operadores, essa observacdo pode ser colocada nos se-
guintes termos. Se T: R" — R" é um operador real diagonalizdvel, entdo
seu complexificado T¢: C" — C" também o é. No entanto, hd operado-
res T de R" que nao sdo diagonalizaveis, mas que tém complexificados T¢
diagonalizaveis.

Juntando os fatos demonstrados nos lemas no final da sec¢do anterior,
obtemos o seguinte resultado a respeito de complexificados de operadores
reais.

1 - . .
|: , COMO VImoS no exemplo acima.

Proposicio 9.2.2. Seja T um operador linear no R-espaco R", seja T¢: C" —
C" o seu operador complexificado e seja A € C um autovalor de TC. Entdo, A
também é um autovalor de TC e tem a mesma multiplicidade algébrica e a mesma
multiplicidade geométrica que A.

Demonstragio. Seja A = [T].,, € My(R). Como [T¢]__
{F} = A=A = [T¢]_, . Logo, TC = TC. Assim, do Lema [9.1.4
segue que A é autovalor de T¢ de mesma multiplicidade algébrica que A.
Do Lema 9.1.5, obtemos dim (Ker (T¢ — AI¢x)) = dim (Ker (TC - XICM)>,
ou seja, A e A tém, também, mesma multiplicidade geométrica. O

Na realidade, o Lema fornece um pouco mais: se {vy,...,0,} é
uma base do autoespago de TC€ associado ao autovalor A, entdo {v1,...,07}
é uma base do autoespago de TC associado ao autovalor A. Na pratica, isso
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quer dizer que os autovalores ndo reais de uma matriz com entradas reais
vém aos pares, e o trabalho de encontrar os autovetores associados a eles
fica dividido pela metade.

Exemplo 9.2.3. Seja T: R* — R* o operador linear do R-espaco vetorial R*
tal que

O operador T ¢é diagonalizavel? O complexificado T é diagonalizavel?

Solugio. Temos

2=t 0 -1 0
0 2-t 0 -1
prify=det| | To" 50 o | =(E-445)

0 1 0 2—t¢
= (t—2+1)(t—-2-1)

Como pr tem raizes ndo reais, T ndo é diagonalizdvel.

Vejamos se o complexificado T¢: C* — C* é diagonalizavel. (Observe
que, como esperado, 2 +i e 2 — i tém a mesma multiplicidade algébrica,
que é igual a 2.)

Pela Proposi¢ao sabemos que a multiplicidade geométrica do au-
tovalor 2 + i coincidird com a do autovalor 2 — i. Assim, T sera diagona-
lizavel se, e somente se, a multiplicidade geométrica de 2 + i for igual a 2,
sua multiplicidade algébrica.

Dado w = (z1,22,23,24) € C*, temos:

weV(2+i)=Ker(TC — (2+1) 1)

se, e somente se,

20 -1 0 100 0]\ [ 0
02 0 -1 1o 10 0|2 o
10 2 ol @tdlg o1 ol |z = lo]
01 0 2 000 1)) |z 0
iStO é, se e somente se,

—i 0 -1 01Tzl TJo

0 —i 0 —1||z| o

1 0 —i 0] |z~ o

0 1 0 —il|z] |0

Como a primeira linha da matriz de coeficientes desse sistema linear é igual
a terceira multiplicada por —i e a segunda é igual a quarta multiplicada por
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—1i, segue que a solucdo geral do sistema é dada por
(iz3,124,23,24) = 23(1,0,1,0) + 24(0,7,0,1), (23,24 € C).
Consequentemente,
V(2+1i)=1(10,1,0),(0,4,0,1)].

Como esses dois vetores sdo LI, segue que dim(V(2 +1 )) = 2 (e, portanto,
também temos dim (V (2 — 7)) = 2). Logo, T© é diagonalizavel.
Note que o Lema nos fornece, também,

V(2—1i) = [(—i,0,1,0),(0,—i,0,1)],

obtido por conjugacdo dos geradores de V(2 + ). O

9.3 Aplicacao: resolucao de sistemas de equa-
coes diferenciais (caso complexo)

Veremos, nesta se¢do, que é possivel encontrar as solugdes de sistemas de
equagdes diferenciais como os tratados na Segéono caso em que a matriz
de coeficientes ndo é diagonalizdvel sobre IR, desde que ela o seja sobre C.
Neste caso, o sistema tera solugdes periddicas.

Comecamos por introduzir uma notacdo que se tornara bastante natural
ao longo da se¢do. Dado um ntimero complexo z = a +ib, com a,b € R,
define-se o nimero complexo

e* =e"(cosb+isenb).

Observe que se z € IR, entdo a definigdo acima coincide com a ex-
ponencial usual de base e. Além disso, essa definicdo compartilha com a
exponenciacdo real a propriedade

ezl+22 — ezleZZ,

para todos z1,z; € C, como o leitor pode verificar utilizando as conhecidas
férmulas para o seno e o cosseno da soma de arcos. Também segue de
propriedades das fung¢des seno e cosseno que
% = ¢,
para todo z € C.
Essa notagdo serd utilizada na defini¢do da fun¢do exponencial com-
plexa, que veremos a seguir.
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Funcoes reais a valores complexos. Dada uma fungdo g: R — C, exis-
tem fungdes g1, ¢2: R — R tais que

8(t) = g1(t) +iga(t),
para todo t € R. Diremos que g: R — C é derivivel se g1: R — R e
g2: R — R forem derivédveis. Neste caso, define-se a derivada de ¢ como
sendo a fun¢do ¢': R — C dada por

§'(t) = &1(t) +iga(t),
para todo t € RR.

A proposicdo a seguir retine fatos sobre derivadas de fungdes a valores

complexos que sdo consequéncia dos fatos correspondentes sobre deriva-
das de fungdes reais. A verificagdo de cada um deles fica a cargo do leitor.

Proposi¢do 9.3.1. Sejam f,g: R — C fungdes deriviveis e seja A € C. Sdo

vdlidos:

(i) A fungio f + g: R — C, definida por (f + g)(t) = f(t) + g(t), para todo
t € R, éderiviavele (f +¢) = f' +¢'.

(ii) A fungido Af: R — C, definida por (Af)(t) = Af(t), paratodot € R, é
derivivel e (Af)" = Af'.

(iii) A fungio fg: R — C, definida por (fg)(t) = f(t)g(t), para todo t € R, é
derivavel e (fg) = f'¢+ f¢'.

(iv) Se g(t) # 0, para todo t € R, entdo a fungio o 'R = C, definida por

( ) (t) = ff) para todo t € R, é derivivel e (g) = flgg#'

(v) Se f'(t) =0, paratodot € R, entdo f é constante, isto é, existe p € C tal que
f(t) = p, paratodo t € R.

Teremos especial interesse na funcdo exponencial complexa, de que tra-
tardo os dois lemas a seguir.

Lema 9.3.2. Sejaa € C eseja f: R — C a fungdo definida por f(t) = e, para
todo t € R. Entdo, f é derivivel e f'(t) = af(t), para todo t € R.

Demonstragido. Escrevaa = a+ ib, com a,b € R. Entéo,

f(t) = filt) +if2(t),
em que

f1(t) = e cos(bt)

f2(t) = e sen(bt),
para todo t € R.
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Como fi e f, sdo derivaveis, f é derivavel. Além disso,

f1(t) = ae™ cos(bt) — be" sen(bt)

f5(t) = ae™ sen(bt) + be™ cos(bt),
para todo t € R. Portanto,
fl(t) = fi(t) +ifs(t)
= ae” cos(bt) — be™ sen(bt) + i(ae” sen(bt) + be” cos(bt))
= (a+ib)e™ (cos(bt) + isen(bt))
= af(t),
para todo t € R, como queriamos. O

Os maltiplos constantes da exponencial complexa sdo as tinicas fung¢des
cuja derivada é uma multipla da prépria fungéo:

Lema 9.3.3. Seja o« € C. Se g: R — C é uma fungio derivivel tal que g'(t) =
ag(t), para todo t € R, entdo existe K € C tal que g(t) = Ke"!, para todo t € R.

Demonstragido. Considere a fungdo /i: R — C definida por

h(t) = g(t)e™,
para todo t € RR.
Pela Proposicao e pelo Lema h é derivéavel e

H(t) =g (t)e ™ +g(t)(—ae™™) = e (g'(t) —ag(t)) =0,

para todo t € R. Logo, h é uma funcdo constante, digamos h(t) = K,
para todo t € R. Ou seja, g(t)e ™ = K, para todo t € R. Multiplicando
essa igualdade em ambos os lados por e*, obtemos ¢(t) = Ke*, para todo
t e R. O

Solucoes complexas de sistemas de equacoes diferenciais. Vimos,
na Secdo que o conjunto F(IR,R") formado por todas as fung¢des de
R em R” tem uma estrutura natural de R-espago vetorial. Analogamente,
o conjunto F(RR,C") de todas as fungdes F: R — C" tém uma estrutura
natural de C-espago vetorial, com opera¢des definidas por

(F+G)(t) = F()+G() e  (aF)(t) = aF(t),

paratodot € R,emque F,G € F(R,C")ea € C.
Seja A € M,(R) uma matriz real. Uma solugdo complexa do sistema de
equagdes diferenciais
X' = AX (9.4)
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é uma fungdo F € F(R,C"), com F(t) = (fi(t), f2(t),..., fu(t)), em que
fi, f2, ..., fu: R = C sdo fungdes derivaveis tais que

ACI 0
OISO

. . 7

fu(t) fu(t)
para todo t € R. Se F é uma solugdo complexa de e F € F(R,R"),isto
é, se aimagem de F estiver contida em R", diremos que F é uma de solugdo
real de (9.4). (Na Segdo[7.5 essas fung¢des eram chamadas simplesmente de
solugdes de (9.4).)

Similarmente ao que ocorre no caso das solugdes reais, o subconjunto
do C-espago vetorial F (R, C") formado por todas as solugdes complexas de
(9.4) é um C-subespaco de F(R,C"). E, de modo analogo ao que fizemos
na Secao se, em tivermos uma matriz A diagonalizavel sobre C,
digamos P~!AP = diag(ay,a2,...,a,), em que P € M,(C) é uma matriz
inversivel e w1, &y, ..., &, € C, entdo as solugdes complexas de serao as
C-combinagodes lineares das fung¢des

e“twy, etw,, ..., etw,, (9.5)

em que, paratodo j=1,...,1, w; é a j-ésima coluna da matriz P (que é um
autovetor de A associado ao autovalor «;).

Nosso objetivo serd determinar as solugdes reais de (9.4) no caso em que
A é diagonalizavel sobre C.

O primeiro fato fundamental a respeito do subespago de F (R, C") for-
mado pelas solu¢des complexas de é o seguinte.

Lema 9.34. Se i, B, ..., F, € F(R,R") sdo tais que {F,,F,,..., F.} é uma
base para o C-subespago de F (IR, C") formado pelas solugdes complexas de (9.4),
entdo {Fy, F, ..., F} é uma base para o R-subespago de F (IR, R") formado pelas
solugdes reais de (9.4).

Demonstragdo. Usaremos a notagdo [Fy, ..., F¢|c para denotar o C-subes-
paco de F(RR,C") gerado por {Fi,...,F} e [F,..., F|g para denotar o R-
subespaco de F (IR, R") gerado por {Fy, ..., F}.

Seja S¢ o C-subespago de F(RR,C") formado pelas solu¢des complexas
de e seja Sg 0 R-subespago de F (R, R") formado pelas solugdes reais
de (9.4). Fica claro que Sg C Sc.

Por hipétese, S¢c = [Fi, ..., F¢]c- Eéclaroque [Fy, ..., F]ir C Sr. Resta,
portanto, mostrar a outra inclusdo e que o conjunto {F,...,F} éR-LI (isto
é, que como subconjunto do R-espago vetorial 7 (R, R") ele é LI).

Esse tltimo fato é imediato: se ndo ha combinagoes lineares néo triviais
de Fy,..., F que resultam na funcdo nula de R em C" usando coeficien-
tes complexos, também ndo pode haver combinagdes lineares néo triviais
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de Fy, ..., F; que resultem na fun¢do nula de R em R"” usando coeficientes
reais.

Mostremos, entdo, que Sg C [Fi, ..., F]g. Seja G € Sg. Como Sg C
Sc = [F,..., F]¢c, existem oy, ..., ap € C tais que G = a1F; + - - - + aF.
Paracadaj=1,...,k escrevaa; = aj + ib]-, com 4, bj € R. Entéo,

G=mF+ - +aF = (mF + - +acF) +i(bhF + - - + beFy).

Note que ;4F; + - -- + axFy € F(R,R") e bhFy + --- + by F € F(R,R").
Como G € F(R,R"), segue que b1F; + - - - + by F, = 07(r,r")- Mas, o con-
junto {Fi, ..., F} é LI (porque é uma base de Sc¢); logo, by = --- = by = 0.
Portanto, G = mF; + - - - + ayF € [F, ..., F|g- O

Esse lema garante que, no caso em que A é diagonalizével sobre C, se
conseguirmos trocar a base do subespago das solugdes complexas de (9.4),
cujos elementos sdo as fungdes complexas em (9.5), por uma base formada
por fungdes reais, teremos uma base para o subespaco das solugdes reais de
(©-4). E dessa tarefa que nos incumbiremos agora.

Dada uma fun¢do F € F(IR,C"), defina a fungio conjugada de F como
sendo a fungdo F € F(R,C") dada por F(t) = F(t), paratodo t € R.

Toda fungdo F € F(RR,C") pode ser decomposta na forma F = F; +iF,
em que F; e F; sdo fungdes de (R, R"). E facil ver, entdo, queF = F —iF,.
As fungdes F; e F, sdo chamadas, respectivamente, de parte real e parte
imagindria de F.

O préximo lema mostra que F e sua conjugada geram, sobre C, o mesmo
subespago que a parte real e a parte imagindria de F, que sdo fungdes reais.

Lema 9.3.5. Seja F € F(R,C"), com F = F, +iF,, em que F;, F, € F(R,R").
Entio, no C-espago vetorial F (IR, C"), temos [F,F| = [Fi, F].

Demonstragio. Como F = F; +iF, e F = F; — iF,, tanto F quanto F perten-
cem ao subespaco [Fi, F2]. Logo, [F,F] C [F, F]. Reciprocamente, como
Fy = 3F+3FeF, = ;-F — F, segue que [F,F| C [F,F]. O

Vamos aplicar o lema acima no caso da func¢do F € F(R,C") definida

por
E(t) = e"w,

paratodot € R,em quex € Cew € C" estdo fixado.
Por um lado, para todo t € R, temos

F(t) = E(t) = e¥w = e = "' = "'
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Por outro lado, escrevendo « = a +ib, coma,b € Re w = u + iv, com
u,v € R", paratodot € R, temos
F(t) = e*w
= e+ (4 4 jp)
= (" cos(bt) + ie" sen(bt)) (u + iv)
= ¢" (cos(bt)u — sen(bt)v) + ie" (sen(bt)u + cos(bt)v)
Assim, a parte real de F é dada por
G(t) = " (cos(bt)u — sen(bt)v)
e a parte imagindria de F é dada por
H(t) = " (sen(bt)u + cos(bt)v).
O Lema garante que, em F (R, C"), temos
[e¥w, e"w] = [G(t), H(t)].

Essa observagdo permite, agora, obter o seguinte complementar do Te-

orema[7.5.2]

Teorema 9.3.6. Seja A € M, (R) uma matriz diagonalizidvel sobre C e seja S o
subespago de F (R, R") formado pelas solugdes reais do sistema de equagdes dife-
renciais X' = AX. Entdo, dim(S) = n.

Além disso, ser1, 72, ..., Tk, 01, &1, &2, &3, . .., &s, O SA0 0S autovalores de A,
consideradados com multiplicidades (e, portanto, k +2s = n), em que ry,..., 1, €
Rewy,..., a5 € C\ R, entdo o conjunto

{e""vy, vy, ... e oy, Gy (t), Hi(t), Ga(t), Ha(t),. .., Gs(t), Hs(t)}

é uma base para S, em que {v1,vy, ..., Uy, W1, W1, Wa, Wy, . .., Ws, Ws } é uma base
de C" formada por autovetores de A tais que Av; = rjv;, paratodoi =1,...,k e
Aw; = ajwj, para todoj =1,...,s, eas fungdes G;, H; € F(R,R") sdo tais que

e"‘itw]- = G](t) + iH]'(i'),
para todo t € R.

Demonstragido. Sabemos que, como A é real, seus autovalores ndo reais
vém aos pares de conjugados e os autovetores correspondentes também.
Isso quer dizer que, de fato, uma base de C" formada por autovetores de
A da forma {vq,vy,...,0f, w1, W1, Wy, W3, ..., Ws,Ws}, cOM V1, ...,0, € R”,
conforme o enunciado, existe.

Pelo que vimos no caso real, segue que

rit rot 7t a1t W t-—— ot ot —— gt Kt ——
{e"vy, e vy, ..., % vy, e wy, e 07, e wy, e 0y, . . . e ws, e g }

é uma base para o subespago S¢ de F (R, C") formado pelas solugdes com-
plexas de X' = AX. Em particular, dim(S¢) = n.

301



Agora, como vimos acima, o Lema garante que
[etw;, '] . = [G;(t), Hj(1)] ¢ -
Logo,
Sc = [eMvy, €0y, ..., e oy, e w1 T, €% s, 01T, ., e wg, €T |
= [e"vy, ey, ... e oy, Gi(t), Hi(t), Ga(t), Ha(t), ..., Gs(t), Hs(1)],
que é um conjunto de n elementos. Segue que
{e""vy, ey, ... e oy, Gy (t), Hi(t), Ga(t), Ha(t), ..., Gs(t), Hs(t)}

é uma base para S¢ formada por fungdes de F (IR, R").
Finalmente, segue doo Lema que esse conjunto é uma base para

S. O
Exemplo 9.3.7. Encontre as solugdes reais do sistema de equagdes diferenci-
2 0 O
ais X' = AX,emque A= |1 2 —1].
1 2 4

Solugio. Realizando os calculos necessarios, obtemos
pa(t) = —(t —2)(t* — 6t +10)
— (-2t (B+)(t - (31)).
Como todos os autovalores tém multiplicidade 1, A é diagonalizdvel

(sobre C).
Uma vez efetuados os célculos, obtemos

V(2) =[(2,-3,2)]

V(3+1i)=1[(0,-1+142)].
(Portanto, V(3 —i) = [(0, —1 — 1,2)]).
Assim, as solugdes complexas do sistema de equagdes diferenciais sdo
as combinagdes lineares complexas das fungdes

e?(2,-3,2),  e®H0,—1+14,2), O DH0,—1—1i,2).
Agora,
e+, -1 414,2) = e¥(cost +isent) (0, —1+1,2)
= e3t(0, —cost+icost —isent —sent,
2cost+2isent)
= e3t(0, —cost—sent,2cost)
+1ie3(0,cost — sent,2sent),
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donde segue que as solugdes complexas também podem ser descritas como
as combinagdes lineares complexas das fungdes

e?(2,-3,2),
e3t(0, —cost—sent,2cost), (9.6)
e3(0,cost —sent,2sent).
O que fizemos aqui foi trocar o par de fung¢des conjugadas
e, -1414,2), 90, -1 —1,2)
pelo par formado pela parte real e parte imaginaria delas:
e3'(0, — cost —sent,2cost), e3'(0,cost —sent,2sent).

A vantagem é que agora temos uma base para o espago das solugdes com-
plexas formada exclusivamente por funcdes reais.

Finalmente, as solugdes reais sdo as combinagdes lineares reais das fun-
¢oes (reais) em (9.6). Ou seja, as solugdes reais do sistema de equagoes dife-
renciais sdo

c1e%(2,—-3,2) + c2e* (0, — cost — sent,2 cos t)
+ C3€3t<0, cost —sent,2sent),

com c1,C2,¢c3 € R. O

Exemplo 9.3.8. Encontre a solugdo real do sistema de equagdes diferenciais

20 -1 0

' . 02 0 -1
X' = AX que satisfaz X(0) = (0,1,2,3), em que A = 10 2 o
01 O 2

Solugdo. Vimos no Exemplo que a matriz A é diagonalizavel sobre C
com autovalores 2 +i e 2 — i e autoespagos

V(2+41) =[(i,0,1,0),(0,7,0,1)]

V(2—-1i)=1(-1,0,1,0),(0,—14,0,1)].
Assim, formam uma base para as solu¢des complexas as fung¢des
e?t94(3,0,1,0), e®*(0,4,0,1)

e suas conjugadas.
Como

e@*)t(4,0,1,0) = e*(cos t +isent)(i,0,1,0)
= ¢¥(—sent,0,cost,0) + ie* (cost,0,sent,0)
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e@+940,4,0,1) = ¢ (cost +isent)(0,,0,1)
= eZt(O, —sent,0,cost) + ieZt(O, cost,0,sent),
a solugdo real geral é da forma
X(t) = c1?(—sent,0,cost,0) + coe*(cost,0,sent,0)
+ ¢3¢ (0, — sent, 0, cos t) + c4¢*(0,cost,0,sent),

com c1,Cp,C3,¢4 € R.
Para encontrar a solucgdo particular que satisfaz a condigdo X(0) =
(0,1,2,3), é preciso determinar ¢y, ¢3, c3, ¢4 tais que

(0, 1, 2,3) = X(O)
= cl(O, 0, 1,0) + cz(l,O, 0,0) + C3(0, 0,0, 1) + c4(0, 1,0,0)
= (Cz, C4, Cl,Cs)-

Fica claro que os valores procurados sdo ¢; = 2,c2 = 0,c3 = 3,c4 = 1. Logo,
a solugao particular buscada é

X(t) = e*(—2sent, —3sent + cost,2cost,3cos t + sent),

para todo t € R. O
Exemplo 9.3.9. (Prova 3, Algebra Linear II, 2015) Sabendo que a matriz A €
M4 (R) tem 1+ i como autovalor e que o autoespago de A associado a
esse autovalor é gerado por {(1,4,0,0),(0,0,1,2 — i)}, é correto afirmar

que a solugdo do sistema de equagoes diferenciais X' = AX que satisfaz
a condi¢do X(0) = (0,1,0,1) é tal que X(7r) éigual a

(A) €7(0,—1,0,—1)
(B) ¢27(—1,0,0,1)
(C) ¢27(0,1,0,—1)
(D) e"(—1,-1,0,0)
(E) ¢7(1,0,—1,0)

Solugdo. Como o conjunto {(1,4,0,0),(0,0,1,2 —i)} é obviamente LI, segue
que dim(V(1+1)) =2 e, como A é real, dim(V (1 — 7)) = 2, o que implica
que A é diagonalizavel sobre C. Assim, as solugdes complexas de X' = AX
sdo as combinacdes lineares de

e*94(1,4,0,0),  e1+940,0,1,2 — 1)
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e suas conjugadas. Temos
e(1494(1,4,0,0) = e (cost +isent)(1,1,0,0)

= ¢'(cost, —sent,0,0) + ie'(sent,cost,0,0)

e1+910,0,1,2 — i) = ef(cost +isent)(0,0,1,2 — )
=¢'(0,0,cost,2cost -+ sent)
+1e'(0,0,sent, — cost 4 2sent).
Logo, a solugdo real geral é
X(t) =e'(a(cost, —sent,0,0) + b(sent, cost,0,0)
+¢(0,0,cost,2cost+sent) +d(0,0,sent, — cost + 2sen t)),

coma,b,c,d € R.
Para a solugdo particular buscada, fazemos

(0,1,0,1) = X(0)
= a(1,0,0,0) + b(0,1,0,0) + ¢(0,0,1,2) + d(0,0,0, —1)
= (a,b,c,2c —d),
donde segue quea = c = 0,b = 1 ed = —1. Portanto, essa solugdo é
X(t) = e'(sent,cost, —sent,cost — 2sent).
Logo, X(t) = ¢™(0,—1,0, —1). Resposta: (A). O
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Um pouco mais sobre
determinantes

Neste apéndice apresentaremos, sem demonstragao, férmulas para o deter-
minante de uma matriz quadrada que podem ser tteis.

Nao serdo apresentadas demonstragdes. Para maiores detalhes, indica-
mos as obras [7], [1] e [5].

A.1 Cofatores

Dada uma matriz quadrada A = (a;;) € M, (R) e fixando i e j, denotaremos
por A;; a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida a partir de A removendo-se a i-
ésima linha e a j-ésima coluna de A. Por exemplo, se

entao

5 6 4 6 1 4
A11:|:8 9:|I A12:|:7 9:| e A32:|:3 6:|

O cofator (i,j) da matriz A € M,(R) é definido como sendo o nimero
dado por

Clj(A) = (—1)i+j det(AZ])
E possivel demonstrar que
det(A) =a11Cq1 (A) + IZ12C12(A) + -+ a1,Ci (A)
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Essa expressdo é usualmente chamada expansio do determinante de A por co-
fatores ao longo da primeira linha.

Também se pode provar que se na expressdo acima a primeira linha for
substituida por qualquer outra, o mesmo valor serd obtido, ou seja, vale

det(A) = a1Cii(A) + apCin(A) + - - - + aiuCin(A), (A1)

qualquer que seja i = 1,...,n. Essa formula chama-se expansio de det(A)
por cofatores ao longo da i-ésima linha.

Exemplo A.1.1. Calcule det(A) por expansdo em cofatores, com

1 2 -1
32 0.

1 3 —4

A=

Solucdo. Temos

2 0 3 0 3 2
All = |:3 _4:| s A12 = |:1 _4:| € A13 = |:1 3:| .

De modo que os cofatores da primeira linha sdo (usando a férmula vista no
Exemplo para matrizes 2 x 2)

Cll(A) == (—1)1+1 det(An) = det |:§ = —8,

0
—4
3 0

Cio(A) = (=112 det(App) = — det [1 _4}

12,

Cis(A) = (—1)'*3 det(Ars) = det ﬁ’ g] _7.

Assim, fazendo expansdo ao longo da primeira linha, obtemos, de (A.1)
com i =1 (e, claro, n = 3),

det(A) = 1C11(A) +2C12(A) + (—1)C13(4)
1 (=8)42-124(=1)-7
=9.

Vejamos que o mesmo niimero é obtido por expansao ao longo da se-
gunda linha. Como

2 -1 1 -1 1 2
A21=[3 _4], A22:[1 _4} e Ast[l 3],
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segue que
241 2 -1
C21(A) = (—1) det(A21) = —det 3 4 = 5,

Cn(A) = (—1)2+2 det(Azz) = det |} :411:| = =3,

Cos(A) = (—1)2*3 det(Ag) = — det E é] _ 1

Donde, usando, (A.1) com i = 2, obtém-se
det(A) =3Cy(A) +2Con(A) +0C3(A)
=3-5+42-(=3)+0-(—1)
=9,

conforme esperavamos. O

Se lembrarmos que o determinante de uma matriz é igual ao de sua
transposta, podemos obter o determinante, também, por expansdo em co-
fatores ao longo de colunas: dada A = (a;;) € M, (RR), temos

det(A) = a1jCyj(A) 4 a2jCoi(A) + - - - + a,;Cyj(A), (A.2)

para qualquerj=1,...,n.
As férmulas (A.1) e (A.2) sdo também conhecidas como férmulas de La-
place.

A.2 A regra de Sarrus

Dada uma matriz arbitréria 3 x 3

a1 a2 413
A= |axn ax ax3|,
az1 dszx 4ass
se calcularmos seu determinante por expansdo em cofatores ao longo da
primeira linha, obtemos

det(A) = a1 (a22a33 — u23a31)
+ a12(—a21a33 + axas1) + ai3(axas — axaz)
= (11422033 + 412023431 + 413421432
— 11423432 — 412021433 — 413022031
Essa ultima expressdo é conhecida como formula de Sarrus e pode ser me-
morizada lembrando que em cada termo com sinal positivo se multiplicam
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entradas ao longo de linhas diagonais com orientacdo NO-SE,

an a2 ai3
a ’ axz |, an ,
as3 a3 a3z
e cada termo com sinal negativo é o produto de entradas ao longo de linhas
diagonais com orientacdo NE-SO,

a1 ain a13
a3 |, 21 ’ a2
as2 ass as1
A férmula de Sarrus aplica-se exclusivamente a matrizes de tamanho
3 x 3. Para o calculo de determinantes de matrizes de tamanho maior, deve-
se utilizar as férmulas de Laplace ou o método, baseado em escalonamento,
visto na Se¢éo|1.3
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O posto de uma matriz

Veremos que a dimensao do espago gerado pelas linhas de uma matriz (seu
posto-linha) sempre coincide com a dimensdo do espago gerado por suas
colunas (o posto-coluna). Como consequéncia da demonstragdo desse fato,
obteremos um método de extracdo de bases a partir de conjuntos geradores.

B.1 Posto-linha e posto-coluna

Dada uma matriz

a1 alpp ... A1n

an1 ar ... Aoy
A=

Aml Am2 .. Amn

de My,»n(R), podemos considerar suas linhas como vetores de R" e suas
colunas como vetores de R™, da seguinte maneira: paracadai =1,...,m,
seja
U = (aillai2l oo /ain) € Rnr
e, paracadaj=1,...,n, seja
v; = (al]', azj, ... ,am]-) e R™.
Denotaremos por L(A) o subespaco de R”" gerado pelas linhas de A,
isto é,
L(A) = [ull U, oov, um] s
e por C(A) o subespago de R" gerado pelas colunas de A:
C(A) = [01, U2, ..., Un] .
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A dimensédo de L(A) serd denominada posto-linha de A e serd denotada
por pl(A). A dimensdo de C(A) é chamada posto-coluna de A e denotada

por pc(A).
Teorema B.1.1. Para qualquer A € My, xn(R), vale pl(A) = pc(A).

Demonstragido. Seja A € Myuxn(R) e seja R € My,xn(R) uma matriz es-
calonada obtida a partir de A por meio de uma sequéncia de operagdes
elementares sobre linhas (por exemplo, pelo processo de escalonamento).

Uma vez que as linhas de R sdo combinagdes lineares das linhas de A,
segue que L(R) C L(A). Como operagdes elementares sobre linhas podem
ser revertidas, A também pode ser obtida a partir de R por uma sequéncia
de operagdes elementares sobre linhas, e, portanto, temos, de fato, L(A) =
L(R). Em particular, pl(A) = pl(R).

Agora, como R é escalonada, suas linhas ndo nulas (que sdo aquelas que
contém pivods) sdo LI e, portanto, formam uma base para L(R). Logo, se R
tem r pivOs,

pl(A) =pl(R) =r. (B.1)
Considere, agora, o sistema linear homogéneo
AX =0. (B.2)

Uma solugdo (&g, az,...,a,) de (B.2) origina uma relagdo de dependéncia
linear entre as colunas de A:

n101 + apvp + - - - + a0y = O,

E, reciprocamente, qualquer relacdo de dependéncia linear entre as coluna
de A da origem a uma solugdo de A.
Assim, como tém as mesmas solugdes que o sistema linear ho-
mogéeneo
RX =0,

as rela¢des de dependéncia linear entre as colunas de A sdo as mesmas que
entre as colunas de R. Portanto, pc(A) = pc(R).

Cada coluna de R que ndo contém um pivd é combinacdo linear das
colunas que contém pivo e a precedem. Logo, C(R) é gerado pelas colunas
de R que contém pivds. Como essas colunas sdo, evidentemente, LI, elas
formam uma base para C(R). Sendo r o nimero de colunas de R com pivd,
segue

pc(A) =pc(R) =r. (B.3)

Juntando (B.1) e (B.3), obtemos pl(A) = pc(A). O
Defini¢do. Dada uma matriz A € M,;,x,(R), 0 posto de A é definido por
posto(A) = pl(A).
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Vimos, no Teorema [B.1.T} que o posto de A coincide com o posto-coluna
de A e com o niimero de pivOs de uma matriz escalonada obtida a partir de
A pelo processo de escalonamento. Em particular, posto(A) < min{m, n}.

Além disso, apesar de a matriz escalonada obtida por operagdes ele-
mentares sobre linhas a partir de A ndo ser tinica, por depender de esco-
lhas feitas ao longo do processo de escalonamento, o ndmero de linhas ndo
nulas dessa matriz (ou seja, o nimero de pivos dela) depende apenas de A,
pois coincide com o posto-linha de A.

Resumidamente, se R; e R, sdo duas matrizes escalonadas obtidas a
partir de A por meio de operacgdes elementares sobre linhas, ambas tém o
mesmo ndmero de linhas ndo nulas, mesmo ndo sendo, necessariamente,
matrizes iguais.

B.2 Aplicacao: Extracao de bases de conjun-
tos geradores

Voltando a demonstragdo do Teorema vimos que, dada uma matriz
A € Myxn(R),se R € My, »,(R) é uma matriz escalonada obtida a partir de
A por meio de uma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas, entdo
as relagdes de dependéncia linear entre as colunas de A sdo as mesmas que
existem entre as colunas de R. Vimos, também, que as colunas de R que
contém pivods formam uma base para C(R). Logo, ndo s6 é possivel concluir
que pc(A) = pc(R), como também que as colunas de A que ocupam as
mesmas posi¢des que as colunas de R que contém pivds formam uma base
para C(A).

O Teorema garantia que qualquer conjunto gerador finito de um
espaco vetorial contém uma base, porém sua demonstracdo nado fornecia
um método eficiente de se obter uma base a partir desse conjunto gerador
(ou, como também se costuma dizer, para se extrair do conjunto gerador
uma base) — era preciso investigar as relacdes de dependéncia linear exis-
tentes entre esses geradores. A observacdo que fizemos no paragrafo ante-
rior permite encontrar um procedimento eficiente, como veremos a seguir.

Método para extracao de uma base de um conjunto gerador de um
subespaco. Sejam vy, v, ...,v, € R™ e considere o subespaco

S=1lvy, vy ..., 04

de R™. Seja A € My x»(R) a matriz que cujas colunas sdo vy, vy, ..., 0y, €
seja R € Myxn (R) uma matriz escalonada obtida a partir de A por meio de
uma sequéncia de operagdes elementares sobre linhas (por exemplo, pelo
processo de escalonamento). Entdo, como acabamos de ver, uma base de S
¢ formada pelos vetores v; tais que a j-ésima coluna de R contém um pivd.
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Exemplo B.2.1. Voltemos ao Exemplo em que se pedia uma base para
o subespaco S = [uy, u, us, us] de R>, em que

u; = (1,0,—-1,2,0), u; = (2,1,3,0,0),

uz =(0,1,-5,4,0), us = (1,0,—11,10,0).
Aplicando o método que acabamos de descrever, devemos construir uma

matriz 5 X 4 cujas colunas sdo os vetores uy, uy, U3, us € submeté-la ao pro-
cesso de escalonamento:

1 2 0 1 1 2 0 1
0 1 1 0 0o 1 1 0
-13 -5 11| =+ (0 5 -5 -10
2 0 4 10 0 —4 4 8
0 0 0 0 0 0 O 0

1 2 0 1 12 0 1

01 1 0 01 1 0

- {0 0 -10 -10y —+ |0 0O —10 -10

00 8 8 00 O 0

00 O 0 00 O 0

Os pivos da matriz escalonada obtida ao final do processo estdo destacados

em vermelho; eles ocorrem nas colunas 1, 2 e 3. Logo, {u1,up, u3} é uma

base de S. O

Exemplo B.2.2. Encontre uma base para o subespago S = [A] de R, em que
A=1{(1,0,-1,2,0), (21,3,8,0), (3,1,2,10,0), (0,1,6,4,0) },

que esteja contida em A.

Solugdo. Procedemos conforme o método apresentado, sujeitando a matriz
cujas colunas sdo os elementos de .A ao processo de escalonamento:

1 2 3 0 1 230 1230
0 1 1 1 0111 0111
-1 3 2 6[{ =105 5 6/ —=1]0 0 01
2 8 10 4 0 4 4 4 0 00O
0 0 0 O 0 00O 0 00O

Como os pivds da matriz escalonada ocorrem nas colunas 1, 2 e 4, segue
que uma base de S é formada pelos primeiro, segundo e quarto elementos
do conjunto A: {(1,0,-1,2,0),(2,1,3,8,0),(0,1,6,4,0) }. O

Observagido. O método descrito e ilustrado acima aplica-se a subespagos do
espago vetorial R™. Ele, na verdade, pode se aplicar a qualquer subespago
de um espaco de dimensdo finita, uma vez fixada uma base ordenada e
trabalhando em coordenadas.
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Mais detalhadamente, seja V um espago vetorial de dimensdo finita
igual a m e seja B uma base ordenada de V. Dados vy,v3,...,0, € V,
considere o subespago S = [v1,0y,...,0,] de V. Tome, agora, para cada
j=1,...,n,as coordenadas de v;j em relagéo a base B:

Z)j = (Ellj, azj, e ,ﬂm]')g,

e construa a matriz A € men(]R) que contém, em sua j-ésima coluna, as
coordenadas de v; em relagéo a base B:

a1 alpp ... A1n

an ay ... Aoy
A=

Aml Am2 .. Amn

Uma base para S € formada por aqueles vetores v; tais que a coluna j
da matriz escalonada obtida a partir de A pelo processo de escalonamento
contém um pivo. O

315






Um pouco sobre funcoes

Este apéndice tem por objetivo recordar alguns conceitos, provavelmente
conhecidos do leitor, a respeito de fun¢des entre dois conjuntos. Dare-
mos especial aten¢do aos conceitos de injetividade e sobrejetividade e a
condigdes equivalentes a eles envolvendo a no¢do de composi¢do de fun-
coes.

C.1 Definicoes

Para o que faremos neste apéndice, um conceito intuitivo da ideia de con-
junto serd suficiente; podemos pensar que um conjunto é apenas uma co-
lecdo de objetos, ndo estando presente nenhuma estrutura adicional envol-
vendo seus elementos.

A primeira no¢do de que precisaremos é a de produto cartesiano en-
tre dois conjuntos. Se X e Y sdo conjuntos, o produto cartesiano X X Y é o
conjunto formado por todos os pares ordenados (x,y),comx € Xey €Y.

Dados conjuntos X e Y, uma fungio de X em Y é, por definigdo, um
subconjunto f do produto cartesiano X x Y com a propriedade de que para
todo x € X, existe um tnico y € Y tal que (x,y) € f.

Essa é a definicdo formal de funcdo, mas veja que ela coincide com a
nogao intuitiva que o leitor deve ja ter: uma fun¢do tem um dominio — o
conjunto X —, um contradominio — o conjunto Y — e uma “regra”, que
associa a cada elemento do dominio um elemento do contradominio, cha-
mado sua imagem. Na defini¢do formal, a “regra” nada mais é do que
a listagem completa de todo os elementos do dominio acompanhados de
suas respectivas imagens, ou, em outras palavras, a listagem completa dos
pares (x,y), para todos os pontos x € X, em que y é a imagem, por f, de x.
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Para nos aproximarmos da nota¢do com a que o leitor provavelmente é
mais familiar, escreveremos f(x) = y para denotar que (x,y) € f, e indi-
caremos o fato de f ser uma fun¢do com dominio X e contradominio Y por
f: X—=Y.

Comegamos por introduzir alguma nomenclatura usualmente utilizada
no estudo de fung¢des. Uma fungdo f: X — Y é dita
e injetora se, para todos x1,x2 € X, x1 # xp implicar f(x1) # f(x2);

e sobrejetora se, para todo y € Y, existir (a0 menos um) x € X tal que
y=fx);
e Dbijetora se for injetora e sobrejetora.

As condigoes de injetividade e sobrejetividade sdo completamente in-
dependentes.

Exemplo C.1.1. A fungdo f: {1,2,3} — {4,5,6,7}, definida por
f) =4, f2)=5  fB)=6

é injetora, mas ndo é sobrejetora (porque nio existe x € {1,2,3} tal que
f(x)=7).
A fungdo g: {1,2,3} — {4,5}, definida por
g)=4 g2)=4  B)=5
é sobrejetora, mas nao € injetora (pois g(1) = g(2), apesar de 1 # 2).
A funcdo h: {1,2,3} — {4,5,6}, definida por
h(1) =4, h(2) =5, h(3) =6,

é bijetora. O

Dizemos que duas fungdes f: X — Y e g: Z — W sdo iguais, e, neste
caso, escrevemos f = g,se X =Z,Y = We f(x) = g(x), para todo x € X.
(Dito de outra forma, f e g sdo iguais se tiverem mesmo dominio, mesmo
contradominio e as imagens de cada ponto do dominio comum coincidi-
rem.)

C.2 Composicao de funcoes

Se X,Y,Z sdo conjuntos e f: X — Y e g: Y — Z sdo fungdes, pode-se
definir a funcdo composta g o f: X — Z, dada por

(80 f)(x) =g(f(x)),
para todo x € X.

Observe que esta definigdo funciona bem, uma vez que para todo x € X,
temos f(x) € Y, que é o dominio da funcgéo g.
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Exemplo C.2.1. Considere a fungédo f: {1,2,3} — {4,5,6,7}, definida por
f)=7, f2)=4  fB)=6
ea fungdo g: {4,5,6,7} — {8,9}, definida por
g4) =8 ¢g(5=8 g6)=9,  g(7)=8
Como o contradominio de f (que é o conjunto {4,5,6,7}) coincide com
o dominio de g, a fungdo composta g o f estd definida, tem dominio coinci-

dente com o dominio de f, contradominio coincidente com o contradominio
de g (em simbolos, g o f: {1,2,3} — {8,9}) e é definida por

(gof)(1) =g(f(1)) =g(7) =8,
(g0 f)(2) =5(f(2)) =g(4) =8,
(g0 f)(3) =g(f(3)) =g(6) =9.

E possivel fala na fungao composta f o g? O

A operagdo de composi¢do de fungdes é associativa, no sentido de que
sef: X—=Y,8:Y—=Zh: Z— W,entdo

(hog)of =ho(gof),
uma vez que ambas tém dominio X e contradominio W, e as imagens por
cada uma delas em um elemento x € X é igual a h(g(f(x))).
Mas a operagdo de composigdo ndo é comutativa. Isso quer dizer que se
f: X = Yeg:Y — X, entdo as composicdes g o f e f o g estdo ambas
definidas, mas, em geral, go f # f o g. Isso é claro quando X # Y. Mas,
mesmo quando X =Y, go f e f o g ndo costumam coincidir.

Exemplo C.2.2. Considere a fungdo f: {1,2,3} — {1,2,3}, dada por
f)y=2,  f(2)=3  f@B)=1,

ea funcdo g¢: {1,2,3} — {1,2,3}, dada por
g1)=1, ¢g(2)=3  gB) =2

Entédo, go f e f o g estdo, ambas, definidas, tém dominios e contradominios
coincidentes, mas, como, por exemplo,

(80 f)(1) =3#2=(fog)(1),
temosgo f # fog. O

Dado um conjunto X, chamamos de fungio identidade do conjunto X a
fungdo idx: X — X definida por idx(x) = x, para todo x € X. Claramente,
idx é uma fungdo bijetora.

As fungoes identidade funcionam como “elementos neutros” para a
composicdo: se X e Y sdo conjuntos e f: X — Y é uma fungdo, entdo

foidx = f e idyof = f.
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Exercicio. Sejam X,Y,Z conjuntos e sejam f: X — Y, g: Y — Z funcdes.
Demonstre as implica¢des abaixo.

(i) Se f e g sdo injetoras, entdo g o f é injetora.

(ii) Se f e g sdo sobrejetoras, entdo g o f é sobrejetora.
(iii) Se g o f é injetora, entdo f € injetora.

(iv) Se g o f é sobrejetora, entdo g é sobrejetora.

Fungdes bijetoras sdo inversiveis no sentido de que se f: X — Y é uma
fungdo bijetora, entdo existe uma fung¢do g: Y — X que “desfaz o que f
faz”, mais precisamente

Proposicao C.2.3. Sejam X e Y conjuntos e seja f: X — Y uma fungio bijetora.
Entdo, existe uma tinica fungio g: Y — X tal que go f =idx e f o g = idy.

Essa fung¢do g é chamada de fungio inversa da funcdo f e é comumente
denotada por 1.

Demonstragido. A fim de definir ¢: Y — X, para cada y € Y é preciso de-
finir o elemento de X dado por g(y). Como f é sobrejetora, existe um ele-
mento x € X tal que f(x) = y. De fato, s6 temos uma escolha para tal x,
pois se X' € X também satisfaz f(x') = y, entdo x = x’, uma vez que f ¢,
também, injetora. Com este elemento x em mdos, definimos g(y) = x.
Tendo a funcdo g ja definida, verifiquemos que ela satisfaz as condigdes
desejadas.
Para cada x € X, temos f(x) € Y e, segundo a definicdo de g, g(f(x)
x', em que x’ € X é tal que f(x') = f(x). Mas, como f é injetora, x’
Portanto, para todo x € X, temos g(f(x)) = x. Logo, g o f = idx.
Para a outra composta, tome y € Y. Entdo g(y) = x, em que x € X é tal
que f(x) = y. Portanto, f(g(y)) = f(x) = y. Isso prova que f o g = idx.
Finalmente, mostremos a unicidade de g. Sejah: Y — X talque ho f =
idx e f oh = idy. Entdo,

g=goidy =go(foh)=(gof)oh=idxoh=h,

0 que prova que g é a tinica fungdo que satisfaz ambas as condigdes. O

~—

X.

Em resumo, foi mostrado que se f: X — Y é uma fungdo bijetora, entdo
existe a fungdo inversa f1: Y — X de f, e essa funcio satisfaz a seguinte
condigdo: para todos x € X ey € Y, temos

f(x) =y se ,esomentese, f (y)=x.
Exercicios. Sejam X,Y,Z conjuntos e sejam f: X — Y,g: Y — Z funcdes.
Demonstre as implica¢des abaixo.
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(i) Se f ébijetora, entdo a fungio inversa f~!: Y — X também é bijetora e
fFH=F

(ii) Se f e g sdo bijetoras, entdo a fun¢do composta go f: X — Z também é
bijetorae (go f)™ 1 = flog™ L.
Terminamos observando que a Proposigao tem uma reciproca:

Proposicdo C.2.4. Sejam X e Y conjuntos e seja f: X — Y uma fungdo. Se
existem fungdes g, h: Y — X tais que go f = idx e foh = idy, entdo f é
bijetorae f~! = ¢ = h.

Demonstragdo. Como go f = idx, segue que f é injetora (pois idx é inje-
tora). Como f o h = idy, segue que f é sobrejetora (pois idy é sobrejetora).
Logo, f é bijetora. Além disso,

g=goidy =g¢o(foh)=(gof)oh=idxoh=h.
Finalmente, pela unicidade da inversa, f ! = g. O

321






Polindmios e suas raizes (reais
e complexas)

Este apéndice contém alguns resultados a respeito de raizes e fatoragdes
de polindmios comumente cobertos nos cursos de matematica no Ensino
Médio, além de alguns fatos conhecidos sobre nimeros complexos.

Na tltima se¢do, usam-se informagdes das se¢des anteriores para se de-
monstrar que matrizes reais simétricas s6 tem autovalores reais.

D.1 Polinomios com coeficientes reais

Todos os polindmios de que trataremos nesta segdo terdo coeficientes reais,
isto é, serdo fungdes f da forma

f(t) =ap+at+---+aut",
com ag,ai,...,a; € R.
Dado um polinémio f(t) = ag + a1t + - - - +a,t", se a, # 0, dizemos que
f tem grau n e chamamos a, de coeficiente lider de f. Se f é um polindbmio
de grau n, escreveremos gr(f) = n. Por convengédo, ndo se define o grau do
polinémio nulo.

Lembre que o produto entre dois polindmios é, novamente, um po-
lindbmio que é obtido por distributividade, utilizando as identidades

pHm = pntn e at = ta, paratodoa € R.
Por exemplo, se p, q sdo os polindmios dados por
p(t) =1+2t+3% e q(t) = —t+5¢,
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entdo, para encontrar o produto pg, fazemos
p(t)g(t) = (142t 4 3t2)(—t +5t%)
= 1(—t +5t°) + 2t(—t + 5t7) + 3t*(—t + 5¢°)
= —t 565 — 22 + 10t* — 3> + 15¢°
= —t — 22 4267 + 10t* + 15¢°,
que tem coeficiente lider 15 e grau 5.

Assim, se f e g sdo polindmios ndo nulos, o coeficiente lider do pro-
duto fg serd igual aos produtos dos coeficientes lideres de f e de g. Em

particular, gr(fg) = gr(f) gr(g)-

Se f(t) = ap+ a1t + - - - + a,t" é um polinémio e B € R, serd deno-
tado por f(B) o ntmero real obtido pela substitui¢do por f da variavel ¢ na
expressdo de f(t) :

f(B) =ap+ap+---+a,p".
E facil ver que se f, g, h, p sdo polindmios tais que
h=fg e p=f+g

entao

h(B)=f(B)g(B) e p(B)=f(B)+g(B)

para todo g € R.

Dados dois polindmios f, g, dizemos que f é divisivel por g se existir
um polindémio h tal que f = gh. Um caso particular de divisibilidade entre
polinémios é o seguinte.

Lema D.1.1. Seja B € R. Entdo, para todo inteiro positivo n, o polindémio t" — p"
é divisivel por t — B.
Demonstragio. Segue da identidade
M ,3” _ (t _ ,B)(tn_l + ‘Btn—Z —|—,thn_3 N ﬁn—2t+ ‘Bn—l),
que pode ser verificada efetuando-se o produto. O

Dado um polinémio f, dizemos que um nimero real 3 é raiz de f se

f(B) =0.

Proposic¢do D.1.2. Seja f um polindmio de grau maior do que zero e seja p € R.
Entdo, B é raiz de f se, e somente se, f for divisivel por t — .

Demonstragio. Se f é divisivel por t — B, entdo existe um polindomio g tal

que jcfl(t}Z g(t)(t — p). Assim, f(B) = g(B)(p — B) = g()0 = 0. Logo, p ¢
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Para a reciproca, observe que t — 8 divide f(t) — f(B), uma vez que se
f(t) =ap+ait + - - -+ a,t", entdo

F(8) = f(B) = ar(t = B) +aa(t — ) + -+ an(t" — ).
Pelo Lema cada um dos termos no lado direito da igualdade é di-
visivel por t — B, o que faz a soma ser divisivel por t — f. Em particular, se
f(B) =0, entdo f é divisivel por t — . O

Assim, uma vez encontrada uma raiz f de um polindmio f, a busca
pelas demais raizes (se existirem) se reduz a busca das raizes de um po-
linémio g que, por satisfazer f(t) = (t — B)g(t), tem grau menor do que
o de f (precisamente, gr(g) = gr(f) — 1). Iterando esse processo, no caso
em que cada um dos quocientes tiver pelo menos uma raiz, obtém-se uma
fatoragdo completa de f como um produto de polindmios de grau 1:

f(t) = alt = B2)" (£ = B2)™ ... (£ = Br)™,
emquea € Re By, ..., Bk sdo as raizes distintas de f.

Para cadai = 1,...,k, o expoente r; é chamado multiplicidade de B;
como raiz de f. Mais geralmente, mesmo que f ndo se fatore completa-
mente como produto de fatores de grau 1, se p é uma raiz de f, dizemos
que B tem multiplicidade 7 se (t — B)" divide f, mas (t — B)"*! nao divide

f.

A tarefa de encontrar as raizes (se existirem) de um polindmio é dificil,
mas ha alguns testes que podem ser realizados em alguns casos. Por exem-
plo, 0 é raiz de um polinémio f se, e somente se, o coeficiente do termo de
grau 0 em f forigual a 0. Para polindmios com coeficientes inteiros, quando
isso ndo ocorre, ha ainda um teste ttil para as possiveis raizes racionais.

Proposigdao D.1.3. Seja f(t) = ag + ayt + axt? + - - - + a,t" um polindmio de
grau maior ou igual a 1 cujos coeficientes sio todos niimeros inteiros, com ag # 0 e
a, #0.Sep = g é uma raiz racional de f, com r e s inteiros relativamente primos,
entdo r divide ag e s divide ay,.

Demonstragdo. Como B = { éraiz de f, temos
2 n
r r 7
ao+ms oz +etang = f(p) =0.
Multiplicando essa igualdade, em ambos os lados, por s”, obtemos

ags" + arrs" 4 apr?s" 2 4 - 4 a1 s 4+ ar™ = 0. (D.1)

Assim, ags" = r(—ays" ! —aprs" 2 — - —a,_11""2s — a,#"*1). Portanto, r

divide o inteiro aps". Como r e s sdo primos entre si, segue que r divide ao.

De (D.I) também obtemos a,r" = s(—aps" ! — ajrs" 2 — - —a, "),
donde, usando novamente que r e s sdo primos entre si, segue que s divide
a,. O
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Essa proposi¢do permite a seguinte estratégia: se f(t) = ap+ a1t +-- -+
a,t" é um polindmio com coeficientes inteiros, com ag #= O e a, # 0, e f tiver
uma raiz racional §, entdo

r e L 1
B e {— | red1v1sordea0esed1v1s0rdean},
S

um conjunto finito que pode ser inspecionado por substituigdo de cada um
de seus elementos em f.

Exemplo D.1.4. Encontre as raizes de f(t) = 3t> + 4t> — 6t — 8.

Solucido. Os divisores inteiros de —8 sdo +1, 42, +4, +8 e os de 3 sdo +1, +3.
Assim, se f tiver raizes racionais, elas estardo no conjunto

1 2 4 8
{il,iZ,j:AL,i8,j:3,j:3,i3,j:3}.

Verificando cada um desses dezesseis valores, encontramos f (—%) = 0.
Logo, t + 3 divide f e obtemos a fatoragdo f(t) = 3(t + 3)(t> — 2). Como
as raizes de 2 — 2 sdo ++/2, obtemos

f(t):3<t+§> (t—V2)(t+Vv2),

uma fatoragdo completa de f como produto de fatores de grau 1. O

D.2 Polindmios com coeficientes complexos

Nosso objetivo, nesta se¢do, serd apresentar o Teorema Fundamental da
Algebra. Para tanto, iniciamos com uma recordagdo breve do conceito de
niimero complexo e algumas de suas caracteristicas.

Um niimero complexo é uma expressdo da forma a 4 bi, com a,b € R
e i um simbolo, apenas. Dois nameros complexos a + bi e a’ + b'i, com
a,a’,b,b’ € R, sdo iguais, por defini¢do, se a = a’ e b = V. O conjunto de
todos os nimeros complexos serd denotado por C.

Definem-se operagdes de soma e multiplicagdo entre ndmeros comple-
X0Ss por

(a+bi)+ (@ +Vi)=(a+a)+ (b+1)i

(a+bi)(a' +b'i) = (aa’ — bb') + (ab’ + a'b)i,
coma,a’,b,b' € R[]

1Um modo um pouco mais formal de definir o conjunto dos nimeros complexos é
dizer que ele coincide com o conjunto R?, dos pares de ntimeros reais, isto é, considerar a
identificagdo do namero complexo 4 + bi com o par de ntimeros reais (4, b). Por meio desta
identificagao, obtemos que C nada mais é do que o espago vetorial R? no qual estd definido
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O ntimero complexo 0 + 0i sera denotado por Oc, e o nimero complexo
1+ 01, por 1c.

Dado um ntmero complexo z = a + bi, com a,b € R, o oposto de z é
definido (e denotado) por —z = (—a) + (—b)i, e se z # O¢, o inverso de z é
definido (e denotado) por z71= aZin + (— = ibz)i.

Dotado das operagdes definidas acima, C é o que se chama, em algebra,
de um corpo, ou seja, as operagdes satisfazem as seguintes condicoes:

(1) z1 + (z2 4+ 2z3) = (21 + 2z2) + 23, para todos z1, 22,23 € C;
2
3
4

z1 + zp = zp + z1, para todos z1,z2 € C;
z+40¢c =z, paratodoz € C;
z+ (—z) = O¢;

6
7
8

Z12p = 221, para todos z1,z; € C;

2)

©)

(4)

(5) z1(z223) = (z122)z3, para todos z1, 22,23 € C;

(6)

(7) z1(z2 + z3) = 2120 + 2123, para todos z1, 22,23 € C;
(8)

zl¢ =z, paratodoz € C;
(9) sez # Oc, entdo zz~! = 1¢.

Para se convencer da validade de cada uma das condi¢ées acima, o lei-
tor deve procurar demonstra-las.

Dado um ntmero complexo z = a + bi, com a,b € R, define-se o conju-
gado de z como sendo o ntimero complexo Z = a — bi. Note que zZ = a* + b?
é um nimero real ndo negativo. Define-se o mddulo (ou o valor absoluto, ou,
ainda, a norma) do niimero complexo z = a + bi, com a,b € R, por

z| = Vzz = Va? + b2

iR — C
a — a-+0i

que é obviamente injetora e que “respeita” as operagdes, no sentido de que
a+a)=(a+d)+0i=(a+0i)+ (a' +0i) = i(a) +1(a")

Existe uma funcao

(aa") = (aa’) +0i = (a+0i)(a’ + 0i) = 1(a)i(a’),
para todos a,4" € R. Se identificarmos cada nimero real a com sua ima-
gem ((a) em C, podemos considerar R como um subconjunto de C, de
modo que as operagdes em C estendem as operagdes em R. Por meio desta

uma multiplicacdo dada por (a,b)(a’,b') = (aa’ — bV, ab’ + a’b). Observe que, por meio
desta abordagem, o simbolo i fica identificado com o vetor (0, 1).
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identificacao, temos Oc =0,1c = 1ei?> = —1. Além disso, se z€Cez #0,

entdoz™! = ‘Zz Por exemplo, como |i|> = 1, segue i ! = #1 —i.

Também imitaremos a notagdo usualmente utilizada para nameros reais
e escreveremos = para denotar o nimero complexo zw ™!, em que z,w € C
ew # 0.

Sez = a+bi, coma,b € R, é um nimero complexo, a é chamada
parte real de z e b, parte imagindria de z. Utilizaremos as seguintes notagdes:
Re(z) = a eImag(z) = b.

Algumas das propriedades das operagdes, da conjugagdo e da norma
estdo listadas na proposi¢do a seguir, cuja demonstracdo fica a cargo do
leitor.

Proposicdo D.2.1. Sejam z,w € C. Valem:
(i) z=

(ii) z = z se, e somente se, z € R;

(i) z+w=z4+wW e zw =z W,

(iv) —z Ze?:il,sezyéo,
(v) zz =

(vi) |zw| = [z]|w|;

(vii) Re(z) = 3(z+2) e Imag(z) = %:(z —2);
(viii) |z +w]| < |z| + |w|.

A teoria de polindmios pode ser reproduzida para dar conta de po-
lindbmios cujos coeficientes sdo nameros complexos, isto é, polindmios da
forma

f(t) =20+ z1t + 2ot + - - - + z,t",

em que 2o, 21, ...,z € C.
Um ntmero complexo w é uma raiz de f se f(w) = 0. Continua vélida
a Proposicdo w é raiz de f se, e somente se, f for divisivel por t — w
Uma observagdo relevante a respeito de raizes complexas de um po-
lindbmio com coeficientes reais é a seguinte

Proposicao D.2.2. Seja f um polindmio com coeficientes reais. Se w € C é raiz
de f, entdo w também é raiz de f.

Demonstragio. Suponha que

f(t) =ap+at+ -+ ayt",
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com ag,ay,...,4, € R. Entdo, ag + myw + - - - + a,w" = f(w) = 0. Conju-
gando, e utilizando a Proposicao sempre que preciso, obtemos

0=0=agtaw+ - taw' =ag+a{@+ - +a, 0"

=ap+mW+ - +a, 0" = f(@),

ja que, para cada i = 0,...n, sendo a; um nimero real, vale a; = a;. Logo,
w é raiz de f. O

Costumamos dizer que as raizes complexas de um polindmio com coe-
ficientes reais vém “aos pares”, cada raiz acompanhada de sua conjugada.

Todo polindmio com coeficientes reais tem raizes complexas. Na ver-
dade, vale mais: todo polindmio com coeficientes complexos tem raizes
complexas. Esse é o contetido do préximo resultado, comumente chamado
Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema D.2.3. Todo polindmio de grau maior ou igual a 1 com coeficientes com-
plexos tem, pelo menos, uma raiz complexa.

A demonstragio do Teorema Fundamental da Algebra foge ao escopo
destas notas, mas pode ser encontrada em livros de graduagdo de Analise
Complexa.

Uma consequéncia desse resultado é a seguinte.

Coroldrio D.2.4. Se f é um polinomio de grau n, maior ou igual a 1, com co-
eﬁcientes complexos, entdo existem z,wy, W, ..., w, € C, ndo necessariamente
distintos, tais que f(t) = z(t —wq)(t —wa) ... (f — wy).

Demonstragio. Pelo Teorema f tem uma raiz w; € C, o que implica
que t — w; divide f. Assim, existe um polindmio ¢ com coeficientes com-
plexos tal que

f() = (¢ —wi)g(t).
Note que gr(g) = gr(f) —1=n—1.
Se gr(g) # 0, entdo, o Teorema aplicado ao polinémio g garante

a existéncia de uma raiz w, € C dele. Portanto, existe um polinémio & (de
grau n — 2) tal que g(t) = (t — wy)h(t). Isso implica

f() = (t—wi)g(t) = (£ = wr)(t — w2)h(t).
Repetindo esse processo, chegaremos a uma fatoragdo da forma
f) = (t=wi)(t —w2)... (¢t —wa)p(t),

com gr(p) =0, isto é, p(t) = z, para algum z € C. O
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D.3 Autovalores de matrizes simétricas

Nosso objetivo, nesta segdo, serd demonstrar que os autovalores de uma
matriz real simétrica sio nimeros reais.

Aqui, faremos uso da notagdo P para denotar a matriz conjugada da
matriz complexa P = (;;) € Muxn(C), isto é, P = (@) € Muyxn(C).
Fica claro que P = P e que P' = Pt. Ainda, P = P se, e somente se,
P € Myuxn(R), isto é, as entradas de P sdo todas reais. Finalmente, se o
produto PQ esta definido, entédo é facil ver que PQ = P Q.

Seja A € M, (IR) uma matriz simétrica cujas entradas sdo ntimeros reais
e seja ¢ € C um autovalor complexo de A, isto é, ¢ é um escalar complexo
que satisfaz Av = v para algum vetor v € M,,»1(C) ndo nulo. Considere-
mos a matriz 1 x 1 dada por z = ot Av. Temos, por um lado,

z = 0'Av = 0'¢v = {0'.

Ou seja, z = &x, em que x = T'v é uma matriz 1 x 1 cuja tinica entrada
é nimero real ndo nulo, pois é a soma dos quadrados das normas das en-
tradas de v, que é ndo nulo. Por outro lado, como z é uma matriz 1 x 1,
vale

==ttt gttt

Z=2Z =0Av =0 A7 =TAv =2z
pois, por hipétese, A= 4, ja que A é simétrica e tem entradas reais. Identi-
ficando matrizes 1 x 1 com sua tinica entrada, isso quer dizer que o nimero
complexo z = ¢x coincide com seu conjugado; logo, é real. Como x é um
real ndo nulo, segue que ¢ = zx ! é real.

Da discussdo do paradgrafo anterior, conclui-se que todo autovalor com-
plexo de uma matriz real simétrica A é um ntimero real. Juntando este fato
com o fato de que A sempre tem pelo menos um autovalor complexo — ja
que, pelo Teorema Fundamental da Algebra (Teorema , pa tem pelo
menos uma raiz complexa —, segue que A tem pelo menos um autova-
lor real. (Na realidade, obtivemos mais: fodos os autovalores de qualquer
matriz real simétrica sdo reais.)
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