MAT3458 — ALGEBRA LINEAR II
32 Lista de Exercicios — 22 semestre de 2020

. No R* com o produto interno usual, considere o subespaco W = [(1, 1,0,0,),(0,1, -1, 1)]
(i) Determine bases ortonomais B e B’ para W e W+, respectivamente.

(ii) Sendo T: R* — R* o operador linear dado por T'(v) = projy, v, determine a matriz de T' em
relacao a base BU B'.

(iii) Quais sdo os autovalores de T? E T diagonalizavel?

. Considere R? munido do produto interno usual e seja T': R? — R? o operador linear definido por
T(z,y,z) = (x — 2y, -2z +y, —z), para todos z,y, z € R. Estd correto afirmar que

(a) T é simétrico.

(b) o polindémino caracteristico de T possui uma Unica raiz real.
(c
(d

(e) T possui dois autovalores distintos A1 e Ay tais que dim(V()\l)) =1le dim(V()\g)) =1.

)

)

) T néo é injetor.
) T possui trés autovalores distintos.
)

. Considere o espaco vetorial R? munido do seu produto interno canénico. Seja T: R?® — R? o

1 0 1
operador linear tal que [T]p = [0 —1 0|, em que B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}. Considere
1 0 1

as seguintes afirmacoes:
(I) T nao é simétrico, mas é diagonalizdvel.
(IT) T é simétrico.

(III) T nao é diagonalizédvel.
Estéa correto o que se afirma em

(a
(b

) (I) e (IIT), apenas.

) (
(c) (II) e (III), apenas.
(d) (

) (

IT), apenas.

d) (I), (II) e (III).
(e) (I), apenas.
. Seja V um espago vetorial de dimensao finita com produto interno. Seja W um subespago de V' e
seja T: V — V o operador linear de V definido por T'(v) = projy, v, para todo v € V.
(i) Prove que T? =T.
(ii) Prove que Ker(T) = W+ e Im(T) = W.

(1 0 0 0 0]
0 1 0 0 0
(iii) Prove que existe uma base ortonormal B de V tal que [T]p = [0 0 ... 1 0 ... 0f,
0 0 0 0
0 0 0 0 0)

onde o nimero de 1’s na diagonal é igual & dimensao de W.

(iv) Prove que T' é um operador simétrico.



5. Seja V um espago vetorial com produto interno () e sejam wy,ws € V vetores nao nulos. Defina
T:V — V por T(v) = (v,w;1) we, para todo v € V. Prove que T é um operador simétrico se, e
somente se, wy e wy sdo linearmente dependentes. (Sugestdo: Para uma das implicagbes, use a
desigualdade de Cauchy-Schwarz.)

6. Considere o espago vetorial R? munido do seu produto interno canénico e a base B = {(—1,1), (1,2)}
de R2. Considere as seguintes afirmacoes sobre o operador linear T: R?> — R2 cuja matriz em

relagdo a base B é <_41 _11):

(I) T é simétrico.
(IT) T nao é diagonalizdvel.

(IIT) T é diagonalizével, mas nao é simétrico.
Assinale a alternativa correta.

(a) Apenas a afirmacao (II) é verdadeira.

(b) Apenas as afirmagoes (I) e (II) sao verdadeiras.

(c) Apenas a afirmagao (III) é verdadeira.

(d) Nenhuma das afirmagoes é verdadeira.
)

(e) Apenas a afirmagcéao (I) é verdadeira.

7. Suponha que R? esteja munido de um produto interno (, ) e que a base B = {(1, —1), (1, —2)} seja
ortonormal em relagao a (,). Seja T: R? — R? o operador linear cuja matriz em relagao a base

.. (0 . ~
canodnica é (O 5 >, e seja C a base de R? dada por C = {(%, O) , (%, —\%) } Em relacao ao

produto interno ( , >, pode-se afirmar corretamente que
(a) T néo é simétrico, C nao é ortonormal e [T']¢ é diagonal.
(b) T nao é simétrico, C é ortonormal e [T]¢ é diagonal.
(¢) T é simétrico, C é ortonormal e [T]¢ ndo é diagonal.
(d) T é simétrico, C é ortonormal e [T]¢ é diagonal.
(e) T é simétrico, C néo ¢é ortonormal e [T]|¢ é diagonal.
8. Considere R* munido do produto interno usual, e seja 7': R* — R* um operador linear satisfazendo
as seguintes condigoes:
e 0s Unicos valores préprios de T sao 2 e —2;
e T é simétrico;
e V(2)=[(0,1,1,0),(0,0,0,1),(1,0,0,1)].
Entao, T'(3,-2,2,3) é igual a

9. No R* com o produto interno usual, seja T: R* — R* o operador linear que satisfaz
1 0 00
0 2 1 1
[Tlean = 01 2 1|’
01 1 2

onde can denota a base canonica de R*.



(i) Mostre que T é diagonalizavel.
(ii) Ache uma base ortonormal B de R* tal que [T]p seja diagonal.

(iii) Ache uma matriz real invertivel M tal que M ~![T)canM seja diagonal.

10. Seja T: R?® — R3 a transformacao linear definda por

11.

12.

13.

14.

T(z,y,z) = (4dx + 2y + 2z, 62 + 22,12z + 4y + 22),
para todo (z,y,2) € R3.

(i) Ache uma base de R? formada por autovetores de 7T

(ii) Considerando R? com o produto interno usual, mostre que nio existe uma base ortogonal
formada por autovetores de T'. (Se ortogonalizarmos a base encontrada em (i) ndo obteremos
uma base formada por autovetores de T. Por qué?)

Seja T: R?* — R?® um operador linear cujos valores préprios sdo 2,—3 e 0 e tal que V(—3) =
[(1,1,1)] e V(2) = [(1,0—1)]. Sabendo que M*[T]canM é diagonal, onde can indica a base
canénica de R? e

U T
V2 V3 Vg
M=|0 S =
B
V2 V3B Ve

responda ao que se pede.
(i) Encontre a expressao de T'(z,y, 2).
(i) E T inversivel? Justifique.
(iii) B v = (1,-2,1) um vetor préprio de T? Justifique.

No R? com o produto interno usual, seja T: R? — R3 o operador linear dado por
T(Cﬂ, Y, Z) - (:L' - 2y7 —2z + Y, 72)7
para todo (z,y,z) € R3.

(i) Verifique que T' é simétrico.
(ii) Determine uma matriz M tal que M*[T]c.nM seja diagonal.
Sejam U um espago vetorial de dimensao finita munido de um produto interno, 7: U — U um

operador linear e u e v autovetores de T' associados respectivamente a autovalores distintos A e p.
Considere as seguintes afirmacoes:

(I) Se dimU =3 e dim V() = 2, entdo T ¢ diagonalizivel.
(IT) Se T é simétrico, entdao V(A\) = V(p)*.
(IIT) Se (u,v) =0, entdo T é simétrico.
Esté correto o que se afirma em
(a)
(b)
(c)
)
)

I) e (IIT), apenas.

(11) e (11D).

D),
) e (III), apenas.
) e
)

(I
(
(I
(d) (I
(e)
No R? com o produto interno usual, encontre uma base ortonormal formada por autovetores do
operador simétrico T' cuja matriz em relagao a base canodnica é
-3 1 1 -1 1 -1
i |1 -1 -3 (i) |1 -1 1
1 -3 -1 -1 1 -1

(IT), apenas.

apenas.



15.

16.

17.

18.

No R3 com o produto interno usual, seja T: R* — R3 um operador linear simétrico cujos autova-
lores sdo —2 e 3. Sabendo que Ker(T+2I) = [(1,1,1),(—1,0,1)], encontre [T]can, onde can denota
a base candnica de R3.

Considere as seguintes afirmagoes sobre um operador linear 7" em um espago vetorial V' de dimensao
finita com produto interno:
(I) Se existe uma base ortogonal de V' formada por autovetores de T, entdo 1" é simétrico.

(IT) Se T ¢ simétrico e u,v € V sao autovetores de T associados a um autovalor A, entdo u é
ortogonal a v.

(IIT) T é simétrico se, e somente se, T' é diagonalizdvel.

Esté correto apenas o que se afirma em

Sejam E um espaco vetorial com produto interno e 7: £ — E um operador linear simétrico.
Considere as seguintes afirmacoes:

(I) Se B é uma base ortogonal de E, entao a matriz [T]p é simétrica.

(IT) Se A1 e Ay sdo autovalores distintos de T' e A; e As sdo conjuntos ortogonais de vetores de
E tais que Ay C Ker(T — MI) e Ay C Ker(T — A\oI), entdo a unido A; U Ay é um conjunto
ortogonal.

(III) Se B é uma base de F tal que a matriz [T]p é diagonal, entdo B é ortonormal.
Assinale a alternativa correta.

(a) Todas as afirmagdes sdo verdadeiras.
(b) Apenas a afirmagéao (II) é verdadeira.
(¢) Apenas as afirmagoes (I) e (IT) sdo verdadeiras.
(d) Apenas a afirmagcédo (I) é verdadeira.
(e) Apenas a afirmagao (III) é verdadeira.
Seja V um espago vetorial de dimensao finita munido de um produto interno e sejam 7: V — V e
S:V — V operadores lineares. Considere as seguintes afirmacoes:
(I) Se T e S sao operadores simétricos, entao o operador T + S é diagonalizdvel.
(IT) Se T é um operador simétrico invertivel, entdo o operador T—! também é simétrico.

(III) T é invertivel se, e somente se, Oy ndo ¢ um autovalor de T'.
Assinale a alternativa correta.

(a) Apenas as afirmacoes (I) e (IT) sdo necessariamente verdadeiras.
(b

)
) Todas as afirmagés sdo necessariamente verdadeiras.
(c) Apenas as afirmagoes (I) e (III) sdo necessariamente verdadeiras.
)
)

(d) Apenas as afirmagoes (IT) e (III) sao necessariamente verdadeiras.

(e) Apenas a afirmagao (I) é necessariamente verdadeira.



19.

20.

21.

22.

23.

A respeito das matrizes

1 2 -1 2 2 00 0 20 0 0
2 4 0 1 1 30 0 0 2 1 -1

A=1539 3 1" B=[1 10 21| ¢ %=o 0 -1 ol
2 1 1 1 2 4 2 0 0 -1 -3 2

pode-se afirmar corretamente que

(a) apenas A e B sdo diagonalizdveis.
(b

) apenas B e C sao diagonalizaveis.
(c) apenas A e C sao diagonalizéveis.
)

)

(d
(e

Considere o espaco vetorial R® munido do produto interno

as trés sao diagonalizaveis.

nenhuma delas é diagonalizavel.

((x1,y1, 21), (22,92, 22)) = 3122 + T1Y2 + Y1Z2 + Y1Y2 + 22122,

para todos (z1,91,21), (T2, Y2, 22) € R%. Se T: R? — R? é o operador linear simétrico (com respeito
ao produto interno dado) cujo polindomio caracteristico é p(t) = (2—t)(t—1)%? e T'(1,1,0) = (2,2,0),
entdo, para todo (z,y, z) € R?,

(a)
(b)
(d

x+3y,3x+3y, )
Tyt zie+ sy —z,2).

T(x,y,2
T(z,y,z
T(z,y,z
T(

T(

()
)
()

Estabeleca uma correspondéncia entre as equagoes
(1) 22422 —1=0 (2)22+y*+1=0 B)2?+2ry+y°>+ax+y=0

x—ﬁ—%y,gx—i—%y,x—y—i—z).

— — — ~— ~—
~—~~ A~ —~
W Wi wlot wlot

T,Y, % x—&—%y—&—z,%x—l—%y—z,x—y—i—z).
x,Y,z :(%xffy,3x+ 3ya )

4)22—y>—-1=0 (5) 22 +y*>=0 (6) x—y*>=0
() 22 —y?> =0 ®)2?2+y2—1=0 (9) 22 +22y+y?>=0
e as conicas
(a) conjunto vazio (b) um ponto (¢) uma reta
(d) duas retas paralelas (e) duas retas concorrentes (f) elipse
(g) hipérbole (h) parébola (i) circunferéncia

Reconhega as seguintes conicas dadas pelas suas equagoes em relagao a um sistema ortogonal de
coordenadas.

(i) 42® —doy + Ty* + 1224+ 6y —9 =0
(i) 22 — 22y +9y? —22 -2y +1=0
(iif) 2%+ 4y? +3V3zy —1=0
(iv) 72? + 6zy — y? + 28z + 12y + 28 = 0
Reconhega as seguintes quéadricas dadas pelas suas equagoes em relagao a um sistema ortogonal de
coordenadas.
(i) 22y +2=0
(i) 22 +9? - 222 +doy — 222+ 2yz —x+y+2=0
(iii) 22 +y? + 22 —4dyz =1
(iv) 1122 + 11y% + 1422 + 22y + 8x2 — S8yz — 122 + 12y + 122 = 6



24.

25.

26.

27.

28.

Fixado um sistema ortogonal de coordenadas no plano, considere as seguintes afirmagcoes a respeito

da equacao
qanas az? — 2zxy +ay? —1 =0,

em que a é um numero real nao nulo:
(I) Se 0 < a < 1, entdo a equagao define uma hipérbole.
(IT) Se a > 1, entao a equagao define uma elipse.

(ITI) Se a = 1, entdo a equagao define um par de retas paralelas.
Estéa correto o que se afirma em

a) (I) e (II), apenas.

I), (I1) e (III).

I) e (III), apenas.

IT) e (III), apenas.

III), apenas.

o~ o~ o~ o~

Para os itens abaixo, considere fixado um sistema ortogonal de coordenadas em E3.
(i) Determine uma equacao para a superficie formada pelos pontos P = (z,y, z) cuja distancia
até a origem ¢é igual a /2 vezes a distancia de P ao eixo Oz. Que superficie é essa? Reconheca
a curva dada pela intersecao dessa superficie com o plano y = 1.

(ii) Determine uma equagao para a superficie formada pelos pontos P = (z,y, z) cuja distancia ao
z =2y
z=0
uma equagao reduzida dessa superficie. Que superficie é essa? Reconhecga e encontre uma
equacgao para a curva dada pela intersecao dessa superficie com o plano z = 0.

ponto @ = (0, —1, —2) é igual a /2 vezes a distancia de P & reta r : . Determine

zZ=Y

(iii) Refaga o item anterior, considerando @ = (0,—1,—1) e r: { 0
Tr =

Seja dado k € R. A equacdo 5z% 4 9y + 622 4+ 4yz — 102 + 4y + 122 = k, nas incégnitas z, y, z,
nao tem solugao se

(a) k=-—11.
(b) k=0.
(c) k=1L
(d) k=22.
(e) k=-22.

O objetivo deste exercicio é encontrar uma funcao f: R — R tal que f + f' = senz + €*.
(i) Seja F = {cosxz,senx,e”}. Mostre que F' é linearmente independente em F(R).
(ii) Seja V o subespago de F(R) gerado por F. Mostre que T: V' — V definida por T'(f) = f+ f’
é linear.
(iii) Escreva a matriz A de T na base F e as coordenadas na base F' da funcdo g definida por
g(z) =sen z + e*.
(iv) Determine a matriz A~!.

(v) Ache f em V tal que f+ f’ =sen = + €”. Resolva a equagao diferencial y + 3’ = sen x + e”.

(M. Barone Jr, Algebra Linear, p. 243) Consideremos dois tanques: o tanque A contem inicialmente
100 I de agua e 15 kg de sal; o tanque B contem inicialmente 100 ! de dgua e 5 kg de sal. Um
mecanismo permite a vazao do tanque A para o tanque B e vice-versa; a velocidade de vazao é
constante e igual a 5 I/min. Suponhamos que, em cada instante ¢, as solugbes nos tanques A e B
estejam perfeitamente homogeneizadas, a quantidade de sal no tanque A é z(t) e no tanque B é

y(t).



2 = —0,052 + 0,05y
y' = 0,05z — 0,05y
15 e y(0) = 5. Determine a solugao deste sistema.

(i) Mostre que x(t) e y(t) sao solugdes do sistema { satisfazendo z(0) =

(ii) Apds quantos minutos haverd 13 kg de sal no tanque A?

29. Ache a solugao geral do sistema X'(¢t) = AX(t), nos casos abaixo.

2 1 1 ~14 6 12
()A=1]3 0 1 (i) A= |-14 4 14
6 2 1 11 6 9

30. Ache a solugao dos seguintes sistemas:

|2 =-3zx+4
(i) { - Y 2(0) = 2,y(0) = 11.
Yy = —x+2y

' =2x+z2
(i) v =2 +y+2z  2(0)=1,y(0) =-3,2(0) = -2.
Z=x—y+3z

31. (M. Barone Jr, Algebra Linear, p. 255) Consideremos o sistema ndo-homogéneo

43
[Zﬂ N 5220 _5;:)’:) m * H ()

(i) Determine uma solugao particular do sistema (f]) da forma Xo(¢) = (a,b), em que a e b sao
ndimeros reais.

(ii) Determine a solucao geral Z(t) do sistema homogéneo associado

4 3
V=12 5|
7 I 3|y

50 50

(iii) Verifique que a solugao geral do sistema (f]) ¢ dada por X (¢) = Xo(t) + Z(1).

(iv) Encontre a solugao particular do sistema (f]) que verifica as condigoes iniciais 2(0) = 37,y(0) =
41
5



Respostas

(a)
B (e)
(e)
@ (d)
B (c)
@l (i) T é simétrico.
. 1 -1 -1 2 -1 11 1
(11) {(1707()’0)7 (07 72707 %) 9 (07 %a %a %) ) (Oa %7 %7 ﬁ)}
(iii) As respostas vao variar. Use (ii) para montar uma tal matriz M. Uma outra matriz é
1 0 0 0
0o 1 -1 1
M= 0 0 2 1}
0 -1 -1 1
10 (1) {(1707 _3)7 (07 -1, 1)7 (L 1, 2)}’
0o -1 -2
0 (i) [T)ean= |—1 —1 —1}{; (ii) Nao; (iii) Sim
-2 -1 0
1 1
0z v
021 As respostas vao variar; uma possibilidade é M = [0 % —%
1 0 0
@3 (e)

1 [—7 -10 5 ]

[Tean=~|—-10 8 10
) -10 -7
(d)
I (b)
08 (b)
3 (o)
(a)
21 (1)-(f); (2)-(a); (3)-(d); (4)-(g); (5)-(b); (6)-(h); (7)-(e); (8)-(1); (9)-(c)
221 (i) elipse; (ii) pardbola; (iii) hipérbole; (iv) duas retas concorrentes
23l (i) paraboléide hiperbdlico; (ii) paraboldide hiperbdlico; (iii) hiperboléide de uma folha; (iv)
elipséide

(b)
B5l (i) é um cone de equacio z? = 2% + y2. A curva é uma hipérbole de equacgio 22 — z2 = 1;



(ii) é um cone de equacio bx2+3y*—32%—8yz—10y—20z = 25 e equacao reduzida 2" 4y

0. A curva é uma elipse de equagao 1522 + 9(y — %)2 = 100;

n2__ _n2

z

(iii) é um cone de quagdo 22 — 2yz — 2z — 2y = 2 e equagao reduzida: 2" 4y =% =0, A

curva é uma parabola de equacio =2 — 2y = 2.

(e)
1 -1 0 1/2 —1/2
(iii) A = [-1 1 0|, g=(0,1,1)p; (iv) A=t = [1/2 1/2 : (V) [flr = A7 glR,
0 0 2 0 0 1/2
logo f = (-1/2,1/2,1/2)p = —% cosx + %sen x + %ei. As solugdes da equacdo diferencial sao

y=—1cosz+ isenz+ 1e” + Ke " K €R.

£) = 10+ 5e~0:1t
28 (i) 2(®) + 6_0 .+ s (ii) aproximadamente 5 minutos
y(t) =10 — 5e™

z(t) = Cret + Cze’t
29 (i) X(t) =(z(t),y(t), 2(t)), com { y(t) = Cae™t + Cze®
2(t) = —=3C1e™t — Cae™t 4 2C3€5!
z(t) = Cre 2 + Csett
(i) X (t) =(z(t),y(t), 2(t)), com { y(t) = —2C2e3* + Cset
2(t) = Cre™?t + Che™3t + Czet

2(t) = 14e! — 12e=%

; 33 t) = —2 t_ 2t
y(t) = 14et — 3e=2 (i) v e

(01, 02, Cg S R)

(Cl, CQ, C3 S IR)

BI (i) Xo(t) = (25, 52); (ii) Z(t) = Cre™"02(1,1) + Coe~"124(=3,2) (Cy,Cs € R);

670,02t + 9670,12t + 925
670702t _ 6670,1213 + %



