MAT3458 — ALGEBRA LINEAR II
22 Lista de Exercicios — 22 semestre de 2020

. Em cada um dos itens abaixo, verifique se a transformacao 7" dada é linear.
(i) T: R — R definida por T'(z) = = + 1.
(ii) T: M,(R) — R definida por T(A) = det(A).
(iii) T: Myxn(R) = Mywm(R) definida por T(A) = A*, a matriz transposta de A.
(iv) T: M3(R) — R definida por T (2Y) = 3a — 4b+ ¢ — d.
(v) T:
i) T
) T

(vi

(vii

M;(R) — R definida por T (2Y) = a? + b°.
Pa(R) — P2(R) definida por T'(a + bx + cx?) = a + b(z + 1) + c(z + 1)2.
: Po(R) — P2(R) definida por T'(a + bz + cz?) = (a+ 1) + (b + )z + (c + 1)a?

. Em cada um dos itens abaixo, verifique se a transformacao T dada é linear.

(i) T: C(R) — R definida por T'(f) = f(a), para toda f em C(R), onde a é um ndmero real
fixado.

(if) T: C>*(R) — C*(R) definida por T'(f) = f’, para toda f em C>*(R).

(iii) T: C*(R) — C*(R) definida por T'(f) = af” + bf’ + cf, para toda f em C*(R), onde a, b
e ¢ sdo numeros reais fixados.

(iv) T: C(R) — C(R) definida por T(f = [* f(t)dt, para toda f em C*(R) e todo z € R,

onde a € R é um numero real ﬁxado

. Ache uma transformacio linear T': P2(R) — P4(R) tal que T(1) = 2*, T(z+22) =1l e T(x—2?) =
x + 3. Determine T'(a + bx + cx?).

. Seja V um espaco vetorial e seja T: V — V uma tranformagao linear. Sejam v,w € V. Ache
T(3v 4+ w) e T(w) em termos de v e w, sabendo que T'(v — w) =2v —w e T(2w —v) = v + w.

. Recorde que o trago de uma matriz quadrada A é a soma de todos os elementos de sua diagonal
principal, isto é, se A = (asj),,,,» entdo tr(A) = a1 + a2z + -+ + apn.
(i) Mostre que a funcao tr: M, (R) — R é linear.
(ii) Mostre que dim(Ker(T)) = n? — 1.
(iii) Mostre que tr(A4) = tr(A"), onde A' denota a transposta da matriz A.
. Sejam FE um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e S um subespaco de E.

Seja T: E — E o operador linear definido por T'(u) = projgu, para todo v € E. Considere as
afirmacoes:

(I) Ker(T) = S+ e Im(T) = S.
(I1) Se {vi,...,vx} é uma base de S e u € E, entdao T'(u) = <"’v”12>v1 REPE m‘cgvk

llva llvx |

(III) T'(u) = u se, e somente se, u € S.

Pode-se afirmar corretamente que

(a) apenas as afirmacoes (I) e (III) sdo falsas.

(b)

()

(d)
)

(e) apenas as afirmacoes (I) e (II) sao falsas.

todas as afirmagoes sao verdadeiras.
apenas as afirmacoes (II) e (III) sao falsas.

apenas a afirmagao (II) é falsa.

. SejaT: M, (R) — M, (R) definida por T(M) = AM — MA, onde A € M, (R) é uma matriz fixada.
Mostre que T é linear e determine seu ntucleo. A matriz identidade pertence & imagem de T'7
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Ache uma transformacao linear T': P3(R) — M3(R) tal que Im(T") seja gerada pelos vetores

101 2 1 4 06 2
01 1), (3 5 =2, [1 0 o0
2 0 1 0 -1 -3 00 -1

Ache uma base para Im(7T") e uma base para Ker(T).

Determine um operador linear T: R? — R? cujo ntcleo seja a reta {(x,y) ER?:y= x} e cuja
imagem seja a reta {(z,y) € R? : y = 2z }.

Determine um operador linear T': R* — R? que tenha como nicleo e como imagem a reta [(1,0)].
Determine um operador linear 7: R* — R* tal que Ker(T) = Im(T)).

Considere o operador linear T: C(R) — C(R) definido por T'(f) = ¢, onde p(z fo t) dt, para
todo = € R. Determine o nicleo e a imagem desse operador.

Sejam a,b € R e seja T': P2(R) — R3 a transformacao linear tal que
T(1)=(1,2,1), T(1+=z)=(l,a,b), T(1+z+2*=(112).
Entao, T é injetora se, e somente se,

(a) a+b=3.
(b) a+b#5.
(c) a+b#3.
(d) a+b=5.
(e) a=b.

Seja W um espago vetorial com produto interno (,). Dados um espago vetorial V e uma trans-
formagao linear T: V' — W defina

{(v1,v2)) = <T(v1),T(v2)>, para todos vy,vs € V.
Mostre que {(, )) é um produto interno em V' se, e somente se, T é injetora.

Seja T': V' — W uma transformacao linear entre os espagos vetoriais V e W. Seja B = {v1,...,0,}
um conjunto de vetores de V, e considere o conjunto C = {T'(v1),...,T(v,)} de vetores de W.
Demonstre as afirmacoes a seguir.

(i) Se C é linearmente independente, entdo B também é.
(i)

(iii) Se W = [C], entdo Im(T") = W.
(iv) Se V = [B], entao Im(T) = [C].

Seja W o subespago vetorial de R? definido por W = {(z,y,2) € R : 2 + y + 2z = 0}. Assinale a
alternativa correta.

Se Ker(T') = {0y} e B é linearmente independente, entdo C também é.

(a) Existe uma tinica transformagao linear T': R® — R3 tal que Ker(T) = W e Im(T) = [(1,1,—-1)].
(b) Existem infinitas transformagoes lineares T: R? — R3 tais que Ker(T) = W e Im(T) =

[(1,1,-1)].

(c) Existe uma tnica transformagcdo linear T: R® — R® tal que Ker(T') = W e Im(T) = [(1,1,-1),(0,0,1)].
(d) Existem infinitas transformagoes lineares T: R* — R? tal que Ker(T') = W, Im(T) = [(1,1,-1),
(e) Existem infinitas transformacdes lineares T: R® — R? tais que Ker(T) = W, Im(T ) =

[(1,1,-1)] e T(1,1,0) = (2,2, -2).



17. Sejam a,b,c € R e T: Myx1(R) — Myx1(R) a transformagcao linear definida por T(X) = AX,
X € Myx1(R), onde

01 -1 a
b 0 20 0
A= 0 ¢ -1 1
1 1 2 1

Pode-se afirmar corretamente que

(a
(b

) T nao é injetora.
)

(¢) T é bijetora se, e somente se, a =1, b#0e c# 1.
)
)

sea=1,b#0ec#1, entdo T é injetora.

(d) T néo é sobrejetora.

(e) sea#1,b#0e a+c#2, entdo T nao é bijetora.

18. Verdadeiro ou falso? Justifique suas respostas.
(i) T: R — R definida por T'(x) = 22 ¢ linear.
(ii) T: R — R definida por T'(z) = |z| é linear.
(iii) T: Pn(R) — R definida por T(ag + a1z + - - - + a,z") = a,, é linear.
(iv) Qualquer matriz real 5 x 6 define uma transformacao linear de RS em R®.
)

(v) Se T: V — W é uma transformacéao linear, dim(V) = 6, dim(W) = 4 e dim(Ker(T)) = 2,
entao T é sobrejetora.

(vi) Se T: V — W é uma transformacao linear e Im(7T") = {0}, entao T(x) = 0, para todo z € V.
(vii) Se T: V. — W é uma transformacao linear e dim(V') < dim(W), entao T é injetora.
(viii) Se T': V. — W é uma transformacao linear injetora, entdo dim(V) < dim(W).
19. Verdadeiro ou falso? Justifique suas respostas.
(i) Existe uma transformagao linear inversivel T: P3(R) — M3 (R).
) Se T: P3(R) — P3(R) é definida por T'(p) = p’, entdao T é sobrejetora.
(iii) Existe uma transformagao linear injetora 7: R? — Ma(R).
)

Se V' é um espaco vetorial de dimensao finita e 7: V' — V é um operador linear, entao T é
sobrejetor se, e somente se, Ker(T) = {0y }.

(v) Existe um operador linear 7: R?® — R3 tal que R? = Ker(T) & Im(T).

20. Considere o espaco vetorial P5(IR) com o produto interno

33333
(pq) = /O p(t)q(t) dt.

Seja U = [1 +z, xQ]. Assinale a alternativa contendo uma afirmagao FALSA.

(a) Existe uma transformacao linear injetora T: U+ — R>.

(b) A transformacao linear Ps(R) — U, v — proj;; v, é sobrejetora.

(c) A transformagdo linear Ps(R) — U=, v + proj;. v, é sobrejetora.

(d) Se L: Ps(R) — R® é uma transformagao linear, entao dim(Ker(L)) > 1.
(e) Existe uma transformacio linear sobrejetora T: U+ — R®.

21. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno. Seja T': V' — V um operador
linear com a seguinte propriedade:

<T(x),T(y)> = (x,y), para todo z,y € V.

Pode-se afirmar corretamente que T
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26.

27.

28.

a) ¢ invertivel.

(a)

(b) é injetor, mas pode nao ser sobrejetor.

(c) é a aplicagao identidade.

(d)
)

d

(e) pode ser sobrejetor, mas nao injetor.

pode nao ser nem injetor nem sobrejetor.

Sejam U e V espacos vetoriais de dimensao finita. Decida se cada uma das afirmagoes abaixo é
verdadeira ou falsa. Justifique suas respostas.

(i) Uma transformagao linear T: U — V é sobrejetora se, e somente se, dim (Ker (7)) = dim(U)—
dim (V).

(ii) Dada uma transformagdo linear T: U — V e um vetor v € V, o conjunto G = {x ceU:
T(x) = v} é um subespaco de U.

(iii) O nicleo de uma transformagao linear 7': R% — R? tem dimensdo maior ou igual a 3.

(iv) Se uma transformagao linear 7': R™ — R™ for injetora, entao dim(Im(T)) = m.

(v) Se T: R™ — R" for uma transformagao linear sobrejetora, entao dim(Ker(T)) = m — n.

Use o Teorema da Dimensao para provar que um sistema linear homogéneo que tem mais incégnitas
do que equagdes tem que ter uma solugao nao trivial.

Mostre que toda matriz A em M, (R) é da forma A = B® — 3B para uma tinica B em M, (R).
(Sugestdo: Considere a fungao T: M, (R) — M, (R) definida por T(B) = B* — 3B.)

Seja a um ndimero real. Considere o subespaco W = {p € P,(R) : p(a) = 0} de P,(R). Prove
que {z —a, (r—a)? ... ,(z—a)"} é uma base de W. (Sugestio: Considere a funcio avaliacdo
F,: P.(R) = R, F,(p) =p(a).)

Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e 7: V' — V um operador linear. Prove que
V =Ker(T) ® Im(T) se, e somente se, Ker(T) NIm(T) = {0y }.

Seja U um espago vetorial de dimensao 200. Seja T': U — U uma transformacao linear. Considere
as seguintes afirmacoes:

(I) Existe T tal que 20 dim (Ker(T))) + 30 dim (Im(7)) = 3500.
(I1) Se dim(Im(7T")) = 150, entdo Im(7’) néo estd contida em Ker(T).
(IIT) Se dim(Ker(T)) = 185, entdo Im(7T') estd contida em Ker(T).

Assinale a alternativa correta.

a) Apenas (I) e (II) sdo verdadeiras.

( (
(b (

)

) Apenas

(¢) Apenas (I) e (III) sdo verdadeiras.
)
)

IT) é verdadeira.
(d) As trés afirmagoes sado verdadeiras.
(e) Apenas (I) é verdadeira.

Sejam E um espago vetorial de dimensao 2 e T: E — E um operador linear nao nulo tal que
T oT = 0. Considere as afirmagoes:

(I) Im(T") = Ker(T).
(I1) dim(Im(T)) =2.
(I11) dim(Ker(T)) =1.
Esté correto afirmar que

(a) apenas as afirmagoes (I) e (II) sdo verdadeiras.

(b) apenas a afirmagao (II) é falsa.
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(c) apenas a afirmacao (III) é falsa.

(d) todas as afirmagdes sdo falsas.

(e) todas as afirmagoes sdo verdadeiras.

Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finita e T: V — V um operador linear tal que T e T2

tenham o mesmo posto. (Recorde que o posto de uma transformagao linear é a dimensao de sua
imagem.) Prove que Ker(T) NIm(7T") = {0y }. Vale a reciproca?

Seja T: R* — R* o operador linear definido por T'(x,y,z,w) = (—y,x — vy, z, —w). Mostre que
T% = I e determine T,

Determine a matriz do operador derivagdo D: P4(R) — P4(R), definido por D(p) = p’, relativa-
mente & base {1, z,2% 23, 2%} de P4(R).

Considere os subespagos vetoriais U e V' de C*°(R) cujas bases sao, respectivamente, B = {cosx,senz}
e C' = {e®cosx,e®senw, e?® cosz,e?® senx}. Determine as matrizes dos operadores de derivagao

feU— flfeUefeV i f €V emrelagio as bases B e C, respectivamente.

Qual é a matriz, relativamente & base canonica, do operador T: R? — R? tal que T(2,3) = (2, 3)
e T(-3,2) =(0,0)?

Se T': P1(R) — P2(R) é a transformacao linear cuja matriz em relagdo as bases B = {1,1+t} de

1 0
PiR)eC={2+t2t+t31 -2} de Po(R) é [ =2 1] . Entdo, T(1 + 2t) é igual a
1 3

(a) 1+ 7t

(b) 3+ 4t — 22
(c) 5+4t—t?
(d) —1+ 4¢ + 5¢
(e) 9 — 6t2

Seja T: R? — R? o operador linear cuja matriz em relacio a base B = {(—1,1),(0,1)} é (13 (1)> :

Considere as seguintes afirmacgoes:
(1) T(z,y) = (z,3x + y), para todos z,y € R.
(IT) A imagem pela transformacdo T da pardbola {(z,y) € R? : y = 22} é a pardbola {(x,y) €
R?:y =% — 2z},
(IIT) O vetor (2, 3) pertence & imagem de T.
Assinale a alternativa correta.
(a) Apenas as afirmagoes (I) e (III) sdo verdadeiras.
(

)
b) Apenas a afirmacao (I) é verdadeira.
(c) Todas as afirmagoes sdo verdadeiras.
(d)
)

d) Apenas as afirmacoes (II) e (III) sdo verdadeiras.

(e) Todas as afirmagoes sao falsas.

Sejam B = {(—1,2),(1,-1)} e C = {(1,2,1),(2,1,0), (—1,0,1)} bases de R? e R?, respectivamente.

1 0

Seja T': R? — R? a transformacdo linear tal que [T]pc = | =3 2| . Entdo, T(1,2) é igual a
2 1

(a) (_97 53 13)

(b) (1,1,4)
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(¢) (-7,-1,3)
(d) (3,—1,10)
(e) (17_1a3)

Seja T': P2(R) — R? definida por T'(p) = (p(0),p'(1),p"(2)). Seja B uma base de P,

—~
=
-+
o

)

1 2

matriz da transformacdo linear T’ em relacdo & base B e & base canénica de R>é |1 0
0 0

soma dos elementos de B é

(a) 222 —3

(b) 2% — 27 +2

(c) 22 +3

(d) —2%+2z+2

(e) 222 — 27+ 3

Seja T: P3(R) — P2(R) a transformagio linear cuja matriz em relagdo as bases {1,z + 1,2% +
1 -1 0 0

r,ad—1}e {2,z —1,22+1}é [ 0 1 1 —1]|. O nicleo de T é gerado por
-1 1 2 1

(a) 323 +32% —x +2
(b) 223 — 322 + 22 + 2
(c) 323 +2% -2z +1
(d) 323 +2x —z+1
(e) 2% — 2% + 27 + 4

Seja T: R? — R? um operador linear. Sejam B e C as seguintes duas bases de R?:
B=1{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}, C={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.
Suponha que

Tlee=| 0 -1 -1

Entdo, para todo (,y, z) € R3, tem-se

(a) T(x,y,2) = (x =z, —y,—y + 2)
(b) T(z,y,2) = (x = 4,0, +y)

(¢) T(x,y,2) = (x —z,2 —y — 2,0)
(d) T(z,y,2z) =0,z +y,z — 2)

(e) T(z,y,2) = (x+ 22,y + 22,3z — z)

Considere as transformagoes lineares T: R — P,(R) e S: P,(R) — R"™! definidas por
T(ag,a1,...,an) = ap + a1 + -+ + azz™ e S(p) = (p(0),p(1),...,p(n)). Determine as matri-
zes de S oT e de T oS com respeito as bases canonicas aproprladas

Sejam F e G operadores lineares em R? tais que F(z,y, 2) = (z,2y,y — 2), para todo (z,y,2) € R3,
e tais que a matriz do operador 2F — G em relagdo a baseB = {(0, 1,0),(1,1,0), (0,0,1)} seja

1 10
0 1 0]. Ache a matriz que representa o operador F2 4+ G2 com respeito as bases B e C =
1 2 1

{(1,0,1),(0,1,0),(0,1,1)}.
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Sejam T,S: R3> — R3 operadores lineares tais que T'(z,y,2) = (z + 2y,y + 22,3z2), para todos
z,y,2€ R, e

[SoTcan =

O = O
w w o

6
2
6

O tracgo da matriz [S]cn (ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal de [S]can) € igual a

(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4
(€) 5
Sejam T': R?® — P2(R) e G: P2(R) — R3 transformagoes lineares tais que
1 2 -1 1 1 2
[T]Bcz 1 0 -1 e [G}CB =1 -1 0},
01 0 -1 1 2

em que B = {(1,1,0),(0,1,0),(0,1,1)} e C={1,1+z,2+2%}.
(i) Determine bases para Ker(G oT) e Ker(T o G).
(ii) Seja H = 3(T o G) + I. Determine [H|pc, em que D = {1,x,x2}.

Sejam a,b € R e seja T: Po(R) — R? a transformacdo linear cuja matriz em relagao as bases

candnicas de Po(R) e R? é —11 (1) —01 . Assinale a alternativa correta.
a 0 b

(a) Nao existem a e b que tornem T injetora.

(b) T é bijetora para quaisquer a,b € R.

(c) T é bijetora para quaisquer a,b € R com a # b.

(d) Nao existem a,b € R que tornem T sobrejetora.

(e) T é bijetora se a = b.

Seja U um espago vetorial de dimensao finita e seja T: U — U um operador linear. Considere as
seguintes afirmagoes:

(I) T é sobrejetor se, e somente se, para toda base B de U, o determinante da matriz [T]g é
diferente de zero.

(II) Se T nao for injetor, existe uma base B de U tal que [T]z¢ contém uma coluna de zeros para
qualquer base C de U.

(IIT) Se D = {e1,e2,e3} e £ = {ea,e3,e1} sdo bases de U tais que [T]peg = , entao

S =N
o ot O
o O O

T3 =0.
Escolha a alternativa correta.

(a) Apenas (I) e (II) sao corretas.
(b) Apenas (II) e (III) sdo corretas.
(c) Apenas (I) é correta.
(d)

)

(e) Nenhuma das afirmagoes é correta.

As trés afirmagdes sdo corretas.
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Verdadeiro ou falso? Justifique suas respostas.

(i) Existe uma transformagao linear T': P3(R) — M3(R) cuja matriz em relagao as bases canonicas
¢é a matriz identidade.

(ii) Se T: Pg(R) — Ps(R) é definida por T(p) = p/, entdo existe uma base de Ps(R) tal que a
matriz de T' em relagao a essa base é inversivel.

(iii) Se T: R® — My(R) é uma transformacao linear injetora, entdo a matriz de T em relacdo
quaisquer bases de R? e My (R) é inversivel.

(iv) Seja V é um espago vetorial de dimensao finita e seja T': V' — V é um operador linear. Entao
T ¢é sobrejetor se, e somente se, existe uma base de V tal que a matriz de T' em relagao a essa
base é inversivel.

Seja T: R? — R? um operador linear tal que T2 = T. Prove que T = 0 ou T = I ou existe uma

base B de R? tal que [T]p = [é 8}

Seja T: R?> — R2 um operador linear ndo nulo tal que 72 = 0. Prove que existe uma base B de

0 0
R? tal que [T]p = L 0}

Mostre que se A € M,,(R) é diagonalizdvel, entdo a matriz A™ é diagonalizavel qualquer que seja
o nimero natural m, m > 1.

Exiba uma matriz A ndo diagonalizdvel tal que a matriz A% seja diagonalizdvel. (Sugestdo:
0 -1

e

Mostre que o operador linear T: C(R) — C(RR) definido por

T(u)(x) = /E u(s)ds, x€R,

0

nao tem autovalores.

Seja A um autovalor do operador linear T: V' — V e seja n um numero natural. Mostre que
(i) A™ é um autovalor de T";
(ii) se f(t) é um polindmio qualquer, entdo f(A) é um autovalor de f(T).

Sejam V' um espacgo vetorial, T: V — V um operador linear, v um autovetor de 1" associado ao
autovalor A e v um autovetor de T associado ao autovalor . Pode-se afirmar corretamente que

(a) u+ v é autovetor de T se, e somente se, p = A e u + v # Oy.

(b) se A = p, entdo Au + v ndo é um autovetor de T.

(c) se A # p, entdo u e v podem ser linearmente dependentes.

(d) se A # p, entdo, para todo 8 € R, 3u + fv é autovetor de T associado ao autovalor 3\ + Bpu.
)

(e) se A = p, entdo u — v é autovetor de T associado ao autovalor 0.

Seja T um operador linear com autovalores 0, 1, 2 e 3. Assinale a alternativa contendo uma
afirmacao FALSA.

a) 5, 6, 9 e 14 sdo autovalores de 51 + T2.

b) T é inversivel e 0, 1, % e 1 sao autovalores de T 1.

(a)

(b) 3

(c) 0,1, 4 e 9 sao autovalores de T2.

(d) 0, 1, 8 e 27 sao autovalores de T3.
)

(e) 0, 3, 6 e 9 sdo autovalores de 3T.
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Seja A € M, (R), onde n > 2. Assuma que a soma dos elementos de qualquer linha de A seja igual
a 1. Assinale a alternativa correta.

a) A pode nao possuir autovalores reais.

(
(b

)
) 1 e 0 sdo necessariamente autovalores de A.
(¢) A possui algum autovalor real, mas pode ser que nem 1 nem 0 sejam autovalores de A.
)
)

d

(e) 0 é necessariamente autovalor de A, mas 1 pode nao ser.

1 é necessariamente autovalor de A, mas 0 pode nao ser.

Mostre que se A € My(R), entdo seu polindmio caracteristico é dado por pa(t) = t? — ait + ag,
onde ag = det(A) e a1 = tr(A).

Seja T': R?® — R? um operador linear tal que todo vetor ndo nulo é um autovetor de 7. Escreva,
entdo, T'(e;) = a;e;, onde a; € R para i = 1,2,3 e {e1, ez, e3} denota a base canonica de R3.
(i) Calcule T'(e1 + e + e3).
(ii) Mostre que a1 = ag = as.
(iii) Prove que existe um ntmero « € R de modo que o polindmio caracteristico de T seja pr(t) =
(t—a)?.
(iv) Conclua que T = oI, onde I denota o operador identidade de R3.

Seja T: R?® — R? o operador linear definido por T'(z,y, z) = (3 +y + 2,9, * + 2y + 32), para todo
(x,9,2) € R3. A soma dos autovalores de T ¢ igual a

2 4

3 13] '
gestao: Lembre que se M e B sao matrizes quadradas de mesmo tamanho, com M inversivel, vale
(M~BM)" = M~1B"M para todo n € IN.)

Seja A = Calcule A", n € IN. Determine uma raiz quadrada de A, se existir. (Su-

Seja T: R? — R? o operador linear com autovetores v; = (1,—1) e vo = (1,1) correspondendo
respectivamente aos autovalores \; = 3 e Ay = 2. Seja v = (5,1). Calcule T%(v).
1 1 1 1 10 0 0 O
. 12 2 2 2, . .10 0 0 O
Verifique que a matriz 3 3 3 3¢ semelhante & matriz 0 00 0
4 4 4 4 0 00O

Verifique se cada uma das matrizes abaixo é ou nao diagonalizavel. Quando for diagonalizavel,
determine uma matriz invertivel M tal que M ~'AM seja uma matriz diagonal.

R N LR TR R
(i) (if) ()|-1 -1 1] (@Gv)jo 1 1
1 13 0 0 0 1 4 0 1 1 L1 o
2 1 2 -1 0 01 1

Seja T: R?® — R? o operador linear cuja matrizem relacio s bases
B = { (1’ 170)7 (L 0,0)7 (07 1, 1) } e C= { (0, 170)7 (13 170)7 (17 0, 1) }

0 -3 2
édada por [-1 1 —1].
o 0 -1



(i) Encontre os autovalores e autovetores de T

(i) E T diagonalizével?

. Seja V um espago vetorial de dimensao 3 seja T: V — V um operador linear e seja B uma base

—a 0 —a
deVtalque [Tlp=| 0 b 0 |, ondea,b,c€R. Assinale a alternativa correta.
—3a ¢ a

(a) Se b# a =0, entdo T nao é diagonalizdvel.

(b) Se |b] # 2|a| e a # 0, entdo T é diagonalizdvel.

(c) Sea#0eb=2a=c,entdo T é diagonalizdvel.

(d) Sea=b=0ec#0, entao T é diagonalizdvel.

(e) Sec=0eb=—2a+# 0, entdao T nao é diagonalizavel.

. Seja T: R* — R* uma transformacao linear com polinémio caracteristico pr(t). Verifique se T é
diagonalizavel em cada um dos seguintes casos:

() pr(t)=t'-1

=t3(t+1) e dim(Ker(T)) = 2.
2(t? — 4) e dim(Ker(T)) = 2.

r(t) = t2(t — 2)% e dim (Ker(T)) = 2

. Seja U um espago vetorial de dimenséo 5, seja T: U — U um operador linear e seja p(t) =
—t(t 4+ 1)3(t 4+ 2) seu polinoémio caracteristico. Assinale a alternativa correta.

(
(

(a) dim(Ker(T)) > 2.

(b) dim(Ker(T)) =1, dim(Ker(T +2I)) =1 e dim(Ker(T + I)) = 3.

(c) T é sobrejetor.

(d) T nao é diagonalizével, pois dim(U) = 5 e p(t) possui apenas trés raizes reais.

(e) T é diagonalizdvel se, e somente se, existem vy, v2,v3 € U, linearmente independentes, tais que

T(Ul) = —1, T(UQ) = —7V2 € T(Ug) = —703.

. Sejam V um espago vetorial de dimensao n > 4, T: V — V um operador linear com polinémio
caracterfstico p(t) = (1 —t)(2 — t)3(3 — t)"~%. Assinale a alternativa FALSA:
O operador T é diagonalizavel se, e somente se,

(a) dim(Im(T — 31)) — dim(Ker(T — 21)) =1

(b) V =Ker(T —I)+ Ker(T — 2I) + Ker(T — 3I)

(c) dim(Im(T — I)) + dim(Im(T — 2[)) + dim(Im(T — 3])) =n
(d) dim(Ker(T — ])) + dim(Ker(T — 2])) + dim(Ker(T — 3[)) =n
(e) dim(Ker(T — 2[)) + dim(Ker(T — 3])) =n-—1

. Sejam V um espacgo vetorial de dimensao finita e T: V' — V um operador linear. Suponha que A
e p sejam autovalores distintos de T'. Considere as seguintes afirmacgoes:

(I) Se dim(V) —dim (V/())) = 1, entdo T ¢é diagonalizavel.
(I) Se dim(V) = dim (V/(A)) 4 dim (V()), entao T é diagonalizavel.
(IIT) T é diagonalizéivel se, e somente se, dim(V) = 2.
Esta correto o que se afirma em
(a) (I) e (II), apenas.
(b) (II), apenas.
(c) (I) e (III), apenas.

10



69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

(d) (I), (I1) e (III).
(e) (II) e (III), apenas.
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e seja T': V' — V um operador linear invertivel. Prove
que
(i) se A é um valor préprio de T', entdo A # 0;

(ii) A é um valor préprio de T se, e somente se, % ¢ um valor préprio de T~! (onde T~! denota
o operador inverso de T');

(iii) se A é um valor préprio de T, entao a multiplicidade algébrica de A é igual & multiplicidade
algébrica de %

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e seja T: V' — V um operador linear de posto 1.
Prove que ou T é diagonalizdvel ou T2 é o operador nulo.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e seja T': V — V um operador linear tal que T? = T.
(i) Prove que se A é um autovalor de T', entdo A =0 ou A = 1.
(ii) Prove que V = Ker(T) @ Im(T), e conclua que T é diagonalizdvel.

Seja T: M,,(R) — M, (R) o operador linear tal que T'(M) = M", para todo M € M, (R), onde M*
denota a transposta de M. Prove que T é diagonalizavel.

Seja T: Py (R) — P, (R) definida por T(f(t)) = f(t + 1) para todo f(t) € P,(R). E T diagona-
lizavel? Por qué?

. . . -~ .o (4 =1 ~
Se T denota o operador linear de R? cuja matriz em relacio & base canoénica é (2 1 ), entao

T°55(0,1) é igual a

) ( )
) (2555 — 3856, 2556 _ 3555)
(c) (2555 — 3555, 9555 _ 3555)
) (2555 — 3855, 2555 _ 3556)
) (2555 — 3555, 2556 _ 3555)
Seja T um operador linear em R3 tal que (1,2,1), (0,1,0) e (2,0,1) sejam autovetores de T'

associados aos autovalores —1, 1 e 2, respectivamente. A soma dos elementos da primeira coluna
da matriz de T' em relacdo & base canénica de R? é igual a

(a) 12
(b) 11
(c) 10
(d) 9
(e) 8

Seja T': R? — R? o operador linear definido por T(z,y) = (3 — y,2x), para todo (z,y) € R2.
Entdo, T2018(0,1) ¢ igual a

(a) (1 _ 220187 9 _ 22018)
(b) (1,1 —3%1%)

(c) (22019’ 9 _ 32018)

(d) (1 _ 22018’ 22019)

(e) (1 _ 220197 1_ 32018)

11



7.

78.

79.

80.

81.

Seja a € R, e considere o operador linear T: R? — R? definido por
T(x,y) = (ax —y,z+y), (z,y) € R,

Entao, T é diagonalizavel se, e somente se

Sejam a e b numeros reais distintos, seja V' um espago vetorial de dimensao finita e seja T: V — V
um operador linear. Suponha que o polinémio caracteristico de T seja p(x) = (z—a)?(b—z). Sejam
v1, Vo autovetores distintos de T associados ao autovalor a, e sejam w;, we autovetores distintos
de T associados ao autovalor b. Assinale a alternativa contendo uma afirmagao FALSA.

a) Se v 4+ vg # 0, entdo v + vy é um autovetor de T

(
(

)
b) O conjunto {wy,ws} é linearmente dependente.
(¢) Se o conjunto {vy,vs} for linearmente independente, entao T' serd diagonalizavel.
(d)

)

d) O conjunto {vy,ws} é linearmente independente.

(e) v1 + wy é um autovetor de T

Sejam T': P2(R) — P1(R) e S: P1(R) — P2(R) as transformagdes lineares definidas por

T(q)=¢, ¢€P2(R), e S(ap+a1z)=ao+ apx + %xQ, ap,a; € R,

e seja H: P2(R) — P2(R) o operador linear dado por H = S o T'. Assinale a alternativa contendo
uma afirmacao FALSA.

(a) O polinémio caracteristico de H é p(t) = —t(1 —t)2.

(b) Ker(H — I) = [2?], onde I denota o operador identidade de Pa(R).
(c) H é diagonalizdvel.

(

)
)
d) dim(Ker(H)) = 1.
(e) Os tinicos autovalores de H sdo 0 e 1.

Sejam a,b,c € R e seja B = {e1,e2,e3} uma base de R3. Seja T: R® — R3 o operador linear

1 -1 0

cuja matriz em relacio & base B é | -1 1 0. Se Ker(T) = [e; + e2 + e3], o polindmio
a b ¢

caracteristico de T é p(t) = —t(t — 2)% e T é diagonalizédvel, entdo a? — b% + 2 é igual a

(a) 1

(b) 9

(c) 7

(d) 4

(e) 3

Considere as afirmacgoes abaixo.

(I) Se U é um espago vetorial de dimensao 75, entdo existe um operador linear T: U — U
satisfazendo Ker(T — I) N Ker(T — 2I) N Ker(T — 3I) # {0y}, onde I denota o operador
identidade de U.

12



(IT) Se o espaco vetorial R* estd munido do seu produto interno canénico, U é um subespaco de
R* de dimensdo 1 e T: R* — R* é o operador linear definido por T'(v) = proj; v, para todo
v € R*, entdo existe uma base B de R* tal que

3000
00 00
[T]B_oooo
0000

(IIT) Se T: R® — R é um operador linear cujo polinémio caracteristico é p(t) = (t — 2)4(t + 3)2,
entdo T é invertivel.

Esta correto que se afirma apenas em

) (I) e (TII).

) (I) e (II).
(c) (II).

) (II) e (IID).

) (II)
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Respostas
[0 S&o lineares apenas (iii), (iv) e (vi).

Todas as transformagoes dadas sao lineares.

Bl T(a+ba+cx?) = b5 4 ey 4 bl 4 qat,

A T(Bv+w)=18v e T(w) = 3wv.

6l (d)

@ Ker(T)={M € M,(R): AM = MA} e I, ¢ Im(T).
Bl Defina, por exemplo,

a+2b b+6¢c a+4b+2c
T(a+bx+cx® +dx®) = [3b+c a+5b a—2b
2a —b a—3b—c

Neste caso, uma base de Ker(T) é {x3}. Uma base de Im(T) é constituida pelas matrizes dadas
no enunciado do exercicio.

O Defina, por exemplo, T'(z,y) = (x — y, 22 — 2y).
[0 Defina, por exemplo, T'(z,y) = (y,0).
I Defina, por exemplo, T'(z,y, z,t) = (2,t,0,0). Assim, Ker(T) = Im(T) = [(1,0,0,0)7 (0, 1,0,0)].

12 Ker(T) = {0}; Im(T) = {p € C}(R) : (0) = 0}.
@3 (c)
(b)
T (b)
= (i) falso (ii) falso (iii) verdadeiro (iv) verdadeiro

(v) verdadeiro  (vi) verdadeiro (vii) falso (viii) verdadeiro
(i) verdadeiro  (ii) falso (iii) verdadeiro (iv) verdadeiro (v) verdadeiro
(e)
21 (a)
221 (i) verdadeira (ii) falsa (iii) falsa (iv) verdadeira (v) verdadeira
(b)
(b)

01 0 0O

0 0 200
B [0 00 30

0 0 0 0 4

0 00 0O

1 1 0 0

0 1 -1 1 0 0

(1 o)e 0 0 2 1
0 0 -1 2
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BHEEEBER H

2

=

4

40l

GBIl As respostas vao variar; uma possibilidade é M =

Sle Gl
Sle Sle
~_—

Ambas as matrizes sdo iguais a

—_

N

(i) Ker(GoT) = [(1,2, 1)]] Ker(ToG) = [aj—i—xﬂ

0 2 0
129 -10
1 0 10
(a)
13 =19 19
() Hpe=[6 -5 5
3 -6 7
(©)
(@)
(i) verdadeiro (ii) falso
(a)
(b)
(@)
(b)
1 12 4+ 14" —4+4- 14"
13\-3+3-14" 1+412.14"

(2—9 +3- 210’ —92-9 + 3. 210)

(i) E diagonalizavel. Uma possibilidade é M =

(ii) Nao é diagonalizavel.

)

(iii) falso

(iv) verdadeiro
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(iii) Nao é diagonalizavel.
; 1 1 -1
(iv) E diagonalizdvel. Uma possibilidade é M = (1 1 1 |.
1

63l (i) autovalores: —1 e 3; V(—1)=[(1,1,0),(1,1,1)] e V(3) = [(~1,1,0)]
(ii) sim
(b)

(i) ndo (ii) ndo (iii) sim (iv) depende

[l
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