MAT3458 — ALGEBRA LINEAR II
12 Lista de Exercicios — 22 semestre de 2020

. Verifique se V = {(z,y) : ,y € R} é um espago vetorial sobre R com as operagoes de adigdo & e
de multiplicagao por escalar ® dadas por:

(1) (z1,91) ® (z2,2) = (21 + 22,51 +2); @O (z,y) = (2, )

(i) (z1,91) @ (22,92) = (z1,31); @O (z,y) = (az, ay)

(it)) (z1,91) ® (22,92) = (221 — 292, —22 + Y1); @ © (2,y) = (2, ay)

(iv) (z1,91) & (¥2,92) = (@1 + 22— Lyr + 92— 1); a© (2,y) = (cx —a+ 1, ay —a+1)
(v) (z1,91) ® (22,92) = (w1 + 22,51 + ¥2); @O (w1,91) = (a1, xy)

. SejaV ={z € R: 2z > 0} com as operagoes de adi¢ao e de multiplica¢do por escalares dadas por
rPy=xy e a®@xr=za%
para todos z,y € V e a € R. Verifique que V' é um espago vetorial sobre R.

. Verifique se S é um subespago vetorial do espago vetorial V' nos seguintes casos:
(i) V=R3e S={(r,9,2) e R®: 2 =0}
(ii) V=R3*e S ={(z,y,2) € R®: ¢ um nimero inteiro}
(iii) V=MyR) e S ={A € M2(R) : A ¢ invertivel}
(iv) V = Pg( ye S ={pePsR):p(t) >0, para todo t € R}
(v) V=P[R)eS={pePR):p0)=2p(1)}
(vi) V = 733( yeS={a+br?+cx®:a,b,ceR}
i)

(vil) V=C3*(R) e S={f € C2(R) : af"” + bf' + c¢f = 0}, em que a, b, c € R sao fixados.

. Considere os seguintes subconjuntos do espago vetorial F(R) das fungoes de R em R:

Si={feFMR): f(t) = f(t+1), para todo t € R}
={f € F(R) : f(¢) ¢ inteiro, para todo ¢t € R}
Ss={feFR): f(t+s)=f(t)+ f(s), para todos t,s € R}

Assinale a afirmacao verdadeira.
(a) Apenas S; é subespago de F(R).
(b) Apenas Sy e S3 sdo subespagos de F(R).

(
(d) Apenas S; e S3 sdo subespagos de F(R).

)
¢) Apenas S; e Sy sao subespagos de F(R).
)
(e) S1,S2 e S5 sao subespagos de F(R).

. Seja S ={p e P3(R):p(—1) +p(1) = 0}. Mostre que S é um subespago vetorial de P3(R).

. Verifique se os conjuntos S; e Sy geram o mesmo subespago do espago vetorial V', nos seguintes
casos:

(i) S1={(1,0,0),(0,1,0)} e Sp = {(1,1,0),(1,—1,0)}, quando V = R3.

(i) Sy = {sen?(t),cos®(t),sen(t) cos(t)} e So = {1,sen(2t),cos(2t) }, quando V =C(R) = {f: R —
R: f & continua}.

(iii) S; = {1,6,t%,3} e So = {1,1+¢,1—t2,1—t—t*}, quando V = P3(R).

. Sejam w1, v, v3 0s vetores-linha e wy, we, w3 0s vetores-coluna da matriz

- A =
o Ot N
© o w
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Verifique as relagoes: vz = 2vy — vy, w3 = 2wy — w1.
Exprima w; e wy como combinacoes lineares de v; e v e vice-versa.
Conclua que os vetores-linha e os vetores-coluna da matriz dada geram o mesmo subespaco.

Dé um exemplo de uma matriz 3 x 3 cujos vetores-linha geram um subespaco de R? diferente
daquele gerado pelos seus vetores-coluna.

(v) E possivel encontrar uma matriz 3 x 3 tal que a dimensao do espaco gerado pelos vetores-linha
é diferente da dimensao do espago gerado pelos vetores-colunas? Justifique sua resposta.

T + 229 +3x3 +4x4 =0
Ache uma solucao nao-trivial para o sistema < 227 + 29 + 23 — 24 =0 . A partir dai, obtenha,
3r1 — 229 + 23 — 224 =0
em R3, uma combinacio linear nula dos vetores v; = (1,2,3), v2 = (2,1,-2), v3 = (3,1,1) e
vg = (4, —1,—2) na qual os coeficientes nao sio todos iguais a zero.

Em cada um dos itens abaixo, encontre um sistema de equagoes lineares que tenha o subespaco S
como espago-solugao.

(i) $=[(-1,0,1),(3,4,—2)] em R®.

(i) S =[(-1,0,0,1),(0,-1,-2,3)] em R™.

(iii) S =[(2,-1,2,0),(1,2,3,4),(0,—5,—4,-8)] em R™.
Em P5(R) considere os conjuntos

A={1+tt+t3}, B={1+2t+t31-13} e C={1+3t+13 1}

Assinale a alternativa correta.

a) [C] C [B], mas [C] # [B]

b) [A] =[C]
(c) [B]=I[C]
(d) [C] C [A], mas [C] # [A]
(e) [A] = [B]

Sejam a,b € R e considere os seguintes elementos do espago vetorial P3(R):
pr(z)=142z4+23 po(z)=ax+2%—2° p3(z)=a+z+bx? + 525

Se p3(z) € [p1(z),p2(x)], entdo a + b é igual a

Determine os valores de b € R para os quais o polindmio p(t) = 4t> + 2t + 4 pertenca ao subespaco
de P2(R) gerado pelos polindmios p; (t) = b(t + 1), pa(t) =1 — bt? e p3(t) = 1 + bt + bt>.
Considere a relacio ax + Ba?senx +vcosx = 0, com «, 3,7 € R. Atribuindo a z os valores 0, 7/2
7=0
e m, obtemos as equagoes { T + %ﬂ =0
Ta—7v=0

(i) Resolva o sistema linear acima nas inconitas «, 38, 7.

(ii) O conjunto B = {z,x?sen(z), cos(z)} é linearmente dependente em C(R)?
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Verifique se o conjunto de fungbes B é linearmente dependente ou independente em C(R) nos
seguintes casos:

(i) B = {e', e* et}
(ii) B = {et, te'}
(iii) B = {e!,tet, e}
(iv) B = {cost, cos 2t, cos 3t}
(v) B ={z,cosz,senz}
(vi) B = {e?,e3 cos4t,e3t sen 4t}
Seja V um espago vetorial e considere {vy,vs,...,v,} C V. Sejam Asg,..., A, nimeros reais nao-

nulos. Prove, usando a defini¢do de independéncia linear, que {v1,va,...,v,} € linearmente inde-
pendente se, e somente se, {v1,v1 + A\av2,v1 + A3vs, ..., v1 + Apv,} for linearmente independente.

Seja V' um espago vetorial e seja A = {u,v,w} um subconjunto linearmente independente de V.
Considere as seguintes afirmagoes:

L [u+v,u+w,v+w]=[u,v,w].

IT. O conjunto {u,u + v,u + w} é linearmente independente.
I [u+ v, u+w,v —w] = [u,v,w].

IV. O conjunto {u — w,u + v,u + w} é linearmente independente.

Esta correto o que se afirma em
(a) TelV, apenas.
(b) T e II, apenas.
(c) I, Il e IV, apenas.
(@)

(e) L II, I e IV.

I, IIT e IV, apenas.

Seja W = {(ac7 y) €ER%:a,y > 0} com as operacoes de adicao e multiplicacao por escalares dadas
por
(x1,91) © (72,92) = (2172, y1y2) e a® (z,y) = (% y%),
para todos (z1,41), (z2,y2) € W e a € R.
(i) Verifique que W é espago vetorial sobre R.
(ii) Ache uma base de W.

Sejam a,b € R. Entdo, o conjunto {a + z,1 + bz + 22, + ax?} gera o espaco vetorial Pa(RR) se, e
somente se,

(a) a(2—ab) #0

Sejam V' um espago vetorial e E = {e1,ea,e3} uma base de V. Seja v € V. O conjunto A =
{v,v —e1,v — e2,v — e3} é um conjunto de geradores de V? O conjunto A pode ser linearmente
independente? Justifique.

Seja V' um espago vetorial. Prove que se existir um conjunto F = {ej,eqa,e3} C V linearmente
independente tal que E'U{u} é linearmente dependente, qualquer que seja o vetor u € V, entdo a
dimensao de V é 3.

Seja V' = Poo(R) o espago vetorial dos polinémios de grau menor ou igual a 20 com coeficientes
reais. Considere as seguintes afirmacoes:
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I. Um subconjunto de V' com 20 vetores é sempre linearmente independente.
II. Um subconjunto de V' com 20 vetores estd sempre contido em uma base de V.

III. Um subconjunto de V' com 20 vetores nao gera V.

Esta correto afirmar que
(a) nenhuma das afirmagcoes é verdadeira.
(b
(

) apenas as afirmagoes I e II sdo verdadeiras.
(c) apenas as afirmagoes I e III sdo verdadeiras.
)

)

d
(e

Para que valores de a € R o conjunto B = {(a7 1,0),(1,a,1), (0, l,a)} é base de R3?

apenas a afirmacao II é verdadeira.

apenas a afirmacao III é verdadeira.

Determine uma base de R* que contenha os vetores (1,1,1,0) e (1,1,2,1).

) 7 3

11 -1 1 1 0
Considere o subconjunto B = 1 1,14 0],[2 3 do espago vetorial Msx2(RR).
11 0 1 4 3

(i) Mostre que B ¢ linearmente independente.

(ii) Determine uma base de M3x2(RR) que contenha B.

Seja B = {1,2 — z,2> + 1,1 + x + 23}. Verifique que B é uma base para P3(R) e determine as
coordenadas do polinémio p(z) = 2® em relagio a base B.

. 2 1 2 -1 |0 0] [0 O
sao={[i o] o o] o [ 5]
(i) Verifique que B é uma base de Ma(R).

(ii) Determine m,n,r,s € R para que as matrizes P = (m,n,n,m)p e Q = [; s} sejam iguais.

Considere as matrizes vy, v9,v3,v4 € w definidas abaixo:

4 3 3 2 2 1 10 0 0
=19 110 2701 ol BT 1o o> “Tlo o ¢ YT 1ol

Determine uma base e a dimensao de cada um dos subespagos vetoriais abaixo.
(i) S={(z,y,z,w)eR*:z—y=wez—3y+w=0}

(i) S = {AgMg(R):AE _32] - _32} A}
(iii) S ={pePs(R):p(1) =p(-1) =0}
(iv) S = {F“ C‘Hﬂ La,be R} C My(R)

0 a-0
(v) S={(z,y,z,w,t) ER°:x+y—az+3w+t=0e2z—y+z+2aw+5t =0}, sendo a € R.

A dimensao do subespago [t,e’,t — e’ te!,t + e'] de F(R) ¢
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Seja S = {(aij) € Ms(R) : a1 + a12 + a13 = a1 + age + ass = azy + ass + a33}. Est4 correto
afirmar que

(a) S nao é um subespago de M3(R).

(b) S & um subespago de M3(R) e dimS = 7.
(¢) S & um subespago de M3(R) e dim S = 6.
(d) S & um subespago de M3(R) e dim S = 1.
(e) S é um subespago de M3(R) e dim S = 3.

Seja b € R e considere o subespago vetorial S de P5(R) dado por
S = [x?’—x2+1,x3+x2—x,x3+bx2+x+2].
Determine b de modo que S tenha dimensao 2.
Sejam V' um espago vetorial de dimensao n e Oy o elemento neutro da adigao em V. Seja S um
subconjunto de V. Assinale a afirmagdo FALSA.
(a) Se Oy é um elemento de S, entdo S é um subespago de V.

(b) Se S é um subespago de V, entéo 0 < dim(S) < n.

(¢) Se B é um subconjunto linearmente independente de V' com n elementos, entdo B é uma base
de V.

(d) Se B é um conjunto gerador de V com n elementos, entdo B é uma base de V.

(e) Toda base de V' tem n elementos.
Considere o subconjunto A = {(07 2,-1,0,1),(0,0,3,-1,2),(0,4,—5,1, 0)} do espaco vetorial R?.
Sejam S = [A] e v = (0,m, —m,1,1), com m € R.

(i) Determine uma base de S.

(ii) Determine todos os valores de m para os quais v € S.

iii) Sew ¢ S, vale [AU{w}] = {(z,y,2,5,t) eR®: 2 =0}?
( ) ¢ 9 ) y7 ) )
Seja S = [(1,0, -1,1),(1,1,6,1), (0, a, a, 1)] C R*, em que a,b € R. Assinale a afirmacdo verda-
deira.

(a) Se a =0, entdo dim(S) = 2, para todo b.

(b) Se b =0, entao dim(S) = 2, para todo a.

(¢) A dimensao de S é 3 se, e somente se, a =b = 0.
(d) A dimensao de S é 2 se, e somente se, a = b = 0.
(e) A dimensao de S é 3, para todo a e b.

Em R®, considere o subespaco S = [A], em que
"4 = {(17 0) _17 270)7 (27 1737070)7 (07 17 _5a47 0)7 (1707 _117 107 0)}

(i) Ache uma base B para S, contida em A.
(i) Complete a base B do item (i) para uma base de R®.

(iii) Determine os valores de m para os quais v € S, sendo v = (4, —4,m?, 4m, 0).
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Determine uma base e a dimensao do subespacgo das solugoes do sistema linear homogéneo

r1 + 229 + 3x3 + 424 =0
201 + 320 + 423+ 524 =0
3x1 + 420+ 523+ 24 =0
x1 + 3x9 + 5xg + 1224 =0

Seja S o subespago das solugoes de um sistema linear homogéneo com sete equagoes e doze incog-
nitas. Quais sao os possiveis valores para dim S?

Verdadeiro ou Falso? Justifique.

(i)

Se S & o conjunto dos pontos (z,y,2) de uma reta r, entdo S é um subespago de R? se, e
somente se, a reta r passa pela origem.

Se a # 0, entdo {(1 —a,1+a), (1 +a,1 —a)} é sempre uma base de R

Se S = {u1,ua,...,ur} e So = {v1,va,...,v;} sd0 subconjuntos linearmente independentes
em um espago vetorial de dimensao n e k + [ = n, entao S; U S5 é uma base de V.

Se S & um subespago de um espago vetorial Ve S = [uq,ug, ..., up], entdo dim S = p.

Sejam My, Mo, ..., Ms matrizes distintas em Ms(R). Entao {M;, Ma, ..., M5} é gerador de
Ms(R).

Considere os subespagos

de M>(R) e seja M = (

s {7 D) emmiaaimo) o s=[(L .0 .01

3

1 42>. Verifique se M € S1 N Ss.

Considere os seguintes subespagos vetoriais da Ms(R):

S={AeM;R): A= A"} e T={A€ Ms(R):tr(A) =0},

em que A' denota a matriz transposta de A e tr(A) denota o traco de A, isto ¢, a soma dos
elementos na diagonal principal de A. Entao, a dimensao de S NT é igual a

(a)
(b
(c
(d

) 7
)
)
(e)

3

6
4
5

Considere os seguintes subespagos vetoriais de P3(R):

a)
b)
()
(d)
(e) 2

V= {p € P3(R) : p(1) + p(—1) = 0} e W= {p ePs(R):p'(1) = 0}.

A dimensao de V NW é igual a
(
(

4
3
1
0

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita > 4, seja E = {v1,v92,v3} um subconjunto de V' e
seja w € V. Se EU{w} é um conjunto gerador para V', entao esta correto afirmar que
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(a) w € [v1,v9,v3].
(b) w # Oy.
(¢) o conjunto F U {w} pode ou nao ser linearmente independente.
(d)
)

(e) dim([v1,v2] N [vg, w]) > 1.

o conjunto E é linearmente dependente.

Em R?, sejam S; = [(1,0,-1),(1,2,1)] e S; = [(1,1,1),(1,0,0)].
(i) Determine Sy + Ss.

(ii) Ache uma base e a dimensdo de S; N Ss.

Considere os seguintes subespagos de M3x2(R):

a b 11 -1 1 10 0o -7
S1 = a c|,a,bceR e Sy= 1 1),{4 o0],12 3}|,(-7 4
c a 11 0 1 4 3 7T 2

Ache uma base e a dimensao dos subespacos Sy, S, S1 + S5 e S1 N Ss.

Seja V um espago vetorial de dimensao 5. Sejam S; e So subespagos de V' de dimensao 3. Prove
que Sl N SQ 7é {0}

Considere os seguintes subespacos de R*:
U= {(x,y,z,t) e R* :y—|—z:t}7 W = {(:c,y,z,t) e R* ::c—y:O,z—t:O}.
Determine as dimensoes de U + W ede U NW.

Considere os seguintes subespacos de R3:
U={(z,y.2) eER* 1z —y+2=0}, W={(z,—z,2):2€R]}.

Assinale a alternativa que contém uma afirmagao FALSA.
(a) dim(U + W) = 3.
(b) dim(W) = 1.
(c) O conjunto U U W & um subespacgo de R?.
(d) dim(U) = 2.
(e) dim(UNW) =0.
Sejam V' um espago vetorial real de dimensao 7, S1 e Sy subespacgos de V tais que V =51 + Ss e
dim(S7) = dim(S2). E correto afirmar que
(a) dim(S; NS2) # 5.
(b) dim(Sy NSz) é impar.
(¢) dim(S; NSy) >
(d) dim(S; N Ss) <
(e) dim(S; N Ss) 7£ 3.
Se S7 e S5 sao subespagos de um espago vetorial F/, B; é uma base de S e By € uma base de S,
entao B U By
(a) é um conjunto linearmente independente, mas pode ndo gerar Sy + Ss.
(b) & um conjunto de geradores de S; 4+ S3, mas pode nao ser linearmente independente.
(
(d

(e) pode néo ser nem linearmente independente, nem um conjunto de geradores de S7 + Ss.

)

¢) é uma base de S1 + Ss.
) ndo é uma base de Sy + Ss.
)
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Seja S ={p e P3s(R) : p(—1)+p(1) =0}.
(i) Mostre que S é um subespago vetorial de P3(R).
(ii) Determine um subespago W de P3(R) tal que S @ W = P3(R);

Seja V = M3(R) como espaco vetorial.

(i) Mostre que sao subespagos de V' os subconjuntos:
Slz{AeV:A:At} e ng{AEV:A:—At}.
(ii) Prove que V =51 @ Ss.
(iii) Considere os seguintes subespagos de V:
U={(aij) €V :a;j=0,sei>j} e T={(bjy)€V:by;=0sei<j}.
Ache a dimensdo de U, de T, de U+ T ede UNT.

Para que valores de t € R a funcao definida por <(x1,x2, (yl,y2)> = x1y1 + txoys € um produto
interno em R??

Para cada par de vetores u = (71, 23) e v = (y1,¥2) de R?, defina
(u,v) = 2z191 — T1Y2 — T2y1 + 272Y2.

Prove que (,) é um produto interno em R2. Ache todos os vetores de R? que sdo ortogonais ao
vetor (1,0). Calcule [|(1,0)].

Determine A € R para que os polinémios p =22 —1 e ¢ = Az — 2 sejam ortogonais com respeito
aos seguintes produtos internos em Py(R):

() (p,q) = [1, p(x)q(z) dz;
(i) (p,q) = p(=1)q(=1) +p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).

Seja V' um espago vetorial real munido de um produto interno e sejam u,v € V. Considere as
seguintes relagoes envolvendo o produto interno e a norma em V':

(A) - lull = [[v]; (D (u,0) = [[ull[[v]]
B) lu+wv]* = [[ull® + [[v]*; (I (u+v,u—v)=0;
(©) Mutvll = llull + ol () (u,v) = 0.

Assinale a alternativa contendo equivaléncias corretas:

a)
)

(c)
)
) I), (B) < (II), (C) <« (III).

No espago P(R) dos polindmios, mostre que, se a,b € R e a < b, entdo (p,q) = f: p(t)q(t)dt é

um produto interno. Verifique por que nao ¢ um produto interno em C(R) (espaco das fungoes

continuas de R em R) embora o seja em C([a,b]). Observe também que, mudando os valores de a
e b, obtemos um produto interno diferente no mesmo espago P(R).

Seja V um espago vetorial com produto interno (, ). Considere as seguintes afirmagoes:
(I) Dados v,w € V, v e w sao ortogonais se, e somente se, ||v + w|| = ||lv — w]|.
D) (v,w) = ;(lv +wl|* = ||v — w]||?) para todos v,w € V.

(III) Se V = [uq,ug,...,uy] € (v,u;) = (w, u;) para todo i, entdo v = w.

Assinale a alternativa correta:
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(a) As trés afirmacoes sdo falsas.

(b) As trés afirmagoes sdo verdadeiras.

(c) Apenas as afirmagcoes (I) e (IT) sdo verdadeiras.

(d) Apenas as afirmagoes (I) e (III) sdo verdadeiras.
)

(e) Apenas as afirmagoes (II) e (ITI) sdo verdadeiras.

Seja V um espago vetorial de dimenséo finita n, com produto interno (, ). Suponhamos que exista
um subconjunto E = {vy,...,v,} com a seguinte propriedade:

Para todo w € V, se {(u,v;) =0 para todo i, com 1 <i <mn, entdo u = 0.

Nessas condigoes, pode-se afirmar corretamente que

FE é uma base ortogonal de V.
b

(a)

(b)

(¢) E é uma base de V.
)
)

E gera V mas pode nao ser linearmente independente.

(d) E pode ser linearmente dependente.

(e) E nunca ¢é base de V.

Sejam p e ¢ dois polinémios de grau < 11111. Mostre que dados 12173 ntimeros reais diferentes
quaisquer {¢; }121™ tem-se

(Z p(@)tl(@)) < (Z p(ci)2> (Z Q(Ci)2>

i=1 i=1 i=1

Sejam f e g as seguintes fungdes definidas no intervalo [257, 507]:

6t200+233 esen(t350)

ft)= son(£500) 1 337 g(?)

- ln\cos(ﬁ)y

Mostre que
2

( ranar) < ( rapar) (| oo ).

Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaco vetorial R? munido do produto interno usual
para mostrar que, dados os niimeros reais estritamente positivos a1, as, as, vale a desigualdade:

1 1 1
(a1+a2+a3) —+—+—1] 209
ay az as

Sejam f(x) e g(x) fungdes continuas em [0, 1]. Prove:

</o1 (f(t) +g<t))2dt>% = (/01 f(t)? dt>% + </019(t)2dt)§.

Seja F um espago vetorial com produto interno (,). Considere as seguintes afirmagoes:

(I) se B={e1,...,e,} ¢ uma base de E, entdo x = (x,e1)e; + -+ + (z, e, ) ey, para todo z € E;
(IT) se u,v € F sao li. e se w = v — proj,, v, entdo w é ortogonal a u se, e somente se, ||u|| = 1;
(II) se {u,v,w} C E éli. e se z =w — proj, w — proj, w, entdo z é ortogonal a u e a v.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmagoes (I) e (II) sdo verdadeiras.



(b) apenas as afirmacoes (II) e (III) sdo verdadeiras.

(¢
!
(e

64. Encontre uma base ortonormal para Ps(R), com respeito ao produto interno (p, ¢) = p(—1)g(—1)+
p(0)g(0) +p(1)q(1) + p(2)q(2).

65. Encontre uma base ortonormal (com respeito ao produto interno usual) para o subespaco de R*
gerado pelos vetores v; = (1,1,1,1), vo = (1,1,2,4) e v3 = (1,2, —4, —3).

apenas a afirmacao (III) é verdadeira.
apenas as afirmagoes (I) e (IIT) sdo verdadeiras.

)
)
)
)

nenhuma das afirmagoes é verdadeira.

66. Considere em P(RR) o produto interno definido por (p, ¢ fo x)dz.

(i) Aplique o algoritmo de Gram-Schmidt ao conjunto {17 T, x2} e obtenha um conjunto ortogonal
com coeficientes inteiros.

(i) Encontre uma base ortonormal para o subespaco gerado por {1,z,x?}.

67. Em P3(R), considere o produto interno

(p,q) = p(=1)a(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).
Se aplicamos o algoritmo de Gram-Schmidt ao conjunto {x — 1, x — 2}, obtemos

a) {x—1, -3z — 2}

b) {z—1, -2z - 3}.

68. Em P3(RR), considere o produto interno:

(p,q) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).

Calcule projp, (g) *. Esboce no mesmo plano cartesiano os graficos dos polinomios z* e projp, gy 2°.
Interprete o resultado.

2

69. Em C([0,27]) munido do produto interno (f,g) = [;

S = [1,sen(x), cos(x)].

f(z)g(x) dz, calcule projg(z — 2), em que

70. Considere o subespago U = [1,t] do espago vetorial C([0,2]), munido do produto interno (f,g) =

fo t) dt. Nessas condigoes, proj; (e') é igual a
(a) 627—1 +3t

(b) €512 4 7¢

(¢) S22 47t

(d) €51 +5¢

(€) &1 43¢

71. Se a,b € R sao tais que a expressao

[ME]

[ (cosz — (ax+b))2dx

(SE

assume o seu valor minimo, entao

(a) a=0eb=2.



(b) a=b=0.

(c)a=2eb=0
(d) a=0eb=m
() a=mmeb=0

72. Determine o polindmio de grau menor ou igual a 2 que estd mais proximo da fun(;éo f (a:) =€” no
intervalo [0, 1], considerando em C([0, 1]) o produto interno dado por (f, g) fo g(x) d.

73. No espago vetorial Ms(RR) considere o produto interno

a a b b
t 2 ) e = a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b2n.
a1 022 bar b2

(i) Prove que (A, B) = tr(B*A), em que X* denota a transposta de uma matriz X e tr(X) denota
o traco de uma matriz quadrada X (isto é, a soma dos elementos de sua diagonal principal).

(ii) Se W = { (i 3)) rrty—z= O}, determine uma base ortonormal para W.

(iii) Se W é como em (ii), determine o vetor de W que est4 mais proximo de A = (8 1)

74. Considere, no espago vetorial C([—m,7]), o produto interno dado por
(f.9)=[ [flt)g(t)dt

Lembrando que o conjunto {1,sen(t),cos(t)} é ortogonal, no subespago W = [1,sen(¢), cos(t)], o
vetor mais proximo de ¢ é

(a) 2sen(t)
(b) 2cos(t)
(c) 3+ =50 4 el
1 sen(t) cos(t)
& =7 5
)

75. No espago vetorial Ms(IR), com o produto interno dado por (A, B) = tr(B'A), considere o subes-
paco W = {X € Ma(R) : X* = —X}. A dimensao de W+ ¢é igual a

(a) 4

(b) 3

(c) 0

(d) 1

(e) 2

76. Se V é um espaco vetorial munido de um produto interno (, ), S um subespaco de V e u,v € V
sdo tais que v € St e u — v € S, entdo

(a) (u,0) =

)
(b) ue S+
(€) u=0
(d) (w,v) = [|v]®
(€) (u,v) = |lull



77. Considere R* com o produto interno usual. Seja
U= {(m,y,z,w) eR*:—z+y=0c¢ —2m+z+3w=0}.

Assinale a alternativa correta.

(a) U+ =[(-2,0,1,3),(~1,1,0,0)]
(b) U+ =1[(-2,0,1,3)]

(c) Ut =[(-1,1,0,0)]

(d) U+ =[(1,1,0,0),(2,0,2,3)]
(e) Ut =[(-2,0,1,3),(1,1,3,2)]

78. Considere em R* o produto interno usual e seja
S = {(x,y,z,w) € R4:x—2y—|—z—|—w20}.
(i) Determine uma base ortonormal de S.

(i) Dado v € R*, encontre vetores v; € S e vy € S tais que v = vy + vo.

79. Considere em P35(R) o produto interno dado por (p, ¢ fo z)dx. Seja

S={pePsR):p(l) = O}.
(i) Determine uma base ortonormal de S.
(i) Dado p € P3(R), encontre vetores p; € S e pp € S+ tais que p = p; + po.

80. Sejam E um espago vetorial de dimensao finita munido de um produto interno, S um subespaco
de E, B um subconjunto de S e C' um subconjunto de S+. Assinale a alternativa contendo uma
afirmacao FALSA.

independente.
(e) Se B gera S e C gera S+, entdo B U C gera E.

81. Sejam S e T subespagos de um espago vetorial £ com produto interno. Considere as afirmagoes:
I (S+T)" cS+tnTty
(IT) Se E tem dimensao finita, entdao dim (SL)L = dim S
1) St +TLc(SnT)*.
Podemos afirmar que:

(a) As afirmagoes (I) e (III) sdo verdadeiras somente no caso em que F tem dimenséo finita.
(b

)
) As trés afirmagoes sao falsas.
¢) Apenas as afirmacoes (I) e (III) sdo verdadeiras.
)
)

(
(d

(e) As trés afirmagoes sdo verdadeiras.

Apenas as afirmagoes (IT) e (IIT) sao verdadeiras.

82. Seja V um espago vetorial com produto interno (, ). Seja U um subespago de dimensao finita de
V e seja {u1,...,u,} uma base de U. Seja x um elemento de V. Considere as afirmagoes:

(I) Existem tnicos u € U e v € U+ tais que = u + v.



(z,u1) (2, un)
T
[Jus[]? [Jun [

(ITII) Se U’ é um subespago de V tal que V =U @ U’, entdao U’ = U+.

(IT) O elemento de U mais proximo de x é

Esta correto o que se afirma em
(a) (I), (IT) e (TID).
(b) (II) e (III), apenas.

)
)
¢) (I) e (II), apenas.
) (D),
) (III), apenas.

(
(d apenas.

(I
(I
(
(e) (



Respostas

i) ndo; (ii) nao; (iii) ndo; (iv) sim; (v) nao
i

d)

sim; (ii) nao; (iil) ndo; (iv) nao; (v) sim; (vi) sim; (vii) sim

H B B

(
(
(
(

<]

i) sim; (ii) sim; (iii) nao

oz}

Uma solugao néao trivial é (11,1, —15, 8); combinacao linear procurada: 11vy +ve — 1503 + 8vy = 0.

=

(i) S={(z,y,2) e R¥: —dz +y — 42 =0}

(ii) S:{(I,y,z,w)ER‘l:nyqu:O, x+3y+w:0}

(iii) S={(z,y,z,w) € R* : 4w + 8y — 5w =0, 8y + 4z — Tw = 0}
(

(ii) {(e, 1), (1,€)} € uma base; existem outras.
(a)
A é gerador; A nao é l.i.
(e)
2 a#0,a# —V2ea#2
{(1,1,1,0),(1,1,2,1),(0,1,0,0), (0,0,0,1)}

0o 0] [o o] [o
0o 1/,lo0 of,|o
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0

(i) {(2,1,0,1),(0,0,1,0)}; dim S = 2

o {[7 7 poms-

(iii) {1 — 2%z — 2% 22 —2*}; dim S =3

o {1 pams-

(v) {(—2, 1,0,0,1), (%51, 1422 1,0,0), (=22=2, 206 () 1,0)}; dimS =3

29 (d)

B0 (b)
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(i) {10,
(i) {(1,0,

2,-1,0,1),(0,0,3,~1,2)}; (i) m = 6; (iii) ndo

_1a 27 0)7 (27 17 3a 07 0)7 (Oa 17 _574’ 0)}
-1,2,0),(2,1,3,0,0), (0,1,-5,4,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0, 1)}

(iii) m=1loum=—6

A dimens&o é 1 e uma base ¢é {(17 -2.1, O)}

5 < dim S

<11

(i) verdadeiro; (ii) verdadeiro; (iii) falso; (iv) falso; (v) falso

M e SiNSy

e)
e)
b)

—_ = =~ =

i) R3, (ii)

— == O = e O

0
0
1
1
1
1
0
0
1
1
1
1

|
|
|
|

dimenséo 1, base {(0,1,1)}

} é uma base de S7, dim .S; = 3.

0
3) } ¢ uma base de Sy, dim Sy = 3.
3

-1 1 1 0
14 01,12 3 é uma base de S; + S3, dim(S; + S3) =5
0 1 4 3

} ¢ uma base de S1 N Sq, dim(S1 N S) =1

dim51 OSQ Z 1

dm(U+W)=4edim(UnNW)=1

()
(b)
(b)
(i)
(iii) dim U

t>0

ii) Por exemplo, W = [xz]

=3,dim7T =3,dim(U +T) =4,dm(UNT) =2

{(a,2a) : a € R}; [|(1,0)] = V2

(i) ndo existe A; (i) A = 2

(d)
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(b)

()
Considere o espago vetorial Pi1111(R) munido do produto interno (p,q) = 21121173 p(ci)g(c) e

aplique a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Considere o espago vetorial C([257, 507]) munido do produto interno (b,d) = 2550: b(t)d(t) dt. Ob-

serve que f, g € C([257,507]). Aplique a desigualdade de Cauchy-Schwarz a |{f, g)|*.

Aplique Cauchy-Schwarz aos vetores (\/a1,/az,+/a3) e (\/IU«T’ \/1672, \/%)

Desigualdade triangular no espago C([0, 1]).

e,%,%,%),(—;@ wo%(%%—%%)}

210e — 570)z2 + (588 — 216e)x + (39¢ — 105)

.. . 1 /1 0y 1 /=1 2 00'...1—12

(i) Umaposswelbasee{\/i (1 0),\/6(1 0),(0 1)},(111)3(1 3)

(a)

(b)

(d)

(a)

() 5(1,0,0,-1), &(1,1,0,1), —(~1,2,6,1).

(ii) Sewv = ( ,Y, Z, W), entao
v1 = 2(6z 42y — 2z — w, 20 + 3y + 22 + 2w, —x + 2y + 62 — w, —x + 2y — 2 + 6w),
qu:%(x—2y+z+w,—2x+4y—22—2w,x—2y—|—z+w,x—2y+z+w).

) {V3(z—1),V5(42* — ba + 1), V7 (152% — 252% + 11z — 1) }.
(ii) Se p = a+ bx + cx?® + da3, entdo
p1 = 2((5a+b+c+d) — (15a + 11b + 15¢ + 15d)x + (45a + 45b + 49¢ + 45d)z*
— (35a + 35b + 35¢ + 31d)z?),
p2 = (a+b+c+d)(—1+ 15z — 452% 4 352°).
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