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TOPICOS ABORDADOS NESTA AULA

© MOTIVACAO

© SPLINES
@ Splines Cubicos

© ASPECTOS TEORICOS
@ Construgdo de um Spline
@ Minimalidade dos splines
@ Estimativas de erros na aproximacgao por Splines

@ MATLAB
@ Rotinas no MATLAB
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INTRODUGAO

COMPARACAO COM POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados n+ 1 pontos do planos (que chamaremos de nds)
podemos encontrar o Unico polinémio de grau n que interpola
esses pontos.
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@ Problema: polinémios de grau alto apresentam muita variagéo na
concavidade.
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© Solugdo: usar polindmios de grau baixo em cada intervalo entre os
nos.
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INTRODUGAO

COMPARACAO COM POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados n+ 1 pontos do planos (que chamaremos de nds)
podemos encontrar o Unico polinémio de grau n que interpola
esses pontos.

@ Problema: polinémios de grau alto apresentam muita variagéo na
concavidade.

© Solugdo: usar polindmios de grau baixo em cada intervalo entre os
nos.

@ Isto chama-se aproximacao por polinémios seccionados.

@ O mais simples é usar polindmios seccionados de grau 1.

@ Problema: a fungio obtida pode n&o ser derivavel nos nés.
© Solugdo: usar polinémios seccionados de grau maior.

@ Polinbmios de grau 2?
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INTRODUGAO

COMPARACAO COM POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados n+ 1 pontos do planos (que chamaremos de nds)
podemos encontrar o Unico polinémio de grau n que interpola
esses pontos.

@ Problema: polinémios de grau alto apresentam muita variagéo na
concavidade.

© Solugdo: usar polindmios de grau baixo em cada intervalo entre os
nés.

@ Isto chama-se aproximacao por polinémios seccionados.

@ O mais simples é usar polindmios seccionados de grau 1.

@ Problema: a fungio obtida pode n&o ser derivavel nos nés.
© Solugdo: usar polinémios seccionados de grau maior.

@ Polinbmios de grau 2?

@ Também nao!

@ Se a derivada é pré-determinada nos nés mais extremos a
existéncia da aproximacao por polinémios seccionados de grau
2 fica comprometida.
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DEFINICAO SPLINES CUBICOS

O QUE E UM SPLINE CUBICO?

@ Tipicamente usa-se a aproximagao por polinbmios seccionados
de grau 3 e ela é chamada de interpolagdo com spline cubico.
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@ Se p(x) tem grau 3 entdo existem 4 constantes a determinar.
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DEFINICAO SPLINES CUBICOS

O QUE E UM SPLINE CUBICO?

@ Tipicamente usa-se a aproximagao por polinbmios seccionados
de grau 3 e ela é chamada de interpolagdo com spline cubico.
@ Se p(x) tem grau 3 entdo existem 4 constantes a determinar.

@ Vantagem: isto permite que possamos garantir continuidade da
funcéo e até de sua derivada de segunda ordem, mesmo quando
especificamos a derivada primeira da fungéo a ser interpolada nos
extremos do intervalo.
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DEFINICAO SPLINES CUBICOS

O QUE E UM SPLINE CUBICO?

@ Tipicamente usa-se a aproximagao por polinbmios seccionados
de grau 3 e ela é chamada de interpolagdo com spline cubico.
@ Se p(x) tem grau 3 entdo existem 4 constantes a determinar.

@ Vantagem: isto permite que possamos garantir continuidade da
funcéo e até de sua derivada de segunda ordem, mesmo quando
especificamos a derivada primeira da fungéo a ser interpolada nos
extremos do intervalo.

© Desvantagem: as derivadas primeiras do spline ndo coincidem
com a fungao original, mesmo nos nos.
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DEFINICAO SPLINES CUBICOS

FORMALIZACAO DO CONCEITO

@ Se f:[a,b] — R é uma fungéo e é dado um conjunto de nés
a=xy <X <...<Xp,=b,um spline cubico interpolador € um
fungéo S : [a, b] — R satisfazendo

PROF. ALEXANDRE LYMBEROPOULOS INTERPOLACAO POLINOMIAL SPLINES CUBICOS



DEFINICAO SPLINES CUBICOS

FORMALIZACAO DO CONCEITO

@ Se f:[a,b] — R é uma fungéo e é dado um conjunto de nés
a=xy <X <...<Xp,=b,um spline cubico interpolador € um
fungéo S : [a, b] — R satisfazendo

@ S(x) é um polindbmio cubico, indicado por S;j(x) no intervalo
[X, Xji11], paracada0 <j<n-—1;

PROF. ALEXANDRE LYMBEROPOULOS INTERPOLACAO POLINOMIAL SPLINES CUBICOS



DEFINICAO SPLINES CUBICOS

FORMALIZACAO DO CONCEITO

@ Se f:[a,b] — R é uma fungéo e é dado um conjunto de nés
a=xy <X <...<Xp,=b,um spline cubico interpolador € um
fungéo S : [a, b] — R satisfazendo

@ S(x) é um polindbmio cubico, indicado por S;j(x) no intervalo
[X, Xji11], paracada0 <j<n-—1;
@ S(x) = f(x;), paracada0 < j < n;
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DEFINICAO SPLINES CUBICOS

FORMALIZACAO DO CONCEITO

@ Se f:[a,b] — R é uma fungéo e é dado um conjunto de nés
a=xy <X <...<Xp,=b,um spline cubico interpolador € um
fungéo S : [a, b] — R satisfazendo

@ S(x) é um polindbmio cubico, indicado por S;j(x) no intervalo
[X, Xji11], paracada0 <j<n-—1;

@ S(x) = f(x;), paracada0 < j < n;

Q Si1(x41) = Sj(Xj41), paracada 0 < j < n—2;
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@ SiL1(X+1) = S(x+1), paracada 0 < j < n—2;

© Vale uma das seguintes propriedades
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e S"(x9) = S”(xn) = 0 (chamado spline natural ou de contorno livre);
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DEFINICAO SPLINES CUBICOS

FORMALIZACAO DO CONCEITO

@ Se f:[a,b] — R é uma fungéo e é dado um conjunto de nés
a=XxXy < x4 <...<Xp=b,um spline cubico interpolador € um
fungéo S : [a, b] — R satisfazendo

@ S(x) é um polindbmio cubico, indicado por S;j(x) no intervalo
[X, Xji11], paracada0 <j<n-—1;
@ S(x) = f(x;), paracada0 < j < n;
Q Si1(x41) = Sj(Xj41), paracada 0 < j < n—2;
Q S.i(x4+1) = S(xj41), paracada0 < j < n—2;
Q S\ (X+1) = S/ (Xj1), paracada0 < j < n-—2;
© Vale uma das seguintes propriedades
e S"(x9) = S”(xn) = 0 (chamado spline natural ou de contorno livre);
e S'(xp) = f'(x0) e S'(xn) = f'(xn) (chamado spline restrito);
@ O nome contorno livre deve-se ao fato desse spline ter a forma de
uma haste flexivel se esta fosse forgada a passar pelos nos dados;
© Splines restritos ddo aproximagdes melhores que os naturais, mas
exigem mais informag&o sobre fungéo a ser interpolada.
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INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

COMO SAO OS COEFICIENTES DE UM SPLINE?

@ Cada secgéo do spline, S;, para0 <j < n—1, tem aforma

Si(x) = &+ bj(x — x) + G(x — x)* + dj(x — x)°.
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INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

COMO SAO OS COEFICIENTES DE UM SPLINE?

@ Cada secgéo do spline, S;, para0 <j < n—1, tem aforma
Si(x) = & + bi(x — x) + G(x — x)* + di(x — x)°.

® Lembrando que Sj(x) = & = f(x)), Sj+1(X+1) = Sj(x:+1) @
chamando x;,1 — x; = h; temos

81 = g+ bhy+ Ghf + gy, 0 <j<n—1. (1)
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INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

COMO SAO OS COEFICIENTES DE UM SPLINE?

@ Cada secgéo do spline, S;, para0 <j < n—1, tem aforma
Si(x) = &+ bi(x = X)) + G(x — x)* + d(x — x)°.
e Lembrando que Sj(X)) = & = f(x), Sj+1(Xj+1) = Sj(X+1) €
chamando x;,1 — x; = h; temos
a1 =a+bh+gh +dh’,0<j<n-1. (1)

@ Definindo b, = S'(x,) e lembrando que S (Xj+1) = Sj(Xj+1)
temos
bj11 :bj+20jhj+3djhj2,0 <j<n-1. (2)
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INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

COMO SAO OS COEFICIENTES DE UM SPLINE?

@ Cada secgéo do spline, S;, para0 <j < n—1, tem aforma
Si(x) = &+ bi(x = X)) + G(x — x)* + d(x — x)°.
e Lembrando que Sj(X)) = & = f(x), Sj+1(Xj+1) = Sj(X+1) €
chamando x;,1 — x; = h; temos
a1 =a+bh+gh +dh’,0<j<n-1. (1)

@ Definindo b, = S'(x,) e lembrando que S (Xj+1) = Sj(Xj+1)
temos
bj11 :bj+20jhj+3djhj2,0 <j<n-1. (2)
@ Definindo ¢, = S"(xn)/2 e lembrando que S} {(Xj+1) = S/'(Xj+1)

j
temos
Cit1=C+3dh,0<j<n-1. 3)
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INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

MAIS CONTAS...

@ Isolando d; em (3) e substituindo em (1) e (2), para cada
0 <j < nobtemos

2
a1 = a+ bjhj + é(ZCj + Cjt1 ), (4)
bj+1 = bj + hj(Cj + Cj+1 ). (5)
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INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

MAIS CONTAS...

@ Isolando d; em (3) e substituindo em (1) e (2), para cada
0 <j < nobtemos

h?
g1 = a-+ bjhj + é(ZCj + Cjt1 ), (4)
bj+1 = b/‘ + hj(Cj + Cj+1 ). (5)
@ Isolando b; em (4) obtemos
1 h;
by = Fj(am — &) — 7(26 + G1)- (6)
e trocando j por j — 1 temos
1 hi_
b1 = (&= 8-1) - “5 (261 +0). (7)
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INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

UM POUCO MAIS...

@ Trocando j por j — 1 em (5) e substituindo (7) e (6) nela obtemos,
paracadal1 <j<n-1,
3

3
h-1G—1 +2(h—1 + )G+ MiGr = ¢ (@11 — @) — 1~ (8 — 3-1)- (8)
/) 1=
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INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

UM POUCO MAIS...

@ Trocando j por j — 1 em (5) e substituindo (7) e (6) nela obtemos,
paracadal <j<n-—1,
3 3
h-1G—1 +2(h—1 + )G+ MiGr = ¢ (@11 — @) — 1~ (8 — 3-1)- (8)
/) 1=
@ As equagles acima produzem um sistema linear cujas
incognitas sdo somente os ¢;, uma vez que h; e g sdo dados
iniciais do problema.
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INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

UM POUCO MAIS...

@ Trocando j por j — 1 em (5) e substituindo (7) e (6) nela obtemos,
paracadal <j<n-—1,
3 3
h-1G—1 +2(h—1 + )G+ MiGr = ¢ (@11 — @) — 1~ (8 — 3-1)- (8)
/) 1=
@ As equagles acima produzem um sistema linear cujas
incognitas sdo somente os ¢;, uma vez que h; e g sdo dados
iniciais do problema.

@ Veremos a seguir que o sistema obtido com as equagdes em (8)

€ sempre possivel e determinado tanto no caso de um spline
natural como no de um spline restrito.
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EXISTENCIA E UNICIDADE DO SPLINE NATURAL

@ O seguinte resultado garante a unicidade do spline natural.

Sejaf:[a,b] > Rea=xy < X1 <...< X, um conjunto dado de nés.
Entdo f admite um unico spline natural S com esses nos.
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@ O seguinte resultado garante a unicidade do spline natural.

Sejaf:[a,b] > Rea=xy < X1 <...< X, um conjunto dado de nés.
Entdo f admite um unico spline natural S com esses nos.

@ Demonstragéo:
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@ O seguinte resultado garante a unicidade do spline natural.

Sejaf:[a,b] > Rea=xy < X1 <...< X, um conjunto dado de nés.
Entdo f admite um unico spline natural S com esses nos.

@ Demonstragéo:
Q S’ (x)=S"(xn) =0,donde c, = S"(x,) =0e
2¢o + 6do(xo — %) = S”(x) = 0, ou seja ¢o = 0.
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@ O seguinte resultado garante a unicidade do spline natural.

Sejaf:[a,b] > Rea=xy < X1 <...< X, um conjunto dado de nés.
Entdo f admite um unico spline natural S com esses nos.

@ Demonstragéo:
Q S’ (x)=S"(xn) =0,donde c, = S"(x,) =0e
2¢o + 6do(xo — %) = S”(x) = 0, ou seja ¢o = 0.
© Esses valores junto com as equagdes (8) produzem um sistema
Ax = b possivel determinado.
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@ As matrizes envolvidas no sistema anterior sédo

1 0 0 0 7
ho 2(ho+hy)  hy
¢
(4]
A= 1|0 hi o 2(hi+hp) he X =
0 Cn
. . hn_2 2(l7n—2""l7l1—1) hn_+
L O 0 0 1
e
0

%(32—31)—%(81—30)

ﬁ(an—an—1)_ﬁ(anf1 —ap_2)
0
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@ O seguinte resultado garante a unicidade do spline restrito.

Sejamf:[a,b] > Rea= Xy < xy < ... < X, um conjunto dado de
nds. Entdo f admite um unico spline restrito S com esses nés
satisfazendo S'(a) = f'(a) e S'(b) = f'(b).

PROF. ALEXANDRE LYMBEROPOULOS INTERPOLACAO POLINOMIAL SPLINES CUBICOS



INTERPOLANDO COM SPLINES

POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

EXISTENCIA E UNICIDADE DO SPLINE RESTRITO

@ O seguinte resultado garante a unicidade do spline restrito.

Sejamf:[a,b] > Rea= Xy < xy < ... < X, um conjunto dado de
nds. Entdo f admite um unico spline restrito S com esses nés
satisfazendo S'(a) = f'(a) e S'(b) = f'(b).

@ Demonstragéo:
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@ O seguinte resultado garante a unicidade do spline restrito.

Sejamf:[a,b] > Rea= Xy < xy < ... < X, um conjunto dado de
nds. Entdo f admite um unico spline restrito S com esses nés
satisfazendo S'(a) = f'(a) e S'(b) = f'(b).

@ Demonstragéo:
@ by = S'(x0) = f'(a), donde, usando (6) com j = 0 temos
3 /
2hocy + hocy = h—o(a1 — ao)f (a)
analogamente temos

3

2hp_1Cn_1 + 2hp_1Cnh = 3f/(b) — h
n—1

(an — an—1).
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@ O seguinte resultado garante a unicidade do spline restrito.

Sejamf:[a,b] > Rea= Xy < xy < ... < X, um conjunto dado de
nds. Entdo f admite um unico spline restrito S com esses nés
satisfazendo S'(a) = f'(a) e S'(b) = f'(b).

@ Demonstragéo:
@ by = S'(x0) = f'(a), donde, usando (6) com j = 0 temos
3 /
2hocy + hocy = h—o(a1 — ao)f (a)
analogamente temos
3
hn—1

© Essas equagdes junto com as equagdes (8) produzem um sistema
Ax = b possivel determinado.

2hp_1Cn_1 + 2hp_1Cnh = 3f/(b) —

(an — an—1).
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@ As matrizes envolvidas no sistema anterior sdo as mesmas do
caso dos splines naturais, exceto a primeira e ultima linhas de A
e b que sao respectivamente

Ap = [2h h O ... ... 0]
Av = [0 ... ... 0 hoy 2hy 4]
e
3 '
bo = —(a1fao)73f(a)
ho
3
bn = 3f/(b) - h (an - anf‘]).
n—1
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MINIMALIDADE DO SPLINE NATURAL

@ Considere V o espaco vetorial de todas as fungdes de classe
C?([a, b]) que interpolam os pontos (Xo, o), - - - » (Xn, ¥n)-
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Se s € V é o spline cubico natural entdo ||s”||> < ||f’||> para toda
feV.
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@ Considere V o espaco vetorial de todas as fungdes de classe
C?([a, b]) que interpolam os pontos (Xo, o), - - - » (Xn, ¥n)-

Se s € V é o spline cubico natural entdo ||s”||> < ||f’||> para toda
feV.

@ Demonstragéo:
© Sef eV, entdo existe g € C?([a, b]), com g(x;) = 0,0 </ < ntal
que f(x) = s(x) + g(x).

PROF. ALEXANDRE LYMBEROPOULOS INTERPOLACAO POLINOMIAL SPLINES CUBICOS



INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

MINIMALIDADE DO SPLINE NATURAL

@ Considere V o espaco vetorial de todas as fungdes de classe
C?([a, b]) que interpolam os pontos (Xo, o), - - - » (Xn, ¥n)-

Se s € V é o spline cubico natural entdo ||s”||> < ||f’||> para toda
feV.

@ Demonstragéo:
© Sef eV, entdo existe g € C?([a, b]), com g(x;) = 0,0 </ < ntal
que f(x) = s(x) + g(x).
© Logo (x) = s"(x) +g"(x) e
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@ Considere V o espaco vetorial de todas as fungdes de classe
C?([a, b]) que interpolam os pontos (Xo, o), - - - » (Xn, ¥n)-

Se s € V é o spline cubico natural entdo ||s”||> < ||f’||> para toda
feV.

@ Demonstragéo:
© Sef eV, entdo existe g € C?([a, b]), com g(x;) = 0,0 </ < ntal
que f(x) = s(x) + g(x).
Q Logo f(x) = s"(x) +g"(x) e
o Hf'('jl\z 8" (x) + g"(Oll5 = 118" ()2 + 19" ()13 +2(s", 9")2,
onae

PROF. ALEXANDRE LYMBEROPOULOS INTERPOLACAO POLINOMIAL SPLINES CUBICOS



INTERPOLANDO COM SPLINES
POUCAS CURVAS
TEORIA ERRO NA APROXIMACAO

MINIMALIDADE DO SPLINE NATURAL

@ Considere V o espaco vetorial de todas as fungdes de classe
C?([a, b]) que interpolam os pontos (Xo, o), - - - » (Xn, ¥n)-

Se s € V é o spline cubico natural entdo ||s”||> < ||f’||> para toda
feV.

@ Demonstragéo:
© Sef eV, entdo existe g € C?([a, b]), com g(x;) = 0,0 </ < ntal
que f(x) = s(x) + g(x).
Q Logo f(x) = s"(x) +g"(x) e
Q (I3 =1Is"(x) + 9" ()5 = 18" (0|5 + Ig" ()5 +2(s", 9")2,
onde “
Q (s",d")2 :/ s"g" dx = 0 (integrando por partes).
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@ Considere V o espaco vetorial de todas as fungdes de classe
C?([a, b]) que interpolam os pontos (Xo, o), - - - » (Xn, ¥n)-

Se s € V é o spline cubico natural entdo ||s”||> < ||f’||> para toda
feV.

@ Demonstragéo:
© Sef eV, entdo existe g € C?([a, b]), com g(x;) = 0,0 </ < ntal
que f(x) = s(x) + g(x).
Q Logo f(x) = s"(x) +g"(x) e
Q (I3 =1Is"(x) + 9" ()5 = 18" (0|5 + Ig" ()5 +2(s", 9")2,
onde “
Q (s",d")2 :/ s"g" dx = 0 (integrando por partes).

@ Logo [1s”l2 < -
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EFICIENCIA NA APROXIMACAO

@ O seguinte resultado fornece estimativa para o erro maximo
entre o spline e a fungao interpolada.

TEOREMA

Sejam f : [a, b] — R de classe C* tal que

(4) _
Xrg[?l()] {fPx)} =M

e S o spline restrito que interpola f nos pontos
a=Xg<X1...<Xxp=>b. Entao

5M
_ <= iz
M) () —s(0)} < 32 oJjax U}
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NO COMPUTADOR

TUDO PRONTO!

@ O MATLAB possui uma rotina pronta chamada spline que faz
tanto splines naturais como restritos.
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@ x=0:10; y=sin(x);
@ xx=0:0.01:10; yy=spline(x,y,xX);
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TUDO PRONTO!

@ O MATLAB possui uma rotina pronta chamada spline que faz
tanto splines naturais como restritos.

@ Um spline natural que ajusta 10 pontos igualmente espagados
entre 0 e 10 para a fungéo f(x) = sin(x) obtém-se fazendo

@ x=0:10; y=sin(x);
@ xx=0:0.01:10; yy=spline(x,y,xX);

@ plot(x,y,'0",xx,vy,'b",xx,sin(xx),’g");
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@ O MATLAB possui uma rotina pronta chamada spline que faz
tanto splines naturais como restritos.

@ Um spline natural que ajusta 10 pontos igualmente espagados
entre 0 e 10 para a fungéo f(x) = sin(x) obtém-se fazendo

x=0:10; y=sin(x);
xx=0:0.01:10; yy=spline(x,y,xx);
plot(x,y, 0o’ ,xx,yy, b’ ,xx,sin(xx),'g");

Um spline restrito que ajusta os mesmos pontos para a fungao
f(x) = sin(x), com a condigao s’(0) = me s'(10) = n obtém-se
fazendo
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tanto splines naturais como restritos.

@ Um spline natural que ajusta 10 pontos igualmente espagados
entre 0 e 10 para a fungéo f(x) = sin(x) obtém-se fazendo

x=0:10; y=sin(x);
xx=0:0.01:10; yy=spline(x,y,xx);
plot(x,y, 0o’ ,xx,yy, b’ ,xx,sin(xx),'g");

Um spline restrito que ajusta os mesmos pontos para a fungao
f(x) = sin(x), com a condigao s’(0) = me s'(10) = n obtém-se
fazendo

@ z=[m y nJj;
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@ O MATLAB possui uma rotina pronta chamada spline que faz
tanto splines naturais como restritos.

@ Um spline natural que ajusta 10 pontos igualmente espagados
entre 0 e 10 para a fungéo f(x) = sin(x) obtém-se fazendo

x=0:10; y=sin(x);
xx=0:0.01:10; yy=spline(x,y,xx);
plot(x,y, 0o’ ,xx,yy, b’ ,xx,sin(xx),'g");

Um spline restrito que ajusta os mesmos pontos para a fungao
f(x) = sin(x), com a condigao s’(0) = me s'(10) = n obtém-se
fazendo

@ z=[m y nJj;

@ zz=spline(x, z,xx);

PROF. ALEXANDRE LYMBEROPOULOS INTERPOLACAO POLINOMIAL SPLINES CUBICOS



ROTINAS

NO COMPUTADOR

TUDO PRONTO!

O MATLAB possui uma rotina pronta chamada spline que faz
tanto splines naturais como restritos.

Um spline natural que ajusta 10 pontos igualmente espagados
entre 0 e 10 para a fungéo f(x) = sin(x) obtém-se fazendo

x=0:10; y=sin(x);
xx=0:0.01:10; yy=spline(x,y,xx);
plot(x,y, 0o’ ,xx,yy, b’ ,xx,sin(xx),'g");

Um spline restrito que ajusta os mesmos pontos para a fungao
f(x) = sin(x), com a condigao s’(0) = me s'(10) = n obtém-se
fazendo

z=[m y nj;
zz=spline (x, z, XX) ;

plot(x,y,’0o’ ,xx,zz,’b’ ,xx,sin(xx),’'r’);
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VOO DO PATO

@ Os seguintes dados foram obtidos a partir de pontos do perfil
das costas de um pato ao longo de um v60
X y X y X y
09| 13 || 44| 215|105 | 1.4
13 15 || 47205 | 11.3 ] 0.9

19185 | 5 2.1 116 | 0.7
21| 2.1 6 | 225 12 0.6
26| 2.6 7 23 || 126 | 05
3 2.7 8 | 225 13 0.4

39| 24 || 92195 | 13.3 | 0.25
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NO COMPUTADOR

VOO DO PATO

@ Os seguintes dados foram obtidos a partir de pontos do perfil
das costas de um pato ao longo de um v60
X y X y X y
09| 13 || 44| 215|105 | 1.4
13 15 || 47205 | 11.3 ] 0.9

19185 | 5 2.1 116 | 0.7
21| 2.1 6 | 225 12 0.6
26| 2.6 7 23 || 126 | 05
3 2.7 8 | 225 13 0.4

39| 24 || 92195 | 13.3 | 0.25

@ Determine o polinémio interpolador de grau 20, bem como o
spline natural e o restrito (estime valores para as derivadas nos
extremos) para esse conjunto de dados.
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