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Q 1. Seja U um espago vetorial com dim(U) = 200. Considere as seguintes afirmagoes:

(I) existe uma transformacao linear 7': U — U tal que

20 dim(Ker T") + 30 dim(Im 7") = 3500;

(IT) se T: U — U é uma transformagao linear tal que dim(Im(7")) = 150, entao a imagem de T’
nao esta contida em Ker(T');

(III) se dim(Ker(7)) = 185, entao a imagem de 7" estd contida em Ker(T');

Assinale a alternativa correta.
a) todas as afirmacoOes sdo necessariamente verdadeiras;

(
(b) apenas a afirmacao (I) é verdadeira;

(
(

)

)

c) apenas as afirmagoes (I) e (III) sdo necessariamente verdadeiras;

d) apenas as afirmagoes (I) e (II) sdo necessariamente verdadeiras;
)

(e) apenas a afirmacao (II) é necessariamente verdadeira;

Solugao: Lembramos que para qualquer transfromagao linear T: U — U temos que dim(U) =
dim(Ker(7T')) + dim(Im(7)).
(I) Sejam k = dim(Ker(T")) e m = dim(Im(7")). Assim obtemos o seguinte sistema:

k+m = 200
20k +30m = 3500

que tem como tnica solugdo m = —50 e k = 250. Como sempre acontece que 0 < dim(Im(7")) <
dim(U) obtemos que (I) é falsa.

(ITI) Como dim(U) = 200 e dim(Im(7")) = 150, obtemos que dim(Ker(7")) = 50. Dados dois
subespagos A, B de um espaco vetorial, se A C B, entao dim(A) < dim(B). Logo néao é possivel que
Im(T) < Ker(T). Portanto (II) é verdadeira.

(III) A afirmagao (III) é falsa. Por exemplo, seja {u1, ..., u200} uma base de U. Entao existe uma
transformagao linear S: U — U tal que S(u;) = u; para 1 <i <15 e S(u;) = 0 para 16 < i < 200.
Entao temos que Ker(S) = [uge, . . ., u200] € Im(S) € Ker(S). O

Q 2. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e igual a » munido de um produto interno ( , )
e B={ui,...,u,} uma base de V. Sejam z,y € V tais que ||z|| = ||y||. Pode-se afirmar que:
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(€) llz+yl* = ll=lI” + llyll*.
Solugao: (a) é verdadeira pois:

(m+y,z—y) = (x,2) +{z,—y) + (¥, 2) + {, —y) = llz]* — (&, v) + (z,9) — (y,y) = [|z]I> = [[y|* = 0.

(b) Em geral ||z +y|?> = (x + y,z +y) = ||z||*> + (z,y) + ||y]|*>. Logo (b) é verdade somente
quando (z,y) = 0.

(c) é verdadeira quando B é uma base ortogonal. Mas nao é certa em geral. Nao é dificil
encontrar contraexemplos em R3 com o produto interno usual.

(d) é verdadeira quando uj e ug sdo ortogonais (e nao nulos). Mas nao é certa em geral. Nao é
dificil encontrar contraexemplos em R? com o produto interno usual.

(e) é verdade se, e somente se, x e y sao ortogonais (Teorema de Pitagoras). O

Q 3. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno ( , ). Considere as seguintes
afirmagoes:

(I) sev,w eV, v =2, [|[w|| =1 e (v,w) = —2, entdo ||[v — bw|| = T7;

(IT) Se U é um subespago de V' de dimensao finita e igual a n e se ey, e9, ..., e, € U sdo nao nulos
e ortogonais dois a dois, entao:

<u7 €1> <u7 62> <u7 en>
= el ex+ -+
lea]l? lea|? leal|> ™
para todo u € U;
(III) Se {uq,...,u,} é um conjunto ortonormal de V', entao ||u; + ug + - - - + up|| = /n.

Assinale a alternativa correta:
(a) Apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo necessariamente verdadeiras;
(b) apenas as afirmagoes (II) e (III) sao necessariamente verdadeiras;

d

(c) apenas a afirmacao (III) é necessariamente verdadeira;
(d) todas as afirmagoes sao necessariamente verdadeiras;

(e) apenas as afirmagoes (I) e (III) sdo necessariamente verdadeiras.



Solugao: Todas as afirmagoes sao verdadeiras.

(D) ||v —5wl||? = (v —5w,v—5w) = (v,v) + (v, —=dw) + (=bw, v) + (~5w, —5w) = ||v]|*> = 5{v, w) —
5(v,w) + 25||w||? = 4 + 20 + 25 = 49. Logo ||v — 5w|| = 7.

(IT) Como os vetores e, ..., e, sao ndo nulos e ortogonais dois a dois, eles sao L.i. Como temos
n vetores Li. e a dimensao de U é n, o conjunto {ei,...,e,} é uma base ortogonal de U. Assim,
dado u € U temos que u = ajeq + - - - + ape, para uns unicos aq,...,q, € R.

Por outro lado, para cada i, (u,e;) = (a1e1 + -+ - + anen, €;) = a;{e;, e;). Logo a; =
1=1,...,n.

(ITD) flug 4+ ug 4 - - - + unl|2 = (w1 +ug + -+ tny g +ug + -4 un) = (ug, ur) + - -« + (U, up) =

(
lur ] + -+ [fun]2 = 14 -7 +1 = 1. Logo [fur + uz + - + || = V. O

u,€4)
(es,e1)

para

Q 4. Sejam V um espago vetorial munido de um produto interno ( , ) e U um subespago de V' de
dimensao finita e igual a n. Sejam {ui,...,u,} uma base de U e v € V. Considere as seguintes
afirmagoes:

(I) Existem tnicos z € U e y € U™ tais que v = z + y;

(IT) O elemento de U mais préximo de v é:

(III) Se W é um subespaco de V tal que V =U @ W, entdo W = U~.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmagoes (I) e (II) s@o necessariamente verdadeiras;
(b) apenas a afirmacao (IIT) é necessariamente verdadeira;

c) todas as afirmacoes sao necessariamente verdadeiras;

)

(c)

(d) apenas a afirmacao (I) é necessariamente verdadeira;
)

(e) apenas as afirmagcoes (II) e (III) sao necessariamente verdadeiras.

Solugao:  (I) é necessariamente verdadeira pois estudamos o seguinte resultado: Sejam V um
espago vetorial munido de um produto interno ( , ) e U um subespago de V de dimensao finita.
Entao V=U @ U™

(IT) Quando a base {uq,...,u,} é uma base ortogonal de U, o enunciado de (II) é verdadeiro.
Mas nio é complicado encontrar contraexemplos em R3 com o produto escalar quando{us, ..., u,}
nao é ortogonal.

(ITT) Esta afirmacdo é falsa. Por exemplo, seja V = R3 com o produto interno usual. Con-
sideremos a base ortogonal {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R3. Seja U = [(1,0,0)]. Entdo Ut =
[(0,1,0),(0,0,1)]. Mas R® = U @ [(1,1,0), (1,0, 1)]. O

Q 5. Sejam a,b € R e seja T': Py(R) — R? a transformacao linear tal que:
T(1)=(1,2,1), T(1+z)=(1,a,b), T(1+z+2%) =(1,1,2).

Assinale a alternativa corretas:



a) T é necessariamente injetora;

(

(b) T nao é injetora se, e somente, se a + b # 3;
(
(d

)
)

c¢) T nao é injetora se, e somente, se a + b = 3;
) T nao ¢ injetora se, e somente, se a + b # 5;
)

(e) T nao é injetora se, e somente, se a + b = 5.

Solugao: T é injetora se, somente se, Ker(7T") = 0.
O conjunto {1,1+4z,1+4 =+ 22} é uma base de P»(R) (pois dim P»(R) = 3 e eles sdo 1.i.). Logo
para qualquer p € P»(R), existem uns tnicos «, 3,7 € R tais que

p=al+ B +z)+v(1+z+z?).

Assim,
1 1 1
T(p) =aT(1)+pT(1+2) +yT(1+z+2%)=a| 2 |+ a |+~ 1
1 b 2

Logo T'(p) = 0 se, e somente se, a, 3,7 sao solugoes do sistema:

a + B+ 4 =0 a + v+ B =0
2 + af + v = 0 ou equivalentemente 20 + v + aBf = 0
a + b8 + 2v =0 a + 2y + 3 =0
Resolvemos o sistema
1 11 1 1 1 11 1
2 1 a — 0 -1 a-—2 — 01 2—a
1 2 0 0 1 b-—-1 0 0 a+b—-3

T ¢é injetora se, e somente se, T'(p) = 0 implica que p = 0 (i.e. Ker(7') = 0). Isso é equivalente a
que a tunica solugao do sistema seja o = 8 = v = 0. Equivalentemente a + b # 3.
Logo temos que T nao é injetora se, e somente se, a + b = 3. O

Q 6. Considere o espaco vetorial R* munido de seu produto interno canénico. Seja U o subespaco
de R* definido por:

U={(z,y,2,t) ER*: —z+y=0e —22+2+3t =0}
Assinale a alternativa correta.
Ut =1[(-2,0,1,3),(1,1,3,2);
=1(1,1,0,0),(2,0,2,3)];
=
=

(
(=
(=
=[(=



Solucgao: Primeiro vamos encontrar uma base de U. Para isso resolvemos o sistema

—2x + 2z + 3t =0

-1 100y (1 -100) /1 -1 0 0} .
-2 01 3 0 -2 1 3 0o 1 -3 -3

Assim os vetores de U sao:

O =
—_ O
|

1 3 1 3
z sa+358 3 3
1o43 1 3
Yol TP [ —al 2 |4 2|, aBer
z « 1 0
¢ B 0 1

Logo, fazendo a« =2, f =0e a =0, = 2, obtemos que U = [(1,1,2,0), (3,3,0,2)].

Ut = [(1,1,2,0),(3,3,0,2)]"
{(z,y,2,t) € RY: ((1,1,2,0), (x,y, z,t)) = ((3,3,0,2), (z,y, z,t)) =0}
= {(z,y,2,t) eRY: z +y+22 =3z + 3y + 2t = 0}.

Resolvemos o sistema
r + y + 2z =0
3r + 3y + 2t = 0

1120y /11 20y (112 oy (110
330 2 0 0 —6 2 001 -1 00 1 —

Assim os vetores de UL sio:

2 2
x —a—3f ~1 —3
1
3
t B 0 1

Logo, fazendo a« =1, 5 =0e a =0, § = 3, obtemos que U = [(—1,1,0,0), (-2,0,1,3)].

Q 7. Considere o espago vetorial C(]0,2]) munido do produto interno

)= [ fwoa, g€ o)
e seja U o subespago de C(][0,2]) dado por U = [1,¢]. Assinale a alternativa correta:
(a) projy(e') = <57 +3t.
(b) projy (') = 5 + 5t.

(c) projy(e!) = <51 + 3t
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(d) projy(e') = S5 +7t.
(e) projy(e!) = €51 + 7t.
Solugao: Primeiro observamos que a base de U dada {1,t¢} nao é ortogonal. Por isso aplicamos

o método de Gram-Schmidt para obter uma base ortogonal de U.
O primeiro elemento da base ortogonal vai ser 1 o segundo é calculado de acordo com

(L0,

t—
(e

= f02 tdt = [%} =2. |1 = fo 1dt = 2. Logo uma base ortogonal de U é:

(1,t —1}.

Entao
(eta1> <€t7t_ 1>

projy(e") = T L+ e ¢V
f2 eldt = e ]O—e — 1.
||t—1H2 <t—1t 1) = f(t—l)zdt:[§+t_t2}z:§+2_4:%
(eht—1)= [fe'(t—1)dt = [(t - 1)e' — et]g = 2. Logo
proju(e!) = 5(¢% = 1)+ 32t~ 1) = 5(e* =) + 31

Q 8. Considere o espago vetorial P3(R) munido do produto interno:

(p,q) = p(—1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2), p,q € P3(R),

e seja U o subespaco de P3(R) dado por U = [z — 1,2 — 2]. Aplicando o método de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt & base {z — 1, x — 2} de U, obtemos a base ortogonal:

(a) {x—1, 42}

(b) {z =1, —3z - 3}
(c) {z—1, 3z + 3}
(d) {z =1, -2 =2}
() {w—1, -3 -3}

Solucao: O método de ortogonalizagao de Gram-Schmidt diz que o primeiro elemento da base
ortogonal é x — 1. O segundo elemento é obtido da seguinte forma:

(x — 2,2 —1)
r—2— —F—"(r—1).
[l — 112



(x—2,2—-1)=(-3)(-2)+ (-2)(-1)+0+0=38
lz—1]2=(z -1,z —1) = (=2)2+ (-1)2 +0+ 12 =6.
Assim temos que

(x —2,2—1) 8 1 2

x—2— 1] (z—=1)=z-2—-—=(z—-1)=—cx— =.

6

Q 9. Seja W o subespaco vetorial de R? definido por
W= {(z,y,2) eR3 | 24y + 2z =0}.
Assinale a alternativa correta:

(a) Existe uma tnica transformacio linear T: R3 — R3 tal que ker T = WeIm T = [(1,1,-1),(0,0,1)];

(b) Existem infinitas transformagdes lineares T': R?® — R? tais que ker T'= W, ImT = [(1,1,—1)] e
T(1,1,0) = (2,2,-2);
(c) Existem infinitas transformagdes lineares T': R?® — R3 tais que kerT =W e ImT = [(1,1, —1)];

(d) Existem infinitas transformagoes lineares T': R? — R3 tal que ker T'= W, Im T = [(1,1, —1), (0,0, 1)];

(e) Existe uma tnica transformacio linear 7: R3 — R? tal que ker T = W e ImT = [(1,1, —1)].

Solugao: W tem dimensao 2. Por exemplo, uma base de W é {(1,—1,0),(0,1,—1)}. Uma
base de R? que contém a base de W anterior é, por exemplo, {(1,—1,0),(0,1,—1),(1,1,0)}. Como
queremos transformacdes lineares T: R3 — R3 tais que Ker(T) = W, temos que definir T como
7(1,—-1,0) =T7(0,1,—1) = (0,0,0). Como dim Ker(T") = 2, temos que dimIm(7") = 1. O elemento
da base (1,1,0) pode ser enviado onde quisermos que esteja em [(1,1,—1)], pois queremos que
ST = [(1,1,—1)]. Assim podemos definir, por exemplo, T'(1,1,1) = a(1,1,—1) para a € R, a # 0.
Logo, para cada a € R, a # 0, temos uma tnica transformacdo linear T,: R?> — R3 dada por
T,(1,-1,0) = (0,0,0), T,(0,1,—1) = (0,0,0) e T,(1,1,0) = a(1,1,—1).

Assim existem infinitas transformacoes lineares 7': R? — R? tais que kerT = W e ImT =
[(1,1,-1)]. O

Q 10. Considere o espago vetorial P5(R) munido do produto interno:

(p,q) = /0 33333p(t)q(t)dt-

Seja U = [1 + 2, 2%, p,q € P5(R), e o subespaco U de Ps(R) dado por U = [1 + x,2?]. Sejam
T: Ps(R) = U e S: Ps(R) — Ut as transformacdes lineares definidas por:

T(p) = projy(p),  S(p) = projy(p),
para todo p € P5(R). Assinale a alternativa contendo uma afirmacao FALSA.

(a) Existe uma transformacao linear sobrejetora L: U+ — R5;



(b) Existe uma transformagcio linear injetora L: U+ — R?;

(c) T é sobrejetora;

(d) se L: P5(R) — R> é uma transformacao linear, entdo dim Ker L > 1;

(e) S é sobrejetora.

Solugdo: (a) é falsa. Sabemos que dim P5(R) = 6. Como dimU = 2, temos que dim U+ = 4.

Dada uma transformagéo linear L: U+ — R?, temos que 4 = dim Ker(L) + dimIm(L). Se L for
sobrejetora terfamos que dimIm(L) = 5, o que é impossivel pois dim Ker(L) > 0. O



