Q1. Considere os subespacos S; e Sy de R* definidos por:
Sy =1(1,0,-1,0),(1,2,1,2)], Se=1(0,1,1,1),(1,0,0,1)].

Assinale a alternativa correta:

(a) dim(Sy + S2) =3 e dim(S) N Sp) = 1;
(b) dim(S + S2) =4 e dim(S1 N Sy) = 1;
(c) dim(Sy + S3) =4 e dim(S) N Sy) = 0;
(d) dim(S; + S2) = 3 e dim(S1 N S2) = 0;

) dim( ) ( ) =2

(e m(S7 +52) =2 e dim(S7 NSy

Resposta (a). Os geradores de Sy sao, evidentemente, LI, assim como os de S2; logo dim S =
dim Se = 2. Sabe-se que Sy + S2 = [(1,0,-1,0),(1,2,1,2),(0,1,1,1),(1,0,0,1)]. Para calcular a
dimensao de S1 + So, escalonamos a matriz A cujas linhas sdo os quatro geradores de S1 + Sa,

10 10 10 10
1 2 1 2 0o 2 2 2 )
A= 01 1 11|’ resultando, por exemplo, em R = 00 1 1l Como as linhas de R

geram o mesmo subespaco de R* que as linhas de A, e as linhas nio nulas de R sdo claramente
LI, seque dim(S1 + S2) = 3. Logo, dim(S; N S2) = dim S; + dim So —dim(S; +S2) =2+2-3 = 1.

Q2. Considere os subespagos S1 e S de M3x2(R) definidos por:

(a) dim(Sy) = 3, dim(S2) = 3 e dim(S; N S2) = 1;
(b) dim(S1) = 3, dim(S2) = 2 e dim(S; N S2) = 1;
(c) dim(Sy) = 3, dim(S3) = 3 e dim(S1 N S2) = 0;
(d) dim(S1) =3, dim(S2) = 2 e dim(S; N S2) = 0;
(e) dim(S7) = 3, dim(S3) = 3 e dim(S7 N Sq) = 2.

Resposta (a). Uma matriz A de Msyo(R) estd em Sy se, e somente se, existirem a,b,c € R tais

a a 11 0 0 0 0 11 0 0 00
qgueA=1a bl =al|l 0]4+b[0 1]+c[O0 O].Assim, S1 = 1 01,10 11,10 O
b ¢ 0 0 10 01 0 0 10 01
Como os vetores nesse conjunto gerador sdo LI, dim S1 = 3. Sendo, também, LI os geradores de
1 1 -1 1
So, seque dim Sy = 3. Finalmente, um vetor B de Sy € da forma B=a |1 1| +81 1 0] +
1 1 0 1

a—B+7y a+ 3
=|la+B8+2y a+3y |, coma,B,y € R. O vetor B estard também em S; (e,
a a+pB+7y
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a—Bty=atf=a+tft2

, donde segue
a+3y=«

consequentemente, em S1NS2) se, e somente se,

B8 =~ =0. Portanto, S1 N Sy = , que tem dimensao igual a 1.

—_ = =
—_ =

Q3. Sejam S; e Sy subespagos de Pg(R) tais que Pg(R) = S1 + S2 e dim(S;) = dim(S3) + 1
Pode-se afirmar que:

(a) dim(S7 NSz) # 5;
(b) dim(51 N SQ) # 4,

(c) asoma Sy + S2 nao é direta;
(d) dim(Sl N 52) <7

(e) dim(S; N Sy) # 6.

Resposta (a). Sabe-se que dim(S7 N S2) = dim S + dim Sy — dim(Sy + S2). Como Sy + So =
Ps(R), seque dim(S7 + S2) = dim Pg(R) = 9. Disso e do fato que dim S; = dim Se + 1, tem-se:
dim(S1 N 52) =2dimSy +1— 2 dim Sy — 8, que certamente nao € cinco, por ser par. Pode ser
4: S1 = Ps(R), 5’2 = [1,z, 2%, 23,27, 2%]; pode ser 0: S; = Py(R), Sy = [2°, £U6 27, 28]; pode ser 8:
S1 = P3(R), S2 = P;(R); pode ser 6: S; = P7(R), Sy = [1,z, 22, 23, 2%, 2P xs]

Q4. Sejam V um espaco vetorial, S1 e Sy subespacos de V', By uma base de S1 e By uma base de
Ss. Considere as seguintes afirmagoes:

(I) existe uma base para S; NSy contida em By U Bo;
(IT) se a intersecao B1NBs é vazia e a uniao B;UBy é uma base de S1+Sa, entao dim(S1NS2) = 0;
(ITT) se V =Sy + So, entdao By U By é um conjunto gerador de V.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmacoes (II) e (III) sao necessariamente verdadeiras;
(b) todas as afirmagoes sdo necessariamente verdadeiras;
(c) apenas as afirmagoes (I) e (III) s@o necessariamente verdadeiras;
(d)

)

d
(e) apenas a afirmagao (I) é necessariamente verdadeira.

apenas a afirmagao (II) é necessariamente verdadeira;

Resposta (a). (I) € falsa, por exzemplo, se, em R3, tivermos Sy = [(1,1,0),(1,—1,0)] e Sy =
[(0,1,1),(0,—1,1)], entdo qualquer base de 51 N Sy € da forma {(0,2,0)}, com = # 0. (II)

€ verdadeira, pois se v € S1 N Sy, entdo v = A\uy + -+ + Ay = pwy + -+ + ppwWg, com
Alyevos Ay i1y ooy ik € R, uqy .o yup € By ewy, ..., wg € Bz. Dai, seqgue A\jui~+- - -+ Apty — 1wy —
—Mkwk:OV. Como BiNBy =0 eByUBy € LI, tem-se \y =+ =Xy =1 = -+ = ug = 0.

Em particular, v = Oy. Portanto, S1 N Se = {0y }. (III) € verdadeira, pois todo vetor de V' € uma
soma de uma combinagao linear de elementos de By com uma combinagao linear de elementos de
Bo, ou seja, € uma combinacao linear de elementos de By U Bs.

Q5. Considere o subconjunto C' de P5(RR) definido por:
C = {1+x,1+x+x2—|—:U4,:U—|—1:2+3:3—|—x4}.

Assinale a alternativa correspondente a um conjunto D tal que C'U D seja uma base de P5(R):

(a) D={1,14a+2%+z* 2°};



(b) D:{O,l,x—x3+a:5};

(c) D:{1,1+x+x2,1—x3—x4};
(d) D={l,z+ 2% 2% —2* —2°};
() D={1+2%1-2a"}.

Resposta (a). Como C € LI e dim Ps(R) = 6, D tem que conter 3 elementos. Isso elimina
a alternativa (e). Ainda, (b) estd eliminada, pois uma base ndo pode conter o vetor nulo de um
espago vetorial. Mais, elimina-se (c¢), uma vez que evidentemente nio se tem x> como combinacdo
linear dos elementos de C'U D neste caso. Resta verificar (a) e (d). Por inspe¢do, vemos que
r+23=01+4z)— (1+az+2+2) + (z+ 22+ 23+ %), 0 que implica que, no caso (d), CU D
nao € LI. Resta (a), que, de fato, é LI (e, por conter 6 elementos, uma base de Ps(R)), uma vez
que, escalonando-se a matriz

110000
111010
011110
100 0 0 0]}
110110
000O0O0T1

cujas linhas sao, neste caso, as coordenadas dos vetores de C'U D em relagdo a base candnica de
P5(R), obtem-se uma matriz sem linhas nulas.
Q6. Seja S C R* o conjuntos das solucoes (1, z2, 3, z4) do sistema linear homogéneo:

T + 229 + 3x3 + 424 = 0,

2x1 + x0 + 43 + 324 = 0,

3x1+x2+ b3+ 24 =0,

r1 — 2x9 —4xy = 0.

Pode-se afirmar que:

(a) S c[(3,1,-1,0),(3,0,—3,1)] e S é um subespaco de R* com dimensdo igual a 1;

(b) S nao é um subespaco de R*;

(c) S c(0,3,1,-1),(3,1,0,1)] e S é um subespaco de R* com dimensao igual a 1;

(d) S c[(3,1,-1,0),(3,0,—3,1),(0,3,1,—1)] e S é um subespaco de R* com dimensio igual a 2;
(e) S c(0,3,1,-1),(3,1,0,1),(3,1,—1,0)] e S é um subespaco de R* com dimensao igual a 2.

Resposta (a). Vimos que o conjunto de todas as solugoes de um sistema linear homogéneo
com n incdgnitas sempre € um subespaco de R™. A matriz de coeficientes do sistema acima €

1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 03 2 5

A= 3 1 5 1 | e escalonada, resulta em, por eremplo, R = 00 1 4| aue tem
1 -2 0 —4 000 0

3 linhas nao nulas. Isso jd nos diz que dimS = 4 — 3 = 1. S6 restam as alternativas (a) e (c).
As solucoes do sistema AX = 0 coincidem com as solucdes do sistema RX = 0 que sdo, por
“retro-substitui¢ao”, da forma (6t,t,—4t,t),t € R, ou seja, S = [(6,1,—4,1)], que estd, obviamente
contido em [(3,1,—1,0), (3,0, —3,1)], mas nao em [(0,3,1,—1),(3,1,0,1)].

Q7. Considere os subespagos S e W de P;(R) definidos por:
S={pePi(R):p(0)=0ep'(1)=0}, W=[lz + 2% — 23]



Pode-se afirmar que:

Resposta (a). Um vetor p = a + bx + cx? + dx> + ex* de Py(R) estd em S se, e somente se,

a=20
., ou seja, se p € da forma p = (—2¢ — 3d — 4e)x + cx?® + dz® + ex? =
{b—|—2c+3d—|—4e:0 jo, se p ¢ da formap = ( )

c(—2x +22) +d(—3z + 2) + e(—4x + 2?). Assim, S = [-2x + 2%, —3x + 23, —4x + 2] e, portanto,
dim S = 3. Um vetor de W ¢ da forma q = o + B(x + 22 — 23), com o, 3 € R. Esse vetor estd

em S (e, portanto, em S NW ) se, e somente se, ¢(0) =0 e ¢'(1) = 0, ou seja, se, e somente se,
a = 0. Portanto, SNW = [z + x> — 23], que tem dimensdo 1. Finalmente, W ndo estd contido

em S porque, por exemplo, o polindmio constante igual a 1, que é de W, nao satisfaz a condi¢do
que define os elementos de S.

Q8. Considere a base B de M>(R) definida por:

{06660}

Se (a, b, ¢, d) denotam as coordenadas da matriz (% %) em relacdo a base B, entao 8a + 4b+2c+d
é igual a:

Resposta (a). (:1)) 3) = (a,b,c,d)p se, e somente se, (:1)) 3) =a <1 1) +0b <_11 _11> +

a—b+c+d=1
11 d 1 1\ (fa—b4+c+d a+b+c+d . ; a+b+c+d=2

c\1 o 0 1)~ atbtoc a—btd | Ouseia seesomente se, et bte—3
a—b+d=0

A solugao desse sistema € dada por a =3/2,b=1/2,c=1,d = —1.

Q9. Considere os subconjuntos de P(R) definidos por:

Si={pePR):p(1)=0}, Sy={pePR):p(0)=1},
Ss={pe P(R):p(1) =p(0)}.
Dentre esses trés conjuntos, sao subespagos de P(R):

(a) apenas Sp e Ss;
(b) Sl, SQ [§] 53;



(c) apenas Sy e Sa;
(d) apenas Sy e Ss;
(e) apenas Ss.
Resposta (a). S1 e S3 sdo subespagos porque satisfazem as 8 condig¢oes: 1) 0 € Sy; 2) sep,q € S1

entio p+ q € S1; 3) se p € S1 entdo \p € Sy. Igual para S3. So nao é subespago vetorial porque,
por exemplo, 0 nao pertence a Sy (o polinomio 0 nao assume o valor 1 em 0).

Q10. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e igual a n e sejam dados vetores dois a dois

distintos vy, vs, ..., v, € V. Considere as seguintes afirmagoes:
(I) se k > n, entao {v1,ve,..., v} é linearmente dependente;
(IT) se k < n, entao {v1,ve,...,v;} é linearmente independente;
(III) se k = n, entdao {v1,va,...,vx} é uma base de V.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas a afirmacao (I) é necessariamente verdadeira;

c) apenas a afirmacao (III) é necessariamente verdadeira;

(
(d

(e) apenas as afirmagoes

) (

b) apenas a afirmacao (II) é necessariamente verdadeira;
) (
) S

e (II) sao necessariamente verdadeiras;

~— ~—

I
IT) e (III) sao necessariamente verdadeiras.

apenas as afirmagoes (
(
Resposta (a). (I) é verdadeira: qualquer familia com mais vetores de que a dimensao do espago é

LD. (II) € falsa: por exemplo {x,2x,3z} é LD em P3(R). (III) € falsa: por exemplo {x,2x, 3z, 4z}
nao € base de P3(R), porque é LD.

Q11. Seja a € R e considere o subconjunto C' de M2(RR) definido por:

{66066 )

Temos que C é linearmente dependente se, e somente se:

(a) a=3oua=—-1;

(b) a=3;

(c) a= -1

(d) a=0;

(e) a=3oua=—-1loua=0.

Resposta (a). A familia é LD se e somente se a equagdo

o ) a) = 2) G )= 600)

tem solugdes nao triviais (x,y,z,t). Isso equivale a dizer que o determinante (4,4) do sistema
linear homogéneo associado vale 0, isto €, o determinante da matriz

1 2 a 3
-1 1 1 -3
0O 1 0 O

1 a 2 a



vale 0. Fazendo a conta esse determinante vale (a+1)(3 —a), o que vale 0 se e somente se a = —1
ou a = 3.
Q12. Seja V um espaco vetorial e sejam w, ui,us,...,ur € V. Considere as seguintes afirmacoes:
(I) se {uy,ug,...,u;} é linearmente independente e {w,uy,us,...,u} é linearmente depen-
dente, entao w € [ug, ug, . .., ul;
(IT) se w € [u1,ua,...,ug], entdo [w,u,ug, ..., ug] = [ur, ug, ..., ugl;
(III) se w & [u1,ua, ..., ug], entdo {w,u1, us,...,u;} é linearmente independente.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo necessariamente verdadeiras;
(b) apenas as afirmagoes (I) e (III) sdo necessariamente verdadeiras;
(c) todas as afirmagoes sao necessariamente verdadeiras;

(d) apenas as afirmagoes (II) e (III) sdo necessariamente verdadeiras;

(e) apenas a afirmagao (II) é necessariamente verdadeira.

Resposta (a).
(1) verdadeira: {w,ui,uz,...,ux} sendo LD, podemos escrever

k
Aw + Z Ail; = 6,
=1

com coeficientes nao todos nulos. X\ deve ser diferente de 0 senao {ui,ug,...,ux} € LD porque

Zle Aiu; = 0 com \;’s ndo todos nulos. Logo

Ai
w = E (_X)Uz
=1
(II) verdadeira: € claro que [uy,us, ..., ug] C [w,u1,us,...,ug]. Também seu é CL de w,uy,ua, ..., uk,
como w € CL de uy,ug,...,ug, u serd CL de uj,ug,...,ux. Isso significa que [w,ui,ug,...,ux] C
[ui, ug,...,ug]. Logo os dois conjuntos sao iguais.

(III) falsa: em P3(R), tome w =1, u; = x, ug = 2x. Temos que 1 & [z, 2z], porém {1,z,2z} é
LD.

Q13. Seja (z,y, 2z, w) € R*. Temos que
(x,y,z,w) € [(1,-1,-2,1),(—-1,0,2,2)]

se, e somente se:

) 2c+2z=0e2x+ 3y +w=0;
)rx=z=0e3y+w=0;

(c) 4z 4+ 3y + 2z +w = 0;

(d) z+2z2=0ey+w=0;
)z=0ex+y+w=



Resposta (a). (z,y,z,w) € [(1,—1,-2,1),(=1,0,2,2)] se e somente se existem a,b tais que
(z,y,z,w) =a(l,—1,-2,1) + b(—1,0,2,2), ou seja
a—b=r,
—a=y,
—2a+2b=z,
a+2b=w.
Depois de escalonar em b e a isso equivale ao sistema
—b+a=ux,
—a=y,
0=2z+ 2z,
0=w+ 22 + 3y.
A equagdo do conjunto serd o sistema formada das linhas onde ndo aparecem a e b, no caso, as

duas ultimas.
Q14. Considere o espago vetorial V = {(m, Yy):xy € IR} com operacoes de soma e multiplicagao
por escalar definidas, respectivamente, por:
(x1,91) © (w2,92) = (71 + 22 — Liy1 +y2 — 1),
a®(z,y)=(ax—a+1l,ay —a+1),

para todos (z1,y1), (z2,92), (z,y) € V e todo a € R. Considere a base B = {(2,1),(-1,3)} de V e
o vetor v € V cujas coordenadas em relacdo & base B sdo (1,—2). Temos que v é igual a:

(a 67 _3);
(b 47 _5)a
c) (1,-2);

—~ o~

o,
PN N N

)i
,0).
Resposta (a): v=(10(2,1)) & ((-2) ® (-1,3)) = (2,1) & (5,—3) = (6, —3).

Q15. Denote por C(R) o espago vetorial das fungdes continuas f : R — R e seja S o subespago de
C(R) definido por:

~~ I~~~

)
0

—

€

S =1[1,z,e% e x + €.

Pode-se afirmar que:

Resposta (a): como S tem familia geradora, tem dimensao finita. Como x + € é CL de x e €7,
a famidlia {1,z,€%,e2*} ¢ geradora de S. Vamos mostrar que é LI. Entdo serd base e portanto S
terd dimensdo 4.

Resolvemos portanto
a+br + ce® +de*® =0,Vr € R. (1)



Derivando (1) em relagdo a x, temos b + ce® + 2de®® = 0,Vz € R (2).

Derivando (2) em relagdo a x temos ce® + 4de** = 0,Vx € R (3).

Dividindo (3) por e*, c+4de® =0,Vz € R (4).

Derivando (4), temos 4de® = 0, logo d = 0.

Colocando d =0 em (3), c=0. A partir de (2) e (1), temos a =b = 0.

Conclusdo: a tinica solugio de (1) é a = b= c = d = 0, portanto a familia {1, €% e**} é LI,
logo € base de S, e dim S = 4.

Q16. Seja S o subespaco de R? gerado pelos vetores:
U1 = (170?_1a170)7 Vg = (17271763 1)7 U3 = (170317273)7
vg=(1,-1,1,0,4), wvs=1(1,-2,-3,—4,-1).
Uma base para S é:
(a) {v1,vs3,v4};
(b) {1}2,’1)3,7)4};
(c) {v1,va};
(d) {v1,v3,v4,v5};
)

(e) {v1,v2,v3,v5}.

Resposta (a): escalonando a matriz

1 0 -1 1 0
1 2 1 6 1
1 0 1 2 31,
1 -1 1 0 4
1 -2 -3 —4 -1
achamos primeiro
1 0 -1 1 0
0o 2 2 5 1
o o 2 1 31,
0o -1 2 -1 4
0o -2 -2 -5 -1
depois
10 -1 10
02 2 51
00 2 1 3],
00 6 39
00 0 00
e finalmente
10 -1 10
02 2 51
00 2 1 3],
00 0 00O
00 0 00

Temos 3 linhas nao nulas, entao S € de dim 3 e a solugao € (a) ou (b). Entre essas duas respostas,
a certa serd a que corresponde a uma familia LI, o que se verifica por escalonamento.



Por exemplo para {v1,vs,vs4}, escalonando

1 0 -1 1 0

1 0 1 2 3],

1 -1 1 0 4
achamos

1 0 -1 1 O

0 O 2 1 31,

0o -1 2 -1 4

as trés linhas sao LI, logo {v1,vs,v4} € LI, logo base de S, e a resposta € (a).
Se tivessemos comegado com {vq,vs,v4}, escalonando

1 2 1 6 1

1 0 1 2 3],

1 -1 1 0 4
teriamos achado

1 216 1

0 2 0 4 —2],

0 3 06 -3

e a familia {ve,vs,v4} € LD porque as 2 4ltimas linhas sao proporcionais. Logo a resposta ndo é
(b), portanto deve ser (a).



