MAT2457 — ALGEBRA LINEAR PARA ENGENHARIA I
Gabarito da 22 Prova - 12 semestre de 2015

Nesta prova considera-se fixada uma orientagao do espaco e um sistema de coorde-
nadas ¥ = (0,€) em E?, em que £ é uma base ortonormal positiva de V3. A menos
de mencgao explicita em contrario, equagoes de retas e planos e coordenadas de pontos
estao escritas no sistema X e coordenadas de vetores estao escritas na base £.

Nesta versao da prova, a alternativa correta de cada questao estad na letra (a).

Questao 1. Sejam 4, v € V3. Se ||u]| = 3, ||U]| =2 e @ - T = 3, entao |4 A 7| é igual a:
(a) 3v3; (D) V3 () V6 (d) 2v3;  (e) V5.

Solugao: Seja 6 o angulo entre o e v. Entao

I x @] = 1] |}7] sen6 = ||} ||7]] VT = cos?
U-U \2 1N 2
= Jfall 171 - () =321 (5) =33,
a1 2

Questao 2. Considere os pontos A = (1,1,1), B = (2,2,1), C = (2,1,2) e D = (1,2,2), e seja h
a altura do tetraedro ABC'D relativa a base ABC. Pode-se afirmar que:
1

1
(a) 1 < h<3/2 (b);§h<2; (c) 2 < h; (d)h<§; (e)§§h<1.

Solugao: Uma equacao geral do plano 7 que contém os pontos A, Be C é det(ﬂ, @, ﬁ) =
r—1 y—1 2—-1

logo 7 : 1 1 0 = (. Se desenvolver o determinante, obtemos 7: z —y—2+1 = 0.
1 0 1
[1-2—241] _ 2 . 2 .
Portanto, h = dist(D,7m) = —=— = Z~ 5~ 1L O

Questao 3. Considere o ponto A = (1,1,0) e as retas

r=1+A 3 rT=—-3+L
r:q y=-X (AeR), s:2x:y+1:?, t:< y=1+p (neR)
z=1-—A\ Z=U

Denote por 7 o plano que contém o ponto A e é paralelo as retas r e s. Seja B = (a,b,¢) o ponto
onde a reta t corta o plano 7. Temos que a + b+ ¢ ¢é igual a:

(a)4; (b) =25 (c) =6; (d)1; (e) —9.

Solugao: Um vetor diretor de r é & = (1, —1,1). Por outro lado, s : i3 = v = 373, logo um vetor
diretor de s é (1/2,1,2/3) = (1/6)(3,6,4) = (1/6)v. Uma equacao geral demé| A , U, 0] =0, isto é

r—1 y—1 =z

1 -1 —1|=0. Assim 7 : 20—Ty+92+5 = 0. O ponto P, = (=34, 14, ;1) de t estd em
3 6 4
7 se suas coordenadas satisfazem a equagao geral do plano, 0 = 2(=3+u) —7(1+p)+9pu+5 = 4u—8
logo 1 = 2. Portanto B = P, = (—1,3,2). O



Questao 4. Considere os pontos A = (1,0,0), B =(0,0,1), P =(1,—1,1) e a reta

Denote por ) o ponto de r com segunda coordenada positiva tal que a distancia entre P e () seja
igual a 3. Temos que a area do triangulo ABQ é igual a:

WY Y Ve @avE (o)

2 4’
Solugao: Temos que r esta formado por todos os pontos P, = (y+2,y,0) com y € R. Precisamos
determinar o valor de y positivo tal que dist(P,, P) = 3. Assim 9 = HP—P;H2 = ||(y+1,y+1,-1)||> =
2(y+1)*+1,isto 6 0 = (y+1)*—4 = y*+2y—3 = (y—1)(y+3). Portanto,y =1e @ = P, = (3,1,0).
Finalmente, a area do triangulo ABQ é

1 | 1k 1 NG

ABAAG =11 —1 0 1 |11=5lI(-1,2-1)] = *=.

2 2 2 2
2 10

Questao 5. Considere o ponto A = (—2,3,0) e o plano
r=14+X+pu,
Tiey=14+2x—pn, (ApeR)

Z:—2+[L,

A distancia entre A e w é igual a:
() V14 (b)) 0; () V2 () V3 (o) 7

Solucao: Um vetor normal ao plano 7 é o produto vetorial dos 2 vetores diretores do plano
determinados por suas equagoes paramétricas, isto é 7 = (1,2,0) A (1,—1,1) = (2,—1,-3). Por
outro lado, atribuindo a A e 1 o valor 0, nas equagoes paramétricas do plano, obtemos o ponto
B = (1,1,—2) € . Portanto,

- i AB|  |(2,—1,-3)-(3,—2,—2)| [6+2+6
dsifan) = Mgl = Bt B v

Questao 6. Considere os pontos A = (1,-2,2), B=(-3,1,-2) eoplanow: 2z +y — 2+ 3 = 0.
Seja m; o plano que contém os pontos A e B e é normal ao plano 7. A distancia da origem O ao
plano m; € igual a:

—

Solugao: Dois vetores diretores do plano 7 sao o vetor E en = (2, ), o vetor co-
eficiente do plano 7. Portanto, uma equacao geral do plano m ¢é 7 @ ﬁ = 0, isto é



r—1 y+2 2-2
—4 3 —4 | = 0. Se desenvolver o determinante, a equacao do plano fica na forma
2 1 -1
m :x — 12y — 102 — 5 = 0. Consequentemente,

dist(0, ;) = T T P = N = G =

| — 5 5 5 V5
—

Questao 7. Considere os pontos A = (1,2,—1), B = (=1,0,—1) e C = (2,1,2). A altura do
triangulo ABC' relativa a base BC' ¢é igual a:

(@) 24/757 (/15 (O 2755 (d) =5 () /55

Solugao: A altura h, satisfaz a seguinte relagao,

—
,_IBAABOI 122,007 G L3 _126,-3,-2)| _, [2
1BC| 1,13 NG 09

1
1

Questao 8. Sejam B = {é},é,,é3} e C = {f1, Q,f;,} bases de V3 tais que:

- é)1 + 527
+€37

SRS
I
D1

I
o

Se U= (3,5,7)5 e se (z,y, z) denotam as coordenadas do vetor ¢ na base C, entao = +y + z é igual
a

(@) 10; (b)3; ()75 (d)1; (e)9.
Solugao: Se 7 = (z,y, z)c, entdo ©.fy + yfa + zf3 = 7, logo

x(1,1,0) + y(0,1,1) + 2(1,0,0) = (3,5,7).

r+z2=3

[gualando coordenada a coordenada, obtemos o sistema linear r+y=>5 com solugao unica
y="1

x=—2,y=7T,z=05. Portanto, v = (—2,7,5)c. O

Questao 9. Considere as retas

=1+
) x—f-y—Z_S:O?
r: y=2-2\ (AeR) € .{:I)—y—f-?)z—f-l:()
Zzl_)\a |

A distancia entre r e s é igual a:

W m% 0k @y e



Solugao: Um vetor diretor da reta r é @ = (1,—2, —1).

A reta s é dada como intersegao de dois planos com vetores normais (1,1, —1) e (1,—1,3), res-
pectivamente. Assim, um vetor diretor de s é 7= (1,1, —1) A (1,—1,3) = (2, —4, —2). Observamos
que U e v sao paralelos pois v = 2u. Isso implica que as retas r e s sao paralelas. Logo a distancia
entre r e s é a mesma que a distancia entre um ponto qualquer A de r e s.

Seja A = (1,2,1), um ponto de r. Se resolvemos o sistema que define s, para z = 0, obtemos o
ponto B = (1,2,0) de s. Assim, ﬁ = (0,0,1).

Aplicando a férmula de distancia entre ponto e reta obtemos:

%

— .
dr.s) = d(A,5) = IBAATL 0.0 ) A (2 —4,-2)] _ V2

G- 1(2, =4, —2)]| 24

Questao 10. Considere a reta:

=14\,
r:ey=2—X AXeR
z=1,

e um plano 7 : ax + by + cz+d = 0, onde a,b,c,d € R. Suponha que 7 contém r. Pode-se afirmar
que:

() 3b+c+d=0; (b)db+c+d=0; (c)db+c+d=0;
(d)6b+c+d=0; (e)7b+c+d=0.

Solugao: Um vetor diretor de r é ¢ = (1, —1,0) e um vetor normal ao plano 7 é seu vetor coeficiente
1 = (a,b,c). Como r estd contida em 7, segue que U é ortogonal ao vetor normal ao plano 7. Logo

0=4-n=a—b, ou equivalentemente
a =b.

Por outro lado, como r estd contida em 7, o ponto A = (1,2,1) de r pertence ao plano 7. Assim
(1,2,1) é uma solugao da equacao ax + by + cz + d = 0. Desta forma obtemos

a+2b+c+d=0.
Combinando as duas equagoes, obtemos a relagao 3b+ ¢+ d = 0. OJ

Questao 11. Para cada o € R, considere os vetores €1 = (1,a,—1), € = («,0,1), &5 = (1,1,1).
Assinale a alternativa correspondente ao conjunto dos valores de « que faz de B = {€1, €3, €3} uma
base positiva de V3:

(a) vazio; (b) [-2,2]; (c) ]—o0, —2[U]2,+o0[; (d) |—o0, —2[U]3,+o0[; (e) [-3.1].

Solucgao: Os vetores da base B estao expressos em termos da base positiva £. Logo B é uma base

1 a1

positiva se, e somente se, a matriz M = a 01 de mudanca de base de £ para B tiver
-1 11

determinante positivo. Agora, det M = —(a? + 1), que é negativo para todos os valores de o € R.

g

Questao 12. Sejam v, W, 2, 2, 2

71, Z» € V3. Considere as seguintes afirmacoes:
(I) se [U,wW,Z] =5, entao [0, + 22,2 —

30] =5;



(IT) se [0,, Z1] = 2 e [U,W, Z2] = 3, entao [V, W, 21 + 325] = 11;
(ITI) [0,w, 2] = [w, Z,U].

Assinale a alternativa correta:
(a) todas as afirmagdes sdo necessariamente verdadeiras;
(b) apenas as afirmagoes (IT) e (III) sao necessariamente verdadeiras;
(c) apenas as afirmagoes (I) e (III) s@o necessariamente verdadeiras;
(d) apenas a afirmagao (III) é necessariamente verdadeira;

(e) apenas a afirmacao (I) é necessariamente verdadeira.

Solugao: Usamos as propriedades do produto misto.

(I

Z, 2] + [V, 27, —30]
= [0, 2] = 3[v,W, 7]+ 2[v, Z, 2] — 6]V, Z, VU]
= [v,, 7]
9,
onde usamos que se houver dois vetores repetidos, o produto misto é zero, i.e. [U,4,¥] = 0,
[0,2,2] =0e [0,2,7] =0.
(1)
[U,0,2) + 32 = [V, 2] + [U,0,32)]

- — — -

(I1I) [0, W, 2] = —[w, ¥, Z] = [, Z, ¥'].
Questao 13. Sejam 7, w € V3 e seja 7= ' A . Considere as seguintes afirmacoes:
(I) se U e W sao linearmente independentes, entao [Z, ¥, W] > 0;

(IT) se p e R, ¥ = (1,1,—-1) e W = (1,—1, ), entao existe v € R tal que Z' é um multiplo escalar do
vetor (1,1,7);

(IIT) se ||#]| =2, [|@] = 3 e a medida do angulo entre ¥ e @ é igual a T radianos, entdo ||(37) A (4)|| =
6v/2.

Assinale a alternativa correta:

b

c) apenas as afirmagcoes (II) e (III) sdo necessariamente verdadeiras;

(a) apenas as afirmacoes (I) e (III) sdo necessariamente verdadeiras;
(b) apenas a afirmagao (II) é necessariamente verdadeira;

(
(d) apenas as afirmagdes (I) e (II) s@o necessariamente verdadeiras;

(e) nenhuma das afirmagoes é necessariamente verdadeira.

Solugao: (I) Temos que [0, 2] = [0,w,0 A @] = ||v Aw|[* > 0. Usando agora as propriedades
algébricas do produto misto, obtemos [, U, W] = W] = [v,0, 2] > 0.

(IT) E falsa em geral pois 7A@ = (8 — 1, — — 1,2) ndo é um multiplo escalar de (1,1,7) se 3 # 0.
(III) Pelas propriedades do produto vetorial, (30) A (4uf) = 12(7 A ). Logo [|(3V) A (40)|| =
12]]5 A ]| = 12||5]][|5]| sen(F) = 6v/2. O



Questao 14. Considere as retas

x=1+)}, , ,
r—y—2z=0, _
rigy=—2\ A€ R, s:{5 +y . t:§: 492246-
i — Z — :’
z =143\, y

Assinale a alternativa correta:
(a)r=s=t; (b)r=s#t; (c)r=t#s, (d)s=t#r; (e)r#sr#tes#t.

Solugao: Um vetor diretor de r é @ = (1, -2, 3).

Um vetor diretor de s é ¥ = (1, —1,—1) A (5,1, —1) = (2, —4,6) que é paralelo a 4. Logo r e s sao
paralelas.

Para obter um vetor diretor de ¢, encontramos a forma simétrica de ¢:

r 2—-y 242 r—0 y—2 z—(-2)
t: — : .
2 14 6 2 ~1

E obtemos que um vetor diretor de ¢ é W = (2, —4,6) que, de novo, é paralelo a .

Para ver se r e s sao iguais, é suficiente comprovar se um ponto qualquer de r pertence a s. O ponto
P = (1,0, 1) pertence a r. Vejamos que as coordenadas do ponto satisfazem as duas equagoes que
definem s: 1—0—-1=0e5:-14+0—1—4=0. Logo P pertence também a s. Isso implica que
r=s.

Vejamos se P pertence a t. Para isso:
r=s=1.

= 220 = 2" 100 P também pertence a t. Assim

Questao 15. Considere o ponto A = (0,2, —2) e a reta:
r: X =(1,51)+ A(-1,3,2), AeR.
Seja P o ponto de r mais proximo de A. Se P = (a,b,c), entdao a + b+ ¢ é igual a:
()3 ()7 () =7 (d) 14 (e) —2.

Solugao: O&)ntos da reta r sdo da forma Py = (1 — A\, 5+ 3\, 1+ 2)), A € R.
O vetor PA\A = (=1 + X\, =3 — 3X\,—3 — 2)). O ponto da reta procurado é obtido para o valor
de X tal que P\A é ortogonal ao vetor diretor ¥ = (—1,3,2) da reta r. Assim,

0=PA o=—14— 14,
Logo A\=—-1,e P=P ;= (2,2,—1). O
Questao 16. Considere as retas:

r: X =(1,0,1)+ A(1,-2,1), XeR;
s: X =(1,-1,0)+p(1,1,1), pelk;

. z =2,
lr+y—4=0.

Assinale a alternativa correta:



a) r e s sao reversas, s e t sao concorrentes;
b) r e s s@o concorrentes, s e t sdo concorrentes;
) r e s s@o reversas, s e t SA0 reversas;

d) r e s sdo concorrentes, s e t s230 reversas;

—~ N N /S
¢}

Solugao: Um vetor diretor de r é @ = (1, —2, 1), e um vetor diretor de s é 7 = (1,1,1). Como @ e ¢
nao sao paralelos, obtemos que r e s nao sao paralelas. Portanto, r e s sdo reversas ou concorrentes.

Consideremos os pontos A = (1,0,1) de r e B = (1,—1,0) de s, e o vetor f@ = (0,—1,—1). Pelo
visto nas aulas sabemos que r e s s@o reversas se a sequéncia de vetores (u, v, AB) é Li. e sao

concorrentes se a sequéncia de vetores (, U, Ag) ¢ 1.d.. Como

1 -2 1
@5, AB =det | 1 1 1 |#0,
0 —1 —1

temos que (u, U, 1@) é 1.i., e as retas 7 e s sao reversas.

Um vetor diretor de ¢t é @ = (0,0,1) A(1,1,0) = (—1,1,0). O vetor & ndo é paralelo ao vetor ¥/,
logo s e t sao reversas ou concorrentes. O ponto B = (1, —1,0) pertence a s e o ponto C' = (2,2, 2)
pertence a t. Consideremos o vetor BC' = (1,3,2). Como

111
@@, Bl =det [ =1 1 0 | =0,
13 2

— -

temos que (v, 0, ﬁ) é 1.d. e, portanto, s e t sao concorrentes. O



