MAT2457 — ALGEBRA LINEAR PARA ENGENHARIA I

Resolucao da 32 Prova - 12 semestre de 2014

Questao 1. Seja A uma matrix 3 x 3 com autovalores 1, —1,2. Seja B = A% —5A42. Considere as seguintes
afirmacoes:
(I) B nao é necessariamente diagonalizivel; Falsa

(IT) B ¢ diagonalizavel e o valor de seu determinante é —288; Verdadeira

(III) A soma dos autovalores de B é —22. Verdadeira

Assinale a alternativa correta:
(a) Apenas as afirmagoes (II) e (III) sdo verdadeiras; Alternativa correta
(b) Apenas a afirmagao (III) é verdadeira;
(c) Apenas a afirmagao (II) é verdadeira;
(d) Todas as afirmagoes sao falsas;
(e) Apenas a afirmagao (I) é verdadeira.

Solugao: Se A € R é um autovalor de A entdo A% — 5\% é um autovalor de B. Assim —4, —6 e —12
sao autovalores de B. Considerando que uma matriz 3 X 3 possui no maximo 3 autovalores, esses sao
todos os seus autovalores. Uma matriz n X n com n autovalores distintos é diagonalizdvel e os valores
da diagonal, de uma matriz diagonal semelhante, sdo seus autovalores. Assim, B é semelhante & matriz
diagonal D =diag{—4, —6, —12}. Duas matrizes semelhantes possuem os mesmos autovalores e 0 mesmo
valor do determinante. Potanto det(B) = det(D) = (—4)(—6)(—12) = —288, e a soma de seus autovalores
é (—4)+ (—6)+ (—12) = —22. O
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Questao 2. Considere as seguintes afirmacoes a respeito da matriz A = [ 1 2] :

(I) A é diagonalizavel e a soma de seus autovalores é —1; Verdadeira

n o4 42" —(=3)" .
(IT) A entrada (1,1) de A™ é %, Falsa

(ITI) A entrada (1,1) de A™ é M# Verdadeira

Assinale a alternativa correta:

(a) Apenas as afirmagoes (I) e (III) sdo verdadeiras; Alternativa correta
(b) Apenas a afirmacao (IIT) é verdadeira,
(c) Apenas a afirmagao (II) é verdadeira;

(d) Todas as afirmagoes sao falsas;

(

e) Apenas a afirmagao (I) é verdadeira.

Solugao: Seu polinémio caracteristico é cq(z) = L I * B 24_ = 22 +2—6. Suas raizes sdo os autova-

lores de A: A\ =2 e A2 = —3. A matriz A é quadrada 2 x 2 com 2 autovalores distintos, logo diagonalizavel

e a soma de seus autovaloes é —1. Seja P = [ le _1 } , sendo a primeira coluna um autovetor associado

ao autovalor A\; e a segunda coluna um autovetor associado ao autovalor Ay. Se D =diag(2, —3), entao

A”:PD”P‘1:{4 —1H2“ 0}(1[ 1 1})21[2’”2“—3)” . L
1 1 0 (=3)" 51 -1 4 5 2" — (=3)" 2" 4+ 4(-3)"

Questao 3. Seja T a transformacdo em R? que resulta de uma rotacdo, em torno da origem, de 60° no
sentido anti-horario, seguida por uma reflexdo em relagdo a reta y = x. Se A é a matriz que induz a
transformacao T', entao

(a) T é uma isometria e det(A) = —1. Alternativa correta
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(b) T é a projegao sobre a reta y = ;.
(¢) T é uma rotagao.
(d) a soma dos elementos na diagonal principal de A é igual a 1.
(

e) a matriz A ndo possui autovalores.

Solugao: A composicado de uma rotacdo com uma reflexdo é sempre uma reflexdo e as reflexdes sao
isometrias. O determinante da matriz de uma reflexdo em R? é sempre —1. A matriz da reflexdo em

1—m? 2m . .
1+1mQ|: om mg_l].AmatrlzBdeTe

B 0 1 cos(m/3) —sen(n/3) | [0 1 1 1 -3 IRRZ 1
10 sen(r/3) cos(m/3) | |1 0|\2]| V3 1 -2 1 -3 |’
que portanto corresponde a uma reflexdo em relacdo a reta r : X = \(1,2 — v/3). Observamos que um

vetor diretor de r é qualquer autovetor da matriz B associado ao autovalor 1. O coeficiente angular da
retar é 2 — /3, logor:y = (2—3)x. O

relagdo a uma reta y = mx é

Questao 4. Seja T: R? — R? a transformacio matricial que satisfaz T [ﬂ = [ﬂ eT [_1} = E], e seja

- ~ 1],
T~ a transformacdo inversa de T. Entdo, a soma das coordenadas de 7! [ é

—_

-4, 2, -1, =5, 3.

Solugao: Consideramos uma matriz M = (A|B) de tamanho 2 x 4, sendo A = [ :;} = [ L2 ],

3 5
T-1(@) N : ) .
B = . Fazemos operacoes elementares por linhas em M até obter uma matriz na forma (I2|P).

()
Podemos agora afirmar que T~! é a transformacdo matricial induzida por P'. Assim
M_12 11 1 27 1 1 1 0|-7 -3 1 0|-7 -3
13 5|11 0 —-1|—-4 -2 0 —1]—-4 -2 0 1] 4 2|’
logo T~ 1 { 1 } = { :; ;1 ] [ i ] = [ :? ] A soma de suas coordenadas é (—3) + (—1) = —4. O

Questao 5. Assinale a afirmacio verdadeira a respeito da transformacio matricial 7' de R? definida por
T(x,y) = %(—Sx + 4y, 4z + 3y), para todo (x,y) € R2.

(a) T é areflexdo em relagdo a reta y = 2z. Alternativa correta
(b) T é uma rotagao.
(c) T é a reflexdo em relagao a reta X = A(2,1) (A € R).
(d) A imagem, por T, do quadrado unitdrio tem drea estritamente maior do que 1.
(

e) T é a projecao sobre reta X = A(2,1) (A € R).

(S

Solugao: Temos que T é uma transformagdo matricial induzida por A = 43

nante -1. Portanto, ndo é uma rotacao (o determinante da matriz de uma rotacdo é 1) e nao é uma
projegao (o determinante da matriz de uma projecao é 0). Por outro lado, a drea da imagem do quadrado

[ -3 4 ] com determi-

unitario é |det(A)| = 1. Finalmente, observamos que a matriz da reflexdo em relagao a reta y = mzx é
1 —m? 2m . . ~ ~ s

H# om  m2—1 | Para m = 2 obtemos a matriz A, logo T é uma reflexdo em relacao a reta

y = 2z ou equivalentemente uma reflexao em relacao a reta X = A(1,2). O

Questao 6. Considere as seguintes afirmacdes sobre o quadrado @, em R?, de vértices (0,0), (—1,0),
(—=1,—-1) e (0,—1).



(I) Existe uma reflexdo que transforma o quadrado unitdrio em Q.
(IT) Se a transformagao matricial induzida por A € M (R) transforma o quadrado unitario em @, entao det(A) # 1.

(III) Existe uma rotagao que transforma o quadrado unitério em Q.

Esta correto o que se afirma em
(a) (I) e (III), apenas.

b) (
c¢) (II), apenas.
(

Alternativa correta

III), apenas.

(
(
(
(

d) (1), (1), (111).
e) (I), apenas.
Solugao: (I) Verdadeira. A reflexdo em relacao a reta y = —uz.
(IT) Falsa. A reflexao do item (I).
(III) Verdadeira. A rotagao de angulo 7 no sentido anti-horario. O

Questao 7. Assinale a afirmacao correta a respeito das matrizes

1 01 1 00 1 01
A=1|0 2 0|, B=(01 1|, C=1(0 1 0
1 01 011 1 01

a) B e C sao semelhantes, ¢ A e B néo sao semelhantes. Alternativa correta

b) A e B sdo semelhantes, e B e C' nédo sdo semelhantes.

(

(

(¢) A, B e C sao, duas a duas, semelhantes.

(d) A e C sdo semelhantes, e B e C' nao sdo semelhantes.
(

e) A e B nao sao semelhantes, e B ¢ C' também nao s@o semelhantes.

Solugao: Matrizes semelhantes possuem o mesmo polinomio caracteristico, e

1-=z 0 1 1 1
ca(zr) = 0 2—-z 0 —(x—2) 1 1—=2 —z(z —2)?
1 0 1-=z
1—2x 0 0 1 1
cp(x) = 0 1—-z 1 —(x—1) 1 1—g —z(x —1)(x — 2),
0 1 11—z
1—-2z 0 1 1_ 1
cp(x) = 0 1—z 0 —(x—1) 1 1—=2 —z(x —1)(z —2).
1 0 1—-=z

Portanto, A néo é semelhante a B ou C. Por outro lado, B e C s&o matrizes 3 x 3 com trés autovalores
diferentes, logo sao diagonalizdveis e ambas sao semelhantes & matriz diagonal diag{0,1,2}. Consequen-

temente, B e C' sao semelhantes.

Questao 8. A solucao geral do sistema de equacgoes diferencias {

O

V=-2y+z
Z=y—2z

(a) y(t) =ce t+de 3, z(t)=ce t—de 3" (c,d €R) Alternativa correta
(b) y(t) = cet +de3t,  z(t) = ce! —de® (c,d € R)

(c) y(t) = —ce ™t +de 3, z(t) =ce t —de 3" (c,d €R)

(d) y(t) = —cet +de3t, z(t) = ce! —de® (c,d € R)

(

e) y(t) = ce™,

2(t) = de3

(¢c,d € R)
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Solugao: Temos que [ Z, } =A [ z ], sendo A = [ 9 ] As raizes de seu polinémio caracteristico

1
catr)=| 2% b i3 @) @+s),
1 —2—=x
sao os autovalores de A. Assim A\; = —1 e Ay = —3 sa@o os autovalores de A. Um autovetor %; associado

. . . R 1
ao autovalor \; é uma solucao nao trivial do sistema (A — \;1)X = 0. Por exemplo, temos que i} = [ 1 ]

1

1 ] é uma autovetor associado ao autovalor —3.

é uma autovetor associado ao autovalor —1 e 1y = [

Neste caso, sabemos que a solucao geral do sistema é

Y| = At ot 1] 1] g ce”t + de 3
[2]—%16 + dise —c[l]e —i—d[_l}e _[ce_t—de_3t ,

com ¢,d € R. O

Questao 9. Considere, em R?, a projecio T sobre a reta y = 2x e seja A € My(R) a matriz de T.
Considere as seguintes afirmacoes:
(I) T é inversivel. Falsa.

(IT) A é diagonalizavel e (1,2) é um autovetor de A. Verdadeira.

(IIT) Os autovalores de A sdo 0 e 1. Verdadeira.
Assinale a alternativa correta.

(a) Apenas as afirmagoes (II) e (III) sdo verdadeiras. Alternativa correta.

(b) Apenas a afirmacao (I) é verdadeira.

¢) Apenas a afirmagao (II) é verdadeira.
)
)

(
(d) Apenas a afirmacao (IIT) é verdadeira.

(e

5]

A [ _12 ] = % [ 0 } =0- [ 12 } . Portanto 0 é autovalor de A associado ao autovetor [ _12 ] Portanto

0 e 1 sao autovalores de A e como A é 2 x 2, s@o os unicos autovalores de A. Segue que (III) é verdadeira.

Todas as afirmagoes sao falsas.

[ ] . Como det(A) = 0, A ndo ¢ inversivel. Segue que (I) é falsa.
1
2

] Portanto [ ; ] é autovetor de A associado ao autovalor 1 e (II) é verdadeira.

Questao 10. Seja T a transformacao de R? dada pela rotacdo, em torno da origem, de 7 radianos no

sentido anti-horario, seguida da reflexdao em relacao a reta y = @1‘ A matriz de T é, entéao,

(a) Ll) _OJ Alternativa correta.

1

— |
—
(e}
=

V3

|
—

-3 1
B
[ -1 —V/3
-3 1

N —= NI N=
1 1




Solugao: Sejam A a matriz de T, B a matriz da rotacdo , em torno da origem, de % radianos no

rolim wlx

_V3
sentido anti-hordrio e C' a matriz da reflexdo em relacao a reta y = ?w Temos B = . 21 ] e
2 2
11 93 1 V3 10
— _1 3 3 —_ | 2 2 _ (. R —
C_1+l V3 1 1 |T| v 1 . Portanto A=C - B = 0 1 |-
3 3 3 2 2

Questao 11. Considere, em R?, a rotacdo S, em torno da origem, de 7 radianos no sentido anti-horario,

~ . . . .10 1 N ~ )
e a transformacao matricial 7" induzida pela matriz [_ 1 5} . Entao, a transformagao composta 70 .S ¢é

(a) um cisalhamento em y. Alternativa correta.

(b) uma rotagao.

(c) uma reflexdo.

(d)
)

d
(e

Solugao: Sejam A a matriz de S, B a matriz de T e C' a matriz de T o S. Temos A = [ (1) _(1) ] e

uma expansao em .

uma compressao em y.

C:B'A:[1 0].PortantoToS{Z}:{ * ],queéumcisalhamentoemy.

-5 31 —5x 4y

Questao 12. Seja A € Ma(R) tal que A [ﬂ = [g] Sabendo que B

autovalor 4, pode-se afirmar que a soma dos elementos na diagonal principal de A é

] é um autovetor de A associado ao

5 Alternativa correta.
3

- 2 4 1 4 a b N a b|[2 1 4 4
Solugao: Temos A L] = [3} e A [J = [4] Se A = [c d}’ entao temos [c d] [1 J = [3 4].

[ A O

a
Portanto [c d| T3 4] [1 1 3 4] |-1 2 15

Questao 13. Se (2,1) e (1,2) s@o autovetores da matriz A € My(R) associados aos autovalores —1 e 1,
respectivamente, entdo a soma das quatro entradas de A é igual a

(a) 0 Alternativa correta.
(b) 3

(c) —2/3

(d) 5

(e) —4/3

~ 2 —2 1 1 a b - la b]2 1 -2 1
Solugdo: Temos AL] = [_J e A[z] = [2} Se A = [C d]’ entao [c d] [1 2} = [_1 2]'

-1
a b] [-2 1][2 1 2 1
Portanto [c d} - [1 2} [1 1] - {1 2}

—-54+4-44+5=0.

2 -1 ,[-5 4 3
[1 2]—3[4 5].Seguequea+b+c+d—



Questao 14. Considere o sistema de equagoes diferenciais X’ = AX, em que A é a matriz que satisfaz
P~'AP = D, com

2 11 2 00
P=11 0 1 e D=0 2 0
1 21 0 0 4
x(t) 3
Se X (t) = |y(t)| é asolugao que satisfaz X (0) = |2], entao z(1) + y(1) + 2(1) é igual a
z(t) 4
(a) 3e? +6e? Alternativa correta.
(b) €2 + 2¢*
(c) 2% +et
(d) 4e? +2¢t
(e) 6e2 + 3et
2 1
Solugao: Dos dados segue que 2 é autovalor de A associado aos autovalores [1|, [0| e 4 é autovalor de
1 2
1 2 1 1
A associado ao autovalor |1|. A solugdo geral do sistema é entdo: X () = ae® |1| +be? [0| +cett |1].
1 1 2 1
3 2a+b+c 3
Além disso, X(0) = |2| — a+c = |2|. Resolvendo o sistema, obtemos a = 0, b = 1 e
4 a+2b+c 4
1 1
c = 2. Dali, a solugdo particular procurada é X (t) = e* |0| + 2¢* [1| e entdo x(1) + y(1) + 2(1) =
2 1

(€2 + 2et) + (2e*) + (262 + 2¢e*) = 3e? + 6e?.
Questao 15. Dadas transformacoes matriciais 7: R? — R? e S: R? — R?, pode-se afirmar que

(a
(b) se a matriz de T tem determinante 1, entdo a imagem, por T', do quadrado unitdrio é o quadrado unitério.

) se T e S sao reflexdes, entdo a transformacdo composta S o T é uma rotagdo. Alternativa correta.
)
c) se T(1,0) = (‘f DyeT(0,1)= (% ¥3) entdo T é uma isometria.
)

)

( 273 2072
(d) se T(1,0) = (‘f LyeT(0,1)= (% ﬁ), entdao 7' é uma projecao.
(e

272
Solugao:
a) Como T e S sdo isometrias, entdo S o T é isometria. Se A é a matriz de T' e B é a matriz de S, entao

a matriz de SoT é BA e det(BA) = det(B) - det(A) = (—1) - (—1) = 1. Segue que S o T é rotacao.
1

2
b) Falso, [0

2172
se T é uma rotagao e S é uma reflexao, entao a transformagao composta S o T pode ser uma rotacgao.

2} é contra-exemplo.

V3 o1 1 V3+1 V3+1
¢) A matriz de T' é i é . Dal, temos T [J = [\/§>2+1] Como || [ } Il # |l [\erl ||, T nao pode ser
isometria. ’ ’ ’
V3 o1
d) Como det i i # 0, T nao pode ser projecao.
2 2

e) Se A é a matriz de T' e B é a matriz de S, entao a matriz de SoT é BA e det(BA) = det(B) -det(A4) =
(=1)- (1) = —1. Portanto S o T nao pode ser rotagao.

Questao 16. Dados a,b € R, a matriz [2 g] ¢é diagonalizavel se, e somente se,

6



(a) ab>0oua=b=0 Alternativa correta.
(b) ab#0

(c) ab>0

(d)

(e)

Solugao: O polindmio caracteristico de A = [2 g] é ca(z) = 2% — ab. Temos entdo:

ab>0
a>0oub>0.

I) Se ab > 0, existem duas raizes reais distintas e, portanto, A é diagonalizavel.

IT) Se ab < 0, nao existem raizes reais e, portanto, A ndo tem autovalores (reais). Segue que A nao é
diagonalizavel.

III) Se a = b =0 entao A = 0 ja é diagonal.

IV)Sea=0eb#00oua#0eb=0,entao 0 é o tinico autovalor de A. Como nao existe um sistema de
dois autovalore basicos (pois A nao é nula), segue que A nao é diagonalizavel.



