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Questao 1. Pela férmula da projegao ortogonal,

(@+T+@) @, @ G+T G+7 -
— u = —
]2 ]2

proj;(u + v + W) =

_ @l + 0+ [[@illall cos(x/3) . N1l + 4]l

— U= — U = 3,
]| ]|
logo A = 3.
Questao 2. Como
L. U-w a—b+c L a—b+c
0],V = w = w = w
PEOJ = 2 ~ 12 (—12 1 12 3
se proj;U = w deduzimos “_Tb"’c =1, logo
a—b+c=3.

Questao 3. Observa que um vetor diretor da reta (AB) é 4 = AB = (1,—2,—1). Logo uma
equacao vetorial da reta é
X = A+td=(1,2,0) + (1, -2,—1)

e como D pertence a (AB),
D=(1+t2—2t—t)

para algum ¢. Além disso C@ é ortogonal a reta (AB), ou seja @ - = 0. Como
CD = (t—1,1-2t,—t—2)

deduzimos
(t—1)—2(1—-2t)— (-t—2)=0

logo 6t —1 =0et=1/6. Logo
D = (7/6,10/6,—1/6)

e a soma das coordenadas de D vale 16/6 = 8/3.



Questao 4. Como CTZl =(1,1,-3), C@ = (2,0,-2), C"ﬁ = (—2,0,—4), o produto misto [CTXL C@, @]

vale

1 2 =2
1 0 0 :—‘_22 :i'zlz
-3 -2 -4
O volume do tetraedro é )
V =-[12| = 2.
112

Questao 5. O volume vale V = ][ﬁ, B?, ﬁ” = \(ﬂ A B?) : ﬁ\

Como zﬁ e 1@ sao paralelos ao plano de equacao x — y + z = 0, um vetor normal ao plano
que contém A, B,C é (1,—1,1). Segue que & = BA A BC' também ¢é paralelo ao vetor (1,—1,1).
Logo o angulo ¢ entre @ e BD é 7/3 (se 4 e (1,—1,1) tém mesmo sentido) ou 27/3 (se tém sentidos
opostos).

Logo

. . L.
V =@ BD| = || BD|| cos ¢| = 5.

Como

l@| = |BA A BC| = | BA|||IBCsen(r/3) = 4“2g — 2V3,
temos que V = %2\/?; =3.
Questao 6. (I) falso:
(GNAT) @ = [u,v,d] = —[0,dd] = —(VAU) -0 == - (VA Q).
ou aplicar a regra dos 3 dedos e ver que se {u, ¥, W} é positiva entao {w, v, u} é negativa.
(IT) falso:

(0 —AV) NG =TT —ATN G = —GANT+4GNT = 28+ 4 = 2t

(ITI) falso: a férmula correta é
1@ A a1 + (- 0) = || 7))

Questao 7. Calcula-se

AD = (1,1,0),
e como E =(2,1,2), tem-se

G AD—  (=2,-1,-1)-(2,1,2) 7
- IIQﬁ _ 5 (2,1,2) = —5(2,1,2).

Logo a érea do triangulo de vértices A, B, C' vale

Al

1 7 7
a=5IIAB AACH = £ 1(1,1,0) A (2,1,2)] = 122, D) = 153 = .

7
18



Questao 8. (I) falso: se @ = 20 + 2w entdo 4 é combinagao linear de ¥ e W, logo os trés vetores
sao coplanares e o produto misto deve valer 0.

(IT) verdadeiro: [@, ¥, W] = (@ A ) - W. Como W ¢é ortogonal a @ e a ¥, ele é paralelo a @ A ¥, ou
seja faz um angulo ¢ de 0 ou 7 com ele; logo o produto scalar (7 A ¥) - & deles vale

[, 0, @] = ||i@ A 0[] df]| cos(¢) = +lja@ A T[]
Como # e U sao ortogonais (fazem um angulo 6 = 7/2),
la A 0]l = [all]|2]jsend = [lal][|T]].

Logo

£

(@, ¥, @] = @ Aal[||@]] = [la|{|F]}]|]].

(ITI) verdadeiro: propriedade cldssica do produto misto ou do determinante quando troca-se
colunas.

[t, ¥, W] = —[¥, d, W] = [v, W, d].
« 1 2
Questao 9. O vetor diretor da primeira reta é: 1 Al -1 | = 1—«
1 1 —a—1
1 1 —-2-p
O vetor diretor da segunda reta é: 2 |IAl 1 =1 -1+p
I3 1 3
As retas sdo ortogonais se, e somente se, os vetores diretores das retas sdo ortogonais. Logo se, e
2 —-2-p
somente se, 0 = l—a |eo| —1+8 | =—-4-28-1+F+a—af—-3a—3=-8—F—2a—af.
—a—1 3
1 1 -1
Questao 10. O vetor diretor da reta r é: d=[ 1Al 3 |=] -1
1 2 2
1
O vetor normal do plano 7w é: = | —3
-1

A reta é paralela ao plano se, e somente se, d e il sdo ortogonais. Mas isso é verdade pois
ii-d=0.

Para decidir se r esta contida em 7. Escolhemos um ponto qualquer de r. Por exemplo, o ponto
P(6,0,—2) (que foi obtido fazendo y = 0 nas equagoes que definem 7 e resolvendo o sistema em x
ey).

O ponto P nao é de w, pois as coordenadas de P nao satisfazem x — 3y — z = 1. De fato
6—-3-0—(-2)#1.

Questao 11. (I) Falso. [B,B, i) = 0, é equivalente a [ﬁ,/ﬁ,fﬁ] =1n- (E A B) = 0. Como
AB A ﬁ é o vetor normal de 7, temos que de fato a condi¢ao [AB, AC, 7] = 0 diz que os planos 7
e m sao perpendiculares.

(II) Verdadeiro. E e B? sao dois vetores nao colineares e paralelos ao plano 7. Logo ﬁ /\B?
é um vetor normal de 7. Como é normal a 77, temos que os planos m e 7’ sao paralelos. A condic¢ao



[A-B>, 1@, ﬁ] = 0 quer dizer que os vetores xﬁ, A-B> e zﬁ sao coplanares, logo D, um ponto de
7’ estd em w. Assim 7 e 7’ sao planos paralelos com um ponto em comum. Portanto sao o mesmo
plano.

(IIT) Verdadeiro. /ﬁ A /ﬁ ¢ um vetor normal ao plano m. Dois planos sao paralelos se, e
somente se, os vetores normais sao paralelos. E sao perpendiculares se, e somente se, os vetores
normais sao ortogonais. Como o dngulo entre os vetores normais é 45 graus, temos que os planos
nao sao nem paralelos nem perpendiculares.

1 1 -1
Questao 12. O vetor diretor da reta procurada é paralelo ao vetor | —1 |A| —2 | = 0
-1 -1 -1

Logo as tunicas trés alternativas sdo as retas com um vetor diretor paralelo a esse, isto é (a), (d),
(e). Falta provar qual dessas retas contém o ponto P(1,2,—1).

A reta (d) ndo contém o ponto P pois o sistema 1 =4 + ¢, —1 = 3 + ¢ é incompativel.

A reta (e) nao contém o ponto P pois o sistema 1 =4 — 3t, —1 = 2 — 3t é incompativel.

A reta (a) contém o ponto P(1,2,—1) como se comprova para t = 1.

1-0 1
Questao 13. O vetor diretor de r é d = 3—5 = —2 |. O vetor normal do plano 7 é
1-1 0
2
= 1
-1
O vetor diretor da reta procurada é ortogonal a 77, pois estd contida em 7, e é ortogonal a J: pois
2 1 -2
é perpendicular a r. Assim o vetor diretor da reta procurada é € = 1 Al -2 | =] -1
-1 0 -5
Como a reta procurada passa pelo ponto (1,3, 1), temos que uma equagao vetorial da reta é:
T 1 —2
y |=13 |+t -1
z 1 -5
Para t = 2 obtemos que o ponto (—3,1,—9) pertence a essa reta.
Questao 14. Como a reta estd contida em 7, temos que o vetor diretor da reta d = -1 é
a+3
ortogonal ao vetor normal 77 = —2 | dew. Portanto0=d-n=a+3+2—-3—3a =2—2a.
—(1+a)
Logo a = 1.

Como a reta estd contida em 7, temos que (a+3)(3+ ) —2(—A) — (1 +a)(5+3X) = b. Usando
que a = 1, obtemos que b = 2. Assim temos que a® + b = 5.

4
Questdo 15. O vetor diretor da primeira reta (vamos chamar ela de r) é: d = | —4
—2

2 1 6

O vetor diretor da segunda reta (vamos chamar elades)é: e=| 1 |A| -1 | =] —6

2 -3



Vemos que € = %cf Logo os vetores diretores sao paralelos, e portanto as retas sao paralelas.
A distancia de r a s entao é a distancia de um ponto de s a reta r. Seja P(—1,6,0) um ponto
de s (obtido fazendo z = 0 e resolvendo o sistema em z e y). Consideremos os pontos A(—2,4,2) e

(2,0,0) de r. Entao o
d(r,s) = d(r, P) = AB L ALY

|AB|
4 1 12 4
ABAAP = 4 | a| 2= 6 ]. jaB=( -4
2 2 12 2

d(r, s) = d(r, P) IABAAP| VIZZ+122+12-3 12.3.9
T,S = ’I”’ g — — _
|AB| VETZ 14 Ji%

a
Questao 16. Dado um ponto P(zo, Yo, 20) € um vetor 7 = b |, a equagao geral do plano que
c
passa por P e que tem vetor normal 71 é a(z — xo) + b(y — yo) + ¢(z — z9) = 0.
1 1 1
O vetor normal do plano é 77 = 2 IANl -1 | =1 =2
—1 1 -3
A equagao geral doplanom é: x —1—2(y+2)—3(2—1)=0. Logo z — 2y — 32 — 2 =0.
. . b d P
Agora podemos aplicar a férmula d(P,7) = % para a distancia de um ponto

P(x0,Y0,20) @ um plano 7: ax 4+ by + cz + d = 0. Assim, a distancia pedida do ponto ao plano é
|1-2:1-33-2| _ 12
2+(-2)24(-3)2 V14




