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32 Lista de Exercicios - 12 semestre de 2014

. Seja P4(R) o conjunto de todos os polindmios com coeficientes reais de grau menor ou igual a 4 e seja
f :R®> = P4(R) a aplicacdo bijetora definida por f((ag, a1, as,as,as)) = ag+a1z+asx? +aza®+ayz?.
Se D é o operador derivacio D : Py(R) — P4(R) definido por D(p) = p/, provar que f~'o Do f:
R — R® é uma transformacio matricial e determine sua matriz associada.

W N =

1 1
. Considere a matriz A = | 1 3 | . Determine uma transformacao matricial de R? em R nio nula
2 5

tal que a imagem de cada coluna da matriz A é 0.

. Seja T : R* — R* definido por T(z,y, z,w) = (—y,z —y, z, —w). Mostre que T é uma transformacio
matricial.

. Verdadeiro ou falso? Justifique suas respostas.

(
(

a) T :R — R definida por T(x) = 2% é uma transformacao matricial.

)

b) T :R — R definida por T'(x) = |z| é transformagao matricial.

(c) T :R"™ — R definida por T'(ay,...,a,) = a, é transformagao matricial.
)

(d) Qualquer matriz real 5 x 6 define uma transformacao linear de R® em R?.

. Prove que T : R? — R2?, definida por T'(z,y) = (2 + 5y, 3z — Ty), é uma transformacdo matricial e
encontre a matriz de 7.

. Em cada caso, mostre que T : R? — R? é uma transformacao matricial e encontre a matriz de 7.
T | | 2x+y r | | 3xr—y

? T[@/}_[Sx—y} ’ T{y]_[%ﬂ]
T 0 T Yy—x

g [y] [5y+6x] ) [y} [Hy]

. Em cada um dos casos abaixo, encontre niimeros reais a, b, ¢, d de modo que o operador linear
T : R? = R? dado por T(z,y) = (azx + by, cx + dy):

(a) a imagem de cada ponto da reta {(z,y) € R* : y =3z} é 0;

(b) para cada (a,b) € R? sua imagem estd em {(z,y) € R? : y = 2z}.

. Qual é a matriz, da transformagao matricial 7 : R? — R? tal que 7(2,3) = (2,3) e T(-3,2) = (0,0)?
. Em cada caso, suponha que T : R? — R? é uma transformacao linear, use esta informacio para

determinar T’ [ 5 ], para todo [ ; } em R? e encontre a matriz de 7.
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Dé a matriz de cada uma das transformagoes e esboce a imagem do quadrado unitario.

Reflexao em relagao a reta y = —x.
Reflexao em relacao a reta y = 2x.
Rotacao de 7.

Rotacao de .

Projecao sobre o eixo y.

Projecao sobre o eixo y = —z.

-
SRR

Em cada caso, mostre que 7 : R? — R? nio é uma transformacido matricial.

oo [3)-[2] v i) [2)

Em cada caso, decida se T : R — R? é uma projecio sobre uma reta, ou uma reflexdo em rela cao
a uma reta, ou uma rotagao de um angulo e encontre a reta ou angulo.

1 1 —
Q) T v _ 1 x+ 2y b T z| _llz—y
Y 51| 2z + 4y Y 2| y—=
x 1 | —z—y x 1] =3z +4y
T = — d T =—
g [y} %2[w—y } ) [y] 5[4$+&/}
T —y x 1[ -3y
T = T == .
S M SR M
Denote por L a reta que passa pela origem e tem vetor diretor nao nulo d= [ Z ] .

a)  Mostre que a matriz da projecao sobre L é
1 a’® ab
a+b2 | ab b |’
b)  Mostre que a matriz da reflexdo em relagao a L é

1 a? — b2 2ab
a? + b2 2ab b2 —a? |’

Seja T a transformacao matricial induzida por uma matriz invertivel A de tamanho 2 x 2. Em cada
caso, interprete 7! geometricamente e entdo encontre A~

o a=[33] wasfai] o[ ]

1 [1 =1 0 -1 1 1—-m?2 2m
d) A:\@L 1] 2 A:[—1 0] /) A:1+m2[ 2m m2—1}

Em cada caso, encontre uma rotagao ou reflexdo que seja igual a transformacao dada.

a) Reflexdo em relagao eixo y, seguida de uma rotacao de 5.

o

c)

Rotacao de 7, seguida de reflexao em relagao a reta y = x.

Reflexao em relagao ao eixo x, seguida de uma rotagao de 7.

o,

) Rotacao de 7, seguida de reflexdo em relacdo ao eixo x.

e) Reflex@o em relagao a reta y = x, seguida de uma reflexdao em relagao ao eixo z.
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Expresse a reflexao R em relacdo a reta y = —x como a composta de uma rotacao T, seguida de
uma reflexdo S em relagio & reta y=x. [Sugestdo: Se R=SoT, entdo T = S~ !o R\
Determine o efeito das seguintes transformagoes:

a) Rotacao de §, seguida de uma projecio sobre o eixo y, seguida de uma reflexao em relagao a
reta y = x.

b) Reflexao em relagao a reta y = z, seguida de reflexdo em relagao a reta y = —z.
c) Projecao sobre o eixo x, seguida de uma reflexdo em relacao a reta y = x.
d) Expansao pelo fator 2 em y, seguida de rotacao de 7.

Dadas duas retas perpendiculares y = miz e y = mox, mostre que as projecoes correspondentes P;
e P, satisfazem P, o P, = 0.

1

-1 . .
1 9 } Determine sua area.

Esboce a imagem do quadrado unitario pela multiplicacao de A = [

Denote por area(v, W) a drea do paralelogramo determinado pelos vetores ve e w. Mostre que
area( AV, Aw) = | det(A)|| det[v, w]|,

onde [v,w] denota a matriz de colunas ¥ e .

Encontre um conjunto de solucoes bésicas do sistema

r+2y+22—-—s5+2t=0
r4+2y+324+s5s+t=0
3x 4+ 6y + 82+ s+ 5t = 0.

5 4
4 5
raiz quadrada de A; quantas raizes quadradas de A ha?

Diagonalize a matriz A = e calcule uma matriz B tal que B2 = A; B é chamada de uma

Para cada matriz encontre todos os auto-valores e os auto-vetores:

3 1 1
I
1 1 3
Provar que a matriz
-9 4 4
A= -8 3 4
—-16 8 7

é diagonalizével e achar P e Q invertiveis é D diagonal tal que P"1AP =D e A= QDQ™!'. Qual é
a relagao entre as matrizes P e Q.

Para que valores de t a matriz [ 1 f ] possui um autovalor de multiplicidade 2.
Encontrar os valores e vetores préprios reais das seguintes matrizes:
8 —1 4 2 4 0 1 2 0 0 0 1
@) [3 0 ]’b)[lo 9]’0) [0 3}’61) {2 7}’6) [0 o]’f) {1 0]

Se as matrizes do exercicio precedente representam transformacoes matriciais 7' : R? — R2, repre-
sente as retas que se transformam em si préprias por aplicacao de 7.
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Seja T : R? — R? linear com matriz canonica A € Ma(R). Prove que T’ é uma isometria se e somente
se A é ortogonal, isto é A1 = At

Mostre que a composta de duas isometrias é uma isometria.

Encontrar os valores préprios e os vetores proprios reais para as seguintes matrizes:

4 0 1 —2 0 1 -1 0 1

a) | -2 1 0], |-6 -2 01],0|-13 o0

—2 0 1 19 5 —4 —4 13 -1
—7

1 0
Seja p(x) é o polindomio caracteristico de A = 1 0 | . Verificar que p(A) = 0.
01

1
)

Encontrar os valores préprios e conjuntos de vetores béasicos para cada autovalor da seguinte matriz:

00 2 0
10 1 0
01 -2 0
00 0 1
As matrizes
0 1 0 -1 0 1
A=10 0 1 |, B=| 3 0 -3
2 =5 4 1 0 -1
sao diagonalizaveis?
Calcule A% para A = [ g 1 }
: L2 2014
Seja A = . Calcule A°V**,
4 3
11 A
Ache todos os valores A\ para que a matriz A= | 1 1 X | seja diagonalizavel.
11 A

Determine se a matriz A é diagonalizavel e, se for, achar uma matriz P invertivel e uma matriz D
diagonal tal quer A = PDP~!:

5 9 1 21 310
a) A:[25], b) A= -1 0 1|, ¢ A=|0 3 1

1 10 0 0 3

Resolva a relagao de recorréncia zg = 0,21 =1 e x, = 4x,_1 — 3xp_2, para n > 2.

Para cada autovalor A de cada uma das matrizes abaixo determine sua multiplicidade e o niimero de
autovetores béasicos associados a A

7 2 -1 4 4 0 00
6 -5 —10
00 33 1 -4 00
A=1 00 89| BT 0 0 -40 C_g_g_i
00 08 0 0 0 2

Sao diagonalizaveis?
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Achar uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz [ } . Falamos que uma matriz quadrada

15
P de ordem n é ortogonal se P - Pt = I,,, isto é sua inversa coincide com sua transposta.

1 1 =2
Achar um familia de trés autovetores para A = 1 1 —2 | que sejam ortogonais dois a dois.
-2 -2 4

Exiba uma matriz A nao diagonalizivel tal que a matriz A? seja diagonalizavel.

Decida se as matrizes A e B sao semelhantes ou nao:

1111 10 0 00

2 2 2 2 0 000
@ A=t 44533 B=| (g g0l

4 4 4 4 0 000

11 1 0

4 —1 4 1

1 23 1 20
dA=(01 2], B=[310|[;

0 0 1 0 0 1

1 01 110
eA=|20 2], B=|220

30 3 011

Determine se as seguintes matrizes sao diagonalizdveis.

000 -1 0 -1 0 0 20 0 0
100 —2 1 0 0 0 1200
010 -2 |’ 0 0 0 -1 © 0120
001 -2 0 0 1 0 0005

Verdadeiro ou Falso? Se uma matriz triangular A é semelhante a uma matriz diagonal, entao A ja
¢é diagonal.

Verdadeiro ou Falso? (a) Se os unicos autovalores de uma matriz diagonalizavel A sao 0 e 1, entao
A% = A

(b) Se 2 é um autovalor de uma matriz quadrada A de ordem n, entdo —1 é um autovalor de
A% —3A+1,.

Seja T : R? — R3 a transformacdo matricial que satisfaz 7'(1,0,1) = (2,1,1), 7(1,1,0) = (=1, —1,0)
eT(1,1,1) = (2,1,1). Determinar a matriz 3 x 3 associada a transformagao 7. Considere as seguintes
afirmagoes:

(I) A nao é simétrica, mas é diagonalizével,

(IT) A é simétrica;

(ITII) A nao é diagonalizavel.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas a afirmagao (III) é verdadeira;

(b) apenas a afirmagéo (IT) é verdadeira;



(¢) apenas as afirmacoes (II) e (III) sdo verdadeiras;
(d) todas as afirmagoes sao falsas;
(e) apenas a afirmagéao (I) é verdadeira.

1 00 0O
00010
48. Verifique se a matriz A= |0 1 0 0 0f é diagonalizavel.
00001
00100

49. Verifique se cada uma das matrizes abaixo é ou nao diagonalizavel:

L 10 o 1 0100

11 1 1.0 0 0 =1000

(a)[ ] (b) (c)lo 01 0 0
0 2 0 0 1 -1

0 01 1 0 00 11

0 00 11

50. Em cada caso, encontre todas as solugoes do sistema de equagoes diferenciais e encontre uma solugao
particular que satisfaga as condigoes dadas.

' =2z + 4y
a 2(0) =0, y(0) = 1.
( ){y“:3$+3y ©)=0, 400

(w{f:‘“”y 2(0) = 1,y(0) = —1.

Y =z+3y
=4y +4z
() (¥ =2+y—22 2(0) = y(0) = 2(0) = L.

Z=—x+y+4z

¥ =2r+y+2z
(d) Sy =22+ 2y —22 z(0) = y(0) = 2(0) = 1.
2 =3cx4+y+z

51. Encontre um sistema linear de trés equagoes diferenciais de primeira ordem que seja equivalente a
equagao ordindria de ordem trés f”' —af” —bf' —cf = 0.

52. (M. Barone Jr, Algebra Linear, p. 243) Consideremos dois tanques: o tanque A contem inicialmente
100 [ de agua e 15 kg de sal; o tanque B contem inicialmente 100 [ de agua e 5 kg de sal. Um
mecanismo permite a vazao do tanque A para o tanque B e vice-versa; a velocidade de vazao é
constante e igual a 5 [/min. Suponhamos que, em cada instante ¢, as solugdes nos tanques A e B
estejam perfeitamente homogeneizadas, a quantidade de sal no tanque A é z(t) e no tanque B é y(t).

' = —0,05z + 0,05y

2(0) = 15, y(0) = 5.
y = 0,05z — 0,05y © y(0)

(a) Mostre que z(t) e y(t) sdo solugoes do sistema {
(b) Determine a solugao deste sistema.

(¢) Apds quantos minutos haverd 13 kg de sal no tanque A?
[Observacao: o item (a) desta questao nao serd cobrado na terceira prova.]

53. Ache a solugao geral do sistema X'(t) = AX(t), em que:
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2 1 1 14 6 12
(a) A= (3 0 1| () A=|-14 4 14
6 2 1 ~11 6 9

Ache a solucao dos seguintes sistemas:

¥ = -3z +4y
a 0) = 2, y(0) = 11.
(){y,:_ﬂzy 2(0) =2, y(0)

¥ =2r+z
(b) (Y =2+y+z 2(0) =1, y(0) = =3, 2(0) = —2.
Z=x—y+3z

(M. Barone Jr, Algebra Linear, p. 255) Consideremos o sistema nao-homogéneo

x 50 50 | [ 1
6 || = +
Y 2 31 o
(a) Determine uma solugao particular do sistema (*) da forma X(t) = (a,b), em que a e b sado
numeros reais.

(b) Determine a solugao geral Z(t) do sistema homogéneo associado

4 3
/ —_——— PR
x 50 50 | |©
y' 2 3|l
50 50

(c) Verifique que a solugao geral do sistema (*) é dada por X (t) = Xo(t) + Z(t).

(d) Encontre a solucao particular do sistema (*) que verifica as condi¢oes iniciais

2(0) = 37, y(0) = %
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o O O OO
o O O O
O O O N O
O O W oo
S = O O O

A resposta nao é unica. A aplicagao é da forma T'(z,y,y) = a(x +y — z), com a um ndmero real
nao nulo.

0 -1 0 O
1 -1 0 O
. Temos que T(X) = AX, sendo A = 0 0 1 0
0 0 0 -1

(a) Falsa (b) Falsa
(c) Verdadeira (d) Verdadeira

G %)

o A G e ()

(a) A resposta nao é dnica. Temos a = —3b e ¢ = —3d. Considere, por exemplo, a = ¢ = 3 ¢
b=d=-1.
(b) A resposta nao é tunica. Temos ¢ = 2a e d = 2b. Considere, por exemplo, a =b=1ec=d = 2.

4 6
0 (5 )0 76 )0 G20 (5 5)0)
o (5 ) 5 (50 w6 e (o) 605G

a) Projecao na reta [(1,2)],

b) Projegao na reta [(1,—1)],

c) Rotacao de angulo 37/4,

) Reflexao ao redor da reta [(1,2)],
e) Reflexdo ao redor da reta [(1,—1)],
f) Rotagao de angulo 7/3.

(o}

a) T~! é uma compressdo em x, A~ = (1(/)2 (1))7

b) T~ é um cisalhamento negativo em z, A~ = <(1) _15>,

c) T=! = T é uma reflexdo ao redor da reta y = 2z, A~! = A,
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1 1
1 _ 1 1
d) T~ é uma rotagao de angulo —m /4, assim A~ =7 (_1 1>7

) T~! é uma reflexao ao redor da reta [(1,—1)], logo A~! = A,
) T~! é uma reflexdo ao redor da reta [(1,m)], logo A~! = A.

= D

a) Reflexao ao redor da reta y = —z,

b) Reflexao ao redor do eixo vy,

c¢) Reflex@o ao redor do eixo z,

d) Reflexao ao redor da reta y = x,
e) Rotagao de angulo —m/2.

Rotagao de angulo .

a) Projegao sobre o eixo z,
b) Rotagao de angulo ,

c¢) Transformacao matricial com matriz associada <[1) 8>,

~ . : . -2
d) Transformacao matricial com matriz associada <? 0 >

3.

Um conjunto de solugoes basicas é {(—2,1,0,0,0), (5,0,—2,1,0)}.

Temos 4 matrizes. Uma raiz quadrada é (? ;)

a) Autovalores 1 e 4. Autovetores associado ao autovalor 1, {\(2,—1) : A # 0}.
Autovetores associado ao autovalor 4, {A(1,1) : A # 0}.

b) Autovalores 2 é 6. Os autovetores associados a autovalor 2 sdo
{(z,y,2) ER® : z+y+2=0,2"+y> + 22 £ 0}.

Os autovalores associados a autovalor 6 sao {A(1,2,1) : X # 0}.

A solucio nio é tnica. @ = P~'. Uma solucio é

111 -2 1 1 3 0 0
P=(120],Q=1 0 —-1|].D=|0 -1 0

2 0 2 2 -1 —3 0 0 -1
Para ¢t = 0.

a) Autovalores 4 & /13, autovetores {\(1,4 4+ /13) : X\ # 0};

b) Autovalores 3(13 £ v/105), autovetores {\(4,5 £ v/105) : A # 0};

c) Vetores proprios 3 e 4, autovetores {A(0,1) : A # 0} U{A(1,0) : X #0};
d) Autovalores 4 + /13, autovetores {\(2,3 £+/13) : X # 0};

) Um tnico valor préprio 0, cada vetor nao nulo é um autovetor;

f) Valores proprios 1 e -1, autovetores {A(1,1) : A # 0} U {A\(1,—1) : X\ # 0}.

a) Retas [(1,4 4+ v/13)] e [(1,4 — V13)];

b) Retas [(4,5 + V105)] e [(4,5 — v/105)];
) Retas [(0, 1)]  [(1,0)];

d) Retas [(2,3 + \/>)] (2,3 —V13)];

e) Todas as retas que passam pela origem;
f) Retas [(1,1)] e [(1,-1)].

)
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(a) Autovalores 1,2 ¢ 3, V(1) = [(0,1,0)], V(2) = [(1,—-2,-2)] e V(3) = [1, -1, -1)];
(b) Autovalor -8, V(-8) =[(1,1, —6)];
(c) Autovalor 2, V(2) = [(1,1, 3)].

Autovalores -1,-2 e 1 (multiplicidade 2), um conjunto béasico de V(1) é {(0,0
conjunto bésico de V(—1) é {(—2,1,1,0)} e um conjunto basico de V(—2) é

/\:CD
—_
~—
—
»
w
—_
=
~—
:«—'
=

A néo é diagonalizivel e B é diagonalizavel.

AQO_} 220_|_2 220_1
_3 221_2 221+1 .

A2014 _ 1 < 52014 +92 52014 -1 >
9 .

3\2(52014 _ 1) 2.520M4 41
A # =2
1 1 30 o g
(a) P = 1 1)¢ D = 0 1) (b) e (c) ndo sao diagonalizaveis.
1
n=-(3"—1).
v = 13- 1)

(a) Os autovalores 0 e —7 tém multiplicidade 1, o nimero de autovetores bdsicos associados a 0 é igual
ao numero de autovetores bésicos associado a 7 que é igual a 1. O autovalor 8 tem multiplicidade 2
e o numero de autovetores basicos associados ao autovalor 8 é 1.

(b) O autovalor -4 tem multiplicidade 3, o niimero de autovetores bésicos associados ao autovalor -4
é 2. O autovalor 2 tem multiplicidade 1 e o nimero de autovetores basicos associados a 2 ¢é 1.

(c) O autovalor 6 tem multiplicidade 1, o nimero de autovetores bésicos associados a 6 é 1. O
autovalor 1 tem multiplicidade 2, o nimero de autovetores bésicos associados a 1 é 1.

As matrizes A, B e C nao sao diagonalizaveis.

1 1 1
A solugao nao é tinica. Um exemplo é P = — ( )

V2 \-1 1

A solugao nao é unica. Um exemplo é {(1,—1,0),(1,1,1),(1,1,-2)}.

0 1
Por exemplo A = <0 0>.

a) Sim. b) Nao. c¢) Nao. d) Nao. e) Nao.
As matrizes nao sao diagonalizdveis.
Falso.

(a) e (b) verdadeiras.

(e).
Nao ¢ diagonalizavel nos reais.

(a) E diagonalizavel; (b) Nao ¢ diagonalizavel em My(R); (c) Nao é diagonalizével em My(R).
= ; Ly et 4 —t
a) A solucao geral é X (t) = ¢; L€ e e

Se LU(O) = O e y(o) = ]., entéo cl = %’ co = %1

10
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b) A solugao geral é X(t) = ¢; i } et + ¢y [ g ] e 2t

Se 2(0) =1 e y(0) = —1, entdo ¢; = 32, cp = 3.

[ 3 2 0
c) A solugao geral é X (t) =c1 | —1 ] + ¢ |: 0 ] e + c3 [ 1 ] 3t
1 _

Se 2(0) =y(0=2(0)=1,entdao c1 = -1, c2=2, ¢3=0

1 —8 1
d) A solugao geral é X(t) =c1 | 0 | et +ca| 10 |et4e3| —2 | €%
1 7 1

Se z(0) = y(0 = z(0) = 1, entdo ¢; =

[\C][9M]
D=

) CQZOa 3 = —

' =y+ax
Yy =z+bxr comz=f y=f —af, z=f"—af —bf.

2 =cu,

t) =10+ 5e” %1
(b) {a:( ) +oe (c¢) Aproximadamente 5 minutos.

y(t) = 10 — e 01

x(t) =C1 et 4+ C3 e
(a) X(t) = (x(t),y(t), 2(t)), onde ¢ y(t) = Co ™" + C5 € (C1,Cy,C3 € R)
z(t) = -3 C et —Cyet+2Cq e

z(t) = C1 e 4+ C3 eH
(b) X (t) = (z(t),y(t), 2(t)), onde { y(t) = —2Cy e3¢ + C3 * (C1,02,C3 € R)
2(t) = Cp e 4+ Cq e73 + O3 et

r(t) =14 e —12 2
(a) 4ot 3 e
y(t) =14 e" -3 e

(a) Xo(t) = (25, ?) (b) Z(t) = Cy e %021, 1) + Cy e~ 012(~3,2) (Cy,Cs € R)

x(t) =3 6—0,02t 49 6—0,1275 425
50
) =3 e—0,0Zt -6 e—O,th 4 ?

(d)

~

y(

11



