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MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral IV para Engenharia
3a. Prova - 2% Semestre 2013 - 02/12/2013

Turma A
Questao 1: (3,5 pontos)

(a) Determine a solugdo y da equagao diferencial 222y = y(y + 3z) tal que y(1) = 1.

(b) (i) Determine todas as fungoes f: I C R — R que tornam exata a equacao diferencial
(y? senx)dz + yf(z)dy = 0.

(ii) Considere a fungao f tal que f(0) = —1 e encontre a solugao geral da equacao dada em (7).

Solucao:

(a) Isolando y':

) = y(y + 3z)
222

:f(x,y),x;é()

Como f(z,y) = f(tx,ty),Vt # 0, temos que a equagao é homogénea. Sendo assim, utilizamos a seguinte
mudanga de variavel: u =¥ = ¢ = v’z + u.
y = Y t3n) 1y<y

1
5,2 == 5+3):>u':v—|—u:§u(u+3)

1 1 2du dr
/ 2 2
u'x 2(u +3u) —u 2(u +u) /u(u 0 -
Expandindo a funcao 7u(u1+1) em fracoes parciais:
1 A B

u(u+1) E+u+1
Alu+1)+Bu=1=A=1,B=-1

du |ul
: — =1 —1 1| =1
'/u(u+1) n|u| —Inju + 1| n<|u+1|>

Sendo assim, temos:

21n<|u‘j_|1|> —In|z|+C, CeR

2
In <<|u|i|1|> ) —In|z|+C, CeR




2
< “ ) =cCz], CeR

u+1

Portanto a solugao da equacao diferencial para x # 0 é dada implicitamente por:

Y 2
X —
xT
y?
s = K|z|,K >0
(y+ )
Note que y = —zx nao é solugdo. E que estamos tomando z # 0.
Aplicando a condigao de contorno y(1) = 1:
12 1
— =K|l|= K=~
(141)2 B 4
y? x
Portanto a solucao é a funcio y = y(x) dada implicitamente por m =7 para x > 0 ou
9 2
explicitamente por y = le/gﬂj
-

Esta equacao diferencial pode ser escrita como P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0, sendo P(z,y) = y? senzx e
Q(z,y) = yf(x). Podemos dizer que esta equacao diferencial é exata se, e somente se, %—g — 88—1; =0.

Sendo assim, para que a equagao seja exata, temos:

d opP
a—g ~ o =y(f'(x) —2 senx) =0

f'(z) =2 senz = f(z) = —2cosz+ C,C €R

Resolvendo a equagao para f(0) = —1 = f(z) = —2cosz + 1, temos:

99 _ y? senx
Oz
gj =y(—2cosz +1)

Integrando em x a primeira equagao:

o(z,y) = —y* cosz + c(y)

Derivando em y:

C(¢ /
— =-2 +
y ycosx + ¢ (y)

Comparando com a segunda equacao:



Yy
dy)=y=cly) =%
Sendo assim, temos:

2

¢(z,y) = —y* cosz + %

A solucao geral da equagdo diferencial sdao as curvas de nivel de ¢(x,y), ou seja:

Y2
—y2cos:1:+? =K, KeR



Questao 2: Seja = > 0.

(a)

(b)

Sabendo que y(z) = = & solucdo da equacdo diferencial homogénea x2y” + 22y’ — 2y = 0, determine
outra solucao linearmente independente de y;.

Obtenha a solucdo geral da equacio diferencial z2y” + 2xy — 2y = 22 + 1

Solucao:

(a)

Pode-se proceder procurando uma solucao do tipo y2 = v(z)y; = v(x).z, com v ndo contante. Notemos
que para que {y1,y2} seja L.I. temos que ter

yr Y2 /2
=0y 0
‘ Vi Y 17
Substituindo na equagdo, teremos x3v”(x) = (—4x?)v'(z). Portanto, v/(z) = 2%+ K. Como podemos
supor que K=0, temos que v(z) = % Portanto, ya(z) = 3_712 Note que podemos escolher a funcao
1
Y2 (r) = 5.

Notemos também que a equagdo diferencial em questdo é uma equacdo de Euler, pois apresenta o
seguinte formato:

2?y" + a1zy’ + asy = 0,a1,a2 € R

Sendo assim, sabe-se que a equagao apresenta solucoes no formato y(z) = 2%, s € R. Assim:

Substituindo na equacao:

s(s— 1)z’ +2s2° —22° =0 = 25(s> +5—2) =0

A tnica maneira da equacio ser respeita para qualquer valor de z é se tivermos s+ s —2 = 0. Assim:

—1+/12-41)(-2) —1+3
5 -

P+s—2=0=s5=

Sendo assim, obtemos 2 solugdes linermente independentes, y1(z) = 1 = 2! e yo(z) = 252 = 272

A solucao homogénea da equagdo é a combinacao linear das duas solugdes homogéneas, y; e yo:

yh(x) = Cll‘ + 021'_2, 017 027 eR

Para encontrar a solucdo geral da equacgado utilizamos o método da Variacao dos Parametros para
encontrar uma solugdo particular da equacao da seguinte forma:



Yp() = ur(2)z + us ()22

ylyQU’l_O:>$ z=2 T [uf] [ O
v b |uh| () 1 —2273| |ub| — ‘”?{

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer:

Aplicando o método:

0 r?2
y zi—Q&—l _2.%.73 B xij:l _1 1
1 €T x_Q —m% 3 31’2
1 —2z73
z 0
2
. 1 xx—é-l _ me+1 :_:ig_f
2 r oz ? —I% 3 3
1 —2273
Integrando:
T 1
U = = — —
T3
ot 22
Uy = ——— — 2
712 6
T 1 D P L
Yp() (g‘@) ( E_F) BV

A solucao geral é a soma da solucdo homogénea com a solucdo particular:

2

T 1
y(:v) =Cix + 02$_2 + Z — 5,01,02, eR

1

|



Questao 3:

(a) Determine a solucao geral da equagdo diferencial y” + zy’ + 2y = 0 em série de poténcias centrada em
0 e dé o seu raio de convergéncia

—x

(b) Obtenha a solucao geral da equagao diferencial v — 2y"” + ' = ze

Solucao:

(a) Suponde que a solucdo seja uma série de poténcias centrada em 0:

[o¢]
= E anx"
n=0

o0 o0
Y (r) = Z anpnz™” Z ant1(n+ 1z
n=1

o0 o0
"(z) = Z a1 (n+ Dna" "t = Z ant2(n+2)(n+1)2"
n=1

n=0

E importante notar que:

o o0
/
xy = E apnx” = E anpnx”
n=1 n=0

Pois o primeiro termo da somatéria comecando em zero é 0.
Assim, substituindo na equacao diferencial:

o0
Z[an+2(n +2)(n+ 1) + apnz™ + 2a,)z™ =0
n=0

Assim, chegamos na seguinte relacao de recorréncia:

an(n+2)  _ an
n+2)(n+1)  n+1

ap4+2 = — ,n=20,1,2,3...

E possivel perceber que a sequéncia dos termos pares é independente da sequéncia dos termos fmpares.
Analisando a sequéncia dos termos pares:

RZO?CLQZ—@

1

as a
—2=qy=-—2="9
" “="73 1
4 ag

—d=ag=—— =—
" %= 5-3-1



(=1)"ao
2n—1)-2n—3)-(2n—5)-...- 1

*.agn =

Analisando a sequéncia dos termos impares:

a
n:1:>a3:—51
_ __ W _ ™
n=3=as= 1 1.9
(—1)"a1
CLa =
LT o) (2n—2) - (2n—4) - ... 2

Sendo assim a solugio geral da equacao é dada por:

a1 - (—1)"z?" . . (=Dra?n
y(x) = aof +; @n—1)-@n=3)-@n—5 .. 1 *; @n) (2n—2) - 2n—4)- .2

)7 ap, a1 €

Vamos analisar a convergéncia em funcao de x das duas séries obtidas. Aplicando o critério da razao:

i p?nt? (2n—1)-(2n—=3)-(2n—5)-...-1 _ I 2

n—oco (2n+1)-(2n—1)-(2n—3)-...- 1 x2n Cnsoo (2n41)
i p2nt3 (2n)-(2n—2)-(2n—4)-...-2 i @ 0
n—oo (2n +2) - (2n) - (2n —2) - ... - 2 x2ntl om0 (2n42)

Pelo critério da razao, temos que as duas séries convergem para qualquer valor de z. Sendo assim,
temos que o raio de convergéncia da solu¢ao da EDO por séries é infinito.

(b) Primeiro vamos encontrar a solu¢ao da equagdo homogénea. Como a equacao possui coeficientes con-
stantes, temos que as solugdes da equacgdo homogénea sao da forma y(z) = 5. Deverivando e substi-
tuindo na equagao, obtemos o seguinte polindémio caracteristico:

252 +s5=0=5(s—1)2=0

Sendo assim, a solugdo da equagao homogeénea é dada por:

yh(x) = (1 + Ce® + C3ze”,01,Cy,C3 € R

Para encontrar a solucdo geral da equagdo, iremos utilizar o Método dos Coeficientes a Determinar
para encontrar um solugao particular. Como o termo nao homogéneo é o produto de um polinémio
de primeiro grau por uma exponencial e ndo h& exponenciais com o mesmo argumento na solugao
homogénea, iremos buscar uma solugdo particular no seguinte formato:



yp(@) = (Az + B)e™
Derivando:
yp(r) = Ae™® — (Az + B)e " = (~Az + A - B)e™®

yp(x) = —Ae™ — (~Az+ A— B)e™® = (Az + B —2A)e™"

yy (x) = Ae™® — (Az + B —2A)e™" = (—Ax + 34— B)e™™®

Substituindo na equacao:

(—Az+3A—-B)e* —2(Azr+ B —2A)e *+ (-Ax+ A—B)e " =ze ”
= —4Axe * 4+ (8A—4B)e ¥ = xe ”

Cf —4A=1 [ A=
1 84-4B=0 B=—3
A solucdo geral da equagdo é a soma da solu¢do homogénea com a solugdo particular. Assim:

1

1
y(l') = Cl + CQex + CB@'@I - erix - 567?37 Clv 027 C3 eR
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Turma B
Questao 1: (3,5 pontos)
(a) Determine a solucdo y da equacdo diferencial 222y’ = y(y + z) tal que y(1) = —1.

(b) (i) Determine todas as fungdes f : I C R — R que tornam exata a equagao diferencial
zf(y)dr + 22 senydy = 0.

(ii) Considere a fungao f tal que f(0) = —1 e encontre a solu¢ao geral da equacdo dada em ().

Solucgao:

(a) Isolando y':

y_yly+z)
Yy —W—f(l’ay)al’#()
Como f(z,y) = f(tx,ty),Vt # 0, temos que a equagdo ¢ homogeénea. Sendo assim, utilizamos a seguinte
mudanga de variavel: u =¥ = ¢ = v’z + u.

, Yy + ) 1y<y ) / 1
LALSLEL2 A 241 == 1
9,2 52 +1)=vzr+u 2u(u+ )

dx

1 1 2du
o Lo I - _soau
uac—2(u +u) —u 2(u u):/u(u—l) .

Expandindo a funcao u(ulil) em fragoes parciais:

1 A B

wfu—1) uwu wu-—1

Alu—1)+Bu=1=A=-1,B=1

du
: ——=—Inlu|+Inju-1

Sendo assim, temos

2m(¢?u>:mMH{ZCER

2
m((d?u>>:mu4wLCeR

9




2
< “ ) =cCz], CeR

u—1

Portanto a soluc¢io da equagdo diferencial para x # 0 é dada implicitamente por:

Y 2
(ail) — Kl|z|, K >0
X

y2
L — Klz|, K>0
(y — )

Note que y = x nao é solugdo. E que estamos tomando = # 0.

Aplicando a condigéo de contorno y(1) = —1:

(=1)* 1
m_K|1|:>K_Z

x
Portanto a solucao é a funcdo y = y(x) dada implicitamente por =7 para x > 0 ou

(y — )
explicitamente por

_r
1-2z

Esta equagao diferencial pode ser escrita como P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0, sendo P(z,y) = zf(y) e
Q(z,y) = 2% seny. Podemos dizer que esta equacio diferencial é exata se, e somente se, %—g — % = 0.

Sendo assim, para que a equagao seja exata, temos:

0Q OP

E—afy—x(f/(y)—z seny) =0

“f'(y) =2 seny = f(y) = —2cosy+ C,C €R

Resolvendo a equagao para f(0) = —1 = f(y) = —2cosy + 1, temos:

8—¢ = g2 seny
dy

9¢

o x(—2cosy + 1)

Integrando em y a primeira equagao:

o(z,y) = —z%cosy + c(x)

Derivando em xz:

99 = —2zxcosy + ()

ox

Comparando com a segunda equacao:

10



d(x)=z=c(x) = %
Sendo assim, temos:

2
¢(z,y) = —acosy + %

A solucao geral da equagdo diferencial sdao as curvas de nivel de ¢(x,y), ou seja:

22
—x2cosy+? =K, KeR

11



Questao 2: Seja = > 0.

(a)

(b)

Sabendo que y(z) = = & solucdo da equacdo diferencial homogénea x2y” + 32y’ — 3y = 0, determine
outra solucao linearmente independente de y;.

Obtenha a solucdo geral da equacao diferencial z2y” + 3xy/ — 3y = 22 + 1

Solucao:

(a)

Pode-se proceder procurando uma solucao do tipo y2 = v(z)y; = v(x).z, com v ndo contante. Notemos
que para que {y1,y2} seja L.I. temos que ter

yr Y2 /2
=0y 0
‘ Vi Y 17
Substituindo na equagdo, teremos x3v”(x) = (=522)v'(z). Portanto, v/(z) = 275+ K. Como podemos
supor que K=0, temos que v(z) = ﬁ. Portanto, ya(z) = %. Note que podemos escolher a funcao
1
Y2 (l“) =73

Notemos também que a equagdo diferencial em questdo é uma equacdo de Euler, pois apresenta o
seguinte formato:

2?y" + a1zy’ + asy = 0,a1,a2 € R

Sendo assim, sabe-se que a equagao apresenta solucoes no formato y(z) = 2%, s € R. Assim:

Substituindo na equacao:

s(s —1)a° +3s2° —32° =0 = 2°(s* + 25 —3) =0

A unica maneira da equacio ser respeita para qualquer valor de x é se tivermos s? +2s —3 = 0. Assim:

24,22 -4(1)(-3) —2+4
5 -

2 4+25-3=0=>s5=
Sendo assim, obtemos 2 solugdes linermente independentes, y;(z) = 2% = 2! e yo(x) = 2°2 = 273

A solucao homogénea da equagdo é a combinacao linear das duas solugdes homogéneas, y; e yo:

yh(x) = Cll‘ + 021'_3, 017 027 eR

Para encontrar a solucdo geral da equagado utilizamos o método da Variacao dos Parametros para
encontrar uma solugdo particular da equacao da seguinte forma:

12



Aplicando o método:

ol =Ll = 1] ] -

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer:

0 x 3
2 _ 2
u/ zx—é—l —3r 4 B xm—é—l B 1 N 1
1 r 3 _% 4 422
—4 z
1 -3z
x 0
2 2
, 1 xz—;l x ;—1 554 $2
U = = -z
2 r a3 -4 4 4
—4 z
1 -3z
Integrando:
T 1
U =—-— —
4  A4x
23
Uy = —— — —
2 1

A solucao geral é a soma da solucdo homogénea com a solucdo particular:

2

T 1
y(x) = Cra + Cox™> + - §,01,02, eR

13




Questao 3:

(a) Determine a solucao geral da equagdo diferencial y” + zy’ + 2y = 0 em série de poténcias centrada em
0 e dé o seu raio de convergéncia

b) Obtenha a solugdo geral da equacgao diferencial v’ — 4y” + 4y’ = ve™*
g

Solucao:

(a) Suponde que a solucdo seja uma série de poténcias centrada em 0:

[o¢]
= E anx"
n=0

[o¢] (o]
Y (r) = Z annz"” Z ant1(n+ 1z
n=1

o0 o0
"(z) = Z a1 (n+ Dna" "t = Z ant2(n+2)(n+1)2"
n=1

n=0

E importante notar que:

o o0
/
xy = E apnx” = E anpnx”
n=1 n=0

Pois o primeiro termo da somatéria comecando em zero é 0.
Assim, substituindo na equacao diferencial:

o0
Z[an+2(n +2)(n+ 1) + apnz™ + 2a,)z™ =0
n=0

Assim, chegamos na seguinte relacao de recorréncia:

an(n+2)  _ an
n+2)(n+1)  n+1

ap4+2 = — ,n=20,1,2,3...

E possivel perceber que a sequéncia dos termos pares é independente da sequéncia dos termos fmpares.
Analisando a sequéncia dos termos pares:

RZO?CLQZ—@

1

as a
—2=qy=-—2="9
" “="73 1
4 ag

—d=ag=—— =—
" %= 5.3-1

14



(=1)"ao
2n—1)-2n—3)-(2n—5)-...- 1

*.agn =

Analisando a sequéncia dos termos impares:

a
n:1:>a3:—51
_ __ W _ ™
n=3=as= 1 1.9
(—1)"a1
CLa =
LT o) (2n—2) - (2n—4) - ... 2

Sendo assim a solugio geral da equacao é dada por:

a1 - (—1)"z?" . . (=Dra?n
y(x) = aof +; @n—1)-@n=3)-@n—5 .. 1 *; @n) (2n—2) - 2n—4)- .2

)7 ap, a1 €

Vamos analisar a convergéncia em funcao de x das duas séries obtidas. Aplicando o critério da razao:

i p?nt? (2n—1)-(2n—=3)-(2n—5)-...-1 _ I 2

n—oco (2n+1)-(2n—1)-(2n—3)-...- 1 x2n Cnsoo (2n41)
i p2nt3 (2n)-(2n—2)-(2n—4)-...-2 i @ 0
n—oo (2n +2) - (2n) - (2n —2) - ... - 2 x2ntl om0 (2n42)

Pelo critério da razao, temos que as duas séries convergem para qualquer valor de z. Sendo assim,
temos que o raio de convergéncia da solu¢ao da EDO por séries é infinito.

(b) Primeiro vamos encontrar a solu¢ao da equagdo homogénea. Como a equacao possui coeficientes con-
stantes, temos que as solugdes da equacgdo homogénea sao da forma y(z) = 5. Deverivando e substi-
tuindo na equagao, obtemos o seguinte polindémio caracteristico:

§3 — 45 +45=0=5(s—2)2=0

Sendo assim, a solugdo da equagao homogeénea é dada por:

yn(x) = C1 + Coe** + Czze®, 01, 0,03 € R

Para encontrar a solucdo geral da equagdo, iremos utilizar o Método dos Coeficientes a Determinar
para encontrar um solugao particular. Como o termo nao homogéneo é o produto de um polinémio
de primeiro grau por uma exponencial € ndo h& exponenciais com o mesmo argumento na solugao
homogénea, iremos buscar uma solu¢do particular no seguinte formato:

15



yple) = (Az + B)e ™

Derivando:

yp(r) = Ae™® — (Az + B)e " = (~Az + A - B)e™®
yp(x) = —Ae™ — (~Az+ A— B)e™® = (Az + B —2A)e™"
yy (x) = Ae™® — (Az + B —2A)e™" = (—Ax + 34— B)e™™®

Substituindo na equacao:

(—Az+3A—-B)e * —4(Az+ B —2A)e *+4(—Ax+A—B)e " =ze *
= —9Aze ™ + (1A —9B)e * =ze ”

[ —9A=1 A= -1
" 1BA-9B =0 B=—3
A solucdo geral da equagdo é a soma da solu¢do homogénea com a solugdo particular. Assim:

1 )
y(m) = Cl + 026233 + CE‘]-%@Qz - §x€71 - 27767337 Clv 027 C3 eR
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