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Questao 1. a) (1,0 ponto) Determine a solucdo geral da equacio 3’ + Ly = arcsin x.
Gao g Gao y + 2y

2y

b) (1,5 pontos) Determine a solugao da equacao zy’ — x = y + x cos(=Z

y(l) =1.

) que satisfaz a condi¢ao inicial

¢) (1,5 pontos) Determine a solugao geral da equacao ydz + z(Ilnz + 2yey2) dy = 0.

Solugao. a) Podemos escrever a equagao dada na forma xy’ + y = x arcsin z, ou ainda, como

d .
—[zy] = zarcsinz.

dx

Integrando,
2

/ i d z _ 1 / 22 J
Ty = rarcsimrdr — — arcsinxr — — — Qax.
Y 2 2) Vie2

Fazendo a mudanga x = sinf), —5 < 6 < 7, podemos calcular a tltima integral como

@’ 2 1 6 sin20 1 1
/mdaz—/sm 0d9—/2(1 00520)d9_2 o = parsing 2$\/ﬁ+C.

Portanto, a solucao geral é dada por
C V1-—22 T 1 .
y=—+——+ |5 — — |arcsinux,
x 4 2  Adx

onde C é uma constante arbitraria.

b) Escrevendo a equagao dada na forma

2
y':1+y+cos<y>,
x x

verificamos imediatamente que se trata de uma equagao homogénea. Portanto, a mudanca y = xu transforma
a equacao dada numa equacgao de varidveis separaveis. Substituindo, obtemos

du
u+x— =1+ u+ cos2u,
dx

isto é,
du _dx
14cos2u x
Integrando, obtemos
/ du In|z| +C
——— =In|z
1+ cos2x

Como 1 + cos2u = 2cos’x e J sec? udu = tg u, verificamos imediatamente que a solucdo geral é
vy _
tg = =2In|z| + C,
T

onde C' é uma constante arbitraria. Para que y(1) = 1 devemos ter C' = tg 1. Além disso, como o dominio
da solucao deve ser um intervalo contendo zg = 1, devemos ter z > 0. Logo, a solucao é

y = xarctg (2lnz +tg 1)



definida no intervalo (0, +00).

¢) Sejam P(z,y) = y e Q(z,y) = z(Inz + 2ye¥”). Como Pj=1eQy =1+Inx+ 2xye¥’ | a equacdo

2

~ . —P, Y
nio é exata. Como @z-Tu — Inzt2wye 3
Q z(Inz+2yev”)

que depende apenas de x. Seja u = p(x) o fator integrante. A condicao a%(Pu) = a%(Q,u) implica que

= % depende apenas de z, a equacao admite um fator intgrante

p~+ xp' (y) = 0. Separando variaveis, obtemos
1
oy
x

e entao

1

X

—Injz| _

p=e
Multiplicando a equagao dada por p obtemos a equagado exata
Y 2
=dzr+ (Inz +2ye¥ ) dy =0,
x
cuja solugao geral é dada por F(z,y) = C, onde C' é uma constante arbitraria e F' satisfaz
or vy
oxr  «x
OF
Ay

Integrando (1) com relagao a x, concluimos que F(z,y) = yInz + K(y). Substituindo em (2), obtemos

(1)

= Inz + 2ye’ (2)

Inz+ K'(y) =Inz + 2yeV”,
e, portanto, K(y) = [ 2yey2 dy = ey’ Assim, a solugdo geral da equacgdo é dada por
ylnzx + eV’ = C,

onde C é uma constante arbitraria.



Questao 2: (3,0 pontos) Determine a solugao geral da equagao

Y — 4y + 4y = e** Inz.

Solugao. Primeiro vamos determinar a solucao geral da equacao homogénea associada y” — 4y’ + 4y =
0. Como se trata de uma equagdo linear com coeficientes constantes e A = 2 é raiz dupla da equacao
caracteristica A2 — 4\ + 4 = 0, a solucdo geral da equacio homogénea associada ¢ dada por

yn(x) = C1** + Coze™,

onde (7 e (3 sao constantes reais arbitrarias.
Agora, vamos usar o método de variacao dos parametros para determinar uma solucdo particular da
equacao nao homogénea. Tal solugao tem a forma

yp(z) = ul(x)e% + ug(az)xe%,

onde uj(x) e ug(x) satisfazem
e re?® ui(z) \ 0
2e%% 2% 4 2pe?® uh(z) )\ e¥lnx )°

—2x

Multiplicando as duas equagoes por e e operando com as equagoes resultantes, obtemos o sistema

dh () + wuh(x) =0

uh(z) =z
e, portanto, u}(z) = —xInz e uy(z) = Inz. Logo,
2 2
ul(x):x——x—lnx e w(x)=Inz—uz.
4 2
Assim,
2 2 1 2 1 3 2
Yp = eQx(% _ 2 an) + ¥ (22 Inz — 2?) = 6296(L an — %)
¢é uma solucao particular e, portanto, a solucao geral da equacao é dada por
21 3 2
yzezx (C1+C2JL"+$ 211:1; _z)v

onde C e (5 sao constantes arbitrarias.



Questao 3: a) (1,5 pontos) Determine a solugao geral da equagao
22y’ — 2z + (2 + 2%)y =0,

sabendo que y; = x cosx é uma solugao.

b) (1,5 pontos) Determine a solugao geral da equagao

y/// . 3y//+3y/ —y = 27 + 3¢~

Solugao. a) Vamos procurar outra solugdo y2 da forma ys(x) = x coszxu(x), com u ndo constante. Seguira
que {y1,y2} € linearmente independente e a solugao geral sera dada por y(z) = Ciyi1(z) + Cayz(x), onde Cy
e (5 sao constante arbitrérias.

Impondo que s seja solugao, obtemos

2*(—2sinz — z cos x)u(x) 4 22%(cos x — wsinx)u’ () + 23 cos zu’ (z)—
—2x(cos x — wsinx)u(x) — 222 cos zu/ (x) 4 2 cos zu(x) + 2° cos zu(x) = 0,
isto é,
cos zu” (z) — 2sinzu/(z) = 0.

Escrevendo u/(z) = v(x), obtemos
_ 2sinz

V(z) = v(x),

COS T

e podemos tomar v(z) = e2M1037] = gec2y e, portanto, u(z) = [v(z) dx = tgz.
Logo, y2(z) = x cosx tgr = xsinx e a solugao geral é

y(x) = z(Cy cosz + Cysinx),

onde C'1 e (5 sao constantes arbitrarias.

b) A equacdo caracteristica da equagio homogénea associada é A3 —3X\2 +3X —1=(A—1)3 =0 e tem
A =1 como raiz tripla. Portanto
yp = Cre® + Coze® + z2C1e”

é a solucao geral da equacao homogénea associada.
Para determinar uma solugao particular y,, vamos determinar uma solugao particular yi, e y2, de cada
uma das equagoes
y/// _ 3y// + 3y/ _ y — 21: (1)
y" =3y 43y —y =3¢, (2)

respectivamente, e tomar y, = y1, + y2p (Principio da Superposicao).
Para a equagao (1), vamos procurar y;, da forma y,(z) = Az + B. Substituindo, obtemos

3A—Axr — B=2x

e, portanto, A = —-2e B = —6.
Para a equagio (2), vamos procurar yz, da forma ya,(z) = Dx3e”. Temos

Yo, = De®(32° +2%) | yy, = De"(6x+62” +2°) , yh = De”(6+ 18z + 92° + 2°).

Substituindo, obtemos



De™[6 + 18z + 922 + 23 — 3(62 + 622 + 23) + 3(32% 4 2°) — 2% = 3¢°

e, portanto, D = %
Logo, yp(z) = =22 — 6+ %m?’ex é uma solugao particular e a solugao geral é dada por

1
y = Che® + Coze® + 22Che® — 22 — 6 + 53:36’”,

onde C7, Oy e ('3 sao constantes arbitrarias.
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Questao 1. a) (1,0 ponto) Determine a solugdo geral da da equagao y' + %y = arccos r.

b) (1,5 pontos) Determine a solu¢ao da equagao zy' —x =y + xcos(%y) que satisfaz a condicao inicial
y(1) =1.

c¢) (1,5 pontos) Determine a solugao geral da da equagao y(Iny + 21’6372) dr 4+ xdy = 0.

Solugao. a) Podemos escrever a equagao dada na forma xy’ + y = x arccos x, ou ainda, como

d

T [xy] = x arccos z.

Integrando,

2 1 2
T :/:L’arccosmdx:xarccosx+/xda:.
Y 2 2 Viea?

Fazendo a mudanga z = cosf, 0 < 6 < 7, podemos calcular a ultima integral como

2 1 in 2 1 1
/\/1%_7$2d:v:—/(30829(119:—/2(1—1—008219)d0:—g—Slri1 o :—iarCCOS$—§$\/1—$2+C.

Portanto, a solugao geral é dada por

_C_Vlfﬁ+($ 1

Y — — — ] arccos ,
T 4 T

onde C é uma constante arbitraria.

b) Escrevendo a equagao dada na forma

2
y':1+y+cos<y>,
Xz X

verificamos imediatamente que se trata de uma equacao homogénea. Portanto, a mudanca y = zu transforma
a equagao dada numa equacao de varidveis separdveis. Substituindo, obtemos

d
u—i—x—u:l—i-u—i-cosQu,

dx
isto é,
du _ dj
14+cos2u
Integrando, obtemos
/ W et C
——— =In|z
1+ cos2x

Como 1 + cos2u = 2cos’x e J sec? udu = tg u, verificamos imediatamente que a solucdo geral é

tg y =2In|z| + C,
x



onde C' é uma constante arbitraria. Para que y(1) = 1 devemos ter C' = tg 1. Além disso, como o dominio
da solucao deve ser um intervalo contendo zg = 1, devemos ter z > 0. Logo, a solucao é

y = zarctg (2lnz + tg 1)

definida no intervalo (0, +00).

c¢) Sejam P(z,y) = y(lny + 21‘6‘762) e Q(x,y
Qz—Py lnerZ:Dyex2 o
P o y(lny+2xez2) B

que depende apenas de y. Seja u = p(y) o fator integrante. A condicao %(P,u) = %(Qy) implica que
w~+yp'(y) = 0. Separando variaveis, obtemos

z. Como P, = 1+ Iny + 2acy63”2 e Q, = 1, a equacao

nao é exata. Como

)
% depende apenas de y, a equagdo admite um fator intgrante

1
L=y
w Y

e entao

M:e_lnlyl — 1‘

Y
Multiplicando a equacao dada por u obtemos a equagao exata

(Iny + 2:66’”2) dv + = dy =0,
Y

cuja solugao geral é dada por F(z,y) = C, onde C é uma constante arbitraria e F' satisfaz

OF 22

B = Iny + 2ze™ (1)
OF x

g T 2
o "y (2)

Integrando (2) com relagao a y, concluimos que F'(z,y) = xIlny + K(z). Substituindo em (1), obtemos
Iny + K'(z) = Iny + 2ze”
e, portanto, K(y) = [ 2we” dx = ev". Assim, a solugéo geral da equagao é dada por
xlny + e =C,

onde C é uma constante arbitraria.



Questao 2: (3,0 pontos) Determine a solugao geral da equagao

y' — 6y +9y =e*Inz.

Solugao. Primeiro vamos determinar a solu¢ao geral da equagao homogénea associada y” — 6y’ + 9y =
0. Como se trata de uma equagdo linear com coeficientes constantes e A = 2 é raiz dupla da equacao
caracteristica A2 — 4\ + 4 = 0, a solucdo geral da equacio homogénea associada ¢ dada por

yn(x) = C1** + Coze™,

onde (7 e (3 sao constantes reais arbitrarias.
Agora, vamos usar o método de variacao dos parametros para determinar uma solucdo particular da
equacao nao homogénea. Tal solugao tem a forma

yp(z) = ul(x)e% + ug(az)xe%,

onde uj(x) e ug(x) satisfazem
e re?® ui(z) \ 0
2e%% 2% 4 2pe?® uh(z) )\ e¥lnx )°

—2x

Multiplicando as duas equagoes por e e operando com as equagoes resultantes, obtemos o sistema

dh () + wuh(x) =0

uh(z) =z
e, portanto, u}(z) = —xInz e uy(z) = Inz. Logo,
2 2
ul(x):x——x—lnx e w(x)=Inz—uz.
4 2
Assim,
2 2 1 2 1 3 2
Yp = eQx(% _ 2 an) + ¥ (22 Inz — 2?) = 6296(L an — %)
¢é uma solucao particular e, portanto, a solucao geral da equacao é dada por
21 3 2
yzezx (C1+C2JL"+$ 211:1; _z)v

onde C e (5 sao constantes arbitrarias.



Questao 3: a) (1,5 pontos) Determine a solugao geral da equagao
22y’ — 2z + (2 + 2%)y =0,

sabendo que y; = xsinx é uma solugao.

b) (1,5 pontos) Determine a solugao geral da equagao

y" —3y" + 3y —y = 3z + 5e”.

Solugao. a) Vamos procurar outra solu¢ao y, da forma ys(z) = xsinzu(z), com u nao constante. Seguira
que {y1,y2} € linearmente independente e a solugao geral sera dada por y(z) = Ciy1(z) + Cayz(x), onde Cy
e (9 sao constante arbitrarias.

Impondo que s seja solugao, obtemos

2%(2cosx — wsinx)u(x) + 222 (sinx + x cos z)u' (z) + 23 sin zu” (x)—
2x(sinx + x cos x)u(z) — 22° sin 2’ () + 22 sin 2u(x) + 2 sin zu(z) = 0,
isto é,
sin zu” (z) + 2 cos zu/ () = 0.

Escrevendo u/(z) = v(x), obtemos
2cosx

o(z) = o(),

sinzx

e podemos tomar v(z) = e~ 201502l = cogsec?s e, portanto, u(r) = [v(x)dz = cotgz.

Logo, y2(z) = xsinx cotgr = xcosx e a solugao geral é
y(x) = z(Cy sinz + Cy cos x),

onde C'1 e (5 sao constantes arbitrarias.
b) A equagdo caracteristica da equagdo homogénea associada é A3 —3X\2 +3X —1 = (A—1)> =0 e tem

A =1 como raiz tripla. Portanto
yp = Cre” + Coze” + 22Ce”

é a solucao geral da equacao homogénea associada.
Para determinar uma solugao particular y,, vamos determinar uma solugao particular yi, e y2, de cada
uma das equagoes
y" =3y +3y —y =3z (1)
y" = 3y" + 3y —y = be”, (2)

respectivamente, e tomar y, = y1, + y2p (Principio da Superposicao).
Para a equagao (1), vamos procurar y;, da forma y,(z) = Az + B. Substituindo, obtemos

3A—Ax — B =3z

e, portanto, A= -3 e B = —9.
Para a equagio (2), vamos procurar y, da forma ya,(z) = Dx3e®. Temos

Yoy = De* (32 + %) | Yy, = De” (6 + 622 +a3) | Ya, = De” (6 + 18z + 922 + 23).
Substituindo, obtemos

De[6 4 18z + 92% + 2® — 3(6x + 62° + 2°) + 3(32° + 2%) — 2°] = 5e”



e, portanto, D = %.
Logo, yp(xz) = =3z — 9+ %x?’ex é uma solugao particular e a solugao geral é dada por

5
y = Che® + Coze® + 22Cre® — 3z — 9 + 656‘363:,

onde C7, Oy e ('3 sdo constantes arbitrarias.
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