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Turma A
Questao 1: (3,5 pontos)

(a) Dé a solugao geral da equagao

y/// —dy = 22t

e também a solugdo que satisfaz as condi¢oes iniciais
y(0)=1, ¥'(0) =1, ey"(0) =0

(b) Determine k sabendo que p(x,y) = % ¢ fator integrante da equacao:
ydr + (xy* —zln(z))dy =0

e, em seguida, resolva a equacao para y(1) = 2

Solugao:

(a) O polindmio caracteristico da equacdo ¢ dado por: P(A) = A3 — 4\ = 0 cujas raizes sdo A = 0 ou
A = £2. Assim, a solugao da equagdo homogéna y é dada por:

yg = C1 + 026236 + 636_295

A solucio particular terd a forma: yp = z(Az + B)e?*. Calculam-se as derivadas de yp e, em seguida,
substituem-se essas derivadas na equagao diferencial:

yp = (242% + (2A + 2B)x + B)e**

yp = (4Ax* + (8A + 4B)z + 2A + 4B)e*
yp = (8A2? + (24A + 8B)x + 124 + 12B)e*

Substituindo na equagao:
yp — dyp = (16Ax + 124 + 8B)e** = ze**

Logo, encontra-se: A = %6 e —3—32 A solugéao geral da equacao é:

1
y(z) = C1 + Coe® + Cge™ > + 3—2(2952 R )



Com as condicoes iniciais dadas é possivel encontrar os valores das constantes C7, Co, Cs.

deve-se, inicialmente, calcular as derivadas da solucao geral:

1
y(z) = 209e* — 20572 + 3—2(4352 — 2z — 3)e™®
1
y'(z) = 4C%e* +4C3e % + §(2w2 + 1 —2)e*
y(O) = 1-C14+0C,+C5=1
3
y'(O) = 1—-20,—20C5 — =1
32
1

Resolvendo o sistema, chega-se a:

1

T 16
39

T 128
31

128

Cq
Cs

Cs =

Para isso,

(b) Analisando a equagdo dada, nota-se que: P(z,y) =y e Q(x,y) = xy? — xIn (x). Como u(z,y) é um

fator integrante, vale que:

Q) _OWP)  on . 0Q _ ,ou 0P
or Oy Q8m+'u8x_P8m+M8y

Calculando as derivadas envolvidas na expressao acima:

0
a—g = > —In(z) -1
opP
= -
Ay
om _ o
oxr a2
o k—1
IR _ LY
oy T
Substituindo as derivadas na igualdade anterior:
k k k—1 k
—%(myQ —z1In(z)) + y;(y2 —In(z)—1)= kyTy + %.1
Rearranjando os termos vem que:
v v
(=4l +y P —In(z)—1-k—-1)=0— —(-k—2)=0
x x



Portanto, k = —2

Para k = —2, o fator integrante sera igual a u(z,y) =

1

Tk Ao multiplicar-se a equacao diferencial

pelo fator integrante, obter-se-4 uma equagao exata cuja solucao é expressa pela fungao ¢(z,y), tal que

o(z,y) = C. Para encontrar a fun¢ao ¢(z,y):

90 _
dp 2
aiy = p(zy
Mas também: a—(p =
oy
Assim, a solucao é dada por:
p(z,y) =

Como y(1) = 2, decorre que: C' = 2. Assim:

o(r,y) =

In (x)

;y — o(z,y) = v T h(y)
—In(z))=1- my(;)
—lny(f) +H(y) = h(y) =y
In (x) Ly=C

y
In (x) Ly =2

y



Questao 2: Determine a solugao geral da equacao diferencial

(22 4+1)2

2 " /
1 -2 2y =
(2= +1)y" — 22y’ + 2y 1

sabendo que y;(z) = z é uma solu¢do da equagao homogénea associada Solugao: Inicialmente encontrar-
se-4 outra solu¢ao da equagao homogénea ys(z), supondo que yo(x) = fyi(x) = fx seja solugdo da equagao
diferencial dada. Calculando as derivadas de ya(z):

vo = fla+f
o= floef
Substituindo na equagao:
2
(2 + 1) (xf” +20) — 2x(xf' + f) + %f =0

(22 + Daf’ +22* + 1) f —222f =
(a® + Daf" +2f =

A equacgao obtida pod ser resolvida separando-se as variaveis:

f// B 2
o w(z? 1)
2 2 2z
m(f) = - | ———dr=— [ 2~ d
n(f) /x(x2+1) v /x 241
2
+1
= —21n(x)+ln(x2+l):n($w2 >
1
o= 1+?
1
f= e
T

Logo, yo = f.xr = (CL’ — %) r = x? — 1 Assim, a solucdo da equacdo da homogénea ¢ yyg = Ciy; + Coyo =

Ciz + Co(2? — 1). Para encontrar a solucio da equagdo particular, utiliza-se o método da variagao dos

parametros:
1 2z| |C .

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer:

0 x?
2
o2 @2 D@E?t1)

Cl = =— =—(rx—-1)=1-x

r a? (2 4+ 1)(x+1)

1 2z




\1

o+ z(z? +1) x 1
r x? (24+1)(z+1) =x+1 z+1
1 2z
Integrando:
2
i = x— %

Cy = z—In(x+1)

A solucao particular yp é igual a:

yp = <x—x22>x—|—(x—ln(:v—|—1))(x2—1)

E a solucao geral é:

2
Yo =y +yp = C1x + Ca(2* — 1) + (m—é)x%—(w—ln(m—i—l))(ﬂ—l)



Questao 3:

(a) Existem constantes reais ag, as, a1, ag tais que a equacao diferencial:

7

asy” + a2y” + a1y’ + apy =0

tem o conjunto

2x

{e*,e“*, sen(x)}

como base do seu espago de solugoes? Justifique.
(b) Encontre (e justifique como o fez) constantes reais as,as,a1,ap e uma fungao real g(x) tais que a

equacao diferencial
n

azy” + azy” + a1y’ + aoy = ¢(x)
tem como solucao geral:
y(x) = Cre™ 4 €®[Cy sen (2x) + Czcos (2z)] + 2 —x + 1
onde C7,C9,C3 sdo reais.

(¢) Ache a solugao geral, dada em séries de poténcias centradas em 0, da equagao diferencial

y//_nyZO

Solugao:

(a) Nao existem constantes reais tais que o conjunto dado seja base do espago de solugdes pois se sen (x) é
solu¢ao de uma equagao diferencial homogénea implica que cos (20) também é pois cada um ¢é relativo
a uma raiz complexa do polindmio caracteristico quando um ntmero complexo é raiz de um polinémio
seu conjugado também é.

(b) Analisando a soluc¢do da equagao homogénea, conclui-se que as raizes do polindmio caracteristico sao:
A= —1,A=1+2i\A=1-2i. Assim,o polinomio caracteristico P(\) = az\® + aaA\? + a1\ + ag pode
ser obtido da seguinte maneira:

P = A+DA—=1+2i)(A—1—29)
P(\) = M =X 43\+5

Comparando as duas expressoes fornecidas para P(\) obtém-se: a3 = 1l,aa = —1l,a1 =3 e ap =5

(c) Exercicio 10, item 2, Parte B da Lista 3 de MAT2456



