
Instituto de Matemática e Estatística da USPMAT2456 - Cálculo Diferencial e Integral IV para Engenharia3a. Prova - 2o. Semestre 2006Turma A1a Questão: Determine a solução geral das equações diferenciais:(a) (1,5) (x cos x)y′ + (cos x+ x senx)y = 2x.(b) (1,0) (x3 + 3y

x

)

+ (ln (x3)− 2)dy = 0.(c) (1,5) 3xyy′ + y2 = 2x2.Solução:(a)
(x cos x)y′ + (cos x+ x senx)y = 2xDividindo a EDO por x cos x, obtém-se

y′ +

(

1

x
+ tanx

)

y =
2

cos xque é uma EDO linear de primeira ordem. Assim, tem-se que um fator integrante da EDO acimaé dado por:
e
∫
( 1

x
+tan x)dx = eln |x|−ln| cos x| =

∣

∣

∣

∣

x

cos x

∣

∣

∣

∣

=⇒ µ(x) =
x

cos xMultiplicando a EDO pelo fator integrante µ, vem que
x

cos x
y′ +

(

1

cos x
+ x

tanx

cos x

)

y =
2x

cos2 x

d

dx

( x

cos x
y
)

= 2x sec2 x

x

cos x
y = 2

∫

2x sec2 xdx = 2[x tan x−

∫

tan xdx] = 2[x tan x+ ln | cos x|+ C1]1



y(x) =
cos x

x
(2x tan x+ 2 ln | cos x|+ C) , C ∈ R(b)

(

x3 +
3y

x

)

+ (ln (x3)− 2)dy = 0Seja P = P (x, y) = x3 +
3y

x
e Q = Q(x, y) = ln (x3)− 2. Então,

∂Q

∂x
−

∂P

∂y
=

3

x
−

3

x
= 0 =⇒ EDO é exata.Vamos então procurar ϕ(x, y) tal que (1) ϕx = x3 +

3y

x
e (2) ϕy = ln (x3)− 2. De (2),

ϕ(x, y) =

∫

[ln (x3)−2]dy = [ln (x3)−2]y+k(x) =⇒ ϕx =
3

x
y+k′(x) =(1) x3+

3y

x
=⇒ k(x) =

x4

4Portanto, a solução da EDO dada é
ϕ(x, y) = C, ou seja, x4

4
+ [ln (x3)− 2]y = C, C ∈ R(c) 3xyy′ + y2 = 2x2 =⇒ y′ =

2x2 − y2

3xy
=

2

3

x

y
−

1

3

y

x
é função homogênea de grau zero. Seja z =

y

x
:

z + x
dz

dx
=

2

3z
−

1

3
z =⇒ x

dz

dx
=

2− 4z2

3z
=⇒

∫

3z

2− 4z2
dz =

∫

1

x
dx

−3

8
ln |2− 4z2| = ln |x|+ k1 =⇒ ln |2− 4z2| =

−8

3
ln |x|+ k2 =⇒ |2− 4z2| = |x|

−8

3 ek2Voltando para a variável x através de z =
y

x
, tem-se que as soluções da EDO dada são as funções

y = y(x) deriváveis, tais que
(

2− 4
y2

x2

)

x
8

3 = C, C ∈ R
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2a Questão: (3,0)(a) (1,5) A função y1(x) = x2 é solução da equação x2y′′− 4xy′+6y = 0. Determine a solução dessaequação.(b) (1,5) Determine a solução geral da equação x2y′′ − 4xy′ + 6y = ln(x2).Solução:(a) Vamos procurar uma solução da forma y2(x) = v(x).y1(x) = v(x).x2. Substituindo y2 na EDOdada, vem que
x2(v′′x2 + 4xv′ + 2v)− 4x(v′x2 + 2xv) + 6(vx2) = 0 =⇒ v′′x4 = 0

v′′ = 0 =⇒ v′ = K1 =⇒ v(x) = K1x+K2, K1,K2 ∈ RTomando K1 = 1 e K2 = 0, vem que y2(x) = x3. Assim, a solução geral da EDO dada é
y(x) = C1x

2 + C2x
3, C1, C2 ∈ R(b) Sabendo que yh(x) = C1x

2 + C2x
3 é solução da EDO homogênea associada à equação x2y′′ −

4xy′+6y = ln(x2), pode-se encontrar uma solução particular yp(x) através do Método da Variaçãodos Parâmetros (para utilização deste método, é necessário que o coe�ciente de y′′ seja unitário;assim, deve-se dividir a EDO por x2). Seja yp(x) = c1(x)x
2 + c2(x)x

3 uma solução particular.Então, c1(x) e c2(x) devem satisfazer ao seguinte sistema:










x2c′1 + x3c′2 = 0 (1)

2xc′1 + 3x2c′2 =
ln (x2)
x2 (2)

3



Resolvendo-se o sistema, obtém-se
c′1 = −

ln (x2)

x3
= −

2 ln (x)

x3
=⇒ c1(x) =

1

x2

(

ln (x) +
1

2

)

c′2 =
ln (x2)

x4
=

2 ln (x)

x4
=⇒ c2(x) =

1

x3

(

−2 ln (x)

3
−

2

9

)Substituindo c1 e c2 em yp, vem que yp(x) =
ln (x)
3 + 5

18 . Então, a solução geral da EDO é
y(x) =

ln (x)

3
+

5

18
+C1x

2 + C2x
3, C1, C2 ∈ R
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3a Questão: (3,0)(a) Determine a solução geral da equação y′′′ − 5y′′ + 3y′ + 9y = 0.(b) Determine a solução geral da equação y′′′ − 5y′′ + 3y′ + 9y = e−x.Solução:(a) O polinômio característico associado a EDO dada é p(λ) = λ3−5λ2+3λ+9. Por inspeção, obtém-se que p(λ = −1) = 0. Dividindo-se p(λ) por (λ+ 1), tem-se que p(λ) = (λ+ 1)(λ2 − 6λ+ 9) =

(λ + 1)(λ − 3)2. Portanto, e−x, e3x e xe3x são soluções linearmente independentes. Logo, asolução geral da EDO é
y(x) = C1e

−x + C2e
3x + C3xe

3x, C1, C2, C3 ∈ R(b) Como e−x é solução da equação homogênea, vamos procurar uma solução particular da forma
yp(x) = Axe−x. Temos então

y′p(x) = Ae−x −Axe−x

y′′p(x) = −2Ae−x +Axe−x

y′′′p (x) = 3Ae−x −Axe−xSubstituindo na EDO dada, vem que
(3Ae−x−Axe−x)−5(−2Ae−x+Axe−x)+3(Ae−x−Axe−x)+9(Axe−x) = 16Ae−x = e−x =⇒ A =

1

16Então, yp(x) = 1
16xe

−x é uma solução particular e a solução geral da EDO é dada por
y(x) =

1

16
xe−xC1e

−x + C2e
3x + C3xe

3x, C1, C2, C3 ∈ R
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