MAT2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV
Escola Politécnica - 3a. Prova - 29/11/2010 - Turma A

Questao 1. (3,0 pontos) a) Determine a solucao geral da equagao
(2zyIny — yeosr) dx + (2° — 2y*) dy = 0

sabendo que ela tem um fator integrante que s6 depende de y.
b) Determine a solugao da equagao

(wy + 4y*) dw + (2 — day) dy = 0

que satisfaz a condigao inicial y(1) = 2.

Solugao. a) Seja 1 = p(y) um fator integrante da equagao. Devemos ter

0 0
57 ) = 2°)] = o [1(y) (2zy Iny — ycosz)]
isto ¢,
2zu(y) = p(y)(2x Iny + 2x — cosx) + p'(x)(2xy Iny — yeosw).
Assim,
, _ 2z Iny — cosx __1
wly) = y(2zIny — cosx)’LL(x) a yMy)
e, portanto,
1 1
uly) = eIyt = ekl = —
]

Podemos entao tomar u(x) = % como fator integrante. Multiplicando a equacgao dada
por p obtemos

2
(2xIny — cosx)dx + (x_ — 2y> dxr =0,
Y

que é agora uma equacao exata. Segue que a solucao geral da equacgao é dada implici-
tamente pelas curvas F(z,y) = C, onde C' é uma constante arbitraria e F satisfaz

g—: =2xIny —cosx (1)
OF  a?

T oL P
oy Y (2)

Equacao (1) implica que F(x,y) = 2?Ilny — sinx + c(y). Substituindo em (2),

obtemos

1‘2

2
T / . /
— +d(y) = — —2y, ie, d(y) = -2y,
Yy Yy

e portanto c(y) = —y>.
Portanto, F'(z,y) = 2*Iny — y? —siny e a solugao geral é dada implicitamente por
22Iny — y? —sinz = C, onde C' é uma constante real arbitraria.

b) Escrevendo a equacao dada na forma

dy  xy+4y°
dr  dzy — 22’



verifcamos imediatamente que se trata de uma equacao homogénea. Portanto, a mu-
danca y = zu(z) transforma a equagdo dada numa de varidveis separaveis:

du x2u + 420 u + 4u?
€Xr— u = oy
dx Ax2y — 72 du—1"
isto é
du  u+ 4u? u+ 4u? — 4u? +u 2u
rT— = —u = =
dx du —1 du —1 du —1°

(4 — l) du = galal:,
u x

du—In|u] =2In|z|+ C

Integrando, obtemos

e portanto, a solucao geral é

4y

0|2 - 22| = C,
Xz x

onde C' é uma constante arbitraria.
A condicdo inicial y(1) = 2 implica C' = 8 — In2. Portanto, a solu¢do é dada
implicitamente pela equacao

4y

n|y| —2ln|z|=8—1n2.
x T



2

Questao 2. (4,0 pontos) Sabendo-se que y = x* é uma solu¢ao da equagao

z*y" — 3xy + 4y =0,
determine a solucao geral da equacao
2y — 3xy + 4y = 2'Inx,

para x > 0.

Solugao. Seja y;(z) = x?. Vamos primeiro determinar outra solugio y, da equagao
homogénea associada da forma ys(z) = z?u(z). Seguird que {yi,vy2} ¢ L.I. Substi-
tuindo, obtemos

2% (2u + 2z + 220’ + 2*u") — 3x(22vu + ') + da*u = 0,

ou seja
xu” +u = 0.

Colocando v’ = v, essa ultima se transforma na equacao linear de la. ordem v’ = —%v,
cuja solucao é
1 _ 1
v(xz)=e Jode — g=Imw _ —
x
Dai obtemos u' = % e entdo u(z) = Inx.
. B 2 , ~ ~ ~
Assim, yo(z) = 2*Inx é outra solugdo, de modo que a solugao geral da equacao
homogénea associada é

yn(x) = C12? + Cyz’Inz,

onde C; e (5 sao constantes arbitrarias.
Agora, vamos determinar uma solucao particular da equagdo nao-homogénea da

forma
yp(z) = C1(2)2” + Co(x)2z” Inw.

Entao, C e Cy devem satisfazer

2 2’lnx ciy (0
20 2zlnz+a cy )\ 2*lnz )’

isto é,
Ci+ (Inx)Ch =0
201+ (2lnz+1)C) =znw.
Portanto, C4 = xlnx e C] = —z(Inx)?. Usando integracio por partes, temos
Ci =—[a(lnz)dr=—(nz)2% + [Z 2Inz.tde
= —%(1111’)2 + [z1lnzdx.
Como ) 2 ) )
/avlna:d:v = %lnx—/%;d:c = %lnx— %,
temos finalmente Cy = élnx - %2 e Ch = —%Q(IH r)% + %2 Inx — %. Portanto, y, é
dada por
4 4 4 4 4
yp(z) = —x—(lnzzc)2 + - z—(lnx)Q e
2 2 4 2 4
24 24 4

4



Portanto, a solucao geral da equacao é dada por

374

Yy = Z(lnx —1) + C12* + Cor*Inz,

onde C; e (5 sdo constantes arbitrarias.



Questao 3. (3,0 pontos) Determine a solucao geral da equagao

v =y +y —y=3c+e".
Solucgao. Vamos primeiro determinar a solugao geral da equagao homogénea associada
(H) y' =y +y —y=0.

Como (H) tem coeficientes constantes e o polindmio caracteristico p(A) = A> = 2+ A—1
se fatora como p(\) = (A —1)(A\? + 1), as raizes caracteristicas sao A\; = 1 e A\g3 = =i.
Logo, y; = €*, yo = cosx e y3 = sinx sao 3 solugoes L.I. de (H). Assim, a solugao geral
de (H) é

yn = Cre” + Cycosx + Cssinz,

onde (', Cy e (3 sao constantes arbitrarias.
Vamos agora determinar uma solugao particular y, da equacao nao-homogénea

(NH) y///+y//+y/+y — 31,_'_613
Vamos procurar y, da forma
yp(r) = Az + B + Cze”,

onde A, B e C sao constantes. Temos
yp = Az + B+ Cze” = Axr + B+ Cxe”
y, =A+Ce® + Cue® = A+ Ce® + Cre”
yyla/ =Ce® +Ce® + Cxe® =20Ce"+ Cxe®

yr =2Ce* + Ce™ 4+ Cxe® = 3Ce” + Cre”

e, portanto,

v'—y'+y —y=Ar+ B+ A+2Ce" = (A— B) — Az + 2Ce".

Comparando com (NH), obtemos A—B =0, A = —3 e 2C' = 1. Portanto, A = —3,
B = -3¢ C = 3. Logo, a solugao geral de (NH) é

1
y=-3(x+1)+ §$ex + Che” + Cycosz + Czsin i,

onde (', Cy e (3 sao constantes arbitrarias.



MAT2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV
Escola Politécnica - 3a. Prova - 29/11/2010 - Turma B

Questao 1. (3,0 pontos) a) Determine a solucao geral da equagao
(v* — 22%) dx + (2zyInz — zcosy) dy = 0
sabendo que ela tem um fator integrante que s6 depende de x.
b) Determine a solugao da equagao
(zy — 99?) dx + (2* + 9zy) dy = 0
que satisfaz a condicao inicial y(1) = 3.

Solugao. a) Seja 1 = p(x) um fator integrante da equagao. Devemos ter

0 0
o [1(@)(y* = 22%)] = = [p(x)(2ey Inz — weosy)]
isto é,
2yp(x) = pu(z)(2yInz + 2y — cosy) + p'(x)(2zy Inz — wcosy).
Assim,
2yInx — cosy 1
/ _ — _
pz) = T@ylns = Cosy)u(m) —h(@)
e, portanto,
- 1 i — In |x 1
Podemos entdo tomar p(x) = L como fator integrante. Multiplicando a equacao dada

por p obtemos

2
(y_ — Qx) dzx + (2yInz — cosy)dy = 0,
x

que é agora uma equacao erata. Segue que a solucao geral da equagao é dada implici-
tamente pelas curvas F(z,y) = C, onde C' é uma constante arbitraria e F' satisfaz

OF 42
oF

— =2ylnx —cosy (2
g~ y (2)

Equagao (1) implica que F(x,y) = y?In|z| — 2> + ¢(y). Substituindo em (2),
obtemos

2yIn|z| + (y) = 2yInx — cosy, ie., ¢'(y) = —cosy,

e portanto ¢(y) = —siny.

Portanto, F(z,y) = y?In|z| — 2? — siny e a solucao geral ¢ dada implicitamente
por y?In|z| — 2% —siny = C, onde C é uma constante real arbitraria.



b) Escrevendo a equagao dada na forma

dy  9y* —xy
dv 22+ 9xy’

verifcamos imediatamente que se trata de uma equacao homogénea. Portanto, a mu-
danca y = zu(z) transforma a equagdo dada numa de varidveis separaveis:

du n 922u? — 2%u 9 —u
Xr— u = =
dx 2 + 922y 149’
isto é
du 9 —u 9u? — u — u — 9u? 2u
r— = —u = = —
dx 1+ 9 1+ 9u 149’

(l + 9) du = —gda:,
U x

In|u| +9u = —2Inz|+ C

Integrando, obtemos

e portanto, a solucao geral é

9
|2+ 22|+ 2 = ¢,
x x
onde C' é uma constante arbitraria.
A condigao inicial y(1) = 3 implica C' = In3 + 27. Portanto, a solugao é dada

implicitamente pela equacao

9
Y]+ 2In o) + 22 = In3 + 27.
s xr



3 ¢ uma solucao da equacao

Questao 2. (4,0 pontos) Sabendo-se que y = x
z*y" — 5xy + 9y =0,
determine a solucao geral da equacao
z*y" — 5xy + 9y = 2’ Inx,
para x > 0.
Solugao. Seja y;(z) = x3. Vamos primeiro determinar outra solugio y, da equagao

homogénea associada da forma yo(r) = x3u(x). Seguird que {yi,y2} é L.I. Substi-
tuindo, obtemos

2?(6zu + 320 + 32%u + 2*u”) — b (3x%u + 23u’) + 92%u = 0,

ou seja
xu” +u = 0.

Colocando v’ = v, essa ultima se transforma na equacao linear de la. ordem v’ = —
cuja solucao é

v,

1 _ 1
v(z) =e It = e = Z
x
Dai obtemos u' = % e entdo u(z) = Inx.
. B 3 , ~ ~ ~
Assim, yo(z) = 2°Inx é outra solugdo, de modo que a solugao geral da equacao
homogénea associada é

yn(x) = C1a® + Cyz®Inz,

onde C; e (5 sao constantes arbitrarias.
Agora, vamos determinar uma solucao particular da equagdo nao-homogénea da
forma

Yp(z) = C1(2)2° + Co(x)z’ Inw.

Entao, C e Cy devem satisfazer

> 23lnz ciY (0
3z 3x?Inz + 2? cy )\ 2*lnz )

isto é,
Cl+ (Inx)Ch =0
3C]+ (Blnz+1)Ch =zlnw.
Portanto, C4 = xlnx e C] = —z(Inx)?. Usando integragio por partes, temos
Cy = —f (Inz)?de = —(lna:)2.%2 —|—f§.21nx.%dx
= —?(lnx + [z1lnzdx.
Como .2 ) )
/Jnlnajd:v— 5 Inz— [ — —d:c— :; lnx—%,
temos finalmente Cy = élnx - %2 e Ch = —%(ln r)% + %2 Inx — %. Portanto, y, é
dada por
5 5 5 5 5
yp(z) = —x—(lnzzc)2 + - z—(lnx)Q L e
52 5 2 5 4 2 4
x r©  x

4



Portanto, a solucao geral da equacao é dada por

375

Yy = Z(lnx — 1)+ C12% + Coz® Inz,

onde C; e (5 sdo constantes arbitrarias.



Questao 3. (3,0 pontos) Determine a solucao geral da equagao

v'+y' Yty =20 —e"
Solucgao. Vamos primeiro determinar a solugao geral da equagao homogénea associada
(H) y"+y +y +y=0.

Como (H) tem coeficientes constantes e o polindmio caracteristico p(A) = >+ 2+ +1
se fatora como p(A) = (A+1)(A\?+1), as raizes caracteristicas sao Ay = —1 e A\g3 = =i.
Logo, y1 = e %, yo = cosz e y3 = sinz sao 3 solugoes L.I. de (H). Assim, a solucao
geral de (H) é

yp = Cre” ¥ + Cycosxr + Cysinx,

onde (', Cy e (3 sao constantes arbitrarias.
Vamos agora determinar uma solugao particular y, da equacao nao-homogénea

(NH) y///+y/l+y/+y:2x_e—x‘
Vamos procurar y, da forma
yp(z) = Az + B+ Cxe ™,

onde A, B e C sao constantes. Temos

yp =Ax+ B+ Czxe™ =Ar+ B+ Cxe™
y, =A+Ce™®—Cre™® =A+Ce™—Cre™
yz/o/ =-(Ce?—-Ce*+Cre® =-20e*+Cre®

yr =2Ce "+ Ce™® —Cre™® =3Ce ™ —Cre ™
e, portanto,
V' +y +y +y=Ar+ B+ A+20e " = (A+ B) + Ax 4+ 2Ce™".

Comparando com (NH), obtemos A+ B =0, A =2 e 2C = —1. Portanto, A = 2,
B =—2e¢(C = —3. Logo, a solugao geral de (NH) é

1
y=2xz—-1)— 533673: + Cre”* + Cycosz + Cssin,

onde (', Cy e (3 sao constantes arbitrarias.



