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Turma A
1® Questao: (4,0 pontos) Resolva as equagoes diferenciais:

a) (4y?sin(z?) + 82%y? cos(z?)) dx + (4zysin(az?) + 4y*) dy = 0

b) o = 247+ By
xy + 222

Solugao:

a) Sejam P(z,y) = 4y? sin(x?) + 8z%y? cos(z?) e Q(z,y) = 4xysin(z?) + 49°.

oP
Como e 4y sin(z?) + 8z%y cos(z?) # ri 8y sin(z?) + 162y cos(x?), a equagdo nao
x Y
¢ exata.
9Q _opP - 2 2 ~ .
Como 2 Pay = — 43‘32282;12;55 Ei(s‘fmg) = —i depende apenas de y, a equagao admite um

fator integrante que depende apenas de y, dado por:

ply) = Kel C9W = [remmbl = felnlyl — K|—1|
Y

Escolhendo K =1 paray > 0e K = —1 para y < 0, temos: pu(y) = ?%

Multiplicando a EDO pelo fator integrante, temos:

(4y sin(a?) + 8z*y cos(2?)) do + (4w sin(z®) + 4y) dy = 0
Sendo assim, agora temos: P(x,y) = 4ysin(z?)+ 822y cos(z?) e Q(z,y) = 4w sin(z?) +4y.

oP
Como e 4sin(z?) + 822 cos(2?) = ' a equacao € exata.
A solugao de uma EDO exata é dada por ¢(z,y) = C, C € R, sendo que V¢ = (P, Q).
Assim, temos:

9 . o 2 2
B = 4y sin(z®) + 8"y cos(x”)
g—z = 4 sin(x?) + 4y

Integrando em y a segunda equagao:



¢(x,y) = daysin(z®) + 2y° + c(x)

Derivando em z:

g— = 4y sin(2?) + 822y cos(z?) + ¢ (z)
T

Comparando com a primeira equacao:

dx)=0=c(z)=k keR

Escolhendo k£ = 0, temos:

¢(x,y) = dwysin(z®) + 2y

Portanto, a solugao geral da equacao diferencial é dada por:

4aysin(2?) +2y* = C, C € R

2y? + 3zy
/ = -
Como f(x,y) = f(tx,ty),Vt # 0, temos que a equagdo é homogénea. Sendo assim,

utilizamos a seguinte mudanga de varidvel: u = £ = 3 = v’z + w.

2ulz? + 3ux? B 2u? + 3u
ur? + 212 u+2

vr+u=

u+2 w42

, o 2+ 3u—ur—-2u ul+u / u+2
u's =
u

dx

Repare que u = 0=y =0¢e u= —1= y = —x sao solugoes da EDO.

u+2
u(u+1)

Expandindo a fungao em fragoes parciais:

u+2 _A+ B
u(u+1)  w w1
Alu+1)+Bu=u+2=A=2B=-1
2

d
'-'/—u:21n]u|—ln\u+1\=hl‘ “ ’
u(u + 1) u+1

Sendo assim, temos:

u

2
1]:1n|x|+c,oeR

ln‘
u +

2



u2

u-+1

=Czx,CeR

Portanto as solucoes da equacao diferencial sao dadas por:

y2

; =Cz,CeR
Yy +x
y=0
y=—u



22 Questao: (2,0 pontos) Encontre a solugao geral da equagao

y/l _ 2y/ o 8y — 6—2:E 4 21,2

Solugao:
Deseja-se resolver a seguinte EDO:

y// . 2y/ _ 8y — 6721 4 21,2 (1)

Para isso, primeiro vamos encontrar a solu¢ao da equacao homogénea:

y' =2y —8y=0 (2)

Como a equagao possui coeficientes constantes, temos que as solugoes da equagao homogénea
sao da forma

y(r) = e (3)

Deverivando (3) e substituindo em (2), obtemos o seguinte polinémio caracteristico:

2 —2s—8=0«(s—4)(s+2)=0

Sendo assim, a solu¢ao da equagao homogénea é dada por:

yn(x) = Cre*™ + Che ™, C1,C, € R
Para encontrar a solugao geral da equagao (1), iremos utilizar o Método dos Coeficientes
a Determinar e o principio da superposi¢ao. Assim, primeiramente encontramos uma solugao
particular para a seguinte EDO:
y' =2y —8y=e*" (4)

Como —2 é raiz simples do polinomio caracteristico, propomos a seguinte solucao particular:

U () = zAe™™ (5)
Derivando (5):

y (x) = A(e™™ = 2ze™") = (1 — 2z) Ae™ ™"
ygl(:v) = A[(=2)e™ + (1 — 22)e 2*(=2)] = (—4 + 42)Ae™>*
Substituindo em (4):

1-(—4+42)Ae ™ — 2. (1 —22)Ae™® —8 - xAde > =™
= Ae (4 +4r —2+4x —8z) = e
1

= Ae™ . (—6)=e = A= ~5




Agora encontramos uma solucao particular para a seguinte EDO:

y// _ 2y// _ 8y — 22:2 (6)

Propomos a seguinte solucao particular:

Ups(7) = Az® + Br + C (7)
Derivando (14):

Yy, (2) = 2A2 + B
y;; (x) =2A
Substituindo em (13):

1-2A —2(2Ax + B) — 8(Az* + Bx + C) = 22°

—8A =2 A=-1
—4A -8B =0 =J{B=1
2A—2B—-8C =0 C=-3
(2) x2+x 3
B i
Yp2 178 32

Pelo pricipio da superposicao, temos que y,(z) = yp, () + yp, (z) é uma solugao particular
de (1).
A solucao geral da equacao é a soma da solucao homogénea com a solucao particular. Assim:

re 2

3
_rar_ 2 R
6 + 1 +8 32,01,026

y(zr) = Cre* 4+ Che 2 —



3% Questao: (3,0 pontos) Sabendo que y;(r) = 23 é solugao da equagao

Jf2y” _|_ ./Ey, _ gy — 0

determine, para x > 0, a solucao geral de

22y +ay — 9y =1Inx

e determine a solucao desta ultima equacao que satisfaz o problema de condicoes iniciais
comy(1)=0ey/(1) =1.

Solucgao:

Inicialmente vamos encontrar outra solu¢ado da equagdo homogénea y,(x), supondo que
yo(x) = u(z)y1(7) = u(x)z?® seja solugio da equagao diferencial dada. Calculando as derivadas
de yo(z):

Yy = u'z® + 3uz®
vy = u"2® 4+ 6u'2* + 6ux

Substituindo na EDO homogénea:

2?(u"2® + 6u'z® + 6ux) + z(v'z® + 3ux®) — Jua® = 0

22U + 7t =0

A equacao obtida pode ser resolvida separando-se as variaveis:

u” 7
— =
d
In|u'| = -7 e
x
W =Cz™", C e R
C—G
u(e) = — z YK, CeR, KeR

Logo, escolhendo C' = —6 ¢ K = 0, temos:

Yo () = u(r)r® = 272

A solucao homogénea da equacao é a combinacao linear das duas solu¢oes homogéneas, 1,
€ Yo
yh(:n) = 011'3 + CQZL'_3, 01, CQ, eR

Agora utilizamos o método da Variacao dos Parametros para encontrar uma solucao parti-
cular da seguinte forma:

Yp(z) = U1($)$3 + UQ(:L‘)J}_3



Aplicando o método:

yr y2| (Wi | O N 3 x 3 uyl 10
v o) L) = o)) 7 (302 st ) 7 22

1

Repare que g(z) = =, visto que o coeficiente de y” é 22

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer:

0 x 3
1 _ _
, nr 3zt —zlnz Inz
U, = = =
! 2 3 —6z1 (Y
3x2 —3z74
20
1
, 3r? BF xlnz 2?Ilnx
Uy = 773 =3 | 1
T T —6x 6

3x2 —3z7¢

Integrando:

b [ ()= L e - (- B L)
[ o=} [ (i RS frr) ()

Assim, obtemos uma solugao particular da EDO:

1 Inz 1 3 1/23nx  2° _3 Inz
)= = 5( )z

w(e) = 5(~ 35~ 58)* 379

A solugao geral é a soma da solucao homogénea com a solugao particular:

6

lnx

y(:v) = 011’3 + CQZL' - — Cl, Cg, eR

Agora precisamos aplicar as condigoes iniciais para obter os valores de C e (5. Derivando
a solugao geral, temos:

1
y/(I) = 301.732 — 3CQ$_4 — 9_11?

Aplicando as condigoes iniciais, temos:

y<1):O Ci+Cy=0 C’lzﬁ
= =
y'(1)=1 301—302—%:1 02:_23

Portanto, a solucao para o problema de solucoes iniciais é dada por:
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Turma B
1® Questao: (4,0 pontos) Resolva as equagoes diferenciais:

a) (4y? cos(z?) — 82%y?sin(2?)) da + (4zy cos(z?) + 4y*) dy = 0

b) o 3y* + day
xy + 222

Solugao:

a) Sejam P(z,y) = 4y? cos(x?) — 8z%y* sin(z?) e Q(x,y) = 4zy cos(z?) + 4y

oP
Como i 4y cos(z?) — 8%y sin(z?) # Fvie 8y cos(z?) — 162y sin(z?), a equagdo nao
T Y
¢ exata.
%_% 4y cos(x?)—8x2y sin(x2) 1 ~ .
Como =5 = — T cos(2®) 8%y em@) = depende apenas de y, a equagao admite um

fator integrante que depende apenas de y, dado por:

ply) = Kel C9W = [remmbl = felnlyl — K|—1|
Y

Escolhendo K =1 paray > 0e K = —1 para y < 0, temos: pu(y) = ?%

Multiplicando a EDO pelo fator integrante, temos:

(4y cos(2”) — 8a*ysin(a?)) da + (4x cos(z®) + 4y) dy = 0
Sendo assim, agora temos: P(z,y) = 4y cos(x?) —8z%ysin(x?) e Q(x,y) = 4x cos(x?) +4y.

oP
Como e 4 cos(2?) — 827 sin(z?) = ay a equagao é exata.
A solugao de uma EDO exata é dada por ¢(z,y) = C, C € R, sendo que V¢ = (P, Q).
Assim, temos:

¢ _ 2\ @2 (2
i 4y cos(z”) — 8xy sin(x*)
o 4x cos(z) + 4y

Integrando em y a segunda equagao:



d(x,y) = 4wy cos(z?) + 2 + c(x)

Derivando em z:

? = 4y cos(z?) — 82y sin(2?) + ¢ ()
T

Comparando com a primeira equacao:

dx)=0=c(z)=k keR

Escolhendo k£ = 0, temos:

o(z,y) = dzy cos(mQ) + 2y

Portanto, a solugao geral da equacao diferencial é dada por:

4aycos(2z?) +2y* = C, C €R

3y* + dxy
/ = -
Como f(x,y) = f(tx,ty),Vt # 0, temos que a equagdo é homogénea. Sendo assim,

utilizamos a seguinte mudanga de varidvel: u = £ = 3 = v’z + w.

3ulr? + duz? B 3u? + 4u
ur? + 212 u+2

vr+u=

3u+4u —u? —2u 22U+ 2u u+2 dx
b u+2 u+2 /u(u—i—l)u /31:’u7'é cuz

Repare queu=0=y=0e u= —1= y = —x sao solugoes da EDO.

u+2
u(u+1)

Expandindo a fungao em fragoes parciais:

u—+ 2 A B

u(u+ 1) Z+u+1
Alu+1)+Bu=u+2=A=2B=-1

2

u+1’

du
S ——= =21 —1 1] =1 ‘
/u(u+1) nlul —Inju+ 1| =In

Sendo assim, temos:



2

U
ln‘
u—+1

=2Inlz|+C,CeR

U2

u+1

=Cz2,CeR

Portanto as solucoes da equacao diferencial sao dadas por:

2

L o2’ CeRr
Yy +x

y=0

y=-—x

10



22 Questao: (2,0 pontos) Encontre a solugao geral da equagao

y// + 2y/ _ 8y — 6—41' + 4I2

Solugao:
Deseja-se resolver a seguinte EDO:

y// + 2y' . 8y — 674:1: + 4I2 (8)
Para isso, primeiro vamos encontrar a solu¢ao da equacao homogénea:

Y +2y —8y=0 (9)

Como a equagao possui coeficientes constantes, temos que as solugoes da equagao homogénea
sao da forma

y(x) = e (10)
Deverivando (10) e substituindo em (9), obtemos o seguinte polinomio caracteristico:
$?+25—8=0& (s+4)(s—2)=0

Sendo assim, a solu¢ao da equagao homogénea é dada por:

yh(ZL‘) = 016_4$ + 02629[:7 Cl, CQ eR
Para encontrar a solugao geral da equagao (1), iremos utilizar o Método dos Coeficientes
a Determinar e o principio da superposi¢ao. Assim, primeiramente encontramos uma solugao
particular para a seguinte EDO:
y// + 2y/ o 8y — 6—41’ (11)

Como —4 é raiz simples do polinomio caracteristico, propomos a seguinte solucao particular:

U () = zAe™™ (12)
Derivando (12):

y (x) = A(e™ — dze™) = (1 — 4z) Ae™™
yo (z) = A[(=4)e ™ 4 (1 — 4z)e **(—4)] = (-8 + 167) Ae~*
Substituindo em (11):
1- (=8 +162)Ae ™™ +2- (1 —4a)Ae ™ — 8. gAe ™ =¥
= Ae (-8 + 16z +2— 8z —8x) =e
1
= Ae ™. (—6)=e = A= ~5
4x

xre

6

o Unm (.13) ==

11



Agora encontramos uma solucao particular para a seguinte EDO

Y+ 29" — 8y = 4a?
Propomos a seguinte solucao particular:

Ups(7) = Az® + Br + C
Derivando (14):

Yy, (2) = 2A2 + B

y;; (x) =2A
Substituindo em (13):

1-2A+ 224z + B) — 8(Az® + Bx + C) = 42

—8A =4 A=-1
4A -8B =0 ={B=-1
2A+2B —8C =0 C=-3

Pelo pricipio da superposicao, temos que y,(z) = yp, () + yp, (z) é uma solugao particular
de (1).
A solucao geral da equacao é a soma da solucao homogénea com a solucao particular. Assim:

—4x 2 3
y(x) = Cre ™ + Che® — ro.r

G 7 "1 15 (vOrER

12



32 Questao: (3,0 pontos) Sabendo que y;(r) = x? é solugao da equagao

Jf2y” +$yl _ 4y — 0

determine, para x > 0, a solucao geral de

22y + oy —4dy=Inz

e determine a solucao desta ultima equacao que satisfaz o problema de condicoes iniciais
comy(1)=0ey/(1) =1.

Solucgao:

Inicialmente vamos encontrar outra solu¢ado da equagdo homogénea y,(x), supondo que
yo(x) = u(z)y1(7) = u(x)z? seja solugio da equagao diferencial dada. Calculando as derivadas
de yo(z):

vy = u'z* + 2ux
vy = u"z? + du'r + 2u

Substituindo na EDO homogénea:

("2 + 4z + 2u) + 2(v'z® + 2ux) — duz® =0

2 + 5230 =0

A equacao obtida pode ser resolvida separando-se as variaveis:

u” 5
— =
d
In|u| = =5 e
x
W =Cx™% CeR*
0—4
u(e) = — Z YK, CeR, KeR

Logo, escolhendo C' = —4 ¢ K = 0, temos:

Yo () = u(r)a? = 272

A solucao homogénea da equacao é a combinacao linear das duas solu¢oes homogéneas, 1,
€ Yo
yh(:n) = 011'2 + CQZL'_Q, 01, CQ, eR

Agora utilizamos o método da Variacao dos Parametros para encontrar uma solucao parti-
cular da seguinte forma:

Yp(z) = U1($)$2 + uz(x)x_Q

13



Aplicando o método:

L= Lol = e e ] = L]

Repare que ¢q(z) = 1” , visto que o coeficiente de 3" é 2.

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer:

0 x~?
y g —2z73 _ —z'lnz  Inz
Vooga? 272 | —dat 4a8
2r —2x73
22 0
, 2x 12_295 Inz zlnx
u =
2 g2 p2? —4z~1 4
2¢ —2x73
Integrando:
Inx d sz 1/2%2lnz 1 1 Inz 1
L 1 e L) BB TG
/ v /nxdx—2x4 o o)) =T o T e
1 1 d 2 1 /221 1 1 /221 2
u2:—Z/Ilnxdx:—Z/lnm%<w—>d:p:—z<$ 2nx—§/xdx> :—Z<w QH:E—%)

Assim, obtemos uma solugao particular da EDO:

1 Inz 1y o, l/z%lmz 22\ Inz
(-2~ L) Y2 - )

i) =" ma2)” Tir T 1
A solugao geral é a soma da solucao homogénea com a solugao particular:
1
y(x) = Cha® + Cha2 — ﬂ ,C1,Co, € R

Agora precisamos aplicar as condigoes iniciais para obter os valores de C e (5. Derivando

a solugao geral, temos:

1
Y (z) = 2C 7 — 20y~ — yy

Aplicando as condigoes iniciais, temos:

y(l):O Cl+02:o 01:1%
/ = 1 = 5

Portanto, a solucao para o problema de solucoes iniciais é dada por:

14



