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Questao 1.

dx como soma de uma série numérica.

1
1
E
(a) screva/o g

1
(b) Obtenha um valor aproximado de / g dx com erro inferior a 1073 .
0 x

Solucao.
(a) Primeiro, escrevemos
1 11 1 X (—1)"zn
M) =533 "5 T7@F ~8 2= o0
§+23 8 1+(5)° 8 &~ 2

como uma série de poténcias absolutamente convergente quando |§| < 1, isto é, quando |z| < 2.

Portanto,

L 1 o [P (=1) = (—rattl 1 & (-1)"
/0 §+2°" 78 nzo /0 g3n 7 nzo (3n + 1)23(+1) o RZO (3n + 1)23(n+D)

1 . .-
(b) Como fo 8+1x3 dx é a soma de uma série alternada, escrevendo

1 k n
1 (-1)
= +en,
/0 8 4 23 Z (3n + 1)28(+1) T 7K
n=0
temos e < |agy1|. E suficiente determinar k& de modo que |ap; 1| = (3k+4)123<k+2> < 1073, isto &,

(3k + 4)23(-+2) > 103,

Podemos escolher k = 1 (o lado esquerdo da desigualdade acima & 7 - 8% = 3584 > 103 = lado direito).

Logo,
1 1 n
1 (—1) 1 1 31
d ) C .~ 2% 012109
/0 8 +a3 " n;) (Bn+1)8ntl 8 4.8 256

com erro < 1073.
|Obs. O valor ezato dessa integral é = (/3 4 In 27), aproximadamente igual a 0,12135.]



Questao 2: (a) Usando série de Taylor, obtenha um valor aproximado de e3 com erro inferior a 1074,
(b) Determine c1,c2 € R de modo que

™
/ (| cos | — cysen z — cosen 22)% dx

assuma menor valor possivel.

Solucao:
o "L"n
(a) Como e* = Z — para todo x € R, temos
= n!
PN R A |
es = Z 3np! - Z 3nn! +En
n=0 n=0
Agora,

o) 1

1 1 1 1 INFT 1
erro = Fy = < — = 3 — )
n:zN:H 3rn! T (N +1)! n:ZN:H 3 (N+D'1-1 2(N+1)I3Y

Para que Ex < 107 ¢ suficiente tomar N de modo que 2(N + 1)!3V > 10,
Para N =4 temos 2-120 - 81 = 120 - 162 > 10*. Portanto N = 4 serve e obtemos

Wl

4
1
e3 ~ Z com erro < 1074
n=0

3npl’

(b) Seja g a extensdo impar de |cosz| em [—m; 7], isto &,

| cos x| se0<ax<m
g(x) =

—lcosz| se —m<z<0

Entao,

™ 1 ™
/ (| cosz| — c1sen z — cosen 2x)% dx = 5 / (g(x) — cisenz — cosen 2z)? dx
0

—T
e, portanto, os valores de ¢ e ¢o que minimizam a integral sdo os coeficientes de Fourier da fungao g.
Temos

1 (7 9 [T 9 w/2 ™
= / g(z)senzdr = / | cos z|sen x dx = — [/ cos zsen x dx —/ cosxsenxdm]
0 T |Jo ™

T - T /2
B 2[sen2m m/2  sen’y |7 ] _2
T 2 lo 2 a2l x
e
™ 9 [T ) w/2 T
co = / g(z)sen 2z dx = / | cos z|sen 2x dx = — / cos zsen 2z dz —/ cos zsen 2z dz
—7 ™ Jo 0 /2

/2 2cosdx
+
0 3

1

T

2 2 cos®
=8

: =230

w/2 L3 3




x, se —m<z<0

Questao 3: Considere a funcdo f(z) = { r—1 se0<z<r.

(a) Determine a série de Fourier de f.

(b) Calcule Z m e Z omn T 1 .
n=0 n=0

- 1
(¢) Calcule Z v
—(2n+1)

(d) Calcule a soma da série para z = 7.

Solucao:

(a) Os coeficientes de Fourier de f sdo

aOZ% _7r f(x)dx:jr[/

—T

0 2

xdx+/07r(7r—:c)dx] :%[%

m 1r (0 ™
an =~ _Wf(:v) cos(nz) dx = - [/ x cos(nx) dz —I—/O (m — x) cos(nz) d:z:}

—T

0 0 ™ u
B / sen (nx) do + (m — ) sen (nx) n / sen (nx) dm]
-7 o n n 0 0

0

+ T
—T

1 [;Usen (nx)

_ i[cosgw) : _ COSTEZ@ | = # 1= () = (1) 1] = % 1= (-],

1 0

b, = = _7; f(x)sen (nx) dx = i[/

—T

0 cos(nx cos(nx
[;r—/ iL)dav—(w—x)?(ﬂL)

xsen (nx) dx + /OW(W — x)sen (nx) dIL‘]

Tf_/ cos(nx) dx}
0 0 n

_ 1 {—x cos(nx)

Al do- o Sy g sl
R I ]

Portanto, a série de Fourier de f é

e, portanto,
5 =—
= (2n+1) 8

Agora, fazendo z =




()

Aplicando a Identidade de Parseval

@ = 1 (7
5D (ant+bp)=— | f(x)dr,
n=1 -
obtemmos
o0 o0
16 4 I i
e — == d — Zd}
sz(2n+1)4+z(2n+1)2 w{/ﬂx :C—i—/o (w—2)"dz},
n=0 n=0
isto é,
16 1 - 1 1rz3)0 i
e _ 44 7:7[7 +/ 7 — 27x + 22 d:n}
72 — (2n+1)4 T;)(Zn—i—l)Q ml3l-x 0( )
Portanto,
16 1 47r2_'_1[7rg+27r 2mz? | :U37F} 2+ , 2
— — =4 —+ —| =+ Tz - —| | ==+ "= —.
2 2 (2n + 1)1 8§ " 7l3 o 2 lo" 3l 2 "3" T 6
Logo,
— =
n:0(2n+1) 96

Como f é uma funcdo de classe C'! por partes, pelo teorema da convergéncia, a soma da série de Fourier
Sf(x) converge para a extensao 2m-periodica da fungao g definida em [—m, 7] por

f(x), se f é continua em z
g(z) =< L{f(z+) + f(z—)), se f & descontinua em x
sUf(=m+) + f(n=)], sex=m.

Como 27 < 7 < 3w, temos 0 < 7—2m < 7 e, portanto, Sf(7) = Sp(7—2m) = f(7T—27) =7—(7T—27) =
3m—T.
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Questao 1.

1
(a) Escreva / ST dx como soma de uma série numérica.
0 T

1
(b) Obtenha um valor aproximado de / TS dx com erro inferior a 1073 .
0 T

Solucao.

(a) Primeiro, escrevemos

1 1 1 1 & (—1) 2%
f@) = = TraEp =9 >
21+« 27 1+ (%) 27 = 3
como uma série de poténcias absolutamente convergente quando |§| < 1, isto é, quando |z| < 3.
Portanto,

1)nx3n+1 ’1 0 (_1)n

1 1 TL 3” i (_
/0 TR Z/ 33n B 7;0 (3n 4+ 1)33(+1) o T; (3n + 1)33(n+1)”

1 . -
(b) Como |, —~— dx é a soma de uma série alternada, escrevendo
0 274+x ’

/11 d —i =1" +e
0 243 2 (3n g )30 T

temos €, < |ag,1|. E suficiente determinar k de modo que |apy1| =

1 -3 A
W < 10 y 1sto e,

(3k +4)33+6 > 103,

Podemos escolher k = 0 (o lado esquerdo da desigualdade acima ¢ 4 - 3% = 2016 > 10% = lado direito).

Logo,

/lld ~ 1 0,037037
o 27+ 23 27

com erro < 1073,

[Obs. O valor esato dessa integral é 15 [ﬂ\f—i—3ln(7ﬁ) - 6\/§arctan(7) , aproximadamente igual a
0,0367012.]



Questao 2: (a) Usando série de Taylor, obtenha um valor aproximado de et com erro inferior a 1074,
(b) Determine c1,c2 € R de modo que

™
/ (| cosz| — c1sen x — cosen 2x)% dx
0

assuma menor valor possivel.

Solucao:
(o] :L'n
(a) Como e* = 7;) ] para todo x € R, temos
1 > 1 N 1
et = Z Anp) = Z A + En
n=0 n=0
Agora,
o 00 1
! 1 1 1 v 1

erro = Ey = Z < Z 1 n _ .

! ! 111 AN
n=N+1 Al (N + 1) n=N-+1 " (N - 1) 1 4 3(N + 1)4

Para que Ey < 107 ¢ suficiente tomar N de modo que 3(N + 1)14 > 10?,
Para N = 4 temos 3 - 120 - 256 = 120 - 768 > 10*. Portanto N = 4 serve e obtemos

Wl

(&

S|
~ Z Tl com erro < 1074,
= 4l

(b) Os valores de ¢; e ca que minimizam a integral sdo os coeficientes da série de senos da fungao f(x) =
| cos z|.

(b) Seja g a extensao impar de |cosz| em [—; 7], isto &,

(z) = | cos | se0<z<m
I\E) = —|cosz| se —m <z <0

Entao,
s 1 ™
/ (| cosz| — c1sen x — cosen 2x)% dx = 3 / (g(x) — cisenz — cosen 2x)? da
0 -7
e, portanto, os valores de ¢ e ¢o que minimizam a integral sdo os coeficientes de Fourier da fungao g.
Temos
1 (7 9 [T 2 w/2 T
= / g(x)senzdr = / | cos z|senx dx = — / cos xsen x dx —/ cos zsen x dx
T J—n ™ Jo ™ 1Jo /2
2 [sen% 7/2  sen’g |7 ] 2
o 2 o 2 lxpl x
e
1 (7 9 [T 9 w/2 T
cy = / g(x)sen 2z dx = / | cos z|sen 2z dx = — / cosxsen?a:da:—/ cos xsen 2z dx
T J-xm ™ Jo ™ 1Jo /2

/2 2cosd x
+
0 3

2 {7 2 cos®

2 . ”}22[272}:0.

w/2

™



x, se —m<z<0

Questao 3: Considere a funcdo f(z) = { r—1 se0<z<r.

(a) Determine a série de Fourier de f.

(b) Calcule Z m e Z omn T 1 .
n=0 n=0

- 1
(¢) Calcule Z v
—(2n+1)

(d) Calcule a soma da série para = 8.

Solucao:

(a) Os coeficientes de Fourier de f sdo

0 2

aOZ% :rf(x)dx:i[/_wxdx—i—/oﬂ(ﬂ—:c)dx] :%[%

m 1r (0 ™
an =~ _Wf(:v) cos(nz) dx = - [/ x cos(nx) dz —I—/O (m — x) cos(nz) d:z:}

—T

_ %[;Usen (nz)|0 /_i senr(Lnx) do + (m — ) senén:v) ;T+ /07r sen (nx) dm]

n -7 n
2

1 [cos(m:) ”] _ 1 [1 — (=) — (1) + 1] =— [1 — (—1)”]

2 0 n2m n2m

0

+ T
—T

0 cos(nx)
- 2

™ n - n

1 0

b, = = _7; f(x)sen (nx) dx = i[/

—T

0 cos(nx cos(nx
[;r—/ iL)dav—(w—x)?(ﬂL)

xsen (nx) dx + /OW(W — x)sen (nx) dIL‘]

Tf_/ cos(nx) dx}
0 0 n

1 {—x cos(nx)

Al do- o Sy g sl
R I ]

Portanto, a série de Fourier de f é

e, portanto,
5 =—
= (2n+1) 8

Agora, fazendo z =




()

Aplicando a Identidade de Parseval

@ = 1 (7
5D (ant+bp)=— | f(x)dr,
n=1 -
obtemmos
o0 o0
16 4 I i
e — == d — Zd}
sz(2n+1)4+z(2n+1)2 w{/ﬂx :C—i—/o (w—2)"dz},
n=0 n=0
isto é,
16 1 - 1 1rz3)0 i
e _ 44 7:7[7 +/ 7 — 27x + 22 d:n}
72 — (2n+1)4 T;)(Zn—i—l)Q ml3l-x 0( )
Portanto,
16 1 47r2_'_1[7rg+27r 2mz? | :U37F} 2+ , 2
— — =4 —+ —| =+ Tz - —| | ==+ "= —.
2 2 (2n + 1)1 8§ " 7l3 o 2 lo" 3l 2 "3" T 6
Logo,
— =
n:0(2n+1) 96

Como f é uma funcdo de classe C'! por partes, pelo teorema da convergéncia, a soma da série de Fourier
Sf(x) converge para a extensao 2m-periodica da fungao g definida em [—m, 7] por

f(x), se f é continua em z
g(z) =< L{f(z+) + f(z—)), se f & descontinua em x
sUf(=m+) + f(n=)], sex=m.

Como 27 < 8 < 3, temos 0 < 8 =27 < 7 e, portanto, Sf(8) = Sp(8—27) = f(8—27) =7—(8—27) =
3m — 8.



