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Turma A
Questao 1: (3,5 pontos)

(a) Obtenha uma expressao da série abaixo e o respectivo raio de convergéncia

I’S 169 $13

Z+§+E+m

(b) Desenvolva em série de poténcias de x a seguinte funcio e calcule f(1) com erro inferior a 1073

fo) = [ a

Solucao

(a) Manipulando algebricamente a expressao da soma:

x5+x9+x13+ B $4+x8+x12+ X g
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Sendo g(z) = E I © derivando temos
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que converge se e somente se |zt| <1 & |z <1

x x t3
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tazendo u = 1 — t*, du = —4t3 dt
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Logo, a série pode ser expressa por: .

1—

S(x) =x.In—
A expressdo acima s6 é valida se [2#| < 1, pois ao escrever ¢/(x) como a soma da série geométrica de razdo
x?, tal igualdade s6 é valida se a razdao da série geométrica for menor, em modulo, que 1. Um teorema
garante que o raio de convergéncia se mantém na derivacdo e integracdo da série de poténcia. Como
lz|* < 1& —1 <2 <1, o raio de convergéncia & 1.

O exercicio pede o raio de convergéncia. Porém testando os extremos do intervalo, para = —1 a série

fica:
o 1 4n+1

Z(

oo
=
4dn N in
n=1 n=1
Que é uma série harmonica de grau 1, logo é divergente. O mesmo ocorre para o extremo x = 1. Portanto
o intervalo de convergéncia é —1 < z < 1.



(b) Inicialmente encontra-se uma expansao em série de poténcias do integrando.

—1 nt2n
I —cost 1-307 ( (Q)n)!
t N t
( 1 nt2n
o - Zn 1 277,
N t
t2n 1
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A expressdo acima é valida para todo t # 0. Calculando a integral e chegando & série de poténcias desejada

/1’ i(_l)ntzn—l o i(_l)ni _ i(_l)n—i—li
0 = (2n)! ot (2n)(2n)! ot (2n)(2n)!
Estimando o valor de f(1):

N n—',—l

Z En(1)

n:l
A série acima é uma série alternada que converge pelo Critério de Leibnitz. Logo, para estimar o erro,
utiliza-se o seguinte critério
En < |an1]

Se for imposto que |ayy1| < 1073, garante-se que o erro seré inferior a 1073

1
(2N +2)(2N +2)!

Para N = 2 a desigualdade é satisfeita. Com isso:

Z 1)ntt 1 11 1
2n T 92921 44 4 9

n:l

<1073




r,0<x <3

Questao 2: (3,5 pontos) Seja f(x) =
0,5<xz<m
(a) Determine a série de Fourier de senos de f

(b) Obtenha a soma da série de Fourier de senos de f, S : R — R, e esboce o grafico de S no intervalo
[—27, 27]

(¢) Determine S (%)

Solucao
(a) Seja F(z) a extensao impar de f(z) definida de [—m, 7].
0, —m<zx< -3

Flr)=4q =, -5 <z <73

oy

O,§<x§7r

A série de Fourier de F'(z) é a série de senos de f(z). Como F(z) é uma fun¢do impar, temos que ag = 0
e an = 0 (ou seja é uma série de senos). Calculando by,:

by = /ﬂ F(z). sen (nz) dz = i/oﬂ F(@). sen (nz) dz

1
) % [/:w/zm - (m)] _2 [_MOSW ;r/z+ /Owﬂmgm) dx]
[_wcos (nz) n sen (nx)yr/Q _ i sen <@> - M

n
2 n n2 0 mn?
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A série de Fourier serd dada por:

(b) A F é C! por partes. Pelo Teorema, nos pontos de | — , 7| onde F(z) é continua, ou seja, em | — 3, I,

soma da série de Fourier S(z) converge para F(x). Nos pontos onde F'(x) é descontinua, ou seja, x = —
5, asoma S(r) é igual a média aritmética dos valores dos limites laterais de F'(x) naquele ponto.
Para obter os valores de S(z) fora do intervalo | —m, 7| basta tomar a extensao perdodica de F'(x) e aplicar
0 mesmo Teorema.

ouxr =

Portanto,
0, =7 + 2km <2 < —5 + 2km
r—2km, -5 + 2k <2 < 5 +2k7
S(x)=4q 0, 5 +2kr <x <m+2km

T =—5+2km

T =75+ 2km



O gréafico de S é
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(c) Sabe-se que:
13197

659 < < 6607

Subtraindo 330 vezes o peraodo da funcdao em todos os membros, para achar o valor de x equivalente no
intervalo de defini¢do da funcdo [—m, 7]:

13197

6597 — 330(27) < — 330(27) < 6607 — 330(2n)

Com isso:

13197
<

—330(27) < 0

Logo:

_n- _r+ _z
S<13;97T>:S<13;97r_6607r>:5<_z>:}7( 5 )+F(-5Y) _0-5 _



Questao 3: (3,5 pontos)

0, mT<x<0

(a) Calcule a serie de Fourier da funcao f(x)

2

(b) Sabendo que Z i T ¢ usando o item anterior, calcule Z

6
k=1

Solucao

—z, 0z <

1

(2k — 1)*
k=1

(a) Calculando os coeficientes de Fourier:

Para valores pares de n, a, = 0.

b, =

A gérie de Fourier é dada por:

Ma

1 [" 1 ["
ag = / f(x)da::/ —zdx
™ J_x m™Jo
1
7r
T
2

(x) cos (nx) dx = —1/ x cos (nx) dx
0
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0+

Ex

J4 quando n assume valores impares, a, =

=
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l " f(z) sen (nx)dx = —1/7rx sen (nx) dx
0

T J_ 7r

1 (_wcos(nx) ;r—l—/OTr(DS?(JM)dQC)

n

=T (AL oo+ L o)

n=1

(b) Utiliza-se a identidade de Parseval:
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Turma B
Questao 1: (3,5 pontos)

(a) Obtenha uma expressao da série abaixo e o respectivo raio de convergéncia

4 7 ZL’lO

SR
36 9

(b) Desenvolva em série de poténcias de x a seguinte funcio e calcule f(1) com erro inferior a 1073

fo) = [ a

(a) Manipulando algebricamente a expressao da soma:

$4 .’E7 .%'10 x3 .%'6 xQ
Ttgtgte=elgtgtg T

3 6 9 3
0 3"
Sendo g(z) = Z 5 © derivando temos
n=1 "
/ _ Bn—1_ .2 .5 8  _
g (z) ZJJ r+ax” +a” + 13

n=1

que converge se e somente se |z3| <1 & |z] <1

x x t2
= "(t)dt = dt
sw) = [ dwa- [

fazendo u =1 — 3, du = —3t*dt

[—il))ln(l — 1&3)}0 = —éln(l —2%) + %ln(l)

1

e

Logo, a série pode ser expressa por:

1

A expressdo acima s6 ¢ valida se |23 < 1, pois ao escrever ¢/(x) como a soma da série geométrica de razdo
x3, tal igualdade s6 é valida se a razio da série geométrica for menor, em médulo, que 1. Um teorema
garante que o raio de convergéncia se mantém na derivacdo e integracdo da série de poténcia. Como
lz|* <14 —1 <2 <1, o raio de convergéncia é 1.

O exercicio pede o raio de convergéncia. Porém testando os extremos do intervalo, para x = —1 a série

fica:

oo o0

(_1)3n+1 -1
E 7 - § :77
n n

n=1 3 n=1 3
que é uma série harmonica, logo divergente. O mesmo ocorre para o extremo x = 1. Portanto o intervalo
de convergéncia é —1 < z < 1.



(b) Inicialmente encontra-se uma expansao em série de poténcias do integrando.

—1 nt2n
I —cost 1-307 ( (Q)n)!
t N t
( 1 nt2n
o - Zn 1 277,
N t
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A expressdo acima é valida para todo t # 0. Calculando a integral e chegando é série de poténcias desejada

/1’ i(_l)ntzn—l o i(_l)ni _ i(_l)n—i—li
0 = (2n)! ot (2n)(2n)! ot (2n)(2n)!
Estimando o valor de f(1):

N n—',—l

Z En(1)

n:l
A série acima é uma série alternada que converge pelo Critério de Leibnitz. Logo, para estimar o erro,
utiliza-se o seguinte critério
En < |an1]

Se for imposto que |ayy1| < 1073, garante-se que o erro seré inferior a 1073

1
(2N + 2)(2N + 2)!

<1073

Para N = 2 a desigualdade é satisfeita. Com isso:

2 _1\n+1
f(l)%ZL:L_L:

1
(2n)(2n)! — 2.2!  4.4! 96

=

n=1



—r, 0<x <3
Questao 2: (3,5 pontos) Seja f(x) =
0,5<z<m

(a) Determine a série de Fourier de senos de f

(b) Obtenha a soma da série de Fourier de senos de f, S : R — R, e esboce o grafico de S no intervalo
[—27, 27]

- 1277
(¢) Determine S (+257)
Solucao
(a) Seja F(z) a extensao impar de f(z) definida de [—m, 7].
0, —m<zx< -3

Flr)=4 -2, -5 <z <73

O,§<x§7r

A série de Fourier de F'(z) é a série de senos de f(z). Como F(z) é uma fun¢do impar, temos que ag = 0
e an = 0 (ou seja é uma série de senos). Calculando by,:

by = 1/7r F(z). sen (nz) dz = i/oﬂ F(@). sen (ng) do

™ —TT
2 [/”/Q ] 2 [ xcos ) |7/2 / cos ]
= —— x. sen(nx)| = —— |— dx
T 0 ™

- 2[Rl 2 e () ¢ *Cos( ™)

A série de Fourier serd dada por:

S =Y <—7T2n2 sen (") + %Cos (”;)) sen (nz)

n=0

(b) A F é C! por partes. Pelo Teorema, nos pontos de | — 7, 7| onde F(z) é continua, ou seja, em | — 3, 2|,
soma da série de Fourier S(z) converge para F'(x). Nos pontos onde F'(x) é descontinua, ou seja, x = —

ouz = 7, a soma S(z) é igual a meédia aritmética dos valores dos limites laterais de F'(x) naquele ponto.

2 )
Para obter os valores de S(z) fora do intervalo | —m, 7| basta tomar a extensao perdodica de F'(x) e aplicar
0 mesmo Teorema.

Portanto,

0, =7 + 2km <2 < —5 + 2km

—x —2km, =5 +2km <z < § +2k7
S(x) =4 0, 5 +2kr <x <m+2km

T r=—5+2kn

T =5 +2kn



O gréfico de S é
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(c) Sabe-se que:

13197

6381 < < 6397
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Subtraindo 319 vezes o peraodo da funcdao em todos os membros, para achar o valor de z equivalente no
intervalo de defini¢do da funcdo [—m, 7]:

6381 — 319(27) <

Com isso:

Logo

12777 12777
S(57) =5 (%

1277w

—319(27) < 6397 — 319(27)




Questao 3: (3,5 pontos)

0,—7m<xz<0

(a) Calcule a série de Fourier da funcao f(x)

2

(b) Sabendo que Z i T ¢ usando o item anterior, calcule Z

6
k=1

Solucao

—z,0< <

1

(2k — 1)*
k=1

(a) Calculando os coeficientes de Fourier:

ap =

Para valores pares de n, a, = 0.

b, =
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(b) Utiliza-se a identidade de Parseval:

iyt <(_12;_1> cos (nz) + (_;)n sen (ne

)
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