Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral IV para Engenharia
2a. Prova - 20. Semestre 2017 - 17/10/2017

Turma A
1* Questao: Seja f(z) =e* —2, x € (0, 7).

a) (1,5) Determine a série de senos de f.

b) (1,0) Encontre a soma S(x) da série de senos de f e esboce o seu grafico no intervalo
[—3m, 37].

¢) (0,5) Determine S (21).

Solugao:

a) Seja f(z) a extensdo impar de f(z). A série de Fourier de f(z) é a série de senos de f(z).
Sendo assim, temos:

ag f () dz = 0 (funcao fmpar)
s
1 [" - -~
ap = — f(z) cos(nz)dx = 0 (fungao impar)
™ —T
1 (™ - ) 2 [T , N
b, = —/ f(x)sin(nx) dx = —/ (e® — 2) sin(nx) dx (fungao par)
T™J_n ™ Jo
Definindo:
[n:/ e’ sin(nx) dz
0
Temos:
[n:/ ex_<M> gy — & cos(nz) +_/ ¢* cos(nz) da
o dx n n o nJ
e (—1) N l/ egﬁi(sm(nx)) dp — 1—e™(—1) 4 & sin(na) ™ ij’n
n nJt, dr n n n? 0o n?
n
1, = 1—e™(—1)"
o= (=)
Assim
2 " 2 2 cos(nx) |7 2/ n - w2 "
b, = ;<]n_2/o sin(nx) dm) = ;(LfFT 0) = ;<n2 n 1(1—6 (-1) )JFE((_I) _1)>

> (5

n=

SRR

soS(x) = +Z <an cos(nz)+b, sin(nx > =

[y



b) Como a extensao impar f de f é de classe C*, pelo teorema da convergéncia pontual das
séries de Fourier, temos que S(z) converge para:

e Parax € (—m,m):

- f(z), onde f(z) é continua
/

(x+)+f( D . onde f (x) é descontinua

f(@) + f(=m)

° fzo, parar =moux = —T7

e Para x ¢ [—m, 7|: repete-se periodicamente.

Assim:
e" -2, O<zx<m
S(x)y=R2—-¢e* —1t<x<0
0, r=0;+m

S(2km+1xz)=S5(x), Vi e ReVk € Z

Figura 1: Série de Senos de f(x) para x € [—3m, 37|




22 Questao:

a) (1,5) Sabendo que a série de Fourier de f(z) = %, x € (—m,m), é dada por
;(—1) ﬁsm(nx),

o
. 1
determine E —.
nb
n=1

iy 3 2
b) (1,0) Seja I(cy,cq,c3) = / [x — ch sin(kx)] dx. Determine ¢y, ¢9, c3 que minimizam
i k=1

I.

Solucao:

a) Sabe-se que os coeficientes da série de Fourier de f(z) s@o:

ag=a, =0

a4
=210
Aplicando a identidade de Parseval:

QG | o 2 2) _ 1 e

5+ nEZI (an + b B f(x)dx
=16 1 [ ,
E o d
n=1 n6 @ _7rf (I> '

s T 3 _ 2 2 1 s 1 9 2 5 4,3«
/_ﬂfQ(m)dx:2/o (%) dx:§/0 ($6_272$4+7T4$2)d1’:§<x7— 7r5x +7T31‘ >0

‘ f: I 7 477 B 6
"Lepb 16 105 420
n=1
b) Para que I seja minimizado, os valores de ¢;, ¢z e ¢3 devem corresponder aos valores de
b1, by e bz associados a serie de Fourier de f(z) = z. Ou seja:

™

~ 3 2 3 2
min / [x - Z Ck sin(kx)] dx = / [x - Z b sin(lm)] dx
C1,C2,C3 1 k=1

—Tr —Tr



Onde

2

T

<_

_17T , _27r . _27r d —cos(kx)
b = ;/z'sm(k’x) dx = ;/msm(k:c) dr = ;/a:@ (T
o 0 0
x cos(kx) [

k

.1 2 w(=1F 1
0+E/cos(kx)dx> —;<— k: +ﬁsm

0

,',01:b1:2, CQZbQZ—l, 03:b3:2/3

(k)




32 Questao:

a) (2,5) Determine a série de Taylor da fungao f(z) = ln(
x = 0. Qual é o raio da convergéencia dela?

1

—1
b) (2,0) Ache o valor aproximado da integral / cosr T -

x2

[en]

Solugao:

2+ 22
2 — g2

2 + 22 1+
a) Note que f(x) =1n<2fi2) :1n( i—jﬁ)
2
Consideremos: 1+
— y -
g(y)—ln<1—y> (1 +y) ~Inl —y)

) em torno do ponto

dx com erro inferior a 1073.

1 oo o o o
g =15+ Z Yyt =) ((FDT )yt =) 2wyl <1
n=0 n=0 n=0 n=0
Assim
y2n+1
g(y)z/ dy—/ZZyQ”d T 0yl <1

1+0
9(0) = In (1) = Zo+0;»c_o
Portanto
> 2y2n+1
= <1
9(y) Sp e ||
Sendo assim, temos:
72 s 2(%)2n+1 ,
=g|l—= )= 2| <1
@ =9(5) > St

Raio de convergéncia: R = /2



b) Sabe-se que:

Sendo assim:

B © (_1)nx2n B o (_1)nx2n
cosx—l—z n)l —1—2 2n)] ,Vr € R
n=0 n=1
cost —1 = (—1)"a?"2
EEREDY oy 0w 70

Portanto:
cost — 1 n 2n—2 0 (_1>nx2n—1 1 0 (_1)71
T dr = ST dr = —‘ N
/ T / v ; (2n — 1)(2n)! lo ; (2n — 1)(2n)!

Deseja-se obter a soma da série obtida com |erro| < e = 1073. Sabe-se que:

cos x — 1 - b "
o= ) ()= ) (1)
0 n=1 n=1
O erro da aproximagao é dado por:
erro = Z (—1)"a,
n=k+1
Sendo
L >0, Vn>1
an = A aN/a 1 9 -
(2n —1)(2n)!
Como a série é alternada, o erro pode ser estimado por:
lerro| < ag41
Entao, basta achar k tal que a;11 < e:
1
<1077
(2k + 1)(2k + 2)!

(2k + 1)(2k + 2)! > 10°

Para k = 2:

(2k+1)(2k +2)! =5-6!=5-720 > 10°



Portanto:

1 2
cosz — 1 (=)™ 1 1 35
———dx ~ E— — =2
/0 2 0 an Gn—Dn) 1.2 3.4 @

Com |erro| < 1073,
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Turma B
1* Questao: Seja f(z) =e* — 3, x € (0, 7).

a) (1,5) Determine a série de senos de f.

b) (1,0) Encontre a soma S(x) da série de senos de f e esboce o seu grafico no intervalo
[—3m, 37].

¢) (0,5) Determine S (42227,

Solugao:

a) Seja f(z) a extensdo impar de f(z). A série de Fourier de f(z) é a série de senos de f(z).
Sendo assim, temos:

ag f () dz = 0 (funcao fmpar)
s
1 [" - -~
ap = — f(z) cos(nz)dx = 0 (fungao impar)
™ —T
1 (™ - ) 2 [T , N
b, = —/ f(x)sin(nx) dx = —/ (e® — 3) sin(nx) dx (funcao par)
T™J_n ™ Jo
Definindo:
[n:/ e’ sin(nx) dz
0
Temos:
[n:/ ex_<M> gy — & cos(nz) +_/ ¢* cos(nz) da
o dx n n o nJ
e (—1) N l/ egﬁi(sm(nx)) dp — 1—e™(—1) 4 & sin(na) ™ ij’n
n nJt, dr n n n? 0o n?
n
1, = 1—e™(—1)"
o= (=)
Assim:
2 " 2 3 cos(nx) | 2/ n . a3 n
b, = ;(]n—?)/o sin(nx) dm) = ;(LfFT 0) = ;<n2 n 1(1—6 (-1) )JFE((_I) _1)>

> (5

n=

SRR

soS(x) = +Z <an cos(nz)+b, sin(nx > =

[y



b) Como a extensao impar f de f é de classe C*, pelo teorema da convergéncia pontual das
séries de Fourier, temos que S(z) converge para:

e Parax € (—m,m):

- f(z), onde f(z) é continua
/

(x+)+f( D . onde f (x) é descontinua
° wz(h parar =moux = —T7

e Para x ¢ [—m, 7|: repete-se periodicamente.

Assim:
e -3, O<z<m
S(x)=<3—¢e* —1<x<0
0, r=0;+m

S(2km+1xz)=S5(x), Vi e ReVk € Z

-20

Figura 2: Série de Senos de f(z) para x € [—3m, 37|

S(27) = s{omaey + 1) = (5) = 1(5) = () =¥ -



22 Questao:

a) (1,5) Sabendo que a série de Fourier de f(z) = %, x € (—m,m), é dada por
;(—1) ﬁsm(nx),

o
. 1
determine E —.
nb
n=1

iy 3 2
b) (1,0) Seja I(cy,cq,c3) = / [x — ch sin(kx)] dx. Determine ¢y, ¢9, c3 que minimizam
i k=1

I.

Solucao:

a) Sabe-se que os coeficientes da série de Fourier de f(z) s@o:

ag=a, =0

a4
Aplicando a identidade de Parceval:
o0 1 T
% + Z (ai +bi> = - f*(z) dx
n=1 -
16 1 [T
n=1
™ ™ 3_ -2 2 1 T 1 .177 27T2[E5 7.(.41,3 T 47’(’7
2 d:2/(w>:_/ o_anttanta?) do = & (5 - ) =
/_ﬂf(x):c i 5 20(:c Tt +ntat) do 5= = +3 T
S DA
.n:1 né 16 105 420

b) Para que I seja minimizado, os valores de ¢;, ¢z e ¢3 devem corresponder aos valores de
b1, by e bz associados a serie de Fourier de f(z) = z. Ou seja:

™

A 3

min / [x - sin(kx)] 2 dr = / [x - g:bk sin(lm)] 2 dz

C1,C2,C3
k=1

—Tr —Tr

10



Onde

2

T

<_

_17T , _27r . _27r d —cos(kx)
b = ;/z'sm(k’x) dx = ;/msm(k:c) dr = ;/a:@ (T
o 0 0
x cos(kx) [

k

.1 2 w(=1F 1
0+E/cos(kx)dx> —;<— k: +ﬁsm

0

,',01:b1:2, CQZbQZ—l, 03:b3:2/3

11

(k)




32 Questao:

3+ 22

a) (2,5) Determine a série de Taylor da fungao f(z) = In (3 5
—x

x = 0. Qual é o raio da convergéencia dela?

3

) em torno do ponto

1
b) (2,0) Ache o valor aproximado da integral / ST 7T g2 com erro inferior a 1073,
0

Solugao:

2 142
a) Note que f(x):1n<3+x ) :1n< +x32)

3— a2

Consideremos:

q(y) = % Z T Y=Y (D= 2yl < 1
n=0 n=0 n=0

2n+1

g(y)Z/ dy—/ZZyQ”d y

140
1-0

) ZO+C:>C—0

Portanto

Sendo assim, temos:

.CIZ'Q oo 2(x2)2n+1
f@)=g(%) =Y S 23l <1
3 ~ 2n+1

e 9 x4n+2
= = < V3
Z3971(271 7y 1l V3

Raio de convergéncia: R = /3

12

n=0

—I—C, ly] <1



b) Sabe-se que:

Sendo assim:

Portanto:

n.2n—1 ‘1 0 (_1)n

sinx — o )ra?nT? > —1)"zx
[t [ G = 55 -3
0 (2n + 1)! — (2n—-1)2n+ Do = (2n—1)(2n +1)!
Deseja-se obter a soma da série obtida com |erro| < e = 1073. Sabe-se que:
00 k

lsing — o n
A Td.ﬁE’:Z(—l) Qp

n=1 n=1

[2
Plﬂ
—
N—
3
Q
3

O erro da aproximagao é dado por:

o0

erro = Z (—1)"a,
n=k+1
Sendo

L >0, Vn>1
Ay = n
(2n —1)(2n + 1)!

Como a série é alternada, o erro pode ser estimado por:

lerro| < ag41

Entao, basta achar k tal que a;11 < e:

<1073

1
(2k +1)(2k + 3)!

(2k + 1)(2k + 3)! > 10°

Para k = 2:
(2k +1)(2k +3)! =5 7! = 5-5040 > 10°

13



Portanto:

Lging — o
0 3

Com |erro| < 1073,

(=D" _

2
dx2;(2n_

DE2n+1)!

14

1.3



