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Turma A

-~ . N . 1 3
Questao 1: (2,5 pontos) Seja (zy,)nen a sequéncia definida de forma recorrente por x,, = 5 (acn_l -+ ),
Tn—1

paran >1ex; = 2.

a) Supondo que a sequéncia (z,),cN seja convergente, calcule seu limite.
b) Prove que (z,)nen € limitada e decrescente.

c¢) Justifique por que (z,)nen é convergente.

Solucao:

(a) Supondo que (zp)nen seja convergente, existe L € R tal que limy, yoox, = L. Paran > 1 x, =

5 <xn_1 + l‘n71> & 2T Tp—1 = xi,l + 3. Sendo assim, aplicando o limite na expressao temos
nh_}n;o 2rpTp_1 = nli_}ngo(aci_l +3)
2L = (L*+3)
L = 3
L = +V3

Vamos mostrar que L = /3 provando que (z,)nen ¢ uma sequéncia de termos positivos. Aplicando o
Principio da Inducao Finita, temos:

1) r1=2>0

.. 1 3
ii) Supondo que z, > 0 temos que Z,4+1 = 3 (;vn + —) >0
Tn

Portanto, z,, > 0 Vn > 1 e consequentemente lim z, = L = V3
n—oo

(b) Sabendo que x,, > 0 Vn > 1, vamos mostrar que z, < z,_1 ¥n > 1.

Tn < Tp-1© Ty —Tp—1 <0
3

Tn—1

1
< 5(%—1 +

Tn—1 3
<0
2 + 2,1

)_xn—1§0<:>_

e —22  +3<0ez,.1>V3



Sendo assim, temos que T, — Tp_1 < 0 < x,_1 > V3 Vn > 1, ou seja, se provarmos que a sequéncia é
limitada inferiomente por v/3, provamos que a sequéncia é decrescente.

Vamos provar por absurdo que z, > /3 ¥n > 1. Suponha que ,, < v/3 para algum m:

xm<\/§®l<xm_1+ 3 )<\/§

2 Tm—1
sa?  +3<2VBrmo1 o | —2V3em_1+3<0
(Tm—1 — V3)2 <0
Sendo assim, é impossivel que z, < v/3.

¢) Como a sequéncia é decrescente e limitada inferiomente, pelo Teorema da Sequéncia Monotonica, a
sequéncia é convergente.



oo
~ . . . In(3
Questao 2: (2,5 pontos) Determine para quais valores de p > 0 a série E n(3n)

,— converge e para quais
n

n=1
ela diverge. Justifique bem as respostas.

Solugao: Para analisar a convergéncia da série dada, iremos utilizar o critério da integral. Para utilizar o

critério da integral, precisamos primeiramente definir uma fungao f : R — R tal que f(n) = a,, ,Vn > 1,

sendo a, o termo geral da série, e mostrar que f vai a zero e é decrescente a partir de um certo valor de x.
. In(3x

Seja f(x) = M

xP
In(3z) 1/ ! 1
lim f(z) = lim n(32) I i 322 — i — =0
T—00 z—oo P 2 z—00 paP 1 z—00 p TP
b 127 —In(3z) -paP~t 1 —pln(3z)
f (SU) o 1»210 - 1;p+1

1
fll@) <0 1—pln(3z) <0 pnGr) > 16z > %
1

. . , P . e s
Sendo assim, temos f vai a zero e ¢ decrescente para todo z > -, logo podemos aplicar o critério da
integral.

Aplicando o critério, temos:

/1 b (2) do = /1 h lnff) da

Integrando por partes, fazendo v = In(3z) = du = d%" edv=gP=0y=212"

. temos:
) In(3z) v /y dz
= lim 7‘ — —_
y=oo (1—p)zp~tl Ji (1—p)aP

) In(3z) v 1 y

= lim — ) — — ’
y=oo (1—plar=th (1 —p)?ar~!

_ lim (1 —-p)In(3z) — 1’?4
Y—00 (1 — p)2 xp—1

oy o) Gy -1 (1 p)In@3) 1

1

1

y=oo (1—p)?yp! (1-p)?
. (1—p)n(3y) —1 . .
Para 0 < p <1, temos que lim 5 7— = +oo. Logo a integral diverge e, consequentemente,
y=oo (1—p)?yP-
a série diverge.
Para p > 1, temos que:
1—p)1 -1 1-— -1
i L=P)@By) -t ym - (1-p)/y .

vooo (1—=p)2yPt = y—oo —(1 —p)3yr—2 Tyhe (1—p)Pyrl

Logo a integral converge e, consequentemente, a série converge.
Portanto, a série converge para p > 1 e diverge para p < 1.



Questao 3: (2,5 pontos) Determine se cada série a seguir converge absolutamente , condicionalmente ou

diverge:
§ : n+1 n § : n+1 7'('
Solugao:

(a)

Aplicando o critério da razao para a série em maodulo, temos:

2 2
. langa] . (n+1)1 37 . (n+1Dn! 3" . n+1
lim = —_— — = e —— = lim ———
n—o00 |an‘ n—oo 3(nt+1) n! n—oo 3n°+2n+l  nl n—oo 32n+1
Calculando o limite andlogo no dominio dos niimeros reais:

1
21n(3) 32+

i x+1 o x+1 L
ovo0 32HT  p oo o(Za+1) In(3)

T

=0

8131l

Como o limite vai a zero no dominio dos reais, também vai a zero no dominio dos naturais. Sendo
assim, temos que:

lim ‘an—l—l’ T n+1 .
n—00 |an‘ ey 32n+1 B

Portanto, a série converge absolutamente.
Aplicando o critério da comparacao no limite para a série em médulo, temos:

lim
n—oo

cos? <g + ﬁ) i sen21<\/15) o ( sen 1(\/%))2 B
e n e Vn

n

3=

. - . .
Como E — diverge, temos que a série em modulo diverge.
n

n=1
Agora vamos analisar se a série converge condicionalmente utilizando o critério das séries alternadas.

Definindo f : R — R tal que f(n) = a, Vn > 1, ou seja, f(x) = cos? (% + ﬁ) = sin? (%), temos:

i ot (24 L) -
 Jimeos® (5 ) =0

o f/(x )—28111(\/1») cos(ﬁ)(—%)af% :—%sin<%)af% <0, Va:>

Como o modulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que, pelo critério
das séries alternadas, a série converge condicionalmente.



[e.e]
Questao 4: (2,5 pontos) Determine, justificando, todos os valores de x € R para os quais a série Z n! 2™

n=1
€ convergente.
Solugao: Supondo |z| > 1, aplicando o critério do termo geral para a série em mddulo, temos:
. n2
lim nllz|" = +o0
n—oo
Portanto temos que a série diverge para |z| > 1.
Supondo |z| < 1, aplicando o critério da razao para a série em mdédulo, temos:
1)2 242n+1
- apa| (e )Y o (n A Dnljz T , il _ s n+1
1 =1 5 = 5 = lim (n+1)|z| = lim ——————
n—00 |an| n—00 n! ‘$|n n—00 n"([;‘n n—00 n—oo e— In|z|(2n+1)

Calculando o limite anadlogo no dominio dos niimeros reais:

lim _ v+l o lim ! =
y—oo g~ Inlz|(2y+1) % y—oo —21In |;p’e_ln‘x|(29+l) -

0

Como o limite vai a zero no dominio dos reais, também vai a zero no dominio dos naturais. Sendo assim,
temos que:

lim [@n 1] = lim ni—i—l =
n—o00 ‘an‘ n— o0 e—ln|x|(2n+1)

0

Portanto, a série converge absolutamente para |z| < 1 e diverge para |z| > 1.
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Turma B X

Questao 1: (2,5 pontos) Seja (zy,)nen a sequéncia definida de forma recorrente por x,, = 3 (xn_l + >,
Tn—1

paran >1ex; = 2.

(a) Supondo que (zp)nen seja convergente, existe L € R tal que limy, yoox, = L. Paran > 1 x, =

1
3 <xn_1 + ) & 200 Tn—1 = x%_l + 3. Sendo assim, aplicando o limite na expressao temos
n—1
nlgrolo 2epTp_1 = nlLHéo(xi,1 +3)
2I? = (L?+3)
L? = 3

L = +/3

Vamos mostrar que L = /3 provando que (Zn)nen € uma sequéncia de termos positivos. Aplicando o
Principio da Inducao Finita, temos:

i) r1=2>0

1 3
ii) Supondo que z, > 0 temos que Z,1+1] = 5 <xn + 7) >0
Tn,

Portanto, x, > 0,Vn > 1 e consequentemente li_>m =L =13
n o

(b) Sabendo que x,, > 0,V¥n > 1, vamos mostrar que x,, < Tp,—1 ,Vn > 1.

Tn < Tp—1© Ty — Tp—1 <0
3

Tn—1

1
< 5(%—1 +

Tn—1 3
<0
2 + 2,1

)_xn—1§0<:>_

e —22  +3<0ez,.1>V3

Sendo assim, temos que x,, — Tpn—1 <0< x,—1 > V3 ,Vn > 1, ou seja, se provarmos que a sequéncia
’ n n—1 n—1 ’ ) )
é limitada inferiomente por v/3, provamos que a sequéncia é decrescente.

Vamos provar por absurdo que x, > v/3,Vn > 1. Suponha que z,, < /3 para algum m:

xm<\/§@l<wm_1+ 3 ><\/§

2 Tm—1

sl  +3<2VBrpu e x| —2V3z, 1 +3<0



(l‘m,1 — \/5)2 <0
Sendo assim, é impossivel que z, < V/3.

¢) Como a sequéncia é decrescente e limitada inferiomente, pelo Teorema da Sequéncia Monotoénica, a
sequéncia é convergente.



oo
~ . . L. In(2
Questao 2: (2,5 pontos) Determine para quais valores de p > 0 a série E n(2n)

,— converge e para quais
n

n=1
ela diverge. Justifique bem as respostas.

Solugao: Para analisar a convergéncia da série dada, iremos utilizar o critério da integral. Para utilizar o

critério da integral, precisamos primeiramente definir uma fungao f : R — R tal que f(n) = a,, ,Vn > 1,

sendo a, o termo geral da série, e mostrar que f vai a zero e é decrescente a partir de um certo valor de x.
. In(2z

Seja f(x) = M

xP
In(2z) 1/ L.2 1
lim f(z) = lim n(2e i 222 — i — =0
T—00 z—oo P 2 z—00 paP 1 z—00 p TP
F(z) = % 2P —In(2z) -paP~! 11— pln(2z)
)= 1»210 B 1;p+1

1
fl(z) <0 1-pn(2z) <0 pln(2x) > 1<z > %
1

. . , P . e s
Sendo assim, temos f vai a zero e é decrescente para todo x > %, logo podemos aplicar o critério da
integral.

Aplicando o critério, temos:

/1 b (2) do = /1 h lnﬁx) da

Integrando por partes, fazendo v = In(2z) = du = d%" edv=gP=0y=212"

. temos:
) In(2z) |y /y dz
= lim 7‘ — —_
y=oo (1—p)zp~tl Ji (1—p)aP

) In(2z) v 1 y

= lim — ) — — ’
y=oo (1—plar=th (1 —p)?ar~!

— lim (I1-p)In(2z) —1 ’y
Y—r00 (1 — p)2 gp—1

oy L)@y -1 (1 -p)in2) 1

1

1

y=oo (1—p)?yp! (1-p)?
1—p)In(2y) — 1
Para 0 < p <1, temos que lim (1—p) ng v) 7— = +oo. Logo a integral diverge e, consequentemente,
y=oo (1—p)?yP-
a série diverge.
Para p > 1, temos que:
1—p)In(2y) — 1 v 1-— -1
i L=P)2y) -1t ym o (1-p)/y .

vooo (1—=p)2yPt = y—oo —(1 —p)3yr—2 Tyhe (1—p)Pyrl

Logo a integral converge e, consequentemente, a série converge.
Portanto, a série converge para p > 1 e diverge para p < 1.



Questao 3: (2,5 pontos) Determine se cada série a seguir converge absolutamente , condicionalmente ou

diverge:
> ! > T 1
-1 n+1i —1\" 2 (" -
@ 20 (b) 3 (-1 cos 3+ 7)
Solugao:

(a)

Aplicando o critério da razao para a série em modulo, temos:

. Gna1 . n4 1) 57 . n+ 1)n! 57 .oon+1
lim = = —_—

= L = — = lim ———
=00 |an‘ =00 5(n+1)2 n! N— 00 5n2+2n+1 n! n—oo H2n+1

Calculando o limite andlogo no dominio dos niimeros reais:

1
21n(5) 520+

lim & +1 . r+1 I
oo B2EHL R (2a+1)In(5)

T

=0

8131l

Como o limite vai a zero no dominio dos reais, também vai a zero no dominio dos naturais. Sendo
assim, temos que:

i ‘an—l—l’ T n+1 .
n—00 |an‘ ey 52n+1 B

Portanto, a série converge absolutamente.

Aplicando o critério da comparacao no limite para a série em médulo, temos:

3=

n

oo
. - . .
Como E — diverge, temos que a série em modulo diverge.
n

n=1
Agora vamos analisar se a série converge condicionalmente utilizando o critério das séries alternadas.

Definindo f : R — R tal que f(n) = a, Vn > 1, ou seja, f(x) = cos? (% + ﬁ) = sin? (%), temos:

i ot (24 L) -
 Jimeos® (5 ) =0

e f/(z) =2sin <%> cos (ﬁ) ( — %)af% = —3sin (%)af% <0,Vz > 4

Como o modulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que, pelo critério
das séries alternadas, a série converge condicionalmente.



[e.e]
Questao 4: (2,5 pontos) Determine, justificando, todos os valores de x € R para os quais a série Z n! 2™

n=1
€ convergente.
Solugao: Supondo |z| > 1, aplicando o critério do termo geral para a série em mddulo, temos:
. n2
lim nllz|" = +o0
n—oo
Portanto temos que a série diverge para |z| > 1.
Supondo |z| < 1, aplicando o critério da razao para a série em mdédulo, temos:
1)2 242n+1
- apa| (e )Y o (n A Dnljz T , il _ s n+1
1 =1 5 = 5 = lim (n+1)|z| = lim ——————
n—00 |an| n—00 n! ‘$|n n—00 n"([;‘n n—00 n—oo e— In|z|(2n+1)

Calculando o limite anadlogo no dominio dos niimeros reais:

lim _ v+l o lim ! =
y—oo g~ Inlz|(2y+1) % y—oo —21In |;p’e_ln‘x|(29+l) -

0

Como o limite vai a zero no dominio dos reais, também vai a zero no dominio dos naturais. Sendo assim,
temos que:

lim [@n 1] = lim ni—i—l =
n—o00 ‘an‘ n— o0 e—ln|x|(2n+1)

0

Portanto, a série converge absolutamente para |z| < 1 e diverge para |z| > 1.
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