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Turma A
12 Questao: (2,0 pontos) Seja (a,)nen a sequencia definida de forma recorrente por
3(1+an)
= 3’ = — >1
ai an+1 3+ a, n

a) Supondo que a sequéncia (a,)nen seja convergente, calcule seu limite.
b) Prove que (a,)nen € limitada e decrescente.

¢) Justifique por que (a,)nen € convergente.

Solugao:

(a) Supondo que (ap)neN seja convergente, existe L € R tal que li_)m an, = L. Sendo assim, aplicando o
n—oo

limite na expressao recursiva, temos

lim _ gy St an)
n—)ooanJrl sy 3+ ap
3(1+4 L)
L = =~ 7
3+ L
3L+ L2 = 343L
I? = 3

L = +V3

Vamos mostrar que L = /3 provando que (a,)nen é uma sequéncia de termos positivos. Aplicando o
Principio da Inducéo Finita, temos:

i) a1 =3>0

ii) Supondo que a,, > 0 temos que a,4+1 = w >0

Portanto, a, > 0 Vn > 1 e consequentemente li_>m an=L=1+/3
n o

(b) Sabendo que a, > 0Vn > 1, vamos mostrar que a,1+1 < a, Vn > 1.



an+1 < ap

3(1+ap
<:>(3+6Ln) < ap
<3+ 3a, < 3an+ai
&3 < d
Sa, > V3

Sendo assim, temos que an+1 < an < ap > V3 ¥n > 1, ou seja, se provarmos que a sequéncia é
limitada inferiomente por v/3, provamos que a sequéncia é decrescente.

Vamos provar pelo Principio da Inducio Finita que a, > v/3 Vn > 1.

i) a1:3>\/§

ii) Supondo que a,, > V/3 vamos mostrar que a, ;1 > V/3:

an+1 > \/g
3(1
@7( + an) > V3
3+ ay

&3+3a, > 3V3+a,V3
& (3-V3)a, 3(V3—1)
3(V3-1)
\/ﬁ(x/ﬁ—l)_\/g

\Y

& ap

Ouseja, anr1 > V3 < a, > V3, e logo provamos que supondo que a, > v/3 temos que a,41 > V3.

Portanto a sequéncia é limitada inferiomente por v/3 e, consequentemente, decrescente.

¢) Como a sequéncia é decrescente e limitada inferiomente, pelo Teorema da Sequéncia Monoténica, a
sequéncia é convergente.



Questao 2: (2,5 pontos) Encontre os valores de p para os quais a série

[e.9]

Z 1+n

n=1

¢é convergente.

Solugao:
Aplicando o critério da comparacao no limite, temos:

. n(l4+n?)pP . n2p+1(# +1)P
lim ————— = lim —*—— = lim ( —i—l) =1
n—oo  n2ptl n—oo n2p+l1 n—oo \n?2
oo o0
Sendo assim, temos que Z n(1 + n?)P converge < Z n?Pt1 converge.
n=1 n=1
1
Z n?Ptl = Z ] é uma série harmonica, e portanto converge < —2p—1>1 & p < —1.
n=1

Portanto, a série Z n(l+ ng)p converge se e somente se p < —1.

n=1



Questao 3: (2,5 pontos) Determine se cada série a seguir converge absolutamente , condicionalmente ou
diverge:

(a) i(—n”*l sin (+)

n
n=1

b) S (-1t [cos (2)]”

n=1 n
Solugao:

(a) Aplicando o critério da comparagao no limite para a série em médulo, temos:

sin (l)
. n
lim —~%

n—oo

lim sin(x) _

=1 2z—=0 I
n

1
n

[o.¢]
L. s , :
Como E — diverge, temos que a série em mddulo diverge.
n

n=1

Agora vamos analisar se a série converge condicionalmente utilizando o critério de Liebniz. Definindo
f:R =R tal que f(n) =ay, ¥n > 1, ou seja, f(z) = sin <%>, temos:

) .1
e lim sin (—) =0
n—oo n

o fl(z)= —cos(l

1 2

Como o modulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que, pelo critério
de Liebniz, a série converge condicionalmente.
(b) Aplicando o critério da raiz para a série em médulo, temos:

lim e =2
z=1 =0
n

1 n? In(cos x)
lim /|a,| = lim [COS (—)}
n—00 | n‘ n—+00 n
Calculando o limite do expoente no dominio dos nimeros reais:

. In(coszx) —tanz /g 2
lim

. . —sec‘x 1
— a5 = hm _— = hm _— =
z—0 X % z—0 2x % z—0 2 2

Sendo assim, temos que:

lim {/|a,| = 2 <1

n—oo

Portanto, a série converge absolutamente.



Questao 4: (3 pontos) Para cada z € R, considere a série
i(_l)n—l (‘73 — 4)n

3"n
n=1

a) Verifique se a série converge quando x = 5, pelo critério de Liebniz.
b) Determine o valor da soma da série do item a) com erro inferior a 1073,

c¢) Determine o raios e intervalo méximo de convergéncia da série acima.

Solugao:

a) Para x =5, temos a seguinte série:

Vamos analisar se a série converge utilizando o critério de Liebniz:

lim —— =
* g, =0

° ﬁ ¢é claramente decrescente

Como o modulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que, pelo critério
de Liebniz, a série converge.

oo
1
b) Como ;(—1)”1% ¢ uma série alternada, temos que:
00 k
1 1
S a S
3"n 3"n
n=1 =

n=1

o0

1 1
_ n—1 _
o= ‘ 2. (=1 3%‘ < lawl = 3 (k1 1)
n=k+1

Para garantir que erro < 1073, basta impor que m < 1073. Sendo assim, temos:

! <1073
3k+1(k + 1)

3 (k4 1) > 103

Para k = 4:



3Lk 4+1)=3%.5=1215> 103

Portanto:
o) 1 4
DT ) (-
n=1 n=1

Com erro < 1073,

Aplicando o critério da razao para a série em moédulo, temos:

lim |41 o |z — 4"t 3mp o n |z —4| ~ im 1 |z —4 _ |z — 4|
n—oo |ap,| n—oo 3"t (n+ 1) |z — 4" noocon+1 3 n—00 1_}_% 3 3

Para |x;4l <1< |z —4| < 3: a série converge absolutamente, pelo critério da razao.

Para |$_4| > 1< |z — 4| > 3: o termo geral nao vai a zero e, portanto, a série diverge.

Para 224 4| =1= 2z =1Vx = 7: o critério da razao é inconclusivo, outros critérios devem ser utilizados.

3
De qualquer maneira, ja podemos concluir que o raio de convergéncia ¢é 3.

Para x = 1, temos:

oo o0 o0
D D = A SE
3mn, B”n n
n=1 n=1 n=1
Temos que a série diverge, pois Z — é uma série harmonica divergente.
n=1 n
Para x = 7, temos:
Sy A Sy 2 Sy
n=1 n=1 n=1 n
o
Esta série nao apresenta convergéncia absoluta, pois Z — diverge.
n
n=1

Para verificar se ha convergéncia condicional, utilizamos o critério de Leibniz:

1

o hm lap| = lim — =0
n— n—oo n

o |a,| = % é claramente decrescente

Como o médulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que, pelo critério
de Liebniz, a série é convergente. Portanto, a série converge condicionalmente.
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Turma B
12 Questao: (2,0 pontos) Seja (a,)nen a sequencia definida de forma recorrente por
21+ ay)
ar =2, apy1=—(H——"°-, n=>1
1 n+1 2+ an =

a) Supondo que a sequéncia (a,)nen seja convergente, calcule seu limite.
b) Prove que (a,)nen € limitada e decrescente.

¢) Justifique por que (a,)nen € convergente.

Solugao:

(a) Supondo que (ap)neN seja convergente, existe L € R tal que li_)m an, = L. Sendo assim, aplicando o
n—oo

limite na expressao recursiva, temos

lim _ oy 20t an)
n—)ooanJrl sy 24+ ap,
201+ L
I (1+1L)
2+ L
2L+ L2 = 242L
I? = 2

L = +V2

Vamos mostrar que L = /2 provando que (a,)nen é uma sequéncia de termos positivos. Aplicando o
Principio da Inducéo Finita, temos:

i) ap=2>0

ii) Supondo que a,, > 0 temos que a,4+1 = % >0

Portanto, a, > 0 Vn > 1 e consequentemente li_>m an =L =12
n o

(b) Sabendo que a, > 0Vn > 1, vamos mostrar que a,1+1 < a, Vn > 1.



an+1 < ap

2(14+a
<:>(2+ann) < ap
& 24 2a, < 2an+ai
&2 < ai
Sa, > V2

Sendo assim, temos que an+1 < an < ap > V2 ¥n > 1, ou seja, se provarmos que a sequéncia é
limitada inferiomente por v/2, provamos que a sequéncia é decrescente.

Vamos provar pelo Principio da Inducio Finita que a, > v/2 Vn > 1.

i) a1:2>\/§

ii) Supondo que a,, > V2 vamos mostrar que a, 1 > V/2:

an+1 > \@
2(1
@M > \/5
2+ ay,

& 24 2a, > 2\/§—|—an\/§
& (2-V2)ay 2(v2 —1)
2(vV2-1)
\/i(x/ﬁ—l)_f2

\Y

& ap

Ouseja, anr1 > V2 < a, > V2, e logo provamos que supondo que a, > /2 temos que a1 > /2.

Portanto a sequéncia é limitada inferiomente por v/2 e, consequentemente, decrescente.

¢) Como a sequéncia é decrescente e limitada inferiomente, pelo Teorema da Sequéncia Monoténica, a
sequéncia é convergente.



Questao 2: (2,5 pontos) Encontre os valores de p para os quais a série

[e.9]

Z 1+n

n=1

¢é convergente.

Solugao:
Aplicando o critério da comparacao no limite, temos:

. n(l4+n?)pP . n2p+1(# +1)P
lim ————— = lim —*—— = lim ( —i—l) =1
n—oo  n2ptl n—oo n2p+l1 n—oo \n?2
oo o0
Sendo assim, temos que Z n(1 + n?)P converge < Z n?Pt1 converge.
n=1 n=1
1
Z n?Ptl = Z ] é uma série harmonica, e portanto converge < —2p—1>1 & p < —1.
n=1

Portanto, a série Z n(l+ ng)p converge se e somente se p < —1.

n=1



Questao 3: (2,5 pontos) Determine se cada série a seguir converge absolutamente , condicionalmente ou
diverge:

(a) i(—n”*l tan ()

n
n=1

b) S (-1t [cos (2)]"

n
n=1

Solugao:

(a) Aplicando o critério da comparagao no limite para a série em médulo, temos:

tan (l>
n
lim ——~

n—oo

. sin(z) 1

_ gy SR 1

z=1l2=0 X cCOSX
n

3=

[o.¢]
L. s , :
Como E — diverge, temos que a série em mddulo diverge.
n

n=1

Agora vamos analisar se a série converge condicionalmente utilizando o critério de Liebniz. Definindo
f:R =R tal que f(n) = ay, ¥n > 1, ou seja, f(z) = tan <%>, temos:

. 1
e lim tan (—) =0
n—oo n

o f(x) = —sec? (%) x—lg <0Vx >0

Como o modulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que, pelo critério
de Liebniz, a série converge condicionalmente.

(b) Aplicando o critério da raiz para a série em médulo, temos:

. . 1 n? . In(cos x)
lim {/|ay| = lim [cos (7)} = lime <2
n—o0 n—o0 n r=1 =0
n

Calculando o limite do expoente no dominio dos nimeros reais:

lim In(cosx) r'u

. —tanz g .. —secix 1
5 = lim—— = lim—M = ——
z—0 xT 8 z—0 2x % x—0 2

Sendo assim, temos que:

o, _1
nh_}rgo Vi =e72 <1

Portanto, a série converge absolutamente.

10



Questao 4: (3 pontos) Para cada z € R, considere a série

[e.9]

n— ([B — 3)n
;(—1) BT

a) Verifique se a série converge quando x = 4, pelo critério de Liebniz.
b) Determine o valor da soma da série do item a) com erro inferior a 1073,

c¢) Determine o raios e intervalo méximo de convergéncia da série acima.

Solugao:

a) Para x =5, temos a seguinte série:

Vamos analisar se a série converge utilizando o critério de Liebniz:

* Jim o, =0

° 4T é claramente decrescente

Como o modulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que, pelo critério
de Liebniz, a série converge.

) Como g —— é uma série alternada, temos que:

Syl <3y
n=1

n=1

erro = ‘ i (-1t

n=k+1

1
< - -
4%‘ < lal ARH(E 4+ 1)

Para garantir que erro < 1073, basta impor que < 1073. Sendo assim, temos:

1
(k1)

= <1073
4k+1(k + 1)
4Rk +1) > 103

Para k = 3:

11



Ak 1) = 4% 4 =1024 > 10°
Portanto:

3

n—1 1 ~ n—1 1
ST R Y

n=1 n=1
Com erro < 1073,

Aplicando o critério da razao para a série em modulo, temos:

. lansa] R | e L) _ n |z -3 , 1 |z—3] |z—3]
lim = lim = lim = lim T =
n—o0 |ay| n—oo 4"t (n + 1) |z — 3" noocon+1 4 n—oo ] 4 4 4

n

Para == <1< [z — 3| < 4: a série converge absolutamente, pelo critério da razao.

Para W%:)’l > 1< |z — 3| > 4: o termo geral nao vai a zero e, portanto, a série diverge.

r—3 el ss ~ 4. . cl .
Para | 1 = 1= 2= _-1Va =T o critério da razio é inconclusivo, outros critérios devem ser

utilizados.

De qualquer maneira, ja podemos concluir que o raio de convergéncia ¢ 4.

Para x = —1, temos:
(o] (o] o
(@ =3)" (=) 1
—1)" 1L _ _1nt — _ -
I e e Bl ey el D
n=1 n=1 n=1

o0
Temos que a série diverge, pois g — é uma série harmonica divergente.
n
n=1

Para x = 7, temos:

N Vol TR
n=1 n=1 n—1

o
Esta série nao apresenta convergéncia absoluta, pois g — diverge.
n

n=1
Para verificar se ha convergéncia condicional, utilizamos o critério de Leibniz:

. 1
e lim |a,|= lim — =0
n—00 n—oo N

é claramente decrescente

® ’an|:%

Como o médulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que, pelo critério
de Liebniz, a série é convergente. Portanto, a série converge condicionalmente.

12



