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Turma A
Questao 1: (4,0 pontos) Resolva as equagoes

(a) z¢ =y + Va2 +4y? com x >0

(b) ¢ —2zy ==

Solucao:

(a) A equacao dada possui coeficientes homogeéneos pois P(tz,ty) = tP(x,y) e Q(tx, ty) = tQ(z,y). Assim,
faz-se a seguinte mudancga de varidveis: y = ux e ¥ = u + xu/, com x > 0. Substituindo na equagao,
obtém-se:

z (u—}—xu’) = ur+Va?+4ulz? e

wr+ 220 = wrtavVl+4du? e
d
L 14 4u? &
dx
du dzx
- = &
V1 + 4u? z
du dzr

V1 + 4u? x

A integral do lado esquerdo da equag@o pode ser resolvida com a seguinte mudanca de variaveis (subs-

tituicdo trigonométrica): u = # e du= #dﬁ. Agsim,
/ du 1 sec? § d0 — 1 sec? § o
V1+ 4u? 2) 1+ tg20 2] Vsec?0

1 [ sec?6 1
= 2/ -y d9—2/se(:0d9

1 1
= §ln(lse00—|— tgl|) = 5111 (]\/1+4u2+2u|)

Retornando para a variavel y (x > 0):
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Assim, a solucdo da equacio é dada por: /a2 + 4y? + 2y = Cz3, com C # 0
(b) A equacao dada é uma equacao linear que admite um fator integrande I(z) igual a:

I(SC) _ 6f—2mdz _ 6—m2

Multiplicando a equagao por I(x):

e "y — 2xye = ze ¥ &
d <6_12y> )
7 = ze ¥ &
x
/d(ex2y> = /xe Tdr &
1
e_ny = —56_36 +C &
1
— 0~ =
Y € 9
Assim, a solucdo da equacdo é dada por: y = Ce™” — 5, com C' € R



Questao 2: (3,0 pontos) Dé a solugdo geral de:
(@ =1y —ay +y=(x—1)°

(y = e® é uma solucao da equagdo homogénea associada)

Solucao: A outra solucao da equagao homogénea associada ys é dada por yo = fe*

yo = fle"+ fe”
yé/ — f/l :v_|_2fl€at_|_fe:v

Substituindo na equagao:
(z = 1)(f"e" +2f'e" + fe*) —a(f'e” + fe*) + fe" =
(x—1D)e"f" + [2(z — 1)e” —xe®] f/ + [(x — 1)e® — ze® + €] f
(= 1S+ (2 - D f =

A equacao obtida pod ser resolvida separando-se as variaveis:

P @-2)

A
e
mufwzzlmm—lb—x+K

Jo= et 1)

f = /C’e (x—1)dx

f = /C’xe xdm—/C’e

f = Frx+1)+Ce™”
f = Cre®com CeR

Assim, uma solugéo yo = fe* é yo = x
Para encontrar a solucdo da equagao particular, utiliza-se o método da variagao dos parametros: procurar
solucao da forma yp = v1y1 + voye, tal que:

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer:



’U/l (l’ — 1) 1 —:p(l' — ]_) o
e’ x e*(l—x)
e’ 1

e’ 0 ‘

vy = - :Ex—l) e""ix_m =-1
et x —er(x —1)
e’ 1

Integrando:

vy = —e “(x+1)
Vo = —X

A solugdo particular yp é igual a:
yp = —(x+1) —a?

E a solu¢do geral é: yg = yu +yp = C1e* + Cox — (x 4+ 1) — 22, ou yg = yu +yp = C1€* + Cox — 1 — 22,
com C1,Cy € R.



Questao 3: Dé a solucao geral de

y" + 4y’ = 3 cos (27)

e a solugao que satisfaz a condigao inicial y(0) = 4, 3/(0) = ¢”(0) =0

Solugao: O polinémio caracteristico da equacgdo é dado por: P(A) = A3 + 4\ = 0 cujas raizes sdo A = 0 ou
A = £2¢. Assim, a soluc¢ao da equagao homogéna yyr é dada por:

yu = C1 + Cacos (27) + C3 sen (27)

com C1,C9,C3 € R.
A solugao particular terd a forma: yp = Axcos(2x) + Bz sen (2z). Calculam-se as derivadas de yp e,
em seguida, substituem-se essas derivadas na equacdo diferencial:

yp = Acos (2x) — 2Ax sen (2z) + B sen (2z) + 2B cos (2x)
yp = —4A sen (2z) — 4Az cos (2z) + 4B cos (2z) — 4Bz sen (2x)
yp = —12A cos (2x) + 8Az sen (2z) — 12B sen (2z) — 8 Bx cos (2).
Substituindo na equagao:
yp + dyp = —8Acos (22) — 8B sen (2x) = 3 cos (2x)
Logo, encontra-se: A = —% e B =0 A solugdo geral da equagao é:

3x cos (2x)

y(z) = C1 4+ Cycos (2z) + C5 sen (2x) — <

Com as condicoes iniciais dadas é possivel encontrar os valores das constantes Cy, Cy, (3. Para isso, deve-se,
inicialmente, calcular as derivadas da solugdo geral:

3cos(2z)  6x sen (2z)

y'(z) = —2Cs sen (2z) + 2C5 cos (2z) — g + g
J(3) = —4Chcos (22) — 4Cs sen (22) + 6 ser;S (2x) n 6 seré(2x) N 122 C(;S (2x)
y(O) = 4-5C1+0Cy=4
3
/ — —
Yy (0) = 0—=>0C5= 16
y'(0) = 05Cy=0—Cy=4.

Assim, a solucao pedida é
3x cos (2z)

y(x) =4+ % sen (2z) — 3
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Turma B
Questao 1: (4,0 pontos) Resolva as equagoes

(a) z¢/ =y + V22 +9y? com x > 0

(b) ¢ = 3azy ==

Solucao:

(a) A equacdo dada possui coeficientes homogéneos pois P(tx,ty) = tP(z,y) e Q(tx,ty) = tQ(z,y).
Assim, faz-se a seguinte mudanga de variaveis: y = uz e ¥ = u + zu’ (x > 0). Substituindo na
equacao, obtém-se:

z (u—}—xu’) = ur+vVa?2+9%ulr2 e

wr+ 220 = wr+azvV1l+Ze
d
L 1492 &
dx
du dzx
- = &
V1 + 9u? z
du dzr

V1+9u? T

A integral do lado esquerdo da equag@o pode ser resolvida com a seguinte mudanca de variaveis (subs-
e~ . o L. tge _ sec?6 :
tituicdo trigonométrica): u = —2= e du = *§=df. Assim,

1 sec2 6 1 sec2 6

du
I L A VR B
/\/1+9u2 3J 1+ tg20 3. Vsecd

0
- 1/Sec d@:l/secede
3 sec 0 3

1 1
= Zln(jsect+ tg0)| = gln(\\/1—|—9u2+3u\>

de

Retornando para a variavel y (z > 0):



1111(!\/1+9u2+3u|) = dx
3 T
%1 (]\/1+9u2—|—3u|> = In(z))+ K

In

9y2 3
|\/1+xy2+j|> = 3In(|z|) + K, (z > 0)

(W—F&y) — 0,040

8| = _— =

Assim, a solucdo da equacio é dada por: /2 4+ 9y2 + 3y = Cz?, com C # 0.
(b) A equacao dada é uma equacao linear que admite um fator integrande I(z) igual a:

I(z) = e 3vdv — e_#

Multiplicando a equagao por I(x):

7 = ze 2 &
x
3:62 3z
/ d<e2y = /xe? dr &
312 2
e 2y = —ce 2 +K&
‘512 ].
= Cez —
Y 3
. ~ - 322
Assim, a solugao da equagao ¢ dada por: y =Ce 27 — 3, com C € R



Questao 2: (3,0 pontos) Dé a solugdo geral de:
@+ 1)y +ay —y=(x+1)°

(y = e~ & uma solugao da equagdo homogénea associada)

Solucao: A outra solucao da equagao homogénea associada ys é dada por yo = fe™®

o = flet—fe
yg — //e—a: _ 2f/e—:£ _|_ fe—at

Substituindo na equagao:
(@+1)(f"e™" =2f'e™ + fe™") +a(fle™ = fe™*) - fe
(z+De "+ [2@+1)e +ae ™| f'+[(z+1)e " —ze -] f =
(x+1)e " f" = (z+2)e " f

A equacao obtida pod ser resolvida separando-se as variaveis:

" (x+2)
7T @™
m(f]) = /1+m+1dw

In(|f) = Wn(lz+1))+2+K
= Ce"(z+1)
f = /C’ex(:n—l—l)dm

= /C’xe dx—i—/C’e dz

= Ce®(x—1)+Ce"
f = Cé%z, com C eR.

Assim, uma solucdo yo = fe™® éigual a yo = x
Para encontrar a solucdo da equacao particular, utiliza-se o método da variagdo dos parametros: procurar
solucdo da forma yp = viy1 + voye, tal que:

e x| [vi] | O ,
—e™® 1] |vh| (é:_fl))

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer:




;e 1| ey
1}1 = = = o = —Xe
e T e (x +1
—e 7 1
e’ 0
, |—e™ (@+1)] e F(z+1)
’1)2 = - = — = 1
e x e (x+1)
—e* 1
Integrando:
v = —e(x—1)
Vo = T

A solugdo particular yp é igual a:
yp = —(x —1) +a?

E a solucdo geral é: yg = yg +yp = Cre * 4+ Cox — (x — 1) + 22, ou yg = yg +yp = Cre %+ Cox + 1 + 22,
com C1,C9 € R.



Questao 3: Dé a solucao geral de

y" 4+ 9y =5 sen (3z)
e a solugao que satisfaz a condigao inicial y(0) = 3, 3/(0) = ¢”(0) =0

Solugao: O polinémio caracteristico da equacgdo é dado por: P(A) = A3 + 9\ = 0 cujas raizes sdo A = 0 ou
A = £3i. Assim, a soluc¢ao da equagao homogéna yyr é dada por:

yr = C1 + Cycos (3z) + C3 sen (3x)

A solugao particular tera a forma: yp = Az cos(3x) + Bz sen (3x). Calculam-se as derivadas de yp e,
em seguida, substituem-se essas derivadas na equagado diferencial:

yp = Acos (3z) — 3Ax sen (3z) + b sen (3x) + 3Bz cos (3z)

yp = —6A sen (3x) — 9Ax cos (3x) + 6B cos (3x) — 9Bz sen (3x)
yp = —27Acos (3x) + 27Az sen (3x) — 27B sen (3z) — 27Bx cos (3z)

Substituindo na equagao:

yp +9yp = —18A cos (3x) — 18 B sen (3z) = 5 cos (3z)

Logo, encontra-se: A =0e B = —; A solugao geral da equagao é:
5 3
y(z) = Cy + Cycos (3z) + C3 sen (3z) — fvsirg(x)

Com as condigoes iniciais dadas é possivel encontrar os valores das constantes C', Cs, C'3. Para isso, deve-se,
inicialmente, calcular as derivadas da solugao geral:

5 sen (3z) bz cos (37)

y'(x) = —3Cy sen (3x) + 3C3 cos (3x) — 13 :
y'(xr) = —9Cycos (3x) —9C5 sen (3z) + be se2n (B2) _ 50083(3@
y(0) = 3=C1+C2=3
y'(0) = 0=C3=0
5 86
" . _ 2 _°°
y(O) = 0=Cy = 27:>01 o7
Assim, a solucao pedida é:
8 5 5z sen (3x)
y(a:) = 277 277 COS (33:) T

10



