MAT?2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV

29 Semestre de 2019 - 32 Lista de Exercicios

Parte A: Equagdes Diferenciais de 12 Ordem

1. Os gréficos de duas solugdes de y' = x + y? podem se cruzar num ponto (x,o)?

2. Deé as solugdes das equagdes diferenciais de 12 ordem abaixo, com seus dominios (maximos):
@y =y b)xy' =y ©uy =x

@y =01-y2-y @ (X+3y)—xg =0 Oy =2+

3. Determine a solucdo de cada um dos problemas de Cauchy (ou do valor inicial):

@y =x+y, y(0)=1 (b)(cost)x’ —(sent)x =1, x2n)=n (y =x1+y), y(0)=-1
4. Dé duas solugdes para cada uma das equagdes com a condigao inicial dada:

@y =5y, y(0)=0 @)y =3YE*+1), y(0)=0.

5. Resolva as equagdes:

(@) y =e ¥ (b) xzyzjz =1+
() y'senx+ycosx =1 d) v =x>—2xy
(e) <3x2tgy — 2xy33> + <x3 sec®y +4y° + %) gz =0 ) (Q—-xy)+ (xy— xz)gz =0
@ x =y+y/+y () (1+82)y +ty+(1+£)72 =0
) % = % + cosz(%) G Q-xy)y =y
&) xy' =4/x2+1y% x>0
6. Resolva as equagdes:
(@ (x+y)dx+xdy=0 (b) (xe’ +y—x*)dy = (2xy — e’ — x)dx
(c) cosxdy = (1—y—senx)dx (d) y(x*+y*)dx + x(3x* — 5y*)dy = 0

(e) e*senydx+ e* cosydy = ysen(xy)dx + xsen(xy)dy
Determine as solug¢des dos exercicios (a), (b) e (d) que passam pelo ponto (1,1).

7. As equagdes diferenciais podem sugerir mudangas de coordenadas. Por exemplo, para resolver a equagao
(x+2y—1)dx +3(x+2y)dy =0,
podemos fazer x + 2y = v.
Neste caso, dx + 2dy = dv, ou seja, dx = dv — 2dy. Substituindo, obtemos a seguinte equagdo diferencial:
(v—1)(dv—2dy) +3vdy =0
(v—1)dv+ (v+2)dy =0

v—1
v+2dv+dy_0'

A solugdo desta altima é:
v—3Injv+2|+y+c=0.
Lembrando que v = x + 2y, obtemos:
x+3y+C=3In|x+2y+2|.

Resolver as equagdes abaixo, usando uma conveniente mudanga de coordenadas:



(@) (1+3xseny)dx —x?cosydy =0 (sugestdoseny = w)
(b) 3x —2y+1)dx— (3x —2y+3)dy =0
(c) cos(x +y)dx = xsen(x + y)dx + xsen(x + y)dy

8. Mostre que a substitui¢do z = ax + by + ¢ transforma a equagdo y’ = f(ax + by + ¢) numa equagdo de
varidveis separdveis. Aplique esse método para resolver as equagdes

@ y=(x+y)? O y=sen’(x—y+1) (c) (x+2y—1)dx+3(x+2y)dy =0.

9. Equacio diferencial de Bernoulli. E uma equacao diferencial nao linear de 12 ordem da forma

(B) y +px)y =q(x)y",

onde n é uma constante real diferente de 0 e 1. Se n = 1, (B) é uma equacao linear homogénea. Observe
que y = 0 é sempre uma solugdo de (B). Para achar outras solugdes, mostre que a mudanga z = y~"*!
transforma (B) na equagao linear

2+ (1 —n)p(x)z=(1—-n)g(x).
Use esse método para resolver as seguintes equacoes:

@) y(6x*y* —x+1)+2xy =0 b) ¥y =y+e >y
(@ 2x% =y(y*+3x%) (que também é homogénea!) d) %y =2y(yy +3x%)

10. Equagdes de Riccati. E uma equacéo diferencial de primeira ordem que é quadratica na fungao desco-
nhecida, isto é

v = q1(t) + q2(t)y + ga(t)y?

onde g1(x) # 0egs(x) # 0. Se g1(x) = 0, a equagéo se reduz a uma equagdo de Bernoulli e se g3(x) = 0
a equacdo se torna linear de primeira ordem. Suponha que alguma solugdo particular y; dessa equagao
é conhecida. Uma solucdo mais geral contendo uma constante arbirtraria pode ser obtida através da
substituicdo

— (t) + L
TN
Mostre que v(t) satisfaz a equagdo linear de primera ordem

0" = —(92 4+ 2q3y1)v — g3 .

11. Usando o método do problema anterior e a solugdo particular dada, resolva cada uma das equacgdes de
Ricatti a seguir:

@y =1+ -2ty+y?> e y1(t) =t
1 1
(b) y’=—p—%+y2 e yi(t) =7
200 capn? 2
© ¢ = 2cos*(t) —sen(t) +y e 11(t) = sen(t)

2 cos(t)
12. Exercicios sobre equacgdes diferenciais exatas e fatores integrantes.

(@) Determine todas as fungdes f que tornam exata a equacéo diferencial y? sen xdx + yf(x)dy = 0.

(b) A equagdo g(x)dy + (y + x)dx = 0 tem h(x) = x como fator integrante. Determine todas as
possiveis fungdes g.

(c) A equagdo e*secy —tgy + 1y’ = 0 tem um fator integrante da forma f(x,y) = ¢** cosy. Determine a
e resolva a equagdo.

(d) Ache um fator integrante da forma h(x,y) = x"y™ para a equagdo y(y> + 1)dx + x(y> — 1) Inxdy = 0
e resolva-a.



13.

14.

15.

16.

17.

(e) Ache um fator integrante da forma u = u(x + y?) para a equagdo (3x + 2y + y?)dx + (x + 4xy +
5y2)dy = 0.
(f) Ache um fator integrante da forma y = pu(x* + y?) para a equacio xdx + ydy + x(xdy — ydx) = 0.

Determine uma fung¢do y = f(x) definida num intervalo I cujo gréfico passe pelo ponto (0,5/4) e tal que,
para todo t > 0, t € I, o comprimento do gréfico de y = f(x), 0 < x < t, seja igual & drea da regido do
plano determinda por todos os pontos (x,y) que satisfazem 0 < x < te0 <y < f(x).

Determine uma fun¢do y = f(x) cujo grafico passe pelo ponto (1,1) e tal que, para todo p em seu dominio,
a drea do tridngulo com vértices (p,0), (p, f(p)) e M seja 1, onde M é o ponto de intersec¢do da reta
tangente ao gréfico em (p, f(p)) com o eixo x.

Considere um tanque usado em determinados experimentos hidrodindmicos. Apés um experimento, o
tanque contém 200 litros de uma solugdo de tinta a uma concentracdo de 1 g/1. Para preparar o préximo
experimento, o tanque tem que ser lavado com agua fresca entrando a uma taxa de 2 litros por minuto,
a solugdo bem misturada saindo a mesma taxa. Encontre o tempo necessario para que a concentracdo de
tinta no tanque atinja 1% de seu valor original.

Na auséncia de outros fatores, a populagdo de mosquitos em determinada 4rea cresce a uma taxa pro-
porcional a seu tamanho e dobra a cada semana. Existem, inicialmente, 200.000 mosquitos na &rea e os
predadores (passaros, morcegos, etc) comem 20.000 mosquitos/dia. Determine a populagdo de mosqui-
tos na drea em qualquer instante ¢.

A lei do resfriamento de Newton diz que a temperatura de um objeto muda a uma taxa proporcional a
diferenca entre sua temperatura e a do ambiente que o rodeia. Suponha que a temperatura de uma xicara
de café obedece a lei do resfriamento de Newton. Se o café estava a uma temperatura de 200°F (cerca
de 93°C) ao ser colocado na xicara e, 1 minuto depois, esfriou para 190°F em uma sala a 70°F, determine
quando o café atinge a temperatura de 150°F.

RESPOSTAS - Parte A

2.

@

\O

@y=0,xeR y= = Y,x<a ou x >a,ondea € R. (b)y =ax,x € R,ondea € R.
@Qy=vVx2+key=—Vx2+kx®>>-ksek<0,x€Rsek>0ex<Ooux>0sek=0.
(d)yzl,xe]R,yzZ,xe]R;y:ﬁz—j,xeﬂ?se k<0ex < —Inkoux > —Inksek > 0.
(ey=ax>—%sex>0ey=>bx’—%sex<0. (fy =ae** —e*, x €R.
(@y=2"—x—-1, (b)x:%, Qy=-1
.(@Qy=0ey=2x° b)y=0ey=(x+x)>

a)y = }In(2e* +C),C€R b)y = {/¥=2=C ceR

Oy =iz CER y=3(x2-1)+Ce,CeR

e) Xtgy + v +y =C CeR Hy>—2xy+In x2=C,CeR

—V/x24+1y2=Cy, (C #0) parax <0 15v1+
i)tg({) =In|x|+C,CeR (j)xy—ln|y|:C,CE]R,ouy:O
k) LV | |EVE ) c e R.

(
(
(
(){y+vx2+}/ =Cx? (C #0) parax >0 (h) y = C=15= 10t3 3 ceR
(
(

(a)x2+2xy:C,C€]R (b)x2—|—y2—|—2xey—2x2y:C,Ce]R (c)y:ﬁ,CeR
(d)yP(x>—y?) =Cx,CER e)e“seny+cos(xy) = C,C € R.

@gseny+ ;5 =C ()x—y-InBx-2+7=C (xcos(xty)=C

@y=tg(x+C)—x,CecR () tgx—y+1)=x+C,CeR (Qy—-In|x+2y+2|+5=C CeR.

- (@y=0ey’=gtz= CEeR (b)yEOey:%/%,CE]R ©y=0ey’=2", CeR
(d)yEOey:(L CeR.

C—In x2)37



11.

12.

13.
15.
16.

17.

1 1 2t 2
= R == R = - R
(@y= t+c ,te (b)y ; C t2’t€ @y Sent+2Ccost—sent’t€

(@) f(x) =C—2cosx,CeR (b)g()72+CC€IR (©a=-Lx+e*seny=C,CeR
dn=-Lm=-2(>’+1)Inx=Cy,C€Rey=0 (e ux+y?)=x+y> Hu=?+y?)~32
y= i 4.y =27 ouy =52

t =100 ln 100 minutos.

P(t) =201977,31 — 1977, 31e(In2)t para0 < t < 6.674 e P(t) = 0 para t > 6.674 onde t é medido em semanas.
In(4
In(1

Soloo
=

= 6,065minutos.
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Parte B: Equacdes Diferenciais de Ordem Superior

1.

2.

3.

4.

5.

Reducgdo de ordem: (Varidvel Dependente Ausente). Alguns tipos especiais de equagdes de segunda
ordem podem, apés uma mudanga de varidvel, ser reduzidas a uma de primeira ordem e assim resolvidas
pelos métodos conhecidos. Se na equagado diferencial y ndo estiver presente, fazemos a mudanca z =
e assim obtemos uma equacdo de primeira ordem. Por exemplo, a substituicdo z = vy’ reduz a equagéo
xy" —y' = 3x* & equagdo linear de primeira ordem xz’ — z = 3x2.

Resolva por esse método as sequintes equag()es:
(a) xy// o y/ — 3x2 (b) Xy” — y/ + (y/)B (C) xzy// — zxy/ + (y/)z (d) xzy// + Xy/ = 1.

Reducdo de ordem: (Variavel Independente Ausente). Se a varidvel x ndo estiver presente explicita-

d
mente na equac;ao, 1ntroduz1mos uma nova variével dependente u, fazendo u = vy’ = 7, € temos entdo

dy
que y” dx = g; 2= u/du dy e, fazendo a substituicdo, a equagdo se transforma em duas equagdes de la.

ordem.
Exemplo: Para a equacéo y”’ +y = 0 obtemos 14 dy “ty=0eu= Z—Z.

Resolva por esse método as seguintes equacdes:

@@ y'+4y=0 b) ¥y -9 =0 © w'+()=0 @ v =vv+ )

Determine a solugdo dos seguintes problemas de valores iniciais:
@@ 2+2¢)y' +2xy =0; y'(1)=0; y(1)=1.

O que acontece com a solugdo com condi¢des iniciais ' (0) = 0e y(0) = 1?
b) " =y + )% y0)=-% y(0)=1

Em cada um dos itens abaixo, verifique que a funcdo y; dada é uma solugdo da equacdo dada e encontre, a
partir de i1, outra solucdo y» da mesma equacédo, de forma que o conjunto {y;(x), y2(x)} seja linearmente
independente. Mostre que o conjunto obtido é linearmente independente:

(@ x*y" +xy —4y=0, y; = x>

b) (1—x2)y"+2xy' =2y =0, y;=x;

@y -5y +5y=0 n=x

(d) x>y +2xy' =2y =0, y;=ux;

@ xy"+3y'=0, n=71

) X" +xy+(x*—Hy=0 y1 = X712 seny;
g xy—2x+1)y+(x+1)y=0, y3 =e".

Determine a solucdo geral das equacdes:

@ y' —xf(x)y +f(x)y=0 b) v —fx)y + (f(x) -y =0.



10.

11.

12.

13.

. Determine todas as soluc¢des das equacdes:
(a) y//+2y/+y:0 (b) y//_4y/+4y:0 (C) y///_yl/+yl_y:0
(d) 2y’ —4y +8y =0 () v'—9y +20y=0 ) 2y +2y'+3y=0
dty dy  d%y  dy
"n_a I — N 27 I 7
(8 v"-3y"+3y ~y=0 () T+y=0 W G 205 g =0

2.1

. Uma equagdo linear da forma x*y” + axy’ + By = 0, onde « e § sdo constantes reais, é chamada equagio

de Euler de segunda ordem. Mostre que a mudanga de variavel x = e*sex > 0 (e x = —e*se x < 0)
transforma a equagdo de Euler em uma equacéo linear de coeficientes constantes. Aplique esta técnica
para determinar a solucdo geral das equagdes:

@ %' +xy+y= (b) x*y" —3xy +4y =0 (€ x*y" +3xy +10y =0
(d) 2x%y" +10xy + 3y =0 (e X’y +2xy —12y=0

. Principio de Superposi¢do. Se y1(x) e y2(x) sdo solugdes de vy’ + P(x)y' + Q(x)y = Ry(x) ede y" +

P(x)y’ + Q(x)y = Ra(x) respetivamente, mostre que y(x) = y1(x) + y2(x) é solugdo de y” + P(x)y' +
Q(x)y = R1(x) + Ra(x). Use este fato para resolver as seguintes equagdes diferenciais:

@ y' +3y+2y=e"+e* (b) y'+y —6y=sen x+xe* (¢) y'+2y =1+x*+e >
d v +y —-2y=6e+4 (e) y' +y=cosx+8x>

. Resolva. (@) xy"—y' =3x% () %' +xy—-y=x% () y"+y =secx.
Determine a solugdo geral das seguintes equagdes:
@ y' +2y+y=e"Inx (b) vy’ —2y —3y=64xe "
(© y"+2y +5y=e"sec2x d) vy’ -2y =12x—10
(e) y'+y=2cosx ) (P -1y —2xy +2y = (x* —1)?
@ P+ +2-22)y —Q2+x)y=x(x+1)> (h) vy’ +4y=3senx
(i) vy’ + 10y + 25y = 1de>* G) y" — 4y = x%*
&) y'+y —2y=28sen x 1) vy’ -3y =x+cosx
dly Py Py _

(0) y" —2y = 2¢*(cosx — senx)

Discutir o comportamento das solugdes das equagdes seguintes, e sua interpretacao fisica:

(a) Equagdo homogénea de mola:
X" 4 2ux’ +a’x =0, (p>0).

(b) Equagdo da mola com segundo membro periddico, sem atrito
X"+ a’x = Bsen(wt).
(c) Equacdo da mola com segundo membro periédico, com atrito
x" 4+ 2ux’ 4+ a*x = Bsen(wt), (4 >0).

Ache a solugdo geral da equagdo diferencial dada, em série de poténcias centradas em 0.

@y’ —xy—y=0 (b)y" —x*’y =0 ©y"+2xy +4y=0

Uma equacdo diferencial da forma x2y” + xy’ + (x> — p*)y = 0, onde p é um numero real fixado, é
chamada equagio de Bessel de ordem p.



n

(a) Se p =0, mostre que y; = Z 22” ey =y1Inx+ Z 22” (1 +5+..+ ) " sdo solugdes

LI da equacao de Bessel.

4

(b) Se p = 1 mostre quey = x (1 — 232‘—; + 5@ — ﬁ;w + ) é solucao.

RESPOSTAS - Parte B
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10.

12.

@) y(x) =3+ Cx%2+C, (b) y(x) = _C%‘/l — C%x2 + Gy, ouy =cte
2

(© y(x)= —"72 —Cx—C?In|x — Ci| + Cy,ouy =cte  (d) y(x) = % +Ciln|x|+C,

(a) y(x) = Cysen2x + Cycos2x  (b) y(x) = Cre* + Coe3¥

© y*=Cix+C (d) y = Ca(Cy +y)e¥, ouy = cte

. @ = Clxz 4+ Cox™ 2 (€) yp =Cix+ Coe*  (e) 2 =C+ C2X72 (g) yz = Cie* + Czexxz

. (@) y(x) =Cix+ szfxfzefxf(x)dxdx (b) y(x) = Ce* + Cpe* fe*b‘*ff(")dxdx.

(@) y(x) = Cre™™* + Coxe™™ (b) y(x) = Coe?* + Coxe?*
(¢) y(x) = Cre* + Cysenx + C3cos x (d) y(x)=e (C1 sen v/3x + C; cos v/3x)
(e) y(x) = C1e>* + Cpe** y(x 2%(Cy sen ‘égx + Cy cos ‘ég )

(x) ) =
() y(x) = Cre* + Cyxe* + Czx2e* (1) y(x) = C1 + (Cz + Cyx) cosx + (C3 + Csx) senx
(h) y(x) = (Cy cos ‘[x + Cp sen \[ x)e¥V2/2 4 (C3cos Y2 Y2y 4 Cysen ‘[ x)e¥V2/2

= Cy cos(Inx) + Cy sen(In x) (b) y(x) = C1x2 + Crx®Inx
= x"1[C;cos(Inx®) + Cysen(Inx®)]  (d) y(x) = Crr 2t 4 2

)
)
x) = C1x3 + sz*4
)
)=

= ﬁ € 4+ Cre ¥ + Cpe 2 (b) y(x) = —51—0 cosx — 5—70 sen x + (11—0x2 - 21—5x +Cp)e?¥ + Cpe™3
C X 4x —|— +(Cy — —x)efz" — %xz +Cp (d) y(x) = 3¢ — 2+ Cre* + Cre™ >
(e x):(%x—l—Cl)senx—l—Czcosx—l—SxZ—16
. (@ A+Bx2+43 O y=%+Ax+2

(c) y=A+Bsenx+ Ccosx +In|secx + tgx| + senxIn | cos x| — x cos x.

(@) y(x) = %xze*x Inx — %xze*x + Cre™* + Coxe™™

)

) = %xe*" sen2x + je ¥ cos2xIn | cos2x| + Cre™* cos 2x + Coe~ ¥ sen2x
) = —3x2 +2x + C; + Cre®*
x) = xsenx + Cy senx + Cp cos x
) y(x) = Crx+ G2+ 1) + 2 - 2

):Cle"—&—sz*l—l—x—%z

) = C1 cos2x + Cp sen2x + sen x
() y(x) = —5X(7x2+c1x+c2)

2X(12 16 +%+C1)+C2€72x

= Cre* + Coe 2 — é(’;’»senx + cos x)

(1) y(x) = Cy + Coe®* — 110(cosx+3senx)—é—%

)=
)
)
) = Cq + Cox + 12x% 4 343 +%x4+2—0x + (C3 + Cqx)e*
(n) yx):Clex+e 2 (Czcos\/ngng,sen?x)fﬁfS

)
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(@ y==Co Z Z"n' +C Z 2%1 2t

4n 4n+1

(b) y=Co Z 4n(n— 1)(4nx4)(4n —5).. 3G Z 4n+1 Y(@n). 54’

x2n+1

2) in
© y=0C E @353 T 2



