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MAT2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV
20. Semestre de 2019 - 1a. Lista de exercicios

Para cada n € N, seja a,, = (1 + %)n

n+l _ an-i—l
b—a

b) Deduza que b*[(n + 1)a — nb] < a™*1, para todosn € Ne a,b € R com 0 < a < b.

a) Mostre que se a,b € Re 0 <a < b, entdo < (n+1)b".
c)Usea=14+1/(n+1)eb=1+1/n na parte b) para demonstrar que (ay), é crescente.
d) Usea=1eb=1+41/(2n) na parte b) para demonstrar que as,, < 4, para todo n € N.
e) Use as partes c) e d) para concluir que a, < 4 para todo n € N. Conclua, usando também c) que o
limite lim (1+ )" existe.

n—oo

(Teorema do Confronto) Sejam (ay)nen € (by)nen sequéncias convergentes para a € R. Seja (¢, )nen outra
sequéncia para a qual existe N € N tal que a,, < ¢, < b, para todo n > N. Prove que (¢,)nen converge

para a.

Decida se cada uma das sequéncias abaixo é convergente ou divergente, calculando o limite no caso

convergente.
123456 1114141
) 07575717576777 2) 175717171757117E7'
1 11 _31 _7 _ 1)z
3) 297 9294y 408 8 4) an—(§+ 5)2
5) e = L k> 2 6) an = "425)%;;1
7 an=vn+1—n 8) a, = 1H=
9)%_%—% 10) ap =n(vVn?+1—n)
11) a, = san 12) ay, = sinn; b, = sin(nn); ¢, = sin (")
13) @, = Zen 14) a, =
15) a, = V/n% +n 16) ay, = "S5
n n
17) Ap = 2"3—10" 18) Qn = (%)
19) a, = (Zﬂ)ln 20) ap, =na", a € R
21)(1”:7% 22) an:n—n2sin%
23) ap, = (—1)" + (_i)n 24) ap, = Va™+b" onde 0 <a<b
1 1 1 1
25) an = (1—135g ((2—13))...( —1) 26)an=(1—%)(1—3)...(1— %)
.3.5...(2n— n
27) an = % 2.4.6..(2n) 28) an = /n
29)an:’;—:,a€R 30)an:mé—f),a>0
31) a, = Vn! 32) ap = Ya, a>0
2
33) an = (") 34) an = ("4)"
35) an = (nTH)\/ﬁ 36) an = (53774:151)
n
37) an = (332) (3" 38) 4 = (14 %)"

Sejam (an)nen € (bn)nen sequéncias numéricas. Decida se cada afirmacdo abaixo é verdadeira ou falsa.
Justifique sua resposta.

(1) Se a, — a entdo |ay| — |al.

(2) Se |ap| — |a| entao a, — a.

(3) Se ap, — a e ap, <0entao a<O0.

(4) Se ap, — a e ap > 0 ent@o a > 0.

(5) Se a, — a e (by)nen ndo converge entao (a, + by)nen Na0 converge.

(6) S

(7) Se ay, - by, — d entao (ap)nen € (bn)nen convergem.

(8) Se ay, - by, — 0 entdo ou a, — 0 ou b, — 0.

e (ap)nen € (bn)nen nao convergem entao (a, + by )pen Na0 converge.

1) Sejam A CRe f: A — A uma funcdo continua em A e a € A. Seja (a,)ney uma sequéncia definida
por: ag € A e apy1 = f(ay), para todo n > 0 e suponha que (a,), converge para a. Prove que f(a) = a.



2) Considere a sequéncia a1 = /2, az = V2v/2, ag = 1/ QM, .... Verifique que a sequéncia é crescente
e limitada superiormente por 2 e calcule seu limite.

3) Seja a sequéncia definida por recorréncia da seguinte forma: 1 = V2 e 2,41 = /2 + &, paran € N,
com n > 2. Mostre que a sequéncia ¢é limitada e crescente. Obtenha o seu limite.

. . .. Ny OA __ OB
4) (i) Diz-se que um ponto B de um segmento OA divide este segmento na razio durea se g5 = F;-

(Diz-se também que B divide o segmento OA em média e extrema razao) Denota-se por ¢ a razao 8—;.

2

Mostre que ¢ ¢ a raiz positiva da equacao z© — x — 1 = 0, chamado numero de ouro.

(ii) (Sequéncia de Fibonacci). Considere a sequéncia dada por fo = f1 = 1 e f, = fn—2 + fn_1, para

n > 2. Prove que a sequéncia xz,, = ! ’}“ converge e que seu limite é ¢ .
n

5) Considere a sequéncia ( )n€N7 talquepr = q1 = le,paran > 2, P = Pr-1+2¢n-1 € Gn = Pn—1+qn—1-

Prove que a sequen(na é Convergente € que lim % = \/i
n—oo 1n

VI) Verifique a convergéncia ou divergéncia das seguintes sequéncias.

1 "1 1
1)8n—TZT3 2)Sn—T:1E 3)Sn—;lnr
_246...(2n) ) 4 = 1.3.5...(2n — 1) 6) a, = 1 2.4.6..(2n)

1.35....(2n — 1) " 2.4.6...(2n) " n 1.35.02n—1)

VII) Expresse as seguintes representacoes decimais como quociente de 2 inteiros
1) 1,29 2) 0,3117.
VIII) Seja (ay,) uma sequéncia qualquer dos digitos 0,1,2,...,9. Mostre que a série
TRST RS TR

é convergente.

IX) Seja (a,) uma sequéncia de nimeros positivos tal que ) | a, diverge. Mostre que ) 1¢ -

X) Se > ap =s, calcule Y (an + apt1).

n=1 n=1

XI) Decida se cada uma das séries abaixo é convergente. Se possivel, calcule sua soma.

o9 — ©
1
D2 ( + 2”> 2) Y (-1)F 13 para0<t<1 3)Y w'(l+w") para |u| <1

10m
nO:OO k:O:OO n;O n
4) Zx" cos (%) para |z| <1 5) Z sin®*x para |z| <% 6) Z <Z n)
n=0 n=0 n=1 Nj=1 4
= nm > 1 =k
7 — 8 _— 9
)2608(2) )nz::l Vn+1+4/n ); sin k
- 1 o~ 2
10) Zcos <> 11) Z %Sk
s=1 o k=1
XII) E convergente ou divergente? Justifique
e’} co 1 00
arctg n en A
2 3 — 4 ,A>0
v N D
2 =1 > 1 In+
03 o ODIE DY w92y
= () o —ntt Vn3 +3 \/n3+5
> 1 = 1 = Inn = Inn
9 1-— — 10 11 — 12 — 0
() 2 Gy D
> 1 > n+1 . nl3n . nle”
13) Y (14— ). p>0 14) > Vnln(— 15) Y - 16) ) o
n=2 n=2 n=1 n=1
00 1 oo n? oo 3
ek n n
1 — 1 " 1
7) k=1 Kt 8) n=1 ’ <n + 1> 9) 7; (ln 2)”



XIII) Decidir se a série converge absolutamente, condicionalmente ou diverge.

n=1 n=1 n n=1 n=2
> Inn = (1) > N4 > 9 1
L -1 n v " 1 n+l -
5)%( = 6>;n(1nn)2 7)%( o 8)%( NG
> > Inn i pnn
9);( 1)"sin—, p >0 10);::2n2 11);(—1)\/ﬁ
XIV) Verifique as relagdes 1) e 2) abaixo e use-as para calcular as somas 3) - 7):
1) Y [f(n+1)— f(n)] = li_>rn f(n) — f(1), se o limite existir.
n=1 n—oo

[f(n+1)— f(n—1)] = lim [f(n)+ f(n+1)] — f(0) — f(1), se o limite existir.

n—oo

(=1)"In (nL—i—Q) 5) Ool [Sil’l (}1) — sin <n+1)}

n=

>
zMg

=
Mg =
/N
S
|
g
—+ [~
-
N—
=
18

3
Il
_
3
Il
_

e (B> 2)

=
3
3
—L—:
-
3

1

3
Il
—

n

XV) Determine os valores de = € R para os quais as séries convergem.

0o 00 0o 00
1) Y a®(1+2")  2) > a"cos (%) 3) (1) 4) Y nlan
n=1 n=1 n=2 n=1
00 00 . 00
5) Z (xn + ﬁ) 6) Z (_1)“4’16*77, sinx 7) Z (i?i-li)lf)x
n=1 n=0 n=0

XVI) Determine o intervalo maximo de convergéncia de cada uma das séries de poténcias abaixo:

n

Do E O R
(

n=1 n=1 n=1
— (3n)! = aE=5)" s (@ n
d " -1 f
);(271)!:]6 °) nz::l( ) n3" )nz::(n—l—l)ln (n+1)
= 10m n Inn n = 7! n
B> i@ 7 NS Tl )Y e+
n=1 ’ n=1 n=1
NS (z —3)" 1 2 (=D
-1 k —(x —4)"" 1 "
DL G et Y 2w ) 2
= n n2 — 3” n
m) 22 x n) Y
n=1 n=1
XVII) Obtenha o raio de convergéncia para as séries seguintes.
= (2n)! =, (2n)! = 2 (2n)! =, n! - = nl
a) x" b) " c) " d) "—  e) " — ) " —.
T D T R

XVIII) Determine o intervalo de convergéncia de:

" — (3n+2\" — (2" +3 — 2"

vy n nooq i

2+ (=) );<5n+7) @ o) Z<3"+2 ! )ni Inn
(z+ 1"

W,Comb>a>0.

a) )
n=1
) 2
n=1

XIX) Usando derivacdo e integracdo termo a termo, se necessario, determine as expansoes em séries de
poténcias em torno de zg = 0 das seguintes funcoes e os valores de x para os quais essas expansoes
sao validas:

1 1 1 2z
a) ——— b) arctg(2x c) —— d) —— e) ——
) iy b arcte(2) ) dxape ) dxap ) T34
xX

1 T t
£) In(1 m(—) n—2 5[
JIn(l+2) g) n<1+3x2> U ey 1)/0 T



XX) Verifique que

1+2 2, g2l > , o2
a) ln(l—x):27;)2n—i—17 lz] <1 b) arctgaﬁzg(—l) 1’ lz] < 1.
RESPOSTAS

(I11)

1) converge para 1 2) diverge 3) diverge

4) converge para 2 5) converge para 0 6) converge para :

7) converge para 0 8) converge para 1 9) converge para %

10) converge para 5 11) converge para 0 12) ay, e ¢, divergem ; b, — 0

13) converge para 2 14) converge para 0 15) converge para 1

16) converge para 0  17) converge para 0 18) converge para e

19) converge para 0 20) converge para 0 se |a] <1 21) converge para 0

22) converge para 0  23) diverge 24) converge para b

25) converge para 0  26) converge para % 27) converge para 0

28) converge para 1 29) converge para 0, o« € R 30) converge para 0

31) diverge 32) converge para 1 33) 1/e

34) diverge 35) 1 36) 0

37) exp(22/15) 38) 1
(VI) 1) converge, 2) converge para —;, 3) diverge, 4) diverge (Dica: calcular Ina,), 5) converge para 0
(Dica: calcular Inay,). 6) converge para 0.
(XI) 1) diverge, 2) 1+\f’ 3) 12;"172, 4) 1+1x2, 5) 1—si1n2:c’ 6) diverge, 7) diverge, 8) diverge, 9) diverge, 10)

diverge, 11) diverge.

(XII) 1) diverge, 2) converge, 3) converge, 4) converge, 5) diverge, 6) diverge, 7) converge, 8) converge,
9) converge, 10) converge, 11) converge, 12) converge se p > 1 e diverge se p < 1, 13) converge se p > 1 e
diverge se p < 1, 14) diverge, 15) diverge, 16) diverge, 17) converge, 18) diverge, 19) diverge.

(XIII) 1) converge condicionalmente, 2) converge absolutamente, 3) converge condicionalmente, 4) converge
condicionalmente, 5) converge condicionalmente, 6) converge absolutamente, 7) diverge, 8) diverge, 9)
converge absolutamente se p > 1 e converge condicionalmente se p < 1, 10) converge absolutamente, 11)

converge condicionamente.
(XIV) 3) 1; 4)In2; 5)sin(l) 6) converge para 1; 7) converge para k,(k 0

(XV) 1) {z eR: |z| <1}, 2) {x e R:|z| < 1}, 3) {reR:x>1}, 4) {z =0},
5) {reR:1/2 < |z] < 1}, 6) {reR:2kr <z< (2k+ 1), keZ}, N {zeR:|z| <1}

(XVD a)]-4,4F D) {0} o) [-L1; Q){0} ¢))2.8; §[-205 gR 1)]0,2[i)]—3—e,~3+cl
.]) [274]; k) ]276[; 1) [_171]; m) ] - 171[; n) [_4/374/3['

(XVII) a) R=1/4; b)R=1/2; ¢)R=1; d R=e; e R=Ve; f)R=1.
(XVIIT) a) | — 1,1[;  b)|—5/3,5/3[; «¢)]—3/2,3/2; d)[-1,1[; e)]—-b—1,b—1].
(

2n

(a) X (1), =5 <z <5 (b) 000, CYE bl /2 <o < 1/2

(€) 2 o (—1)"(n+1)z", 1<z <1 (d) S0, 20t on g < p o

() 2 (X (—)matntl) —l <z <1 (F) 0, EU g cp <

n= n=1 n

N[ =

n=1

() ooy S, Shsos () S, (B e Fcas

(i) 2200, CUZ aont2) 1< <1



