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Desenvolvimento de fungoes em séries de poténcias tem diversas aplicagoes,
sendo uma das mais importantes a resolucao de equacoes diferenciais. Neste
texto enfocamos o problema de determinar as chamadas séries de Taylor de
fungoes e verificar sua convergéncia. Primeiramente deduzimos as féormulas
dos polinomios de Taylor a partir do Teorema Fundamental do Calculo, com
o uso conveniente da técnica de integracao por partes. A seguir apresentamos
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a férmula do resto de Lagrange e apresentamos os primeiros exemplos de con-
vergéncia de séries de Taylor. Apresentamos as operagoes algébricas de soma e
produto de séries de Taylor e a derivacao e integracao de séries. Munidos dessas
ferramentas, apresentamos uma se¢ao com diversos exemplos mais elaborados.
Nos apéndices os teoremas citados sao demonstrados. Uma boa referéncia para
todo tipo de séries é a obra [5] e um livro de Célculo com bom contetido de
séries é [8].

No que segue, a derivada de uma funcao f é denotada tanto f’ como %, e

a escolha de uma delas serve para facilitar a leitura. As derivadas de ordem
n > 0 sdo denotadas £ ou %.

2. POLINOMIOS E SERIES DE TAYLOR

Comecamos deduzindo as formulas dos polinomios de Taylor de uma funcao f
de classe C ou C*°, por meio do Teorema Fundamental do Célculo e integracao
por partes.

O Teorema Fundamental do Calculo pode ser escrito como
| £t =t - s,
zo
ou f(z) = f(xo) —i—f;; f'(t)dt.

Aplicamos agora o método da integragao por partes, com u = f'(t) e v/ =1,
mas escolhemos convenientemente v(t) =t — x, e obtemos

/: rwa=[e-sr0] " - | (- )y d =

Zo

t=x
t=xg

= f(zo)(z — xo) — /x(t —x)f"(t) dt.

o

Com isso, f(z) = f(wo) + f'(zo)(x —z0) — [, (t —x) f"(t) dt.
Facamos o mesmo mais duas vezes para percebermos o padrao.

$a) = flao)+ £an)a = an) + T~ + [ L5000 i

) = Flao) + Fao)(o — o) + L0

f”(ﬂfo) x f(4) (t)
T ol [ S

(JI — I0)2 —+

(x — ) (t —z)*dt

zo
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Isso sugere o padrao

z p(nt1)
f@ =@+ [T —ara

com

Pu(x) = f(xo) + f/(z0)(x — o) + L00) ( — g)2 4 4 L000) (3 iy,

De fato, pelo Principio da Indugao Finita, essas expressoes sao validas para
n = 0 e, para confirmar a validade dela para qualquer n, basta mostrar que se
valer para algum n > 0 entao também valerd para o passo seguinte, n+ 1. Mas
isso sai da aplicacao do método da integracao por partes, como viemos fazendo.

Definicao 1. O polinémio P, acima é o polinémio de Taylor de grau n da
funcao f e, se f for de classe C'* em torno do ponto z, entao a sequéncia
n — P,(x) é a série de Taylor da fungao f centrada em g, e denotamos tal

s . (n)
série resumidamente como | > 7 fT(,mo)

(x — o)™ |

No Apéndice B, paginas 32 e seguintes, deduzimos a unicidade das séries de
Taylor.

Teorema 1 (Unicidade da Série de Taylor). Se Y a,z" tiver raio de con-

n=

vergéncia nao nulo e se no intervalo de convergéncia f(z) = > ", a,z", entdo
ap = f(0) e para todo n > 0, a, = f™(0)/n!.

Exemplo 1 (Fungoes pares e impares). Se f(z) = >~ a,z™ for fungéo par

(f(=z) = f(x)), entdo f(—z) = D Zo(=1)"ana” = 3 Zganz" = f(z). A

unicidade da série de Taylor de f implica a, = 0, para todo n impar. Dai,

fl@) =222 agy, ",

Se f(x) = Y2 ana™ for fungao fmpar (f(—z) = —f(z)), entdo f(—x) =
Yoo o(—D)"ayr™ = = > japx™ = —f(x). A unicidade da série de Taylor de
f implica a,, = 0, para todo n par. Dai, f(z) = > r, agrr12? .

3. FORMULAS DO RESTO E CONVERGENCIA

Uma série de poténcias y - a,(z—x0)" que convergir em um ponto z1 # o,
convergird absolutamente em qualquer x € |zg — x1, %9 + 21|, pois a,(z; —
x9)" — 0 e, dai, para algum ng, se n > ng, |a,(xr1 — 29)"| < 1 e, portanto,
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z—xo|" z—xo|™
n| || ol |z—ao|

pos IR P Assim, o médulo do termo geral

|an(x—=0)"| = [an(21—20)
da série Y~ an(x — x0)" fica menor que a de uma série geométrica de razao
|z—20|™
|z1—wo["
> an(x — x0)™ converge} e o intervalo de convergéncia é o conjunto dos

pontos em que ela converge (| — x| < R e, talvez, z = zy £ R).

<1, sen>mngy. O raio de convergéncia da série ¢ R = sup{|z — x|

Se a funcao f for de classe C'*° numa vizinhanca aberta do ponto zy e se
existir um intervalo I =|zg — €,z + €[ dentro dessa vizinhanga, tal que para
todo x € I, P,(x) — f(x), entdo diremos que f é uma fungao analitica, e

(n)
escrevemos f(z) =Y >, fT(!wO)(x—xg)”. Veremos neste texto alguns exemplos

de funcgoes analiticas.

Podemos escrever f(x) = P,(x) + R,(x), com

Rao) = (-1 | TEZD) o gy gy,

n!

o resto ou erro de aproximacao, em sua forma integral. O resultado a seguir
facilita a estimativa do erro de aproximacao.

Teorema 2 (Resto de Lagrange). Seja f uma fungao de classe C"*! em
uma vizinhanca U do ponto xy. Para cada x € U, x # xg, existe um ponto
estritamente entre xg e x (isto é, rg < T < x ou x < T < xp, conforme a posigao
de x em relacdo a xy), tal que

1o @)

CEDRG

Rn(x) =

Demonstragao. A funcao f é de classe C"™!. Sua derivada de ordem n + 1 é
continua em uma vizinhanga do intervalo I = [xg,x] (se z > zg) ou I = [z, x]
(se ¥ < xg). Dai, existem m = min{f™+)(¢) : t € I} e M = max{f"T(¢t) :
t € I}, e as desigualdades

n.

implicam a existéncia de A, tal que m < A< M e

/: Mf(”“)(t) dt = A/m U=2)"

n! v N
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A continuidade de f"*Y(¢) em I implica existir um ponto Z no interior de
I, tal que f™+1(z) = A. Da expressdo

ft-a)" o1 (@ = @)™
/xo A r T

obtemos a féormula desejada. U

Um resultado importante para aplicacoes é o chamado Teorema de Abel, cuja
demonstracao encontra-se no Apéndice A, paginas 29 e seguintes.

Teorema 3. (Abel) Suponha que a série de Taylor de f(x), > ", an(xz —x0)",
tenha raio de convergéncia R > 0 finito. Se f for continua (& esquerda) em
zo+ R e asérie )7 a,R" for convergente, entao f(zo+ R) =D~ a,R"

As fungoes elementares do Calculo sao analiticas. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2 (Polinoémios). Se f(z) = a2 + ay_12V ' + -+ + a1z + ay,
entdo sua série de Taylor é a sequéncia ag, ag + a1x, ag + a1z + ax?, ...,
ap + -+ +any_12N7Y f(x), f(x), f(z), ..., ou seja, é constante a partir do
indice N.

Se for centrada em um outro ponto xg, entao sua série de Taylor é ag, ag +
(ay + 2a90 + - - + Nayxd ) (x — x0), ag + (a1 + 2a920 + - - + Nayzd ) (z —
To) + (2ag + 3.2a322 + -+ + N(N — 1)aNxéV*2)w, etc, mas mesmo assim,
é uma sequeéncia que permanece constante a partir do indice V.

Exemplo 3 (A série geométrica). Sabemos que

1 n . :L.n+1
—= x—i— s
1—2 kzg 1—2

donde concluimos que para |z| < 1 vale

1 oo
n=0

Como f™(z) =n!(1 — 2)~*Y essa é a série de Taylor de f(z).
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Temos também
anrl

1 n
_ 1)k (1)t '
L= 2 UM

O erro R, (z) = +2z"" /(1 + ) tende a zero, se n tender a oo, e, assim, para

2| <1,
— Z(_

Exemplo 4 (A série geométrica centrada em ). Se zg # 1, podemos fazer

1 1 1 1

l—2 (1—mz)—(z—z0) (1—x0) 1_(@)

1—x9

T—x0
11—z

Se

|z — x0| < |1 — x|, vale a igualdade

1 I = (2 — )" - n
1—33_1—3:0”2% (1 —xo)™ nz:l_xonﬂ = 20)"

Exemplo 5 (O logaritmo). Como dlng% = 1+CE = Y ho(=Dfat £/ (14

x), integramos esta ultima expressao e o erro em médulo |R,(z)| = | fxz t"/(1+
t) dt] < max{1;1/(1 + z)}|z|""/(n + 1) — 0. Obtemos, para |z| < 1,

1_‘_1, Z nlx

n=1

O Teorema de Abel garante que essa igualdade vale também para x = 1, pois
a série alternada > - (—=1)""!/n converge:

o0

1 11 1
n2="> (-1)"" A i

n=1

d"In(1+z) _ (=1)""1(n—1)!
dz™ o (1+z)™

Exemplo 6 (O logaritmo centrado em zy = 2). Como
a série de Taylor de Inz em torno do ponto zo =2 ¢

ln2+z ”1—x_2) ,
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com raio de convergéncia R = 3. A férmula do erro de Lagrange é R, (x) =
(—=1)"(z —2)""/[(n +1)(1 + Z)"], com Z entre 2 e z. Para provarmos que esta
série converge para Inz, essa formula é boa se x > 0, mas é dificil de majorar
no caso de —1 < x < 0. Melhor alternativa é fazer

L1 1 B - (x —2)k oy (=2t
1+z 3 (1+(x—2)/3) B ;(_N g1t (=1 3n+2(1 + )

Integramos ambos os lados dessa equacao e obtemos
T 1 n (.Z' _ 2)k+1 x (t _ 2)n+1
Inz —1In2= ——dt = B A —1”“/ -t
neo /2 1+t ;( ey S M sy

A estimativa
|[L’ _ 2|n+2

e
3n+2(n + 2) ’

/Qm ?)(s_;(—?l)j:r_t)dt’ < maX{L (]_ +ZL’)_1}

garante a convergéncia da série para a fungao Inx no intervalo I = | — 1, 5]
(usando também o Teorema de Abel para o extremo z = 5).

Exemplo 7 (A fungao arcotangente). Sabemos que % arctgr = 1/(1 + 2?), e
como
2n+-2

1 " x
_ 1)k 2k _1)ntl
1+ 22 kzzo( Jam 4 (=) 14 22’

obtemos por integragao

x 1 n L x2k+1 1 x t2n+2
tgr=| ——dt=S (-1 1) L
arete & /0 1+ g( Vot /0 1+

e 0 erro em médulo Ry (2)| < [ 822 dt — 0, se n — oo. Desta forma, para
|z] <1 (e aqui usamos também o Teorema de Abel para os pontos x = +1)

e L 2
arctgx = Z(—l) T

k=0

Em particular
T el = 1 1+1 1
— = arc =l-c+-—z--
1 & 375 7
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Exemplo 8 (A fungao exponencial). Se f(z) = expx, entao f'(x) = expz e,

dai, P,(z) = >}, % e R,(r) ="t ?Xi( )),, com T estritamente entre 0 e .

Observe que |R,(z)] < |z|™*! e;i‘f;', e, portanto, |R,(z)|] — 0, para cada
x € R fixo. Isso que dizer que o raio de convergéncia dessa série é infinito. Em

particular, obtemos e = exp 1 = Z;’ozo %

Como |R,(1)| = %(x), para algum z € )0, 1[ e como exp x é crescente e e < 3,
temos |R,(1)] < 3/(n + 1)!. Para obtermos o nimero e = 2.718281828...

com, digamos, um erro menor que 10~°, basta tomarmos a soma Zi:o 1/n! =
2.718278769. ..

dsenx dcosz
dzx

Exemplo 9 (As fungdes seno e cosseno). Dado que = cosx, T =

—senz, [senz| < 1 e |cosx| < 1, as séries do seno e do cosseno satisfazem
|R,(z)] < z"™/(n+1)!. Para cada = € R,

o0 a2 o0 L a2k
— § B Y. — § -1
sen (—1) Ik e cosT (—1) o]
k=0 k=0

Exemplo 10 (Fungao C™ mas nao analitica). Seja f(z) = exp(z™2),sex # 0 e
f(0) = 0. Esta é uma fungao de classe C*° em todo R (para verificar isso, calcule

lim, o f(2) = 0, e se # # 0, f")(x) = g(x) exp(z~?), sendo g(z) = P(z)/a",

. (n) )
uma funcdo racional e, portanto 1 (0) = limy,_q M 0). Sua
série de Taylor é a sequéncia constante igual a zero, que certarnente nao converge
para f, a nao ser no ponto x = 0.

4. OPERACOES COM SERIES DE TAYLOR

As férmulas

d” d” d” d o (n\dfdrrg
Py = e 0 =3 ()

dx"
k=0

justificam a defini¢ao abaixo.
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Calculamos esta tltima em xy e dividimos por n!, para obter o coeficiente ¢,
do termo z" da série de Taylor de fg:

1d"(fg) "\ 1dhf 1 dvhyg
~nl dan (z0) = “— k! dz* (o) (n — k)! dan—F (o),

n

. n
ou seja, ¢, = Y p_o Gkbn_k.

Definigao 2 (Soma e produto). Sejam Y > a,(z — x9)" € >0 o bu(x — )"
as séries de Taylor de f(x) e g(z) em torno de xy. Entdo a série de Taylor de
(f +9) € Xoniolan +ba) (@ — 20)", e a de (fg) & 32070 (3 04— arbu—i) (@ — z0)".

Exemplo 11 (Seno e cosseno hiperbdlicos). Para cada = € R, temos

et — % o I‘2k+1 . e 4 e e I2k
s — — 0, € cosSnNxr = —— =

|’ |

2 2. 2k + 1) > (2k)]

senh z =

Exemplo 12. Para |z| < 1, temos

t - 1 1 1
arch:Z(—l)k<l+—+—+-~-+ >x2k+1

1+ 22 prd 3 5 2k +1

O préximo resultado fornece um meio interessante de construir novas séries
a partir de séries conhecidas.

Teorema 4 (Substitui¢do). Suponha que a série de Taylor de f(x) em torno
de 0 seja >~ a,z" (no intervalo de convergéncia I), e sejam A € R e m € N,
m > 0. Entao a série de Taylor de g(z) = f(Ax) é > 7 ;(\"a,)x™ (no intervalo
M), eade h(x) = f(x™) é Y 7 a,x™ (no intervalo J = {x € R: {/x € I},
se m for fmpar, ou J = {z € R: ¥/]z| € I} se m for par).

Demonstracdo. No caso de g(x) = f(Ax), basta notar que g™ (z) = A" f™ (\z).

Para o caso de h(z) = f(x™), observemos que se ™ pertencer ao intervalo de

convergéncia da série de Taylor de f, entdo h(z) = f(z™) = Y .~ an(z™)" =

oo mn
Do Q™. O

5k13k

Exemplo 13. Para z € R, exp(52%) = Y777 24—
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5. DERIVACAO E INTEGRAGAO

Derivada e integral de uma funcao correspondem a derivada e a integral,
termo a termo de sua série de Taylor. As demonstracoes desses resultados
encontram-se no Apéndice B, pagina 32.

Teorema 5. Suponha que f(z) =Y~ a,(x — x0)", com raio de convergéncia
R=p>0,0ouR=o00,entao f'(x)=> " (n+ 1)an+1 x—x)" e [ f(t)

>0 o an(@ — x9)" T /(n + 1), ambas com o mesmo raio de convergéncia R OS
intervalos de convergéncia podem mudar.

Exemplo 14. Seja f(z) = (1 —x)™' = Y77 2™ seu raio de convergéncia é

R =1, seu intervalo de convergéncia é I =] — 1, 1].
Sua derivada f'(z) = > o° (n + 1)z" tem raio de convergéncia R = 1 e

intervalo de convergéncia o mesmo /.

— S n+1 :
Ja sua primitiva [ f(t)dt = Y07 2" /(n 4+ 1) tem mesmo raio de con-
vergéncia, mas seu mtervalo de convergéncia é [—1,1].

Exemplo 15 (A fungio arcotangente novamente). Como ["(1 + t2)~'dt =
arctg x, temos para

> 2n+1

e T
nin n T
arctga::Z/o (—1)"? dt:Z(—l) 1
n=0 0

n=

6. EXEMPLOS DIVERSOS

Exemplo 16 (Relagoes de recorréncia). Se o termo geral a,, da série > ay,
. ~ N . . k

satisfizer uma relagao de recorréncia linear da forma i—oAja; =0, a soma da

série serda uma fungao racional. Para determina-la, fazemos f(x) = >~ a,z"

k k—7j o k-1 k—1 ,

(S ijo )\j&l ]f(QI) = )\an + ()\1(1,0 + )\Oal)x + -+ (Z )\ jQA—j— 1) . Dal,

Ao + (Arag + Aoar)w + -+ (Zf;o Ajag—j—1)z"

Zj‘::o Ajah=i
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Exemplo 17 (Sequéncia de Fibonacci). A sequéncia recorrente de Fibonacci
define-se por Fy = Fy =1le Fio=F,1+F,: 1,1,2, 3,5, 8,13, ...0 exemplo
anterior implica
1
flx) =1+ +22% + 32 + 52* +82° +132° .- = T 2

—r—x
Seu raio de convergéencia é determinado por

1 1

lim = ,

R = lim = lim -
n—00 (p41 n—00 Fn -+ Fn—l

ouseja, R2+R—1 = 0. Como |a,| > 0, a solucdo procurada é R = (—14+/5)/2.

Exemplo 18 (Sequéncia de Fibonacci-continuag ao). Usamos a série

1
f(x)=1+2+ 22+ 32% + 52" +82° + 1325 .- = —
—xr—u
para obtermos uma férmula fechada para os elementos da sequéncia de Fibo-
nacci.

As rafzes de 1 — 2 — 22 sdo (=14 /5)/2 = ¢!, —¢, em que ¢ = (1 +/5)/2
é o chamado ntimero dureo. Aquele polindomio fatora-se 1 — z — 22 = —(x +
o)z —o¢7")e
1 L ( ¢ (—o7) N
—_— = —— — = bpz",
1—az—2a? \/5(1—@5 1—(—¢p Yz ; v
oo L 1++/5 n_ 1-V5)
N 2 2 '

A unicidade das séries de Taylor implica que b,, = F,,.

com

Exemplo 19 (Equagoes diferenciais lineares). Uma equagao diferencial linear
da forma y™ + a,, 1 (z)y™ Y + -+ + ag(z)y = b(x), com coeficientes a;(z) e
funcao b(x) analiticas em um intervalo comum / centrado no ponto xg, admite
solugoes analiticas da forma y(z) = yp(z)+ > 1, Ckyk(z), em que yp(z) é uma
solugao particular (da forma > 7 a,(x — zo)", € Y1, . . . Y, s80 solugdes linear-
mente independentes da equacdo homogénea associada 3™ + a,,_1 (z)y™ Y +
-+ -Fag(z)y = 0). Para obter essas solugbes, escreve-se y(x) = >~ an(x—1x0)"
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e substitui-se na equacao diferencial. Assim, obtém-se relacoes de recorréncia
nos coeficientes e as séries correspondentes sao determinadas.

Resolvamos a equacao v’ — 2y’ +y =1+ z. Se y(z) = Y~ a2, y'(x) =
Yol o(nt1l)apz ey’ (x) = >0 o (n+2)(n+1)an 02", temos ag—2a1+2as = 1,
a; —4as +6az =1e, paran > 2, a, —2(n+ Va1 + (n+2)(n+ a2 = 0.
Assim obtemos uma solugao particular yp(x) = 3 + x e duas solugoes y;(x) =
Yo oat/nl =e® ey 7 jx"/nl = ze® da equagdo homogénea associada. A
solucao geral da equagao é y(x) = 3 + = + C1e” + Coze®.

Exemplo 20 (Equagoes de segunda ordem com singularidades regulares). Tais
equagoes sdo da forma (z — x)%y” + (z — 20)b(x)y’ + c(x)y = 0, com funcoes
b(x) e c¢(x) analiticas em torno de xy. Pelo menos uma das solugoes é analitica

em torno de x( e pode ser determinada como indicado no exemplo anterior.

Exemplo 21 (Fungoes de Bessel). As fungoes de Bessel resolvem as equagoes

22y" + 2y + (2% — p*)y = 0, p € R. Uma solugao analitica é

. oo . 2ktp
Jp(x) = ) %(—1) 226 kl(p+1)(p+2) ... (p+ k)

com raio de convergéncia R = oo e I'(p + 1) = [~ tPe " dt (esta constante
aparece por COnvengao).

Exemplo 22 (Séries hipergeométricas). Definimos o simbolo de Pochhammer
(a)o=1e(a)nt1 = (a)n(a+n) =ala+1)...(a+n). As séries hipergeométricas
sao

> n

etz =Y Wb 7

n=0
para a,b,c € R, ¢ nao inteiro negativo. Sa a ou b for inteiro negativo, ela é um
polinomio. Nos outros casos, ela tem raio de convergéncia 1 e é uma solucao
da equacao diferencial hipergeométrica

z(l—2)y" +[c— (a+ b+ 1)z]y’ — aby = 0.

Algumas funcoes conhecidas sao casos particulares de séries hipergemométricas,
como por exemplo, In(1 + z) = z[xF1(1,1;2; —2)], (1 +2)* = 2Fi(a,1;1;2) e

arcsenz = o F (3, 3; 3;27)).
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Exemplo 23 (A série binomial). Seja f(z) = (1 + z)P, para algum p € R
fixo. Se p € N, entao f(x) serd um polinomio. Consideremos os casos em

que p ¢ N. Como f'(z) = p(1 + )7, f'(z) = plp — )1 + )72, ...,
fO(z)=plp—1)(p—2)...(p—n+1)(14+2)P™", etc, obtemos a série binomial

em que definimos

n n!

(p) _pp=1)...(p=n+l)

Essa série converge se |x| < 1. Para garantir que converge nesse intervalo
para a funcdo f que lhe deu origem, denotemos por f,(z) a soma da série e
mostremos que f,(z) = f(x), se |z| < 1. Para isso, deixamos como exercicio as
seguintes verificagoes simples

wen( 1)) <020

Com isso em maos, fagamos algumas contas.

FEES S (ESED SRR (LAY EED o] () B IE

n=0

@ =a+a > (P o= () (2] =

Para finalizar a argumentacdo, consideremos a funcao g(z) = f,(z)/f(x) =
fp(x)(1 + x)7P e calculemos sua derivada.

g (x) = @)1 +2)7 = pfy(z)(1 +a) P! =

= pfoa(@)(1+2) P —p(l+2)f,i(x)(1+2) P =0,
ou seja, g(z) = A, uma constante, e A = 1, pois g(0) = 1. Portanto, f,(z) =
(14 x)P.
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Exemplo 24 (A funcdo arcosseno). Sabemos que [;'(1 —¢*)~'/? dt = arcsen .
Dai, para |z] < 1 (usamos a Férmula de Stirling, Teorema 16, pag. 35, para
verificar a convergéncia para |x| = 1), obtemos a série

arcsen z — f:(—nn (—711/2) /O 12" dt = i(—m (‘711/2) ;::11

n=0 n=0

A expressao

(—1/2) _ (—=1/2)(=3/2)...(—(2n —1)/2)

n n!

_ (_1)n1.3.5.7...(2n— )

21|

_ (—1)n (2n)! (=) (2n
B 4n(ph2 — 4n \ n
permite-nos reescrever a série acima na forma

2n+1

> [2n T
aI‘CSGl’lJ}:Z (n)m

n=0

Exemplo 25 (Ndimeros de Bernoulli). Consideremos a série

Os coeficientes B,, sao chamados de niimeros de Bernoulli. Multiplicamos essa
série pela de e* — 1, e comparamos com a funcao x, para obtermos By = 1,
By = —1/2. A funcao

x 2 2 x [e"/2 4 em7/2 =, B,
o172 2[€x_1+ } Q{em—ewﬂ] 2

é uma funcao par e, assim, os coeficientes de indice impar Bs,,; se anulam,
paran > 1.

Multiplicamos as séries de z/(e* —1) e (¢* — 1), comparamos com o resultado
x, e obtemos a seguinte férmula recursiva para os B,,.
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Exemplo 26. Veremos mais adiante que vale a férmula

o 1 (_1)](;—122]{3—171.2]6
2k) = — = B
C(2F) ; n2k (2k)! 2
o que implica que
92k—12k

quando k£ — oco. Assim, podemos calcular o raio de convergéncia da série
(o]
B
1+ E —Tx”
n=2 n

pelo critério da razao, com o termo geral
Bay,

_ 2k
ag = (%)!x , se k>1.
Assim,
k1| Bogia|  (2k)! _ 1 y 92k+1724+2| By 1| y (2K)! sl
ay Bop | 2k+2)!  4x? (2k + 2)! 92172k | By |

que tende a |z|?/(47?), se k — oo. A série convergird absolutamente se
lag11/ax] < 1, ou seja, se |z| < 2w, e divergird se essa razao for maior que
1. Dai, o raio de convergéncia procurado é 27.

Como 22021 n~2* > 1, temos que se substituirmos x por £27, o termo geral
sera em maodulo

|B2k:| 2k 2k;
0! o2 22ﬁ>2

Portanto, pelo critério do termo geral (ele nao tende a zero), a série nao
converge nos extremos do intervalo de convergéncia, ou seja, a série diverge se
|z| > 2.

Exemplo 27 (Polinomios de Bernoulli). Consideremos a série, com um paréa-
metro t,
n=0

Observe que se t = 0, obtemos o numero de Bernoulli B,,(0) = B,,. Vamos
obter algumas propriedades das fungdes B, (t).

etx
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Primeiramente, mostremos que cada P,(t) é um polinémio, comegando com
By(t) = 1, constante. A série acima é o produto das séries de Taylor de e com
a do exemplo anterior, z/(e®* — 1), ou seja,

Bt " /n
=l -tz k
B,(t) = n! Z T Z (k>Bn—kt ;
i+j=n k=0
que é um polinomio de grau n, chamado de polindmio de Bernoulli de grau
n; o coeficiente de t"™ é (Z) By =1.
Trocamos t por (1 —t) em ze'®/(e* — 1) e obtemos
xe(l—t)ax B wxe(—x)t B (_m)e(—@t
er—1 er—1 e w—1

ou seja, com as séries de Taylor,

Y

B.(1—-t)— =S (=1)"B,(t)—,
; 1=1)— ;( )" Ba(t)—

donde segue que B, (1 —t) = (—1)"B,(t).

Derivamos em relacao a variavel ¢ e obtemos

2 xetac . xetac
ot ler—1| " er—1]"

e derivamos a série de Taylor em relacao a t. Para isso, consideramos que |t| < 1
e x esteja no interior do intervalo de convergéncia da série, para podermos
derivé-la termo a termo. Assim,

S~ B " B > B $n+1 B > B "
Z n(t)m —Z n(t)T —Z” n—1(t)ma
n=1 n=0 n=1

do que tiramos B/, (t) = nB,_1(t), para todo n > 1.

Agora, integramos em relagao a t, com 0 <t < 1, e x # 0 (o caso em que
x = 0 é imediato, pois o integrando reduz-se a 1).

1 ta tx 1
/ xe J — e _1,
g e —1 er—1],

e isso implica que se n > 1,

/01 B, (t)dt = 0.
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Exemplo 28 (As Séries Harmonicas de Graus Pares). O exemplo acima contém
material suficiente para mostrar que para todo k € N, k > 1, vale a férmula

o0 1 -1 k—122k—1ﬂ.2k
Zﬁ - (2k)! Ba,
n=1 :

onde By, é 0 (2k)-ésimo niimero de Bernoulli.

Existem diversas demonstracoes desse resultado, mas apresentamos aquela
contida no artigo [4].

Consideremos as integrais

I(k,m) = /0 (Be(£) — Bop(0)] cos(mt) dt

com k,m € N, k> 0em > 1. Observe que I(0,m) = 0, para todo m > 1.
Integramos por partes e usamos as propriedades dos polinomios de Bernoulli.

/0 [Bak(t) — Bar(0)] cos(mmt) dt = # [(Bay(t) — Bay(0)) sen(mmﬁ)}ié

2k 2k(2k — 1) (!
2%(2k — 1)
=T L),

pois se m > 1, fol Boj—2(0) cos(mmt) dt = 0. Como

1 0, se m for impar;
I(1,m) = / (t* —t) cos(mnt) dt =
0

se m for par,

m2m?’
por inducao, mostramos que
0, se m for impar;
I(k,m)=
( ) (—1)k1(2k)!
Tﬂﬂk’ se m for par.
m

Assim, temos que

( k 1 2k3 | 0 0
22k7r2k Z 2m ZI<kv2m) =

m:l m=1

:i I(k,2m) + I(k,2m — 1) :i[
m=1

=1
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Esta tltima série esconde uma série telescopica, embora nao seja aparente isso.
Vejamos o por qué. Observe que

x _sen[(m + 1/2)z] — sen[(m — 1/2)z]
sen <§> cos(mz) = 5 ,
donde obtemos que
2m+lt _ 2m—1t
cos(mmt) = sen (2571) setn (570)
2 sen (%)
Dai, as somas parciais dessa série
M M 1
I(k,m) =) / [By,(t) — By, (0)] cos(mmt) dt =
m=1 m=1"0
M 1
sen((2m + 1)wt/2)
= B.(t)— B _
Z </0 (B (1) «(0) 2sen(nt/2) dt

- / [Bu(t) — Bu(0))

- /0 [Bult) = Bi(0) Sen(éiﬁ(jrtl/;tm " /0 wdt

A segunda integral é simples e depende de propriedades dos polinomios de
Bernoulli vistas acima.

"' By(t) — Br(0) ,,  By(0)
/0—2 it =2

sen((2m — 1)7t/2) B
2sen(nt/2) dt) B

Desenvolvemos a primeira integral por partes e obtemos

JRCCRETD) Se“(fsﬁfl(;l/)gt/ ar= [ steysent(2at + /2t =

B cos((2M + 1)m) cos ((2M + 1)mt)
== r 2M+1 /f oM +r Y
se M — oo, pois a funcao f(t) = [By(t) — Bx(0)]/sen(nt/2) admite extensao

continua e derivdvel em todo o intervalo fechado [0, 1], ou seja, ela e sua derivada
serao limitadas nesse intervalo, e o integrando da integral da direita é uma
fungao limitada dividida por (2M + 1).

Com isso fica facil chegar a férmula desejada.

Ainda nao se conhece uma “férmula fechada” para as somas das séries har-
monicas de graus impares de 3 em diante.
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Os nimeros de Bernoulli aparecem em diversas expansoes em séries.

Exemplo 29 (As fungoes tangente e cotangente). Do exemplo anterior, temos
para |z| < 27 (use o Teorema 17, pdg. 37, para obter o raio de convergéncia)

x/2 —z/2 o B
T |e’"t+e _ Z 22
2 [er/2 —em®2| £~ (2n)]

donde obtemos (pela substituigdo de = por iz, i = /—1)

oo

T T n Bon o,
—cotg — = Z(—l) (Qn)le

Da férmula 2 cotg(2z) = (cos? z —sen? x)/(sen z cos x) = cotg z — tg x, obte-
mos para |z| < 7/2

- 2%k(22F — 1\B
_ k-1 2k 2k—1
tgx = kg (—1) o] T
=1

Exemplo 30 (As fungoes secante e cossecante). Com a férmula cossecr =
cotg x + tg(z/2) e o exemplo anterior, obtemos para |z| < 7

o0

22k o 2 B
X COSsec T = Z(_l)klwxzk

k=0

Para a secante fazemos, como no caso dos niumeros de Bernoulli, para |z| <
/2

1 - E
secx = = Z(—l)k (2;§!x2k,

com Fy=1, e paran >0,

2n 2n
Es, + (2)E2n—2+ (4)E2n—4+"'+E0:0-

Os numeros F»,, sao chamados de niimeros de Euler e sao obtidas com o
produto desta série e a do cosseno e igualando a série 1 + 0z + 0z% + 022 .. ..
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Exemplo 31 (Tangente e secante hiperbdlicas). Uma argumentacdo seme-
lhante as de secx e tgx produz para |z| < 7/2

[e.9]

1 E, = 227(22" — 1) B,
h = — n_.2n toh r = n_on—1
ST = osha go (2n)!x ) © WBRT Z (2n)! g

n=1

Exemplo 32 (Cotangente e cossecante hiperbdlicas). Uma argumentagao se-
melhante as de cossec x e cotg x produz para |r| <7
(1 —22")By, o,

xcossechx—1+2—x , excotghx:1+z

22" Boy o
T
(2n)!

2n)!

Exemplo 33 (Cosseno de 1/|x|). Esse é um exemplo um tanto estranho, porque

V/|z| nao é derivavel em = = 0. Sua reta tangente tende a ficar vertical nesse
ponto.

No entanto, se > 0, temos

cos /Il = (-

que é uma série cujo intervalo de convergéencia é R. Observe que para x < 0 ela
também define uma funcao

g(x) = Z (\/H) = cosh\/]?

£ (2k)! " (2k)!

A mustura dessas duas funcoes seria melhor entendida olhando para a funcao
complexa definida pela série.

Exemplo 34 (Poténcias do arcosseno). Para obtermos férmulas para as diver-
sas poténcias da funcao arcosseno (veja [3]), vamos estudar uma fungao auxiliar
g(z) = exp(a arcsenz) = > 7 ¢ (a)z™/(n!). As férmulas para os coeficientes
cn(a) sao obtidas com o célculo da segunda derivada de g (em relacao a varidvel

dg exp(a arcsen x)

> _a :

dx V1i—a?
d*9  ,exp(aarcsenz) exp(aarcsenx) 1 9 dg
—Z —qa —ax = g(w) —x—= |,
dx? 1— a2 (1 — 22)3/2 1—a2 dx

ou seja, (1 —z%)g"(z) = a’*g(x) — zg'(x).
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Substituimos as séries e obtemos

1—95 E cn+2— E acn——g ncn ,

oucg=g9g(0)=1,¢1=g (O) =ae paran > 2, c,o = (a + (n+1)?)c,, donde
segue que para k > 1,

can(a) =[5y (a® + (2k = 2)%) | e | cansi(a) = a [T, (a® + (2k — 1)%) |

Por outro lado, exp(a arcsenz) = >~ a"arcsen” z/(n!). Consideramos
essa como uma série de poténcias em a e comparamos os coeficientes dos a”,
obtendo as formulas .

arcsen’x = = Z

22n 2n

—_

]

epara N > 1

2k

arcsen’ x 1 & 1 T
(2N) ZZN 2. (2n1)2. .. (2nv—a)? | (F) k2

1<ni<ne<-<ny_1<k—1

e para todo N > 1

arcsen?V+t! o > Z 1 (215) 2K+
(2n; +1)2...2ny +1)2 | 462k + 1)

0<ni<ng<--<ny<k—1

(2N +1)! =2

k=N

Exemplo 35 (Arcotangente ao quadrado). Integragao termo a termo da série
do exemplo 12, pdgina 9, produz para |z| < 1 a série

tg” 253(1W*<1+1+1+ - )x%
arctg”r = — _ _ -
2 375 % —1) 2k

Exemplo 36 (Arcotangente ao cubo). Multiplicamos a série de arctg? z pela
de (1 + 2?)~! e obtemos

arctg x k-1 k-2 1 22k
-6 LA I L
1w E: ( 3 "5 7 +2k—1)2k

Agora, usamos a integragao

= E—1 k-2 1
ted o = —1)* i T
arctg’s =6 (~1) < Ty T +2k—1>@@@k+m’

£L‘2k+1
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7. SERIES DE POTENCIAS cOM VARIAVEIS COMPLEXAS

Ao invés de usarmos apenas variaveis reais, podemos usar variaveis complexas
z = x +yv/—1 e escrevemos i = /—1 para facilitar a notacdo. As nocoes de
convergéncia absoluta e condicionada sao os mesmos. Observe que 2 = —1,
i = —i ei* = 1. O médulo do nimero complexo z = z + iy é |z| = /22 + y2.

A teoria de fungoes (analiticas) complexas é bem extensa e nao cabe aqui
desenvolve-la. Focamos apenas em questoes mais praticas de calculo de séries
e aplicagoes.

Citamos aqui apenas alguns resultados tedricos de importancia para o nosso
tema, que podem ser encontrados nos 4 primeiros capitulos do livro [2]. No que
segue, 2 C C é um conjunto aberto (nao vazio); D(z9,p) = {2z € C: |z — 2| <
p}; D(zo,p) ={2€ C:|z— 2| < p}, com p > 0.

i.

Exemplo 37 (A Série Geométrica). A série geométrica converge absolutamente
se |z] <1 e diverge se |z| > 1

o
=2 7

n=0

Vamos substituir = por z = x + iy na série de Taylor de In(1 — z)

i x+zy

n=1

Exemplo 38 (A Fungado Exponencial). Vamos comegar com a série da expo-
nencial real, que é absolutamente convergente para qualquer =z € R:

[e.9] n

expx:Z%

n=0

Trocando x pelo nimero complexo x + 7y, temos

o0

o0 1 n
exp(z + iy) Z (z+ zy Z — ( )xk(iy)”_k =expz X exp(iy).
n=0 =

n=



POLINOMIOS E SERIES DE TAYLOR 23

Expandimos exp(iy) em série e separamos os termos de poténcias pares dos
de poténcias impares, e usamos ¥ = (—1)’“

0o i 0 2k 1
explig) = 3 ) — 5~ ° .

2k‘+1

> 2k+1

2k+ 1) = cosy +iseny

k=0

z+2iNT

Com isso, vemos que e = ¢?, para todo z € C e todo N € Z, e a famosa

formula ™ + 1 = 0.

Exemplo 39 (Forma Polar dos Nimeros Complexos). Como todo ntimero
complexo z de médulo 1, |z| = 1, estd na circunferéncia de centro 0 e raio
1, podemos escrevé-lo como z = (cos® + isenf) = e podemos representar
todo ntimero complexo z = x + iy # 0 da forma

2= |2 = lale”,
2|
para algum € € R (que nao é unico, pois cos(0+2N7) = cosf, e sen(0+2N7) =
sen d, para todo N € Z). A representacio de z = re de um nimero complexo
z é chamada de forma polar de z. Isso serd importante ao definirmos a funcao
logaritmo complexo.

Exemplo 40 (As Fungoes Trigonométricas). Ja sabemos que para todo x € R,
as séries de taylor de senx e de cosx convergem,

> p2ntl > r2n
L N =N (=)t
senx HZ%( ) CEER cos T nz%( ) o)

Vimos acima que e* = ™% = ¢%% = e®[cosy + isen y|, para todo z € C, com
z=2x+1y, com z,y € R. Assim, temos que

eV +e W e —e W

cosy = seny = ————
2 2i

Com isso, podemos definir as fungoes cos z e sen z, para todo z € C por

eiz + e—iz eiz _ e—iz
COSZ = ——7—, SenNg = ————
2 ’ 24
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que estendem as funcoes trigonométricas reais ja conhecidas. Suas séries de
Taylor sao convergentes, para quaisquer z € C

o :L.Qn L Z2n+1
cos z = nzg(—l) on)l’ senz = ;%(_1) 2T

Olhemos para essas séries nos pontos da forma z = 1y, com y € R

elWy) 1 o=(iy) o=y 4 oy
cos(iy) = 5 = 5 = coshy,

efy J— ey

21
ou seja, obtemos o cosseno hiperbdlico e ¢ vezes o seno hiperbdlico de y, res-
pectivamente.

sen(iy) = = isenhy

Exemplo 41 (A Fungao Logaritmica). Vimos que podemos representar todo
nimero complexo z # 0 em sua forma polar, z = re®. O ntimero r > 0
é tnico, mas @ nao é dnico, pois €0T2N™) = ¢ mas podemos escolher um
representante no intervalo —m < 6 < 7, e podemos escrever z = eF+¥ ¢
chamamos arg(z) = € (naquele intervalo).

Dai, uma primeira tentativa de definicao da funcgao In z seria escrever z =
|z]e? e definir In z = In|z| + i arg(z).

Se usarmos como dominio da funcao arg z como C (ou C\ {0}), essa funcao
nao sera continua, pois uma volta no sentido antihorario em torno de 0 aumenta
arg z de 27. Por convencao, chamamos de ramo principal de arg z a fungao de
dominio C \ R=? (tiramos dos complexos os niimeros reais menores ou iguais
a zero) e valores —m < argz < w. Em outras aplicagoes, podemos tirar dos
complexos qualquer semirreta de origem 0 e escolhemos os valores apropriados
de arg z nesse dominio.

A série de Taylor em torno de zp = 0 da funcdo In(1 — z) é

o Zn
Inz = — E —,
n=1 n

que converge absolutamente se |z| < 1 e condicionalmente se |z| =1 e z # 1.

9 = cosf +isend,

T+ 0

Em particular, se 0 < 6 < 27, temos que se z = ¢!

, . , 1
In(1 —e?) =In|1 — e“| +iarg(l — ") = 5111(2 —2cosf) +1i
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Como (2 — 2cosf) = 4sen?(0/2) e (1/2)Int = In /¢, obtemos a série

o0

In (2sen(6/2)) Z cos(nf) (1)

n=1

para 0 < 6 < 2.

8. CALCULOS DIVERSOS COM SERIES E INTEGRAIS

Exemplo 42. Calcular a integral

n(1 + 2?)

———~dx
0 vV 1-— 952

Primeiramente, usamos a série de Taylor de In(1 + z?),

o 2

In140%) = 31y

n=1

que converge uniformemente no intervalo —1 < x < 1, pois é uma série alter-
nada e, para qualquer z € [—1, 1],

lnl—i-x Z ”1$

n=1

ZL’2N+2 1

<
N+1_N+1

Dai, temos que

‘In(1 + 27 o ———dr = i(—l)”l/ dx
0 \/1—x2 nv1 — a2 _n=1 0o nv1—a?

Observe que, com a substituicdo x = send, dr = cosfdf, e /1 —sen?f =
| cos @] = cosf, se 0 <0 < 7/2, temos

b /2 M —1)...5.3.1 _1/2
/ x—d$=/ sen®" 6 df = (2n ).--5.3 T_ (—1)"( / )E
0o V1— a2 0 2np 2 n 2

usando integragao por partes.
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e 2

Observe a série binomial

\/11_+t—(1+t)_1/2 Z( 1/2>t“_1+t2( 1/2)15" !

n=0

Dai, temos

Sem o primeiro termo da série, obtemos a integral

/0 1t—\/F Z( 1/2> [21n(1+\/?>} = 2In(1+v2)—21n?2

Por fim, obtemos

"In(1 + 22)

i mdxzw[ln(1+\/§)—ln2].

Exemplo 43. Calcule a integral

2m
/ z In (2 sen f) dz
0 2

Usamos aqui a série

. cos(nd)
In (2sen(8/2)) = — 3 <= (1
n=1
do Exemplo 41, na pagina 25. A troca de ordem da somatéria com a integral
é legitima, pois a série (1) converge uniformemente em cada intervalo da forma

0+0<6<2r—4, para todo § > 0.

/Ozﬂxln(Qseng> d:c:—i/:ﬂxcosfl—nx)dx:
:_i[sen } +Z /sennm =0.

Exemplo 44. Calcule a integral

w/2
/ z In (2 sen E) dx
0 2
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Usamos novamente a série

In (2sen(6/2)) ZCOS

n=1

Procedemos como no exemplo anterior e integramos por partes

/2 x 2 ™% cos(na)
/0 xln <QSGH§> dx:—ngl/o dex:
sen(nx) 1
——E { 1 —i—g ﬁ/ sen(nzx) dr =

n=1 0
o)
sen(nx)  cos(nz)
e

onde usamos que cos(km) = (—1)%, cos((2p + 1)7/2) =0 e

~(-DF 11 2 1
Z(2k)3__§lzﬁ_§_lﬁ

k=1

/2

[e.e]

2
0 k=0 ) k=1

27

Exemplo 45. Calcule a integral

/3 x
/ xIn? (2 sen —) dx
0 2

Vamos usar a série

ln<2sen > g

e trocar a ordem das somatorias com a integral.

/OW/len (2 sen — ) dx = Z / COS(m:QL;OS(n@ N

m,n=1

Z /w/ { cos((m +n)z) + cos((m —n)z) |

2mn

m,n=1

Lembramos que, por integragao por partes, se k # 0, entao

k k
/xcos(kx) dr = xsen}i ?) + COSI; ?)
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e, dai,
/”/gxcos((m +n)x) _ .« sen((m + n)m/3) N cos((m+n)r/3) —1
0 mn 3mn (m+n) (m +n)?
Assim,

Exemplo 46. Calcule a integral

27 x
/ 2% 1n? (2 sen —) dx
0 2

Exemplo 47. Calcule a soma da série

n=1

Aqui usaremos o seguinte encaminhamento, tirado da referéncia [6]. Lem-

bramos que
o0

2n
2 arcsen® r = ; ;223(2:)

o0
/ arcsen? x Z
O :

1/2 ¢ 2 a 1
/ (/ arcsen® x) dt _Z
0 0 x t 84=n

Vamos calcular essa integral, e comecamos com uma mudan(;a na ordem de
integracao e integramos por partes

1/2 tarcsen? dt 12 aresen? x 12 qt
0 0 T t 0 T . t

1/2 1/2
+/ 1n2(2x)w dx
0

Vi

e, portanto,

1/2 2 n2(2
:/ 1n(2x)wdx = {— n(2z) arcsen’ a:}
0

T 2 0
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O termo entre colchetes resulta em zero. Fazemos uma mudanca de variaveis
na integral remanescente, z = sen(t/2), dr = cos(t/2)dt/2 = /1 — sen?tdt/2
nesse intervalo de integragao, e obtemos

1/2 arcsen x 1 (/3 t 17
In?(22) —=dz = - tln® (2sen= | dt = 4
/0 n°(2z) — x 4/0 n < sen2> 259207r,

onde a segunda integral foi calculada em um exemplo anterior. Assim,

i 1, Tl
ni() 32400 364 nt

n=1 n

APENDICE A. TEOREMAS DE CONVERGENCIA UNIFORME E DE ABEL

Séries de poténcia convergentes em um intervalo tém um comportamento
muito bom em termos das operagoes que podemos fazer.

Primeiramente apresentamos um critério util de convergéncia de sequéncias
numéricas.

Teorema 6 (Critério de Cauchy). A sequéncia numérica n +— a, € R ¢é con-
vergente se, e somente se, dado € > 0, existe ng, tal que se ng < m < n, entao
@, — a,| < e.

Demonstracao. Se a, — L € R, dado € > 0, existe ng, tal que para todon > ny,
la, — L| < €/2. Portanto, se ng < m < n, |y, — a,| = |ayn — L+ L —a,| <
| — L| + |a, — L] < e.

Reciprocamente, suponhamos que dado € > 0, exista ng, tal que ng < m <n
implique |a,, — a,| < €. Vamos mostrar que essa sequéncia converge. Primei-
ramente observe que a sequéncia a, é limitada (justifique esta afirmagao).

Para cada n € N, sejam b,, = inf{ay : K > n} e ¢, =sup{ay : k > n}.

Dessa forma obtivemos as sequéncias b,, crescente e ¢, decrescente, tais que
b, < a, < ¢,. Dali, existem os limites b, — L; e ¢, — L.. Mostremos que
Ly = L, e, portanto a,, — L.

Dado ¢ > 0, seja ng tal que para todo n > ng, |a, — a,,| < € (condigdo da
hipétese), |Ly — b,| < € e |¢, — L.| < e (dos limites). As definigdes de supremo
e infimo implicam |b, — ¢,,| < by, — | + |an, — | < 2e, para todo n > ny.
Além disso, |Ly — L] < |Ly — bu| + |bn — ¢u| + |en — Le| < 4e. A igualdade
L, = L. decorre desta ultima. O
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Definicao 3 (Convergéncia uniforme). Dizemos que a sequéncia de fungoes
Sy(z) converge uniformemente para a funcao S(z) no intervalo [a,b] se,
dado € > 0, existe ng (independente da varidvel x), tal que para todo z € [a, ]
e todo n > ny, |S(x) — Su(z)| < e.

Teorema 7 (Convergéncia Uniforme). Se a série de poténcias » >, a,z" con-
verge para algum xy # 0, entdo ela converge absolutamente no intervalo |z| <
|zo| e uniformemente em cada intervalo |z| < |z1|, se 0 < |z1| < |xo|.

Demonstracao. Dado que a série converge se x = xg, temos que o termo geral
apzi — 0, se n — oo. Disso podemos concluir que existe ng, tal que para todo
n > ng, la,xy] < 1, ou seja, |a,| < 1/]zo|™.

Portanto, se |z| < |zo|, |anz™| < |z|"/|xo|™. Pelo critério da comparagao,
a série Y 7 |a,x™| converge, pois a série geométrica Y - |x|"/|xo|" converge
(razado menor que 1).

Para demonstrarmos a convergéncia uniforme, usaremos o critério de Cauchy.
Seja x1, tal que 0 < |x1| < |zg|. Dado e > 0, seja ng, tal que para todo n > ny,
tenhamos |a,| < 1/]xo|™ e

DU BBV

— k| k

1 |371/$0’ zol*| 4=, [0l

Se n > m > ng, obtemos para lz| < Jaal, | Dor_,, anx™ < > op_, |an] 2" <
D A T L mll < ¢ Como ng nio depende de z, a con-

o |zol*
vergéncia é uniforme. O

Teorema 8. Se a sequéncia de funges continuas S, (z) convergirem uniforme-
mente no intervalo [a, b] para a func¢do S(x), entdo a func¢do S serd continua em
[a, 0].

Demonstragao. Dado € > 0, seja ng, tal que se n > ng, |S,(z) —S(z)| < &, para
todo = € [a,b]. A fungdo S, ¢ continua em [a, b], ou seja, dado xy € [a, b], existe
d > 0, tal que para todo z € [a,b], |z — zo| < 0 implica |S,,(x) — Sy, (z0)] < €.
Portanto para todo = € [a,b], |v — x| < 0, vale |S(z) — S(zo)| < |S(x) —

Sip ()| 4 [Sno () = Sng (20)| 4| Sy (20) — S ()| < 3¢, 0 que prova a continuidade
de S(x) em [a,b]. O

Em particular, toda série de Taylor converge uniformemente em qualquer
intervalo fechado contido no interior de seu intervalo de convergéncia. O trata-
mento das extremidades do intervalo de convergéncia é dado pelos dois teoremas
abaixo, de Abel.
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Teorema 9 (Convergéncia Uniforme de Abel). Suponha que >~ 7 a,(x —zo)"
tenha raio de convergéncia R > 0 finito e que - a,R" seja convergente.
Entao, para cada =1 €]zg — R,z¢ + R], a série converge uniformemente no
intervalo [z, zg + R].

Demonstracao. Para facilitar a exposicao, suporemos que zog = 0, R = 1 e
x1 = 0 (os outros casos decorrem facilmente desse).

Sejam R,(z) = Y o a,z" e R, = > ;- a, Queremos mostrar que dado
e > 0, existe ng, tal que para todo n > ng, |R,(z)] < ¢, independente de
x € [0,1].

Observe que a, = R, — R,.1, para todo n € N. Assim, podemos reescrever
Ry (x) = 350, (Ry — Rn)a® = 3007, Ra® = 3707 Rpa® = Roa™ + 2"(1 -
) ZZ‘;O Ry ppirah = 2"[Rn, + (1 —2) ZZ‘;O Rn+k+11’k]-

Como Y-, Ry é convergente, R, — 0 se k — oo e, portanto, existe ny, tal
que |R,| < &/2, para todo n > ng. Dai, se 0 <z < 1en > ny,

= € .
|R,(z)| < |Ry| + (1 —2) Z |Rpipyr]2® < 5t (1—2x) Z éxk =g,
k=0 k=0
e de |R,(1)| = |Rn| < €/2, se n > ng, obtivemos a convergéncia uniforme
desejada. U

Teorema 10 (Teorema do Limite de Abel). Suponha que Y~ a,(z — zo)"
tenha raio de convergéncia R > 0 finito e que Y~ a,R" seja convergente.

Entao
li n(x — "= 2R
i (St ) -0

Demonstra¢ao. Como a convergéncia no intervalo [zg,zo + R] é uniforme, a
fungao S(z) = > .~y an(z — x9)" é continua nesse intervalo. Em particular, é
continua no ponto xy + R. O

Teorema 11 (Um Critério de Convergéncia Uniforme). Sejam a,(x) e b,(x),
n > 0, duas sequéncias de fungoes continuas e definimos a sequéncia A, (z) =
Y r—o @n(z). Suponha que a série Y A, (x)[byy1(z) — by(x)] seja uniforme-
mente convergente (em um conjunto J), e que exista lim,,_,o, A, ()b, (x). Entao
a série abaixo converge uniformemente em .J e sua soma é

n—oo

S an(@)ba(@) = 37 Ap(@) s (1) — b(@)] + lim A, (2)ba(x)
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Demonstracao. Observe que ag(z) = Ap(z) e, se n > 0, a,(z) = A,(r) —
Ap_1(z). Dai, se N > 0,

N N N N-1
Z anbn - aObO + Z[An - An—l]bn - Z Anbn - Z Anbn—l—l -
n=0 n=1 n=0 n=0
N-1
= An(bn - bn+1) + ANbN
n=0

APENDICE B. TEOREMAS DA INTEGRACAO E DERIVACAO

A convergéncia uniforme das séries de Taylor em intervalos da forma [a, b],
com a < b, possibilita trocar a ordem dos limites. Isso nao acontece com
qualquer sequéncia, como vemos no exemplo a seguir. (Lembre-se que integral
¢ um limite.)

Exemplo 48. A sequéncia n — S,(x) = nz exp(—nx?) converge para 0, seja
qual for o valor de x € R. Note que

/0 Sp(z) dx = /0 wnexp(—na?) dr = —% [exp(—nxz)}é = %(1 —e "),

donde segue que

! 1
lim [ S,(z)der = -.
No entanto,
1 1
/ lim S, (z)dx :/ 0dx =0,
0 n—oo 0
ou seja,

1 1

lim [ S,(x)dz # lim S, (z)dx

Isto ocorre neste caso porque a convergéncia de S, (x) nao é uniforme. Note
que S/ (z) = 0 tem solugdo x = 1/v/2n € [0,1], se n > 0, e S,(1/v/2n) =
\/n/(2e), que nao é sequéncia limitada (tende a 0o). Portanto, nao pode ficar

arbitrariamente préxima de 0, para todo x € [0,1]. (Veja [7, Exercicio 37, pags.
318-319].)
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Isso j4 nado ocorre com a sequéncia n +— P,(z) (a série de Taylor de uma
fungao). Vejamos como a convergéncia uniforme aplica-se no caso das séries de
Taylor.

Teorema 12 (Integral de Série de Taylor). Suponha que a sequéncia de fungoes
continuas S,(x) convirja uniformemente no intervalo |a, b] para a fun(;éo S(x)

(que é necessariamente continua). Entao f Sp(z)dr — f S(z

Demonstmgdo Dado € > 0, seja ng, tal que para todo n > ng e todo = € [a, b],
|Sn(z) — S(z)| < e. Disso obtemos

/S dx—/S )dx /|S )\dx</ab€dx:€(b—a),

para todo n > ng, terminando a demonstracao. Ol

Teorema 13 (Derivada de Série de Taylor). Se a série >~ a,(x — x)" con-
vergir para a funcao f no intervalo I, entao f é derivavel para todo x no interior
do intervalo I, f'(z) = >~ (n+ 1)an41(z — xo)". Em particular, f é de classe
C* no interior de I.

Demonstragdo. A série Y~ (n+1)an41(z—x0)" converge no interior de I para
uma fungao continua g(x). Aplicamos o Teorema da Integragdo de Séries de
Taylor, para x no interior de I,

oo

[ ottt =3 anle —m0)" = @) ~ fa).

o n=1

donde segue que g(z) = f'(x). O

Uma consequéncia importante desse resultado é a unicidade da série de Tay-
lor.

Teorema 14 (Unicidade da Série de Taylor). Se >~ 7 ja,z™ tiver raio de con-
vergéncia nao nulo e se no intervalo de convergéncia f ( ) =Dy an(x — x0)",
entdo ag = f(7¢) e para todo n > 0, a, = f™(z)/nl.

APENDICE C. FORMULAS DE WALLIS E DE STIRLING

A sequéncia a, = n! tem uma representacao assintotica b, = v/2mnn"e™ ",

no sentido que lim,,_, a,/b, = 1. Sua demonstracdo depende em parte da
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chamada férmula de Wallis,

o 2468, (2n)
1m
n—oo 1.3.5. (2n —1) \/2n +1 2

Apresentamos as demonstragoes destes resultados seguindo [8, Exercicios
19.40 e 27.19, péags. 390-1 e 567-8].

Teorema 15 (Férmula de Wallis). A sequéncia a, = [[,_,(2k)?/[(2k —1)(2k+
1)] converge para /2.

. . : . 2
Demonstracao. Consideremos as integrais I, = foﬂ/ sen” tdt. Temos Iy = 7/2,
I; = 1 e, para n > 1, integramos por partes para obtermos as férmulas de
recorrencia

w/2 /2 /2
I, = / sen” tdt = [— cost sen™ ! t] +(n— 1)/ cos’t sen" 2 tdt =
0 0 0

w/2
= 0+ (n— 1)/ (1—sen® t)sen" 2 tdt = (n—1)(I,_o — I,),
0

donde obtemos nl, = (n — 1)I,_. Isso produz I, = (7/2) [[;_,(2k — 1)/(2k)
e Iny1 = [1,—,(2k)/(2k + 1). Dal segue que se n > 0

T ﬁ 2k 2k L,
2 (2k —1) (2k + 1) ) Iynys

k=1

A sequéncia b, = Iy, /I5,+1 convergird a 1, pois no intervalo [0, 7/2] valem
as desigualdades sen?"*! o < sen?” z <sen®" ! z, e dai, Iopi1 < Iop < Iop 1 =
(2n+ 1)I3,11/(2n). Portanto 1 < b, <14 1/(2n) — 1, se n — oc.

Isso termina a demonstragao. U

Exemplo 49 (Variantes da férmula de Wallis). Tomando a raiz quadrada da
sequéncia do teorema temos

2.4.6...(2n)
Van =35 (2n—1\/2n—|—

e, multiplicando por y/(2n + 1)/n, temos

(2n+1)a,  246...2n) 1
n T 135...(2n—1)vn

=T
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Observe que
24.6...(2n)  22m(pl)? 2%

1.35...2n—1)  (2n)! ()

A deducao da Férmula de Stirling depende de um caso particular do método
geral chamado de Férmula da Soma de Euler-Maclaurin (veja [8, Exercicio
27.18, pags. 566-7]).

Teorema 16 (Férmula de Stirling). Para todo n > 0 vale

V2mnn"exp(—n) < n! < V2rnn"exp(—n + 1/(12n))

e, portanto

. n!
lm — = 1.
n—00 \/2mn nte"

Demonstragdao. Seja P(x) = 2> — x + 1/6 e, para cada n € Z, seja ¢(x) =
P(x +1—n),sen <z <n+1. Paran > 2, calculemos a integral

k“PtJrl Lt — k)2 = (t—k)+ &
1 2t2 ) gt = Z/ d_Z/ T dt =

n—1 n—1
1 1 1
=——-— —-1)— 1 1)—1 — —(1 1)—1 =
=+ (0= 1) = > k(og(k +1) ~log k) ~ > - (los(k +1) ~ log )
k=1 k=1
1 1 logn 11 n!
= ———— —1)logn—1 —1)!I— =——-1 _—
12 T2y T (1) logn—logn=1)i=—5 2% (n”+2 en+1%n>
A integral floo ﬁg) dt converge para um numero [, pois | f 2t2 dt| < ﬁ

(O numerador do integrando | (t)] < + ) Dali,

n!
IOg(m —"+12n> + 58— / 2t2

. u , .
Seja o = €113, A férmula acima escreve-se

log< o ): RO

an™tz e " n 2t2

Como log(1 + 1) < 1/k, se k > 1,

M-k —(t—k)+ % 1 k 1 k 1
dt — g (1
/k 2 2 T Er1 202 +h) 20g< +k)>
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k 1

S R T R

Assim,

1 <1 n <0
———<lo
12n ~ B\t ot :

1 1 1
ouan"ze " <nl <an®ze ",

Agora s6 falta determinar «, usando a férmula de Wallis. Seja f(n) =

an™i e, As desigualdades acima implicam que n!/f(n) — 1, se n — oc.

Dai, (n!)2f(2n)/[(2n)!f(n)?] — 1, ou seja
a(n!)2(2n)2ntae2n C1(nh)27V2 2w _

=— —
a?(2n)In2ntle—2n a (2n)ly/n a

ou seja, o = /2. U

1,

n"x™

n! -

Exemplo 50. Vamos determinar o intervalo de convergéncia de .~
O raio de convergéncia é

. n(n+1)! . N
R-J%mﬁﬂ&(”ﬁ) —

Para testar a convergéncia nos pontos x = 4e~!, usamos a Férmula de
Stirling e o Teste da comparagao no limite.

Para x = e, o termo geral ¢é assintotico a
n"e " n! 1
n! 2rnnren  \/2mnl/?

Dai, comparando no limite com a série harmonica de grau 1/2, b, = n~/2,
temos

R | .o nte ™™
lim — = lim

! a2 L
n—oo  nl b, noco nl o \2rpnren Von'

o que implica que a série diverge se x = e.

n! 1/2 1

Para © = —e, o termo geral em valor absoluto decresce (pois |an41/a,| =
(14 1)me= < 1) e tende a zero (pois ¢ assintético a n='/?) e, portanto, a série
é alternada, que é (condicionalmente) convergente.
n"z"
n!

Assim, o intervalo de convergéncia da série > 61 =[-et e
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O 1ltimo resultado serve para calcular o intervalo de convergéncia de séries
que envolvem os nimeros de Euler e de Bernoulli.

Teorema 17 (Férmulas assintdticas para numeros de Bernoulli e Euler).

2 2n+1 2 2n
(/D™ | Bz| = lim (2m)
! n—

b 2(2n)!|B2"| =1

y
noo 2(2n)

Demonstragao. Decorrem das férmulas [1, 23.2.16 e 23.2.22, pag. 807] ou
também [5, Formulas 136 e 140, pags. 237-240], mas veja o Exemplo 28, na
pagina 17 acima.

<7T/2)2n+1 B e . 1 . (2,/T)2n B e 1
2y Pl = 2V g g Pl =
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