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SERIES DE FOURIER
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RESUMO. Apresentamos os resultados basicos da Teoria das Séries de Fou-
rier, com varios exemplos, e com interpretacao fisica. Os teoremas sao de-
monstrados em apéndices. Toépicos especiais contém solugoes das eugagoes
da onda e do calor, o fenomeno de Gibbs, somas de séries harmonicas, pro-
dutos infinitos e uma férmula para a funcao T'.
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1. INTRODUCAO

O problema de representar fungoes por séries trigonométricas
nmx nmwx
co + [c oS (—) + d,, sen <—>}
0 ; n I n I

ja tinha sido tratado no século XVIII por Leonhard Euler (1707-1783), Daniel
Bernoulli (1700-1782) e Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), que buscavam
resolver a equagao da onda em uma corda vibrante. No século seguinte, Jean-
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) fez contribui¢oes importantes na solugao
da equacao do calor. Em 1807 apresentou suas primeiras ideias de representacao
de funcoes por séries trigonométricas no trabalho Mémoire sur la propagation
de la chaleur dans les corps solides, présenté le 21 Décembre 1807 a [’Institut
National, Nouveau Bulletin des sciences par la Société philomatique de Paris. 1.
Paris: Bernard, margo de 1808. pag. 112-116. Sua teoria foi mais extensamente
exposta no livro Théorie Analytique de la Chaleur de 1822. Sua preocupagao
era resolver a equacao do calor representando suas solugoes como funcoes nao
necessariamente continuas, por soma de séries trigonométricas. Essa ideia deu
origem a Analise Harmonica, ramo da matemaética que evoluiu bastante até os
dias de hoje.

Veja as solugoes dessas equagoes no Apéndice A.1, pagina 11.

Neste texto apresentamos uma introducgao ao assunto. Os resultados citados
no texto sao demonstrados nos apéndices.

2. SERIES DE FOURIER. CONVERGENCIA

As séries de Fourier servem para representar diversos tipos de fungoes.

Definicao 1. Uma funcao 27r-periédica f : R — R é chamada de C* por
partes se existirem nameros tg, ..., t,, —7 <ty <t; < --- <t, <7, tais que
f é de classe C* em cada intervalo |t;, ;1] e para cada j, 0 < j < k existem os
limites laterais lim,_,,+ fU)(z) e lim, - fU) ().
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O conjunto das funcées C* por partes formam um espaco vetorial real com
a forma bilinear

(fo) == [ 5w

que é quase um produto interno: valem (f, g) = (g, f), (afi+bf2, g9) = a(f1,9)+
b{(f2,9), {f, f) > 0, mas existem funcdes nao nulas f de classe C* por partes
satisfazendo (f, f) = 0. Isso ndo é um grande problema, pois essas fungoes sao
nulas a menos de uma quantidade finita de pontos em cada intervalo [(2n —

D, (2n + 1)7).

Exemplo 1 (Conjunto ortonormal). Usamos as identidades trigonométricas
cos(A+ B) = cos Acos BFsen A sen B, sen(A+ B) = sen A cos B+cos A sen B,
2cos?(A) = 1+ cos(2A) e 2sen?(A) = 1 — cos(2A) para calcular

(cos(mx),sen(nz)) = 0,

0 se m#n

(cos(nx),cos(mx)y =¢ 1 se m=n#0
2 se m=n=0
0 se m#n

(sen(nx),sen(mx)) =< 1 se m=n#0
0

se m=n=20

Exemplo 2 (Periodos distintos de 27). No caso mais geral em que as fungoes
Consideradas tenham periodo 2L > 0, o produto escalar apropriado é (f, g) =

T f f(t)g(t)dt e um conjunto ortonormal é cos(nmz/L) e sen(nmz/L), e a
funcao Constante 1/V/2.

A série de Fourier de uma funcao f de classe C* por partes ¢é

S(x) = —i— Z [ancos (nz ) + by, sen (m;xﬂ ,

cujos coeficientes sao ag = ( ( ),

a, = (f(z),cos(nwx/L)) e

1) (observe que 1 = cos(0zx)), e para n > 1,
(f(x),sen(nmz/L)).

Exemplo 3 (Fungoes pares e impares). Se f for fungdo 2L-periddica par
(f(=z) = f(x)), entdo os coeficiente b,, n > 1, serdo todos nulos. Se f for
fungao 2L-periédica impar (f(—z) = —f(x)), entdo os coeficiente a,, n > 0,
serao todos nulos. Isso facilita bastante as contas.
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O resultado principal de convergéncia desta secao é o teorema abaixo, cuja
demonstracao encontra-se no Apéndice A.1, Teorema 7, pagina 24.

Teorema 1 (Convergéncia pontual). Se f for fungao 2L-periddica e de classe
C' por partes em [—L, L], entao para todo x € R

i Sy(o) — L@ IE)

N—o0 2

)

ou seja, a série de Fourier de f convergird para f(x) nos pontos em que ela for
continua e para a média dos limites laterais de f nos pontos de descontinuidade.

Observacao 1. Uma interpretacao geométrica: A sequéncia de somas parci-
ais Sy () que definem a série de Fourier de f é a sequéncia das projegoes ortogo-
nais de f sobre os subespacos gerados por By = {1;cos(nmz/L);sen(nmx/L) :
1 < n < N}, ou seja, cada Sy(z) é a melhor aproximagao de f por po-
lindbmios trigonométricos, na geometria do espaco de fungoes. A geometria de
um espaco vetorial é codificada em seu produto escalar, que permite calcular
distancias e angulos. Observe que a geometria de cada subespago de dimensao
finita é a geometria usual de R"™.

Observacao 2. Uma interpretagao fisica: Se a fungao f representar a am-
plitude de uma grandeza fisica (voltagem ou corrente de sinal elétrico, tempe-
ratura ou quantidade de calor de uma barra, amplitude de oscilacao de uma
corda vibrante, etc), entdo a poténcia do sinal é proporcional ao quadrado
da amplitude, f2. A norma ao quadrado de uma fungao, ||f||> = (f,f) =
(1/L) f_LL f2(t) dt, representa a energia do sinal no intervalo [—L, L]. A série
de Fourier permite decompor o sinal em cada frequéncia e Sy(z) é o polinémio
trigonométrico que captura toda a energia do sinal contida nas frequéncias in-
dicadas nos termos em cossenos e senos. Mais adiante, vemos que a Identidade
de Parseval admite o mesmo tipo de interpretacao fisica.

Nos exemplos a seguir, o calculo dos coeficientes de Fourier, e da soma da
série, ficam como exercicio.

Exemplo 4. f(z) =1se 0 <z <7, f(z) = —1se —7 < x < 0; é funcao
fmpar; a, =0, n > 0; bop = 0 € bop1 = 4/[(2k + 1)7]. Veja os graficos de f(x)
e de S(x) na Figura 1.
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F1Gura 1. Gréfico de f(z) a esquerda e de S(z) a direita.

Exemplo 5. f(z)=z, -7 <z <7 a,=0,n>0;b,=(-1)""'2/n,n>1.

Exemplo 6. f(z) = |z, —7n < o <7 b, = 0, n > 1; a9 = T agqr =
—4/[7(2k +1)?], k > 0; ag, = 0, k > 1.

Exemplo 7. f(z) = e, a # 0; ap = senh(aw)/(am); se n > 1,

an = (—1)" 2asenh(ar) by = —(—1)

m(a? +n?)’

., 2nsenh(am)
m(a? + n?)

3. SERIES DE SENOS E SERIES DE COSSENOS

Em alguns problemas ¢é interessante simplificar a representacao em séries de
Fourier. Um caso importante é a representacao por uma série de Fourier que
contenha apenas termos em senos, ou apenas termos em cossenos. A funcao a
ser representada é definida em um intervalo da forma [0, L], L > 0. Para obter-
mos uma representacao que envolva somente termos em cossenos, estendemos
f ao intervalo [—L, L] de modo que seja uma fung¢ao par. Caso desejemos uma
série envolvendo somente termos em senos, estendemos f de modo que seja uma
func@o fmpar (aqui nao importa o seu valor em = = 0, pois nao afeta o calculo
das integrais pertinentes).

Vejamos alguns exemplos. Para simplificar, usamos L = 7.

Observacao 3. Se b,, n > 1, forem os coeficientes da série de Fourier de senos
de f(x), entao (—1)"b,, n > 1 serao os coeficientes da série de Fourier de senos

de g(x) = f(r — ).
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Se a,, n > 0 forem os coeficientes da série de Fourier de cossenos de f(z),
entdo (—1)"b,, n > 1 serdo os coeficientes da série de Fourier de cossenos de

g9(x) = f(r — ).

Ambas as afirmacoes decorrem de uma simples mudanga de variaveis nas
integrais que definem os coeficientes, e ficam como exercicio. Observe que se

g(x) = f(m —x), entiio f() = g(m — ).

Exemplos de Séries de Fourier de Senos.

Exemplo 8.
i A 1, se O<z<m
———sen((2k+ 1)z) =< —1, se —m1<z<0
(2k + 1)m 0
k=0 0, se z=0;+m
Exemplo 9.
> 2 T, se —nm<r<T
_1\nt+1 2 — )
Zl( 1) n sen(nz) { 0, se x==£m.
Exemplo 10.
- 12
z:(—l)”“—3 sen(nz) = z(r* —2%), —-nm<z<T.
n
n=1
Exemplo 11. Sejaa € R, a & Z.
© onll — (1) cos(ax), se O0<z<m
Z nl (2 ) QCOS(CW)] sen(nz) = ¢ —cos(az), se —m<x <0
n=1 (a? —n?)m 0, se x=0; +m.

Exemplo 12. Sejaa € R, a & Z.

- 2 _
Z(_l)nH nmsen(am) sen(nz) = { sen(ar), se —mwT<zr<T

" (n? —a®)m 0, se = ==m.

Daqui em diante apresentamos apenas a expressao da funcao no intervalo
0 < z <, ficando como exercicio as expressoes das extensoes a [—m, 7.

Exemplo 13.
ZOO 8
L7 (2k+ 1) sen((2k + V)z) = z(r —x), O<z<m

Exemplo 14.
S {QW(—U"“ 41— (=1)"] 5
n

— sen(nr) =x O<zx<
o T3 ( ) ’ Q
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Exemplo 15.

Z (2—n[1 — (=D)"e"]sen(nx) =e*, O0<z<m

Exemplo 17.

i 2n senh(am) _etlmm) _ gmaln—a)
2 Y

2+ ad)n sen(nz) = senhla(r — )] = O<z<m

n=1

Exemplo 18.

- 4 x se 0<xz<m/2
. B <
l;(—l) msen((%Jrl)x)_{ T—z se m/2<z<m

Exemplos de Séries de Fourier de Cossenos.

Exemplo 19.
> 4 1 se O<z<m/2
—1 k= = _
’;( ) (2k + D7 cos(nz) { -1 se w/2<z<m
Exemplo 20.
_+Z —cosnz) ?, 0<z<m
Exemplo 21.
[1—(=1)"] 3
_+Z[ _—127 cos(nx) =z, O0<z<m

Exemplo 22. Para todo a € R, a # 0,

n e 1

+Z2 a2—|—n2 cos(nz) =e, O0<z<m

Exemplo 23. Para todo a € R, a # 0,

h = 2a senh
senh(am) | gy 20SnhAT) ) = coshaz), 0 <<

2 2
am —— (a? +n?)m
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Exemplo 24. Para todo a € R, a # 0,

cosh(am) — 1 Z 9 )" cosh(am) — 1

a2 ) cos(nz) = senh(az), 0<z<m

Exemplo 25. Para todo a € R, a ¢ Z,

1 _ 1
cos(ar) Z 2a n;(is ;27;) cos(nx) = sen(ax), 0<z <

Exemplo 26. Para todo a € R, a ¢ Z,

sen(a Z 2a(—1)" M cos(nz) = cos(ax), O<z<m
—n?)w

Exemplo 27. Estendamos a fungao F(z) = z, 0 < z < 7 de trés maneciras
seguintes: fi(z) =z, —7 < z < 7 folx) = 2, 0 < = < 2m; f3(x) = |z,
—m < x < m. Depois, estendemos a todo R de modo que fique 27-periddica.
Essas extensoes produzem para todo x no intervalo 0 < z < 7

= - sen(nz)
I_ﬂ_2zsen (nx)

T cos[(2k + 1)]
) 5__2 (2k + 1)2

Exemplo 28. A extensao impar da fungao cos(Nz), 0 < z < 7, com N € Z,
produz, para 0 < x <,

Exemplo 29 (Alteracao da Fase). Um outro modo de obter séries sé de senos
ou s6 de cossenos ¢é a alteracao das fases do mesmo. Uma combinagao linear
a, cos(nx) + by, sen(nx), nado identicamente nula, pode ser escrita

2 2 an bn
(a; +bz) <a2 e cos(nx) + 2D sen(n:n)) .

n n n n
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Existem arcos 0,, e ¢, tais que
(07 bn
2 | 2’ 2 L 2
Aplicamos as féormulas trigonométricas de senos e cossenos de somas de arcos
para obter

a, cos(nz) + by sen(nx) = (a2 + b2) cos(nx — 0,) = (a2 + b2) sen(nx + ¢,,).

cosf, =sen ¢, = sen #, = cos ¢,, =

Se convencionarmos que ¢,, = 6,, = 0 nos casos em que a,, = b, = 0, poderemos
escrever

50 Zancos nx) + b, sen(nzx)] =

- 2 Z( 1) cos(na — 0,) = 2+ 2 {6+ W) sen(na + 6.

4. DERIVAGAO E INTEGRAGAO

Nem sempre a derivada de uma série de Fourier sera uma série de Fourier.

Exemplo 30. A série de Fourier de f(z) =z, z € [—7m, 7] é
L& (1)

Sua derivada é

—— Y (=1)"cosnz,
T
n=1
que nao converge em nenhum x € R (o termo geral ndo tende a zero) e nada
tem a ver com a fungao constante igual a zero, que é a derivada de f(x) no

intervalo aberto | — 7, 7.

No entanto, se a funcio que lhe deu origem for continua em R e de classe C?
por partes em [—m, 7|, a derivada da série de Fourier serd a série de Fourier de
sua derivada. Veja a demonstracao no Apéndice B.2, Teorema 9, pag. 24.

Teorema 2 (Derivacao). Se f for fungao continua, 2m-periddica, cuja série de
Fourier seja % 4> | (a, cosnz + b, sennx), e se f e sua derivada f’ forem C'
por partes em [—m, 7|, entdo a série de Fourier de f’ serd >~ (nb, cosnz —
na, sennx), e para todo x € R, sua soma serd (f'(z*) + f'(z7))/2.
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A integragao de uma série de Fourier sera a série de uma primitiva da funcao
que lhe deu origem. Veja a demonstragao no Apéndice B.2, Teorema 10, pag.
25.

Teorema 3 (Integracao). Se f for fungao 2m-periédica, continua por partes em
[—7, 7] e cuja série de Fourier seja @ 4+ 3> (ancosnz + b, sen mc) entao a
série de Fourler de F(x fo t — apz/2 serd Ag/2 + > 00 (= cosnz +
& sennx), Ay = %ffﬂF )dr, e para todo z € R, sua soma serd F( ).

Exemplo 31. A fun¢io 27-periédica f(z), igual a 2% se —7 < 2 < 7 é continua
em R. Sua série de Fourier converge para f(z) em todo R, e se —m <z <,

:_+4Z cosnx).

Podemos deriva-la, obtendo para —m < x < m,

__22 sennx).

n>1

A média aritmética de seus limites laterais em = = nm € zero, que é a soma da
série nesses pontos.

Também podemos integra-la e obtemos, para —7 < x < T,

o(r? — 22 :_122 sennx)

n>1

5. IDENTIDADE DE PARSEVAL

Essa identidade é dada pelo seguinte teorema, demonstrado no Apéndice B.4,
Teorema 12, pag. 29.

Teorema 4 (Identidade de Parseval). Seja f uma fungao 2r-periédica e de
classe C'! por partes em [—27, 7] e S(z) = % + 37 (a, cos(nx) + by, sen(nx))
sua série de Fourier Entéo

+Za 1) = /f2 — (1712

Observacao 4. Uma interpretagao fisica dela é a seguinte. Imagine que f
descreva um fendémeno oscilatério (voltagem de um sinal elétrico, amplitude de
uma vibragao mecanica, etc). Em cada periodo de oscilagao, a energia do sinal
é dado por uma constante vezes a integral acima. A identidade de Parseval diz
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como obter a contribuicao de cada frequéncia que aparece na composicao do
sinal.

Podemos usar a identidade de Parseval para calcular somas de algumas séries
numeéricas.

Exemplo 32. Usamos a série de senos de f(x) =7 —z, 0 < x < 7, e obtemos
2
T

o 1 B

2—_.
—n 6

Exemplo 33. A série de senos de f(z) =1, 0 < x < 7, produz

o0
1 w2

(2k+1)2 8

k=0

Exemplo 34. A série de cossenos de f(r) =22, 0 < x < 7, produz

<1 i
20T 5

n=1

Exemplo 35. A série de senos de f(x) = z(7? — 2?), 0 < z < 7 produz

.1 76
P T

n=1

APENDICE A. TAOpPICcOSs ESPECIAIS

A.1. Equagoes da onda e do calor.

Exemplo 36 (Equagao da onda). Como dissemos na Introducao, a repre-
sentagao de fungoes por séries trigonométricas surgiram em meados do século
XVIII com as tentativas de resolver o Problema das Cordas Vibrantes, que se
reduzia a resolver a Equagao da Onda.

Oscilagoes sem atenuacao em cordas perfeitamente elasticas de comprimento
L, sem forca externa aplicada, sao descritas por

0%u N 0%u

[ ’7—_

P o 0x?

em que p ¢ a densidade linear de massa e 7 ¢ a forga de tragao aplicada a corda.

x,0) =

=0,

0
As condigoes iniciais sao u(z,0) = ug(z), u(0,t) e u(L,t) fixos, e 8_7:(

vo(x).



12 RICARDO BIANCONI
Em 1753, Daniel Bernoulli publicou uma solu¢ao na forma
u(z,t) = Ay senxcos(at) + Ay sen(2z) cos(2at) + . ...
Vamos obter esse tipo de solucao a seguir.

O método da separagao de variaveis, u(x,t) = f(x)g(t) é eficaz para resolver
a equacao, produzindo duas equacoes % +Wwif=0ce % + %wgg = 0, para
uma constante w, que, devido a condigao inicial u(0,t) e u(L,t) fixos, deve ser

w=w, =2nm/L.

A solugdo geral serd uma superposigao de varios f,(r) = a, cos(w,x) +

B sen(w,z) e g, (t) = v, cos (ﬁ(ht) + d,, sen (ﬁ%ﬂf)-

As condigbes iniciais permitem calcular os coeficientes das fungoes f, e g,.
Desenvolvemos em séries de Fourier
o0
u(z,0) = ug(x) = Z(an cos(wpx) + by, sen(w,x)).

n=0

Vamos assumir que a corda esteja presa pelas extremidades nos pontos (0, 0) e
(L,0). Assim, a condigao inicial torna-se u(x,0) = >_, -, b, sen(w,z). Também
temos que a velocidade nos extremos sera zero, por estar presa. Dai, ¢g(t)
possuira apenas termos e cossenos. Com isto, a solucao serd

u(z,t) = Z b, sen(w, ) cos <\/%5nt> .

n>1

Exemplo 37 (Equacao do calor). A variagao da temperatura u(z,t) em uma
barra linear homogénea de comprimento L e de largura e espessura muito peque-
nas em relacao a L, sem fonte externa de calor, pode ser descrita pela equacao
diferencial

ou k82u

ot 0z?’
em que k > 0 é uma constante que depende da condutividade térmica, densi-
dade e calor especifico do material. O problema consiste em resolver a equacao
com uma condigao inicial (distribui¢ao de temperaturas) u(x,0) = ug(z) e tem-
peraturas nas extremidades fixas u(0,t) = uy e u(L,t) = up.

O método da separacao das varidveis que provou ser eficiente na solucao da
equagao. Escrevemos u(x,t) = f(x)g(t) e substituimos na equagao:

f(@)g'(t) = kf"(x)g(t).
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Se f e g nao se anularem (por exemplo, se u(z,t) for a temperatura absoluta
em graus Kelvin), podemos fazer

PR
E(t)_kf()'

A variacao de x com t constante e a variacao de t com x constante impoem
a constancia de ¢’'/g e de f”/f, o que implica a existéncia de uma constante
A € R, para a qual ¢'(t)/g(t) = X e f'(x)/f(x) = A\/k. A primeira equagao
tem solucio g(t) = g(0)eM, que, para ser fisicamente possivel, deve satisfazer
A= —a? <.

A segunda equagao pode ser escrita como f”(x) = —a®f(z). As funcoes
sen(ax) e cos(ax) e, portanto, qualquer combinagao linear delas, resolvem a
equagao. As condigoes iniciais u(0,t) = ug e u(L, t) = uy, impoem nova condi¢ao
sobre A, a saber, a = \/W =2nm/L, n € N.

Por fim, a condig¢ao inicial u(x,0) = ug(x) impde uma superposi¢io dos di-
versos termos (a, cos(2nmx/kL) + b, sen(2nmx/kL))e2"m/L,

A contribuicao fundamental de Fourier na solucao dessa equacgao foi mos-
trar a possibilidade de representar ” qualquer”funcao como soma de uma série
trigonométrica.

A condigao inicial u(x,0) = ug(x) determina os coeficientes a,, e b, ¢ mui-
tas funcdes admitem a representacao ug(x) = % + Y ° (ay cos(2nmwx/kL) +
b, sen(2nmx/kL)). A solu¢ao da equagao do calor é

30 + ; ap cos (2TE) 4 b, sen (Z72) ] exp (—222)

A.2. O fenomeno de Gibbs. Este é um fenomeno sobre séries de Fourier
de funcoes de classe C! por partes com descontinuidades. Foi descoberto por
Henry Wilbraham (1848) (“On a certain periodic function”, The Cambridge
and Dublin Mathematical Journal, Vol. 3: pp. 198-201) e redescoberto por J.
Willard Gibbs (1899) (“Fourier’s Series”, Nature, Vol. 59 (No. 1539): p. 606).

Considere o seguinte exemplo, a série de senos da funcao f(x) = 7/2:

00 /2, se 0<uz<m;
Z [ sen [(2k+ 1)a] = ¢ —7/2, se —m<x<O0;
k=0 0, se z=0,%m.
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Sua soma parcial é

Sony1(r) =2 :
k=0 2k +1
cuja derivada é
N sen[(2N + 2)z] sex £ 0:
v (T) =2 Z cos[(2k + 1)x] = sen x
= 2N + 27 sex = 0.

FIGURA 2. Fenomeno de Gibbs. Em verde, f(z); em azul, S5(x);
em vermelho, Si3(z); em preto, Sag(x).

Seus pontos de maximo e minimo locais (S5 ,(x) = 0) no intervalo |0, 7|
sao x = km/(2N +2), 1 < k < 2N + 1. Se estudarmos os sinal de Shy,,(7)
neste intervalo, podemos observar que

(1) os pontos de méximo locais ocorrem quando k é impar;
(2) os de minimos locais, quando k é par.

O ponto de méximo local mais préximo da origem e positivo é z = 7/(2N+2),
e seu oposto, v = —7/(2N + 2) é o ponto de minimo local mais préximo da
origem.

Se particionarmos o intevalo [0, 7] em subintervalos de comprimento Az =
7/(2N + 2), entao Soni1(m/(2N + 2)) é igual a uma soma de Riemann da
funcdo g(r) = senz/x. Fazendo N — oo, essas somas tenderdao a integral

o
Jy [senz/x] dz.
Fazemos integracao numérica e obtemos que

Q:/ SR e > 1,178 2,
; 2

T
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ou seja, quase 18% maior que 7/2. Isto quer dizer que os gréficos das somas
parciais Son1(x) (curvas em R?) tenderao ao conjunto composto pelos segmen-
tosy=7/2,0<z<my=-7/2, 1<z <0,zx=0+r, - Q <y <Q
(segmentos verticais).

Vocé pode usar este exemplo para estudar quaisquer outras fungoes de classe
C! por partes, com descontinuidade, que pode ser deslocada para a origem,
mediante uma mudanga de varidveis do tipo z — (z + a).

Isto pode ser um problema em semicondutores sensiveis a picos de voltagem.

A.3. Somas de séries harmoénicas. A série de Fourier de f(z) = cos(ax)
(o € Z) converge para f(z) em todo o intervalo [—7, 7].

sen(am)  2asen(am) o= (—1)"
cos(ar) = = + - ; R cos(nx)
Substituimos « = 7, lembrando que cos(nw) = (—1)",
_sen(am) | 2asen(am) o 1 senf(am) (1 < 2a
cos(arm) = e 7r nz_;oﬂ—nz_ m a+;a2—n2 ’

ou

1« 2a
WCOtg(OHT)Za—FZm
n=1

A convergéncia é uniforme (e absoluta) em « nos intervalos |a| < < 1.

Podemos expandir em séries de Taylor

o0
2a 2a 1 2a Z ok
a2 — n2 n2 1_@_2 n2 n2k’
n k=1

A convergéncia uniforme e absoluta das séries envolvidas permitem rearranjar
os termos para obtermos

o0 o 1
racotg(arm) =1—2 Z (Z —2p> ",
n

p=1 \n=1

A série de Taylor

T T By, 4
€189 ;( e
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é convergente no intervalo —27 < x < 27, onde Bs, sao os ntumeros de Ber-
HOUHi, BO = 1, Bl = %, B2n+1 =0 (n > 1), e

n—1
3 (Z)Bkzo, n>2.

k=0

Substituimos x por 2wz e obtemos para |z| < 1

mx cotg(mr) = Z(—l)” gjs' (2m)2n ",

A unicidade da série de Taylor de 7z cotg(mz) implica a férmula

1 By, (2m)%
ZIW:(_UP 2((2]9))! ‘

n—

Assim, podemos calcular, por exemplo,
10 1 174.611 7%

Yo Y e
ns 9450’ nl0 93555 = n20 ©6.125.317.861.162.500°

n>1 n>1

8

A.4. Alguns Produtos Infinitos.

Exemplo 38. Lembramos que a fungao 2w-periédica f, tal que f(6) = cos(af)
(a € Z), —m < 6 < 7 é continua em todo R e, portanto, sua série de Fourier
converge uniformemente para f(0) em [m, 7|,

(af) sen(am) n 2a sen(a) Z(_l)n 2a

cos =
am T a? —n?
n>1

cos(nb).

Em particular, fazendo # = 7 e dividindo por sen(ar)/m,

1 2
7Tcos(cmr) _ Z a

sen(am) a a? —n?
n>1

A série do lado direito, como funcao da variavel a, converge uniformemente no
intervalo [—|z|, |z|], desde que |z| < 1, pois

2a 1 2a - 4a
- n2 \1— (a/n)? n?’

a2 — n2

sen > |z[v2.
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O lado esquerdo da igualdade tende a zero se a — 0, pela regra de L’Hospital.
Podemos, entao integrar ambos os lados, de 0 a x, e passar a integral para dentro
da somatéria da série (devido a convergéncia uniforme).

:Z/Ox%da:Zm(l—Z—Z):141"[(1-2-2)].

n>1 n>1 n>1

Portanto, obtemos

ser;(;rx) =H<1—i—2)-

n>1

Exemplo 39 (Produto de Wallis). Fazendo x = 1/2 no exemplo anterior,
obtemos

1 (2)- (- 2) (- 8) (-3) -

GDEDED- T

Exemplo 40. Como cosx = sen(2z)/2sen(x), obtemos

cosra) = ST T (1 ST (125

Se x = 1/4, obtemos

V2 1-3-5-7-9-11-13-15---
.92

o 6-6-10-10-14-14---

A.5. Uma Férmula para a fungao I'. A funcao I'(x) é definida pela integral

['(x) :/ t" e tdt, x>0.
0

Esta integral converge; temos que I'(1) =1 eI'(n+ 1) =nl, se n € N,

Nosso objetivo é demonstrar a seguinte férmula, que vale para todo =z € R,
tal que 0 <z < 1,
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™

M)l —z) =

sen(mx)

Em particular, com = = 1/2, obtemos I'(1/2) = /7.

Lembramos que se a € Z, e se |0| < 7,

sen(ar)  2asen(ar) (—1)"
) = 0).
cos(ad) = + - ; o cos(nh)
Calculamos em 6 = 0 e obtemos

T 1 2a 2a 2a

Se 0 < a < 1, a seguinte integral improépria converge,

00 a:a—l M xa—l
/ dr = lim lim dx,
0o 1+x 60t M—oo Js 1+

pois, se 0 <z <, 2° ' /(1+z) <2 ' esex>1,2/(1+x) <22 Agora
separamos a integral como soma de duas integrais, nos intervalos [0, 1] e [1, 00),
e fazemos a mudanca de varidvel x = 1/y, dr = —1/y? na segunda integral, e

obtemos .
0 a—1 a—1 0 a—1
/ x dr = / x dr + / T dz =
0o 14z 0 1+ 1 1+

1 ,.a—1 1 —a 1 ,.a—1 —a
x =
= / dz — / Y dy = / —dx

0o 1+ 0o 1+uy 0 14+=x
Como o intervalo de integragao é [0, 1], podemos expandir em série de potén-
clas (1 +z) = Y 2 ,(=1)"2"™ (série geométrica) e integrar termo a termo, e

obtemos

/1 A 1 2a 2a 2a T
N e a?—12  a2-22 a2 -3 ~ sen(ar)’

Agora calculamos I'(z)['(1 —z), 0 <z < 1.

[(x)[(1—x) :/ t" et dt-/ t“”_le_tdt:/ / t" ety e dtdu =
0 0 o Jo

= 4/ / Ve g = (=02, u=w?)
o Jo
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w/2 poo )
= 4/ / cos® 1 (@) sen' "2 (@) re™" dfdr <« (v=rcosf, w=rsenf)
o Jo
00 ) /2
= 4/ re" dr/ cos®* 1 () sen' ~** () df) =
0 0
w/2
= / cos® 1 () sen' ~**(9) df =
0

1
:/ 211 —2)"dz <« (z=sen’0, dz=2senfcosfdb)
0
/H&“—tﬂf 7r 2 t
= ———dt=—— = (t= 2= ——
0 1+t sen(mx) 11—z 1+1

A.6. Uma Fungao Continua nao Derivavel. O matematico alemao Karl
Weierstrass (1815-1897) publicou em 1872 um artigo' em que descreve uma
familia de séries trigonométricas que convergem para fungoes continuas em todo
R, mas nao sao derivaveis em nenhum ponto de R.

Sejam b € |0,1[ e & um nimero fmpar, tais que ab > 1. Considere a série
trigonométrica ) ., 0" cos(anz). Ela converge absolutamente e uniforme-
mente para uma funcdo 2-periédica f : R — R, necessariamente continua (até
uniformemente continua). Em particular, a série é a série de Fourier de f.

F1cuRrA 3. Soma S3(x) da série de Fourier da fungao de Weiers-
trass y ~o(%/s)" cos(7"mx), com b=3/5ea=T.

Se existisse o limite para x — xg do quociente

f(@) — (o)

T —x9

'Karl Weierstrass, “Uber continuirliche Functionen eines reellen Arguments, die fiir keinen
Werth des letzeren einen bestimmten Differentialquotienten besitzen,”in: Kéniglich Preus-
sichen Akademie der Wissenschaften, Mathematische Werke von Karl Weierstrass (Berlim,

Alemanha Mayer & Mueller, 1895), vol. 2, pages 71-74.
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entao f seria derivavel em zy. Mostraremos que tal limite nao existe.

Para tal, construimos duas sequéncias de pontos de R, uma crescendo para
xo e outra decrescendo para xy, de modo que esta fragao fique ilimitada, o que
demostra a nao existéncia de nenhum dos dois limites laterais.

Seja x # g, e seja N € N. Entao existe ay € Z, tal que oy, = oz —ay €
(=1/2,1/2] (an ¢é o inteiro mais préximo de oVx).

Sejam
l’/_l’/—aN_l 2 = //_aN—i_1
N OéN ’ N aN
Entao temos que
/ _ 1+xN+1 " _ 1_5UN+1
roRETTN o P TN

e ' < xg < 2”. Podemos escolher N grande o suficiente de modo que ' e z”
estejam tao proximos de xy quanto se queira.

Substituimos a série em

f(z') — Z i cos(a"7a’) — cos(a"wwy)
T — xg = ' — xg
_ szl . cos(ama’) — cos(a" ) +Z i cos(a¥N " ra’) — cos(aN T rag)
N ' — xg I ’
n= n>0
As féormulas dos cossenos da soma e da diferenca de arcos produz
sen a”mﬂ
cos(a”mx’) — cos(a"mwy) T+ 2o 2
= —7msen | « T ;
a™(x! — xg) 2 2 — g
a ———
2
e temos a desigualdade
sen (" 2o
52|
an =R
Com isto, temos que
Nz_l( ) cos(a"mx’) — cos(a™mxg)
— a™(z' — xg) -
N-1 . -
< b)" = o)V —1] < by
<7y (b = =Tt 1] < " (o)
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Como « é um numero impar, temos
cos(a" ™ 7ra') = cos(a”(ay — 1)7) = —(—1)*,

N+n

cos(a™ ™ rxg) = cos(a"anm + a"rym) = (1) cos(a Ty,

e também vale a igualdade

Z pN+n cos(a™Ntwa’) — cos(aN T wa) — (=1)*¥ (ab)" Z 1+ COS(Oén33N+17T)bn‘
x' — o L+ 2y41

n>0 n>0

Todos os termos da série

Z 1+ Cos(a”xNHW)bn
= I+ 2an4

sao positivos; o primeiro cos(xyy1m) >0, e 1 + x4 € [1/2,3/2]. Portanto,

cos(T N 1) ) >

2
1"‘1’]\[.‘_1 3

Dai, temos que

JE) = 1@0) _(_yyan (o), (2 NI ) :

T — 1z 3 ab—1

onden >1lele] <1

Analogamente,

onden; >1el|e| <1

Se escolhermos « e b, tais que ab > 1+27/3, entao 7/(ab—1) < 2/3, digamos
7/(ab—1)=2%3—4, > 0 (que nao depende de N), e, portanto,

'f (o) ‘f — f(xo)

I—IO ZL’—ZEO

> ( > (ab)s,

ou seja, tendem a oo quando N — o0.

Portanto f nao é derivavel em z.
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APENDICE B. DEMONSTRACOES DOS TEOREMAS
1 [ 1 [
No que segue, ag = —/ f(z)dx e, paran >1, a, = — f(x) cosnx dx,
™ J_x T™J-n

N
1 ™
eb, = —/ f(z) sennz dx e, para todo N € N, Sy(z) = %4—2(&” cos nx +
T
- n=1
b, sennx).

Os limites laterais & direita e a esquerda sdo denotados f(z™) = . ling f(t)
—x; t>x

e f(z7) = t_)lxl;IItl<$ f(t), respectivamente.

B.1. Teoremas de convergéncia.

Lema 1. Para todo N € N e todo t # 2km, k € Z,

1 sen(N + L)t
——l—cost+cos2t—|—~-—|—cosNt:M.

2 2 sen%

Demonstracao. Essa igualdade decorre da férmula

cosnt sen% = % [sen (n+ %)t — sen (n — %)t} .

A soma dessas expressoes de n = 1 até n = N produz

N N

(Sen %) ZCOS nt = Z [sen (n + %)t — sen (n — %)t} =
n=1 n=1
_ 1 N 1 t
= é[sen( —l—g)t—senﬂ

A restricao em t implica sen %t # 0, e a férmula decorre da divisao de ambos
os membros por esta funcao. O

Lema 2. Para todo N € N

1/W%MN+§ﬁ {/O%MN+§ﬁ 1
0

dt = - dt = =
2 sen % m) . 2sent 2

™

Demonstracdo. A fungao na integral é continua e limitada nos intervalos indica-
dos e, portanto, é integravel. O resultado decorre da integracao das expressoes
da igualdade do lema anterior, porque as integrais dos cossenos naqueles inter-
valos sao nulas. O



SERIES DE FOURIER 23
Teorema 5 (Desigualdade de Bessel). Se f for fun¢ao continua por partes em
[—7, 7], entdo para todo N € N

DY@z [ (P

—T

2
. ;. ag 00 2 2 . .
Em particular, a série 22 + > ° | (a; + b;,) converge para um limite menor ou
igual aquela integral.

Demonstragdo. Basta integrar [f(z) — Sy(z)]* > 0. O
Teorema 6 (Riemann). Se f for fungao continua por partes em [—m, 7], entao
lim f( ) sennz dr = lim f(z) cosnz dx = 0.

n—00 n—00

—T

2
Demonstracao. A desigualdade de Bessel implica a convergéncia da série %0 +

>0 (a2 + b2). Portanto seu termo geral (a2 + b2) tende a zero. O resultado
decorre das desigualdades |a,|, |b,| < /a2 + b2. O

Lema 3. Se f for fungao continua por partes em [—m, 7],

lim f( )sen (n+ 1)adz = 0.

n—oo
Demonstracao. O Teorema de Riemann aplicado a
K

ﬂf(as)sen@dx:/ [f(z) sen ]cosnx+/ [f(z) cos £] sen nx dx

—Tr —Tr

™

implica o resultado. U

Lema 4. Se f for fungao 2m-periddica e continua por partes em [—m, ], entao
para todo N € N e todo x € R

) [sen(N + %)t] "

t
2 sen 3

N
1 ™
SN(CU) = % + Z(an cosnx + b, senngg) = ;/ f(t
n=1 -

Demonstracdao. Decorre do Lema 1 e da definigao dos coeficientes de Fourier.
0

Lema 5. Se f for funcdo 27r-periédica e continua por partes em [—m, 7], entao
para todo N € N e todo z € R

Sn(x) — fa?) + fa7) = 1 /0 (f(t+x) _ f(x)) sen (N—i— %)tdt +

2 s 2 sen%
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L [T (ft+x)— f(zT) 1
+%/0( 5 son & )sen(N+§)tdt

2

Demonstracao. Decorre do lema anterior e do Lema 2. Il

Teorema 7 (Convergéncia pontual). Se f for funcao 2m-periddica e de classe
C! por partes em [—m, 7|, entdao para todo z € R

lim Sy(z) = flat) + fa)

N—o0 2

Demonstragao. A fungao [f(t+x) — f(x1)]/2sen(t/2) é continua por partes no
intervalo 0 < ¢ < a. O limite
flt+a)—fla™) ¢

i ) = f@h) _

t—0+  2sen(t/2) =0+ t 2sen &

L fEE ) = f)

t—0+ t

existe porque f é de classe C'!' por partes. Assim, aquela funcao é continua por
partes no intevalo 0 <t < 27.

O mesmo tipo de argumento implica a fungao [f(t + z) — f(x7)]/2sen(t/2)
ser continua por partes no intervalo —7 <t < 0.

O resultado decorre do lema anterior. O

Uma consequéncia importante é a unicidade da série de Fourier.

Teorema 8 (Unicidade da Série de Fourier). Suponha que f e g sejam 27-
periédicas e de classe C' por partes em [—7,7]. Se as séries de Fourier de f e
de g coincidem, entao f = g a menos de uma quantidade finita de pontos do
intervalo [—m, 7).

Demonstracao. Ambas deverao coincidir nos interiores dos intervalos em que
elas forem continuas. U

B.2. Integracao e derivagao.

Teorema 9 (Derivacao). Se f for fungao continua, 2w-periddica, cuja série de
Fourier seja % 4>  (ay, cosnx + b, sennx), e se f e sua derivada f’ forem C'
por partes em [—m, 7|, entdo a série de Fourier de f’ serd Y~ (nb, cosnz —
na, sennx), e para todo x € R, sua soma serd (f'(z*) + f'(z7))/2.
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Demonstragao. A soma da série de Fourier de ' é (f'(z™) + f'(z7))/2, porque
f' é de classe C! por partes.

Os coeficientes a/, e b, de f’ s@o

rdl, = /7r f'(t) cosmt dt = [f(t) cosnt]:r + /W nf(t)senntdt = m(nb,),

L /Tr f'(t)sennt dt = [f(t) sennt]ir + /Tr nf(t) cosntdt = —m(nay,),

pois a funcao f é continua e 2m-periddica e os primeiros termos do lado direito
das igualdades anulam-se. O

Teorema 10 (Integragao). Se f for func¢ao 2m-periédica, continua por partes em
[—7 7r] e cuja série de Fourier seja ¢+ "> | (a, cos nz+by, sennx), entao F'(x) =
Jy f(t)dt — agz/2 ¢é continua em [ 7r , 7] e admite extenséo 27- perio’dica e sua
série de Fourier serd Ag/2+> ", (—5 cos na 4 % sen nx) =1 [T F(r

e para todo x € R, sua soma serd F( ).

Demonstracdo. A periodicidade de F' segue da de f e de

F(z+27) — F(z) = /jm (f(t) - %) dt = /W (f(t) - %) dt = 0.

—T

A relacao entre os coeficientes de F' e f decorrem do teorema anterior.  [J

B.3. Teorema de Fejér. Para demonstrarmos a identidade de Parseval para
funcoes C'! por partes, precisamos de um teorema de convergéncia mais refinado,
devido ao matemético hingaro Lip6t Fejér (1880-1959). Para isto, precisamos
da seguinte definicao.

Definicao 2. Seja f uma fungao 2m-periddica limitada, integravel no inter-
valo [—, 7], e seja Sy(x) = ag/2 + 3., (a, cos(nx) + bysen(nz)), N > 0, a
sequéncia de somas parciais da série de Fourier de f (que existe, pois como f é
limitada e integravel, existem as integrais que definem os coeficientes a, e b,).
Definimos a nova sequéncia (que nao é uma série)

n+1
Lema 6. A sequéncia o,(x) pode ser calculada pela integral

2 /”/2 o +2t) + f(x — 2t) (Sen<<" t 1>t>)2 dt.

n+ 1) 2 sent

, n>0.

Un(l'> = (
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Demonstracdao. Sabemos que

/ fo Sen (2N +1)t/2) gt

sen(t/2)
A mudanca de varidveis u = —t, du = —dt produz (verifique!)
S / fa Sen (2N + 1D)u/2) .
T or sen(u/2)

Juntamos as duas (e usando u como variavel de integragao) e obtemos

_ 1 T flm+u) + flz—u) (sen((2N + 1)u/2) "
Swlw) = 27?/ 2 ( sen(u/2) ) du.

A funcao de u dentro da integral é funcao par de u. Usamos isto e mais a
mudanca de varidveis 2t = u, 2dt = du, e chegamos a integral

™2 flx T — sen
SN<I>:1/O flx+2t) + f( 2t)< ((2N+1)t)> "

T 2 sent

Tudo isto para obtermos

1

N1t =

on(z) =

1 ™2 f(x 4+ 2t) + f(z — 2t)
= (N+1)7T/ Sy Zsen ((2n + 1)t)] dt. (%)

Observe que se t # km, entao sentz _osen((2n + 1)t) = sen*((N + 1)t),
N > 0. Verifica-se isto por inducao em N; o caso N = 0 ¢é trivial; se valer
sent SN sen((2n 4 1)t) = sen®((N + 1)t), entdo

N+1
sent Z sen((2n + 1)t) = sen®((N + 1)t) +sentsen((2N + 3)t);

n=0

como 2sentsen((2N + 3)t) = cos(2(N + 1)t) — cos(2(N + 2)t) = —2sen?((N +
1)t) + 2sen?((N + 2)t), temos

sen?((N + 1)t) +sentsen((2N + 3)t) = sen®((N + 2)t).
Agora é s6 substituir na integral (x). O

Vamos explorar melhor essa integral.
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Definigao 3. A sequéncia de fung¢oes

1 sen((n+ 1)t/2)\?
Knt) = n+1 ( sen(t/2) >

é chamada de nucleo de Fejér.

Observacao 5. Esta definida em todo t € R, t # 2krw, k € Z, mas existem o0s
limites limy; o, K,,(t) = 1, n € N, k € Z. Isto permite definir cada K, (t) em
todo R, por K,,(2k7) = 1, de modo que seja funcao 2r-periédica e continua em
R.

Lema 7. O nucleo de Fejér K,,(t) satisfaz as seguintes propriedades.

(1) Dados €,§ > 0, § < 7, existe ng € N, tal que para todo n > ng e todo
te[—m =0]Uld ], |K.(t)] <e.

(2) Para todo N € N,
/2
/ Ky(t)dt = ~.
0 2

Demonstracao. Dado § > 0, 6 < m, entao |sen(t/2)| > sen(d/2), para todo
t € [-m, —d] U[d, m]. Portanto,

1
(n+1)sen(d/2)
Basta, entao, escolher ng, tal que, para todo n > ng, a fracao do lado direito
da desigualdade seja menor que €.

0<K,(t) <

Para calcular a integral, usamos [sent 320 sen((2n 4 1)t)] = sen®((N + 1)¢).

sen((2n + 1)t/2)
/ Kon(t) dt = N+1Z/ sen(tj2) =

_ 2 / sen((2n + 1)t )dt _ 1 /7r sen((2n + 1)t/2) ot
N+1 sen(t) N+1 sen(t/2) ‘

Cada uma destas integrais é /2 vezes a soma parcial S,(0) da série de Fourier

da fungao constante f(z) = 1. O

Com isto podemos demonstrar o seguinte teorema de convergéncia.

Teorema 11 (Fejér). Seja f uma funcao 2m-periddica e C! por partes.

(1) Para cada x € R,

i on(e) — 1))

N—o0 2
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(2) Se f for continua no intervalo [a, b], entao a convergéncia serd uniforme
neste intervalo (o ng ndo dependerd de x € [a, b]).
(3) Para todo t, e todo N € N,

inf f(2) < on(t) < sup f(x).

z€eR

FicurA 4. Comparagao entre So(z) (em azul) e og(x) (em ver-
melho) para f(z) = z/|z|, —7 <z < 7.

Demonstragao. Podemos supor que f(x) = (f(x*)+ f(z7))/2, para todo = € R
(basta trocar f por uma outra fungao que coincida com f em seus pontos de
continuidade e por esta média aritmética nos de descontinuidade).

Para cada 6 > 0, § < 7/2, temos que

(o) = st = 2| [ [HEELIEZ2 ) iy =
:%/05+/;/2(...>dt g%/06<...)dt‘+%/;/2<...)dt.

Dado ¢ > 0, seja 6 > 0, tal que para todo t, |2¢t| < 9§, |[f(2t) + f(—2t)]/2 —
f(0)] < e. Dai,

2

™

<

/05/2 [f(a:—i— 2t) —g flz—2t) f(m)} Ky (1) dt

f(:z:—|—2t)—|2—f(x —2t) f()

2 0/2
<2
T Jo

Sejam M > 0, tal que |f(z)] < M, x € R, e Ny, tal que para todo N > N,
(2/m) [T Kn(t) dt < £/3M. Entio

% /é{f(erQt);rf(x—Qt) _f(x)} KN(t)dt‘ .

2 /2
Ky (?) dt<5—/ Kny(t)dt =e.
T Jo
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w/2
(t)dt <3M Ky(t)dt < e.
5/2

flz+2t)+ f(z —2t)
2

- f()

2\/%/2
S_
T Js/2

Assim, obtivemos a convergéncia desejada.

Suponha que f seja continua no intervalo [a, b]. Entao ela é uniformemente
continua neste intervalo (os € e ¢ da definigdo de continuidade nao dependem
de x € [a, b]; isto ndo é trivial, mas vamos assumir este resultado). Dado € > 0,
seja § > 0, tal que para todo = € [a,b] e todo x € R, tal que |x — Z| < 26, entao
|f(z) — f(Z)| < e. Escrevemos 2t =  — T e obtemos para z € [a, 0]

lon(a) — ()| = 2

- /06(...)dt+/;/2(...)dt <
/| Vot + 2 /;/2|(...)|dt.

Seja Ny, tal que para todo N > N, a segunda integral seja menor que &.
Como z € [a,b], a escolha de 6 > 0 implica que a primeira integral também
serd menor que €. Como ¢ e Ny nao dependem de x € [a,b], on(x) converge
uniformemente para f(z) no intervalo |a, b].

A aplicagdo da desigualdade inf,cr f(z) < f(t) < sup,cp na integral que
resulta em oy () produz a desigualdade inf,cg f(z) < on(t) < sup,ep f(z). O

B.4. Identidade de Parseval. A identidade de Parseval pode ser expressa
de duas maneiras. A primeira envolve a norma ao quadrado da funcao, e a
segunda envolve o produto escalar de duas fungoes.

Teorema 12 (Identidade de Parseval-I). Seja f uma fungao 2m-periddica e de
classe C' por partes em [—27, 7] e S(z) = % + > | (ay cos(nx) + b, sen(nx))
sua série de Fourier. Entao

2
e =1 [ pea=

n=1
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Demonstracao. Pela desigualdade de Bessel,

2 o0
i 2: 2 2 2
E—i_n:l(an—i_bn)SHfH < 00,

2
. 7 . a ’
ou seja, a série L + Y -, (a2 +b}) é convergente.

Precisamos mostrar que a sua soma é igual a || f||?. Isto decorre de

pois, se escrevermos Ag(x) = ag/2, e An(x) = a, cos(nx) + b, sen(nz), n > 1,
obtemos

™ 1 N N—n
:/ﬂ[f()—NHX%NHAn(t) dt =
:/W [f(t)_SN(t)+ZNT:L1A"<t) g —

= [ 1) - swtopar+ TR e+ )

—T

pois ((f — Sw), N, g3 Aa) =0,

Estas duas iltimas expressoes sao positivas, e como sua soma tende a zero,
cada uma delas tem que tender a zero. Portanto, a integral

9 N
Qg 2 )
— E b

5 + nZI(an +b;)

também tende a zero, obtendo a identidade desejada.

= [ - swopde = [ srar-

T™J %

Passemos a demonstracao de que

Nhgl)o%/_w (1) — o (]2 dt = 0.

Uma simples mudanca de variaveis produz

Sn(z) = % / e +t)Sen(gL:/21)>t/ 2) 4t =
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1ot sen((2N +1)(t —z)/2)

T o S /() sen((t — x)/2) d.
Dai,
& 1 T gen?((2N + 1)(t — 2)/2)
on@) = N7 ;Sn(x) BT 1)7r/ sen((t—z)2) Dt

Se 0 < 6 < m, podemos escrever esta ultima integral como soma de trés
integrais

B 1 " sen?((2N + 1)(t — x)/2) B
D Sule) = 2(N + m/ senf((t=a)2) Wdt=

“ar U L] o

Como f é de classe C' por partes, f é integrdvel e, portanto, f(t)Ky(t)
também é integravel, isto é, sua somas de Riemann converge para a integral.

Seja A > 0, tal que |f(x)| < A e, portanto, |on(z)| < A, para todo z € R
e todo N > 0. Particionamos o intervalo [—m, 7] em r > 0 subintervalos de

tamanho A, = 1/r cada, que enumeramos em ordem crescente como Iy, ...,
L.

Sejam my, = infocq, f(x), My =sup,c;, f(t), 1 <k <.

Sejam xy, € I, o ponto médio de Iy, e § = A, /2. Seja

T+
B= [ ol
Daf, mi S f(xk) S Mk, €

TE+0
m—’“a < 1/ ftydt < —M’“é,

v =0 T

% [/ /;} Ot =) di < 7 1>fen2(5/2)‘

My — o () U /wm /:r} (M — F(O)Kn(t — z4) dt >

A e
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1 T T+ M
>___ L / / Ml +1F @],
2IN+ D7 |/, - optd sen?(6/2)
Dai, obtemos a desigualdade

|My| + B/2
(N +1)sen(§/2)

O'N<.Tk) S Mk +

De modo andlogo, trabalhamos com oy (zx) — my e obtemos a desigualdade
|m| + B/2
(N +1)sen2(6/2)

on(xg) > my —

Destas duas desigualdades (junto com |myg|, |My|| < A) deduzimos mais duas
desigualdades

2A
|f(zr) — on(zp)] < My —my, + N Dse2(02)" e
1
|f(zr) —on(zk)] < 24 {14— N+ 1)sen2(6/2)1 )

Como f(t) e on(t) sao (Riemann)-integraveis, dado € > 0, existe § > 0 (que
podemos escolher § = 27 /r, para algum r € N, r > 0), tal que para toda
partigdo P do intervalo [—m, | em subintervalos de tamanhos no maximo 4, e
toda escolha de pontos Z; em cada intervalo [z;,z;41] € P, temos

< E.

/Tﬂw—aam%ﬁ—ij@n—aAwWA%

— j

Podemos escolher, em particular os pontos médios z; dos intervalos I; =
[z;,%j41]. Nanotacao das desigualdades obtidas acima, escolhemos N, € N, tal
que, para todo N > N,

24 |
(N senio)y o ¢ M4 [H (N+1)sen2(5/2)] =

Depois, escolhemos § = 27/r > 0, tal que > _;(M; —m;)A; <€, onde A; = 4.

Com isto, obtemos que

J OO
2A 4Ar
= (N + 1) sen?(5/2) [;(MJ —mg)o+ (N + 1)sen2(5/2)] =0,

quando N — oo. Com isto terminamos a demonstracao. O
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Teorema 13 (Identidade de Parseval-1I). Sejam f e g duas fungoes 2m-periddi-
cas e de classe C' por partes em [—2m, 7] e S(x) = @ + > (a, cos(nz) +
bysen(nz)) e S(z) = 42 4+ 302 (A, cos(nx) + B, sen(nx)) as suas respectivas
séries de Fourier. Entao

aOAOJrianA 4 b,B,) / F(t)g(t) dt = (f, g).

Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior as fungoes hy(z) = f(z)+g(z)
e hao(x) = f(x) — g(x), lembrando que as séries envolvidas sao absolutamente
convergentes, o que permite reagrupar os termos e obter o mesmo limite.

Assim, do teorema anterior, deduzimos que

l/7r [f(z) £ g(x))?dx = (aoi—Ao)Q + Z [(a, £ A + (b, + B,)?] =

s
T n>1

= (%(2) +) (a2 + bi)) + (A;J +) Az + BZ)) +

n>1 n>1
+2 a0A°+Z(a Ay + byBy)
2 nZl n n n n .
Como 4(f,g) = ||f + glI> = I/ — glI?, obtemos o resultado desejado. O
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