EQUACOES DIFERENCIAIS PARA A ENGENHARIA VIA
EXEMPLOS

RICARDO BIANCONI

REsUMO. Este é um resumo de equagoes diferenciais ordindrias para a disciplina
de Célculo IV para Engenharia. O foco é a solug@o de cada tipo de equagdo, com
exemplos tirados de modelos da Fisica, Biologia e outras areas afins. Algumas
equacoes a derivadas parciais podem ser reduzidas a um sistema de equagoes dife-
renciais ordindrias (independentes) pelo Método da Separagio de Varidveis. Este
método serd ilustrado no caso especial da Equagdo de Laplace (que é satisfeita por
potencial eletrostatico em uma regiao sem cargas; ou por difusdo de calor; e outras
aplicagdes).
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1. INTRODUCAO

Equacées diferenciais aparecem em muitas modelagens matemaéticas de fenémenos
fisicos, quimicos, bioldgicos e até em financas. Algumas dessas equagoes diferenciais
sao a derivadas parciais (abreviadas EDP), ou seja, admitem mais de uma varidvel
independente (por exemplo, a equacao do calor, a equacao da onda, a equagao de
Laplace, etc), cuja teoria pode ser bem complicada. As que admitem apenas uma
varidvel independente sdo chamadas de equagoes diferenciais ordindrias (EDO), que
tém uma teoria mais tratavel e também servem para resolver algumas das EDP’s.

Este texto é voltado para os cursos de ciéncias aplicadas, como engenharia, fisica e
outras, e pretende apresentar o problema de como resolver certas equagoes diferenciais
ordinarias que possam surgir em modelagens diversas. O foco principal deste texto
é a apresentacao de equacgoes especificas que aparecem em diversas dreas, indicadas
em cada exemplo. Esse material também serve como requisito para o estudo mais
aprofundado de Sistemas Dinadmicos e Controle.

Uma questao que surge naturalmente aqui é por que obter solugdes exatas de
equagoes, se podemos resolvé-las com um computador? De fato, existem métodos
numéricos bastante eficientes para resolver alguns tipos de equacgdes. Dois problemas
podem aparecer (e, pela Lei de Murphy, quase sempre aparecem) sao:

(A) o custo da computacao (problemas que requerem muita precisdo exigem muito
tempo de computacao) pode ser reduzido se obtivermos uma solugao exata que
requeira menor custo computacional; consulte o livro de Birkhoff e Rota [I],
Capitulos 8 e 9] sobre métodos de aproximacao de solugoes;

(B) singularidades ou aproximacoes imprecisas podem gerar uma resposta falsa ao
problema (por exemplo, a discretizagao usada pode ocultar componentes de alta
frequéncia da solugao).

O segundo desses problemas ja é tratado na Segao 2, que apresenta o Teorema de
Existéncia e Unicidade de solucoes de uma equagao. As segles seguintes tratam de
resolver varios tipos de equacoes.
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Para um estudo mais aprofundado de equacoes diferenciais ordindrias, consultem-
se os textos [I], [2]. Os Apéndices tratam de problemas algébricos necessérios para
este estudo.

2. TEOREMAS DE EXISTENCIA E UNICIDADE

Toda equacio diferencial ordinaria de ordem n, F(z,y,9,9",...,y™) = 0, pode
ser transformada em um sistema de equagoes de primeira ordem pela introducao de
novas varigveis. Digamos que y(™ possa ser isolada em F’; sendo, utilizamos

_oF  OF , OF  (nt1).

! (n+1 el
G(:U,y,.--,y )) 8ac+6yy +8y(")y )

isolamos y™ = H(x,y,y/,...,y" Y (ou y*Y = H(z,y,v/,...,y"™), no segundo

caso), e introduzimos novas coordenadas Yy, ..., ¥,—1 (no caso de usarmos F; Y,,
se usarmos () e escrevemos o sistema de equagbes Yy = Y1, Y/ =Y,, ..., Y, =
H(z,Yy,Y1,...,Y,_1). Resumidamente, denotamos este sistema como Y’ = A(z,Y),

com Y, Y’ e A(x,Y) vetores de fungoes.

Passemos ao problema da possibilidade de solugao do sistema Y’ = A(z,Y). Seja
(z9,&0) um ponto do dominio de A(x,Y). A primeira pergunta a ser respondida
é se existe (pelo menos localmente) uma solugao Y (z) desse sistema satisfazendo a
condigao inicial Y (zg) = &.

O primeiro resultado, devido a G. Peano, da resposta afirmativa a questao, no caso
de A(z,Y) ser continua e limitada em uma regiao.

Teorema 1 (Teorema de Existéncia de Peano). Suponha que a fungao A(x,Y) seja
continua se |z — z9| < T e ||Y — &| < K, e que nesta regiao valha [|A(z,Y )| < M.
Entao existe uma solugdo Y (), |z — zo| < T3 = min{T, K/M}, da equagao Y’ =
A(z,Y), satisfazendo a condi¢ao inicial Y (xg) = &p.

A demonstragao deste teorema encontra-se, por exemplo, em [I, Capitulo 6, §10,
Teorema 9, pp. 191-193]. A ideia é escrever esta equagao de uma forma equivalente

Y(z) =& + /x A(z,Y (x)) dx.

A partir disso, definimos uma sequéncia de fungoes yo(z) = £y, constante, e para
n>1,yn(z) =¢&),sexg<ax—<zog+T1/(n+1), e yp(z) =& + f;; Az, yn—1(z) dz,
se Ti/(n+1) < o < Ti. A parte dificil é mostrar que esta sequéncia de fungoes
possui uma subsequéncia que converge para uma solugao no intervalo dado. Pode
haver mais de uma solugao neste caso.

2/3 tem

Exemplo 1 (Uma equagdo sem unicidade de solugoes). A equacao y' = 3y
infinitas solugdes com a condi¢ao inicial y(0) = 0. Por exemplo, y(z) = 0 é uma
solucdo, bem como y(z) = x3. Mais solugdes, sdo y(z) =0, se z < 0 e y(z) = 27 se

r>0;0uy(r)=(z—a) sex<a,yx)=0sea<xr<0ey(z)=a3sex>0,



4 RICARDO BIANCONI

3

para algum a < 0; ou ainda, y(x) = z° se x < 0 e y(z) = 0 se x > 0; e ndo esgotamos

todas as possibilidades!

Isto é um desastre para engenheiros. Se esta equagao modelar alguma coisa, nao se
pode prever qual serd seu comportamente. Qualquer ruido pode fazer que a solugao
mude de uma para outra.

Onde estd o problema?

Observe que a funcao A(zx,y) = y%/3 é continua e limitada em qualquer retangulo
do plano, centrado na origem; e que ela é diferencidvel apenas nos pontos fora do eixo
x (isto é, fora da reta y = 0), e sua diferencial nao é limitada em nenhuma regiao
que contenha algum ponto do eixo x em seu interior. Na verdade, este é o problema.

Definigao 1. A funcao A(x,Y) satisfaz a condigao de Lipschitz em uma regiao D
(e nas varidveis Y') se existir uma constante positiva L, tal que se (x,Y), (z,Z) € D,
entao ||A(z,Y) — Az, 2)|| < L||Y — Z||.

A funcio A(z,y) = y*/ nao satisfaz a condicio de Lipschitz em nenhuma regifo
contendo pontos do eixo = (ou seja, y = 0):
[y*% =0l = |y~ ly o,
e o termo |y~ /3| ndo é limitado perto de y = 0.

Observacgao 1. Se a funcao A(z,Y') for derivavel em D, entao ela satisfard a condigao
de Lipschitz em qualquer subconjunto fechado e limitado desta regiao.

Teorema 2 (Existéncia e Unicidade). Se a funcao A(z,Y’) for continua e satisfizer
a condicdo de Lipschitz em uma regido D (em particular, se for de classe C* neste
regiao), entao existe uma tnica solugao Y (z) satisfazendo a condigao inicial Y (zg) =

£o-

Meétodo de Picard. A sua demonstracao segue as linhas do Teorema de Peano acima,
e a condigao de Lipschitz garante que a sequéncia de fungoes y,, (x) converge para uma
unica fungao que resolve a equagao diferencial. Em uma regido em que ||Y|| < M e

|x — 29| < B, temos
x
[,
o

ou seja, teremos ||Y,,11(x) — Yy (z)|| < KM|x — z¢|. Usando esta desigualdade, obte-
mos

Yoi1(z) = Ya(z)l| =

/ AW Y1) — AL, Yo 1 (1) dt

0

<

|z — z0)?
2 )

|z — x0]3
37

[Yisala) = Ya(@)| < KM [ |t~ aol dt = KM
|t — ZE()|2
|Yiis(x) — Yo(2)|| < KM — dt = KM
e assim por diante, obtendo, em geral,

R |z — xo|*
Yisolo) = Yala)| < K | e = K
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que tende a zero. Esta desigualdade, junto com teoremas apropriados de Analise Ma-
temética, garante que a sequéncia de fungoes (vetoriais) Y,,(z) convergirao a solucao
da equacao Y’ = A(x,Y), com |z — xo| < B. O

Observagao 2. No exemplo 3 = 3y2/3 vale a existéncia e unicidade em qualquer

regiao (conexa) que nao contenha pontos do eixo z.

Exemplo 2 (Tlustragdo do Método de Picard). Considere a equagdo y' = y, que
tem por solugao a fungao exponencial y(x) = Ce®. Aplicamos o Método de Picard a
equagao, com condicao inicial y(0) = 1, e obtemos

yo(z) =1 =1
yi(x) =14 [ 1dt =142
yo(x) =1+ [F(1+t)dt =l+a+%
?/3(:0):1+f033<1+t+%)dt =1+x+§+§

z 2, 3 e
ya(z) =1+ [, (1+t+7+§>dt =l4+o+5+5+%
p(e) =1+ f7 (1+t+ S+ 5+5)d =1+a+ S+ 5+ 5+ 5

Perceba que a sequéncia y,(z) compoe-se dos polindémios de Taylor da fungao
y(z) = €.

A condicdo de Lipschitz do campo vetorial tem ainda uma consequéncia impor-
tante. As solucoes variam continuamente com a condicdo inicial.

Teorema 3 (Continuidade de Solucoes). Se a funcao A(z,Y) for continua e satisfizer
a condicao de Lipschitz (||A(z, Y1) — A(z,Y2)|| < L||Y1 — Y2||) em uma regiao D (em
particular, se for de classe C'! nesta regido), entdo duas solucoes Z;(z) e Zo(x) da
equagao Y' = A(z,Y) satisfazem | Z1(z) — Za(x)| < exp(L(x — x0))| Z1(x0) — Z2(x0)|,
x > xg. Ou seja, as solugdes variam continuamente com a variacdo da condigao
inicial.

3. EQUAGOES DE PRIMEIRA ORDEM

Vamos resolver equagoes diferenciais de primeira ordem. Elas podem aparecer nas
formas ¢y’ = f(z,y), ou P(z,y)+Q(z,y)y = 0, ou também P(x,y) dz+Q(x,y)dy =0
(na forma de campo vetorial 7+ (P, Q)). Todas s@o equivalentes e resolvé-las reduz-se
a achar uma funcao de duas varidveis (de classe C!) F(z,y), de modo que suas curvas
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de nivel sejam solugoes (implicitas) da equagao. Na forma vetorial, isto significa que
o campo vetorial (P, Q) serd paralelo ao campo VF (o gradiente de F').

Seria bom se esses campos fossem iguais.

3.1. Equagoes exatas. As equagoes exatas podem ser resolvidas diretamente, resol-
vendo VF = (P, Q). Para campos (P, Q) de classe O, isto significa que eles admitem
um potencial F' (campos conservativos). Dai, devem ser irrotacionais, ‘?)—g - %—I; =0.

Entretanto, sabemos que isto ndo é suficiente, pois o bem conhecido campo

—y T
$2+y27ﬂ§‘2+y2

¢é irrotacional, mas nao é conservativo no plano menos a origem; mas é localmente
conservativo (restringindo a um dominio simplesmente conexo).

Exemplo 3 (Campo de forcas central). Um campo de forcas central é da forma
7 = g(z? + y*)(7,y) (em um sistema de coordenadas conveniente), com g de classe
C! fora da origem. O campo elétrico (ou também gravitacional) gerado por particula
carregada colocada na origem é assim, com g(z? + y?) = k/(z% + 3?), para uma
constante adequada k.

Um campo central d4 origem a uma equacdo de primeira ordem exata g(z? +

yHz dx + g(2? + y*)y dy = 0 com potencial F(z,y) = f$2+y2 g(t) dt.

a

Exemplo 4. Restrimos o domfnio D = R?\ {(z,y) € R? : 2 < 0 & y = 0} (o plano,
menos o semieixo negativo dos x, que é simplesmente conexo), e, assim, o campo

x2+y2’$2+y2

torna-se conservativo em D e admite um potencial

F(z,y) = 2arctg (y) .

T+ /22 + y?

3.2. Equacoes a variaveis separaveis. Mesmo com campos com rotacional nao
nulo, é possivel resolver a equagdo Pdx + @ dy = 0. O caso geral é bem dificil, mas
existem alguns casos trataveis. O primeiro caso, o mais simples, trata-se de equagoes
a varidveis separaveis, em que P(z,y) = P1(2)Q1(y) e Q(z,y) = P2(2)Q2(y). A ideia
¢é separar tudo que depende de z de tudo que depende de y, ou seja, transformar a
equagao P1(z)Q1(y) dz+Pa(x)Q2(y) dy = 0 em Py (x)/P(z) dz+Q2(y)/Q1(y) dy = 0,

que ¢ irrotacional e, portanto, localmente conservativo.

Mas, CUIDADO! Isto significa dividir a equacao pela expressao Q1(y)P(z), o
que impoe a restricao Q1(y)Pa(x) # 0. Isso descarta as possiveis solugdes constantes
y(x) = yo, para cada yo que anula Q1(y).

Assim, o problema divide-se em:
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(1) primeiro verificar a existéncia de solugoes constantes y(x) = yo, para cada yo

que anula Q1(y);
(2) depois resolver a equagao exata Py(x)/Ps(x)dx + Q2(y)/Q1(y) dy = 0.

Exemplo 5 (Equagoes lineares homogéneas). Para resolver a equagdo a(x)y’ +
b(z)y = 0, com coeficientes a(x) e b(z) de classe C!, observe que a funcdo cons-
tante y = 0 é solugdo. Obtemos outras solugoes, com y # 0, separando as varidveis
v _ _bw)
y  alz)’

e resolvemos por integragao, com condigao inicial y(xo) = yo # 0,

xz y(z) x
[ [ Ly e[ u
w0 Y w Y [0 zo lt)

[y(@)] = lyol exp [— / fbigdt} |

Observe que o sinal positivo, ou negativo, de y(z) tem que ser igual ao de yo, devido

a unicidade da solugao (pois, sendo, y(z) teria que trocar de sinal, passando pelo zero
e, ai, cruzaria com a solucao nula). Assim, a solu¢ao sem médulo é

y(z) = yo exp [— /wj Z((gdt} :

Exemplo 6 (Movimento resistido em fluido-I). Sabe-se que um corpo esférico de
massa m caindo verticalmente sob a acao da gravidade, em meio fluido de alta viscosi-
dade e com baixa velocidade, sofre resisténcia do fluido proporcional & sua velocidade,
F = —kv.

Isto resulta em

md—: =mg — kv.

A funcado constante v(t) = mg/k é solugdo. As outras solugoes sao obtidas pelo
método da separacao de varidveis

m_dv_
mg — kv dt

Integramos, usando a condigao inicial v(0) = vy # mg/k,

T o(T) _ T
/ mdvdt:/ oom o my k() —myg :/ Ldt =T.
o mg—kvdt vw Mg — kv k 0

kvg — mg
Pela unicidade da solugao, os sinais das expressoes (kv(T') —mg) e (kvg —mg) sao
os mesmos (pois se fossem opostos, a solucdo v(t) deveria cruzar a solucdo constante
v(t) = mg/k). Dai, o médulo no logaritmo é desnecesséario. Assim,

o(T) = % + (vg - %) e~ kT/m
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Exemplo 7 (Movimento resistido em fluido-II). Sabe-se que um corpo esférico de
massa m caindo verticalmente sob a acao da gravidade em meio fluido de baixa
viscosidade sofre resisténcia do fluido proporcional ao quadrado de sua velocidade,
F = —kv?. A Segunda Lei de Newton descreve o movimento (forca resultante igual
a massa vezes aceleragao)

v
m— =mg — kv?

dt
Esta é uma Fquagdo de Riccati, que serd explorada no Exemplo 22 pdgina [23]

A fungao constante v(t) = \/W ¢é solugao. Consideremos agora a condigao
inicial v(0) = v # W A equacao pode ser resolvida por separacao de veridveis
m dv

mg — kv? dt -
Integramos ambos os membros

T o(T) T
m dv 1
L —~ dv=[ 1ldt=T
/0 mg — kv? dt /1, mg — kv? v /0 ’

0
obtemos

o m [0 1 1
e [ e . -
vw Mg — kv VEmg Jy, Vmg/k —wv mg/k+wv

m | malk () gk = |
kmg | \/mg/k —v(T) /mg/k + vo

A unicidade da solugéo garante que os sinais das expressoes

vmg/k+v(T) . vmg/k — vy
mg/k—v(T)  /mg/k+ o
sao iguais e, portanto o moédulo nao é necessario no logaritmo. Dali, a resposta sera
vmg/k +v(T) mg/k—vo\ 1 /kmg/m
=e , ou
mg/k —v(T) ) \ /mg/k + v

mg(eTVFEII™ _ 1) 4 \/Emgug(eTVFI/™ 4 1)
mg(eTVEI/™ 1) + \/kmgug(eTVFI/™ 4 1)

o(T) =

Exemplo 8 (Fio Flexivel-Catendria). Um fio flexivel de densidade linear p e com-
primento ¢ > 2z, tem suas extremidades fixas em dois pontos (—xg,y0) € (0, ¥0), €
estd em equilibrio estédtico sob a agao da gravidade (na diregao vertical paralela ao
eixo y). A funcao y(z) descreve sua forma e, devido a simetria do problema, deverd
ser uma funcao par, y(—z) = y(x), com ponto de minimo em x = 0. Seja Ty a forga
de tensao nesse ponto (que deve ser na dire¢ao horizontal) e seja T'(x) a tensao em
um outro ponto x > 0 (que deve ser na direcao da reta tangente ao gréfico de y em
x). O equilibrio de forgas no trecho da corda entre 0 e x implica a igualdade das
componentes horizontais Ty = T'(x) cos e verticais gpl(z) = T'(x)sen@, onde 0 é o
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angulo que a reta tangente ao gréfico de y em x faz com o eixo x, e £(z) é o compri-
mento do trecho do fio entre 0 e x, e gpl(x) é o peso deste segmento do fio. Dividimos
uma equacao pela outra e obtemos gpf( ) = Totgl = Toy'(x). O comprimento do

segmento de fio é ¢(x fo V14 [y (t)]?dt. Assim, a equagio é

Toy/(z) = gp /0 VIt OPdt.

A derivada em relagdo a = de ambos os membros desta equacdo produz

!
Toy" = gpv/1+ (¥)?,
que é uma equacao de primeira ordem em z = 7’ a varidveis separaveis, Tpz =

gpV'1+ 2%

Podemos dividir a equagao por v/1 + 22 (que nunca se anula) e calcular a integral

indefinida )
2 1 gp
—dx = = dx + C,
/\/1+z2 /\/1—1-22 /

com a substituicao z = senht, dz = coshtdt, e obtemos

gp
To

com C =0, pois 2(0) = 4/(0) =0 (z = 0 é ponto de minimo de y).

t=="x+C, ou z=senh(C+ gpzx/Tp),

Dai y(z) = K + Z—gcosh(gpgv/To) e, com a condicao y(xg) = yo, determinamos
K = yo — 35 cosh(gpzo/To)-

Observe que o comprimento do fio é

o 2Ty
E—/ 1 + senh?(gpt /T, = —— cosh(gpzo/Ty),
v (apt/To) dt = =2 cosh(gpr/Th)

o que fornece uma relagao implicita entre Ty e £.

3.3. Equagoes a coeficientes homogéneos. A equagido P(z,y) + Q(z,y)y = 0
chama-se de equacao a coeficientes homogéneos se existir um numero k € R, tal que
para todo t > 0, P(tx,ty) = t*P(z,y) e Q(tz,ty) = t*Q(x,y) (o parametro t pode
ser tirado em evidéncia em ambas as fungoes, elevado a mesma poténcia k). Observe
que se a equagao vier na forma y' = f(z,y), entdo Q(z,y) = 1 e, portanto, k = 0.

Observe que um campo vetorial com coeficientes homogéneos tem diregao e sentido
constantes em cada semirreta partindo da origem.

O método de solugdo é via a transformacao y = zv, com 3y’ = zv' + v (ou dy =
x dv +vdz), que transforma a equacado em uma outra a varidveis separaveis.

Exemplo 9 (Campos Homogéneos). Algumas EDOs exatas também podem ser vis-
tas como equacgoes a coeficientes homogéneos.

(2% 4+ y>)P(xdx +ydy), ou, também, (2% + y?)’(—ydz + zdy).

Ambos sdo campos conservativos em R?. Mas o método desta secdo também se aplica.
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Exemplo 10 (Espelho Parabdlico). A parabola é uma curva que tem a propriedade
de todo raio partindo de um ponto (o foco da pardbola) refletir-se sempre numa
mesma dire¢ao (paralela ao eizo da pardbola). Vamos determinar as curvas dadas por
graficos de fungoes y = f(x) com a propriedade que toda reta que passa pela origem
O = (0,0) reflete-se em um reta vertical pela curva. A reta y = ax encontra o grafico
de f(z) em A = (z, f(z)) formando uma angulo (agudo) com a reta tangente ao seu
grafico igual ao angulo que a reta vertical faz com a reta tangente. Consideremos
os pontos em que x # 0. Seja B o ponto do eixo y pertencente a reta tangente. O
angulo agudo que a reta tangente forma com o eixo y é igual ao angulo (agudo) que
a reta y = ax faz com a reta tangente, que também é igual ao angulo (agudo) que
a reta tangente faz com a reta vertical em A. Assim, o tridngulo AOAB é isdsceles,
o que implica na igualdade OB = OA = /22 + f2. A cotangente do dngulo OBA
‘eigual a (f(z) + /22 + f2)/x, que também é igual & tangente do angulo que a reta
tangente faz com o eixo x, que é f’'(z). Escrevemos f(z) = y e obtemos a equagao
(a coeficientes homogéneos)

2 2
g vrveRty
X

Se x > 0, entao |z| = x e a equagao torna-se y' = (y/z)+ /1 + (y/x)? ese x <0,

|z| = —x e a equacdo torna-se ¢’ = (y/x) + /1 + (y/z)%. A substituicio y = zv,
y' = v + xv’ transforma a equagao em

vV=+vV1+v2, sex>0;0u v =—v1+v2, sex<O0;

, dv = coshtdt,

integramos em relacdo a = (com a substituicéo v = senht = ¢
1 +senh?t = cosh®t e, como cosht = ¢ +e L 0, Vcosh®t = cosh t)

= [ o=

———dv= | ldt=t==xIn|x|+ C,;
/ 14w 1+v &
daf, y/x = v = senht = senh(+In|z| + C) = +senh(ln|z| + C) = +(%|x| —
e~C/|z|)/2. Tanto para x < 0, quanto para z > 0, obtemos equacio de pardbolas
y=Kiz? - K.

3.4. Fator integrante dependendo de uma variavel. A ideia de que que uma
EDO de primeira ordem nao exata pode ser sempre ser transformada em outra
equacao exata com mesmas solucoes pela multiplicacao por um fator integrante
wu(x,y) ja era conhecida no tempo do matemdtico alemao Leonhard Euler. Ele pu-
blicou em 1763 um trabalh(ﬂ sobre um método geral de fatores integrantes, obtendo
a equacao

ouQ  ouP

or Oy’

eonhard Euler. “De integratione aequationum differentialium”, Novi Commentarii academiae
scientiarum Petropolitanae 8, 1763, pp. 3-63; Opera Omnia: Series 1, Volume 22, pp. 334 - 394.
Veja o Teorema 16, pp. 12-13. Veja a referéncia bibliografica [3].
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ou, em miudos,
0 0 oP 0
W29 oo _ O L pon
Ox Ox oy oy
Em geral, essa equacao a derivadas parciais é muito complicada e até impossivel de
se obter solugoes explicitas. No entanto, alguns casos particulares 1teis em aplicacoes
sao trataveis, como veremos a seguir.

Fator integrante que depende somente de =x.

Se a equagao P(z,y) dz+Q(z,y) dy = 0 (ou equivalentemente, P(z,y)+Q(x,y)y =

0) admitir um fator integrante que dependa somente da variavel z, entao ?TZ =0ea

equacao do fator integrante reduz-se a

0Q ou  oP 1au_1<ap acg)

Pow "% P oy M uor T 0

oy Ox

e[ 35 12) o

resolve a equacao do fator integrante.

A funcao

ATEN(;AO: Verifique se realmente p sé depende de x: a expressao % (%—5 — %—?)

nao pode depender de y.

Exemplo 11 (Equagoes lineares). Equagoes lineares de primeira ordem tém a forma
a(z)y’ + b(x)y = c(z), ou (b(x)y — c¢(x)) + a(x)y’ = 0. Assim, vemos que o campo
vetorial correspondente (P, Q) = (b(x)y — ¢(x),a(x)). Neste caso
1 (0P 9QY _ ) - de)
Q\dy o0xr) a(x)
que realmente nao depende de y.

Um fator integrante é u(x) = exp[[(b(z) — d/(x))/a(x) dz] e a solucdo geral da
equacao ¢é

y(z) = [Q(Cx) +/c(x) exp (/ de) da:] exp (—/de)

Exemplo 12 (Equagao de Bernoulli). A equagao diferencial de Bernoulli
y' +p(@)y = q(z)y”

tem a solucao trivial y(x) = 0 constante (se a > 0), e transforma-se em uma equagao
linear (com y # 0), multiplicando-a por y=%, =% + p(z)y'~* = q(x), e com a

mudanca de variavel u = ylfa, u=(1-a)y "y,

(1—a) ' 4 p(z)u = q(z).

A condicdo inicial y(z9) = yo transforma-se na condicdo inicial u(z) = yy~* (com
yo > 0, se a nao for nimero racional com denominador impar).
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Exemplo 13 (Equacao Logistica). A equacao diferencial logistica é um caso parti-
cular da equagao diferencial de Bernoulli,

y —y=—v

que se transforma em u + u = 1, com solugao u(z) = Ce™ (x — z0) + 1 (com C =
u(ro) —1=1y,' — 1), ou

1 e(@=0)

y(ﬂj) = yo—le_(m—mo) + 1 B e(m—mo) + yo—l

Em particular, se 29 = 0 e yop = 1/2, obtemos a fun¢ao logistica, com aplicagoes
diversas,

Fator integrante que depende somente de y.

Se a equagao P(z,y) dz+Q(z,y) dy = 0 (ou equivalentemente, P(z,y)+Q(x,y)y
0) admitir um fator integrante que dependa somente da variavel y, entao g“ =0ea
equacao do fator integrante reduz-se a

OP | pon _ 9Q 10 200 op
“a +P8y 8x7ouu8y < )

1(y) = exp [/ @g - ?;) dl/}

resolve a equacao do fator integrante.

dr 0Oy

A funcéo

ATEN(;AO: Verifique se realmente p s6 depende de y: a expressao % (%—? — %—5)

nao pode depender de .

Observagao 3. Observe que se o campo ¥(z,y) = (P(z,y),Q ( )) admitir um fator
integrante que dependa somente de z, entdo o campo wW(z,y) = (Q(y,x), P(y,x))
admitird um fator integrante que dependera somente de y (faga as contas).

Exemplo 14. A equacdo (y? + 1) dz + (zy +y> —y) dy = 0 tem fator integrante que
depende somente de y, pois

1(oQ _oPy_ -y

P\ox 0Oy) y2+1’

e, portanto, u(y) = U\/ﬁ Um potencial F, cujo gradiente é (uP,u@Q) =
(\/yT(a:y—Fy —y/\/yTeFJ:y (x — 2) y2+1+(y2+1)3/2,ea

solugao geral é F(z,y) =
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Exemplo 15. A equacio (y?> — 1)dx + [z — (y*> — 1)y + 1] dy = 0 admite fator
integrante que depende somente de y, pois
1 /0Q OP 1—2y 1 y—1
P (5 o) =yt o H-
Um potencial para o campo (uP, uQ) é

fy=T1 2(y—1)%7?

e a solugao geral é F(z,y) = C.

3.5. Redugao de ordem. Certas EDOs de segunda ordem podem ser reduzidas a
equacoes de primeira ordem e resolvidas pelos métodos acima.

Exemplo 16 (Equagao do Péndulo). Um péndulo simples consiste em uma barra
sblida de comprimento ¢, presa em um ponto com articulacao e de massa desprezivel
em relacao a massa m um corpo preso a outra extremidade da barra. Este corpo esta
sujeito a agao da gravidade. O movimento do corpo restringe-se a circunferéncia de
raio £. A componente da forga peso mg que age na massa provocando o movimento
é a componente tangente & circunferéncia, mgsen 6, onde 6 é o angulo orientado no
sentido antihorario em relacao a reta vertical. Aplicamos a Segunda lei de Newton,
obtendo
€d29 B P d*0 g 0
mé— g = —mgsend, ou —, =—%send.

Observe que as fungoes constantes § = 0 4+ 2kw e 0 = (2k + 1)w, k € Z, sao
solucoes. Procuremos as solugoes nao constantes pelo artificio de considerar a veloci-
dade angular w(t) = 6(t) como funcio de 6 e composta com com 6(t). Isso é possivel
em qualquer intervalo em que possamos inverter a funcao 0(t), fazendo t = g(0), e

tomando w(f) = w o t(f). Com isso,
dw  dw df dw

dt — dodt ~ Cdt

A equagao do péndulo transforma-se em

dw g
w@ =7 sen 6,
que é de primeira ordem em w e a variaveis separaveis e tem solucao
2_ 9

w = z(cos@ — cosby),

com 6y = 0(ty) a condigao inicial. Para obter a solugao 0(t), precisamos integrar em
relacdo a t as fungoes w = +£4/C — (g/¢) cos § (a escolha do sina também depende da
condicao inicial.

6 o(t)
= 41, ou seja,

1
do
C —(g/t)cosb 060 C —(g/)cosb

A integral do lado esquerdo é uma integral eliptica.

= £(t — to).



14 RICARDO BIANCONI

Exemplo 17 (Equacao de Liénard). Algumas equagoes de segunda ordem podem
ser reduzidas a equacoes de primeira ordem. A equacao de Liénard é um exemplo
util para o estudo e modelagem de circuitos elétricos oscilantes. Um caso particular
importante é o oscilador de van der Pol, [10].

Sejam f,g : R — R duas funcoes de classe C' em R, tais que f seja funcdo par
(f(—=x) = f(x)) e g seja impar (g(—z) = —g(z)). A equagao (de Liénard) de segunda
ordem ,

d“x dx

@)+ g(a) =0
nao tem nenhum coeficiente que dependa da varidvel ¢ e, consequentemente, pode ser
reduzida a uma equagdo de primeira ordem pela mudanca de varidveis v = dx/dt.
Para que seja reduzida a uma equagao que nao dependa explicitamente de ¢, assu-
mimos que, pelo menos localmente em algum intervalo I, x : I — R seja invertivel
(ou seja, podemos isolar ¢ = t(x)) e, portanto, podemos fazer v(z) = ‘fl—f(t(:v)), e
dai, d?z/dt?> = dv/dt = (dv/dz)(dz/dt) = v(dv/dz). Assim, a equacdo de Liénard

torna-se uma equacao de primeira ordem

UZ—; + f(z)v + g(x) = 0.

4. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Resolvamos as equacgoes lineares de ordem n, da forma
Y™ + a1 @)y + - ar(@)y + ao(x)y = b(x). (%)

Observe que se y1(x) e y2(x) forem duas de suas solugoes, entao a diferenca y () =
y1(z) — y2(z) serd solugdo da equagao homogénea associada

y(n) + an71y(n_1) 4+ .4 aly, -+ agy = 0. (T)

Assim, para resolver totalmente uma equacao linear, basta conhecer uma solugao
particular, yp(x), da equagao (*) e a solugao geral da equagdo homogénea associada
(1), yu(x), que a solugao geral da equagao (x) serd y(x) = yp(z) + yg(x). A solugao
yp (z) conterd constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais do problema.

4.1. Equagoes homogéneas com coeficientes constantes. Comecemos com con-
sideragoes de existéncia e unicidade de solugdes da equagao linear homogénea (1), mas
com coeficientes constantes.

Observagao 4. Consideremos o polinémio caracteristico da equagao (}), p(\) =
A 4+ ap g A4 -+ aj A + ap. Um teorema (dificil) de dlgebra real declara que
todo polinémio com coeficientes reais pode ser fatorado como produto de termos de
grau 1 ou de grau 2 (sem raizes reais). Assim, podemos fatorar este polinémio
ni n2
p(\) = [T —ay)™ - TTI = b)* + eI,

j=1 k=1
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com n =3 mj+ 3,7k ¢ >0 (1 <k < ny), e os fatores exibidos sdo todos
distintos. Uma conta simples mostra que

v +anay™ Y o+ ary +agy =

ni d m; n2 d 2 5
(L) .H[<dx—bk> va

k=1

Teorema 4 (Existéncia e Unicidade). O conjunto de solugbes da equagao linear
homogeénea (}) forma um subespago vetorial real de dimensao n dentro do espago de
todas as fungoes de classe C*° em R. As solugées tém a seguinte forma:

(1) Se o polinomio caracteristico p(\) da equagao tiver um fator (A — a)™ (com
m > 0 o maior possivel), entao o espago das solugoes tem o subespago gerado
pelas funcgoes 27e%*, 0 < j < m.

(2) Se o polinoémio caracteristico tiver um fator [(A — a)? + %)™ (com m > 0 o
maior possivel, e b # 0), entdao o espaco das solugoes tem o subespago gerado
pelas funcoes x7e% sen(bx) e 27 cos(bz), 0 < j < m.

Demonstragao. Primeiramente observe que se yi(x) e ya(x) forem duas solugdes de
(1), entao qualquer combinagao linear y(z) = A1y1(z) + Aoye(x) serd também uma
solugao. Além disso, temos a solugao constante y(xz) = 0. Portanto, o conjunto de
todas as solucoes de () forma um subespaco vetorial das funcdes de classe C' e,
como Y’ = AY, as solucoes devem ser de classe C?; indutivamente, obtemos que as
solucoes sao de classe C°.

Podemos transformar a equagao de ordem n (f) em um sistema de equagoes de

primeira ordem Y’ = AY', com o vetor de funcdes Y = [Yy,...,Y,_1]* (o transposto
de um vetor linha) e A uma matriz real quadrada n x n,
0 1 0 .. 0 0
0 0 1 .. 0 0
A= : : : : :
0 0 0 ... 0 1
_anfl/an _an72/an _anf?)/an e _al/an _QO/an
Para cada condigao inicial £ = [0,...,0, 1 ,0,...,0], o Teorema de

j—ésima posicao
Existéncia e Unicidade garante a existéncia e unicidade da solugao Y(;)(z) (em torno
de z = 0), que satisfaca a condigao inicial Y(;)(0) = §. A primeira coordenada de
cada um detes vetores, y;(z) (1 < j < n) é uma solucao da equagao de ordem n.
Precisamos mostrar que elas sao linearmente independentes.

Se a combinagao linear de solugoes » i N Y0) (x) se anular, deverd anular-se também
em z = 0, ou seja, o vetor > . A;j&; = [Ao, ..., An—1] serd nulo. Como a (j + 1)-ésima
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coordenada de cada Y; é a derivada de sua j-ésima coordenada, concluimos que as
fungoes y1, ..., yn deverao ser linearmente independentes.

Para terminarmos a demonstracao, escrevemos a equacao homogénea como

ni d m; N2 d 2 )
() i)

j=1 k=1

Tk

y=0.

Vejamos as expressoes que sao anuladas pela aplicagao de cada fator, comegando
com (% —aj)m]. Se m; = 1, a solucao de (% —aj)y =0¢y = Cj1e%%; se
mj = 2, entao a solucao de (% — aj)zy =0¢éy(x) = Cj1eY" + Cjaxe® ™. Apli-

. . k ~
cando indutivamente (% — aj) u1: Oeu= (% - aj) 1, obtemos a solucao geral de
(& — )"y =0 y(2) = 2y Cppra® et
Tk
Agora, consideremos os termos {(% — bk)2 +cﬂ . O caso r, = 1 j4 foi tra-
. - 2
tado acima, onde calculamos a solucao geral de [(% — bk) + ci} y =0, ylx) =

ijleb’@x sen(cgx) + Emebkx cos(cx). O

4.2. Método dos coeficientes a determinar. Substituicdo de expressoes do tipo
p(x)e® sen(bx) + q(x)e* cos(bx), com p(z) e ¢(z) polindmios de grau m > 0, em
any™ 4+ an_1y" Y + - 4+ a1y’ 4 agy resulta em uma expressio b(z) do mesmo
tipo. Isto sugere um procedimento simples para determinar uma solucao particular
de uma equacao linear de coeficientes constantes, quando a expressao b(z) for desta
forma. Supomos que a solugao particular seja desta forma, substituimos na equacao
e obtemos os coeficientes dos polinémios que fazem parte da mesma.

Observagao 5. Precisamos determinar os graus dos polinémios envolvidos. Se
as expressoes r'e sen(bx) e x'e® cos(bz), 0 < i < k forem solugdes da equagdo
homogénea a, (x)y™ + a,_1(z)y™ D + - + a1(z)y’ + ap(z)y = 0, entdo os po-
linomios da expressao b(x) terdao coeficientes iguais a zero nos monomios de graus
maiores que m — k. Se o polindmio caracteristico da equagao possuir um fator da
forma (A — a)¥, entdo cada vez que aplicamos a transformacao linear (% —a) a
expressdao x™e, obtemos mz™ 'e® (diminui o grau do polinémio em uma uni-
dade). Se o polinémio caracteristico possuir um fator da forma [(A — a)? + b2,
entdo cada vez que aplicarmos a transformacdo [(-£ — a)? + b?] = [j—; — 20 +
(a® + b?)] ao termo x™e% sen(bz) (respectivamente, ao termo x™e%* cos(bxr)), obte-
mos m(m — 1)2™ 2e% sen(bx) + 2™ 1 [2m (e sen(bx)) — 2ame®® sen(bx)] (respecti-
vamente, m(m — 1)z 2% cos(bx) + 2™ 1 [2m(e?® cos(bx)) — 2ame®® cos(bz)]), ou

seja, diminui o grau do polinémio em uma unidade. Por outro lado, se x'e®* sen(bx)

e z'e® cos(bx), 0 < ¢ < k nao forem solugbes da equagdo homogénea, os graus dos
polindémios serao os mesmos na expressao que resultar da substitui¢ao destes termos
no lado esquerdo da equagao.

Exemplo 18. A equacio y"”' —3y” +3y —y = 0 tem polinoémio caracteristico (A —1)3,

com solugdo geral y(x) = Ae® + Bxe® + Cx%e®. A substituicdo y(z) = 2™13e® na
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expressao do lado esquerdo da equagao resulta em y"” —3y” + 3y —y = (m+3)(m +
2)(m + 1)z™e”.

Isto sugere o Método dos Coeficientes a Determinar para obter uma solugao parti-
cular da equacao diferencial linear nao homogénea a coeficientes constantes quando a
fungao b(z) for combinagao linear de fungoes do tipo p(x)e®® sen(bzx)+q(x)e® cos(bx),
com p(x) e g(x) polinémios de grau no maximo m > 0.

Teorema 5 (Método dos Coeficientes a Determinar). Se a fungao b(z) for combinacao
linear de fungdes do tipo p(x)e®® sen(bz)+q(x)e® cos(bx), com p(z) e g(x) polinémios
de grau no maximo m > 0, entéo uma solucio particular yp(z) da equacio a, (z)y™ +
an—1(2)y" Y 4.+ a1 (z)y +ao(x)y = b(x) serd uma combinacio linear de funcoes
do mesmo tipo.

Se A = a £ by/—1 for raiz de multiplicidade £ > 0 do polinémio caracteristico da
equacao, e b(x) contiver um termo da forma p(x)e®® sen(bz), ou p(x)e®® cos(bx), com
o polinémio p(z) de grau m > 0, entdo yp(x) conterd um termo (¢, 2™+ cp_12™ L+
oo+ 1w+ co)zk et sen(br) + (dpa™ + dp—12™ 7 + - - + diz + do)xFe® cos(br).

Demonstragdo. Se b # 0, substituicao desta expressao no lado esquerdo da equagao e
a comparacao do resultado com o termo correspondente de b(z) produz um sistema
linear determinado de 2m + 2 equacoes nas 2m + 2 incégnitas c; e dj, 0 < 7 < m. Se
b = 0, substituimos b(x) = (dpa™ + dp—12™ " + - - + dyx + dp)x¥e®® e obtemos um
sistema linear determinado de m + 1 equagoes nas m + 1 variaveis dg, ..., dp,. U

Exemplo 19 (Circuito RLC). Um circuito elétrico RLC em série (com resisténcia
R # 0 em Ohm, capacitancia C' # 0 em Faraday e indutancia L # 0 em Henry),
sujeito a uma fonte externa de tensao tem a carga ¢ = ¢(t) de seu capacitor regida
pela equacao

P L 1) (+)

7

O polinémio caracteristico da equacao homogénea associada (quando E(t) = 0) é
A2+ (R/L)X + (1/LC), cujas rafzes sao

R R\? 1
A=op® <2L> T Ic

Observe que R/2L > \/(R/2L)? — (1/LC). Se o termo dentro da raiz for po-
sitivo, entdo as raizes do polindmio caracteristico serao ambas reais e negativas
—a=R/2L — \/(R/2L)? — (1/LC) e =b= R/2L + \/(R/2L)? — (1/LC). A solugio
geral da equacio homogénea serd qo(t) = Cre™ + Che™ ",

Suponhamos que o circuito seja excitado por uma tensao E(t) = Eycos(wt). Uma
resposta particular a essa excitacao serd da forma q;(t) = Q1 sen(wt) + Q2 cos(wt).
Substituimos esta expressao na equagao ()

—sz[Ql sen(wt) + Q2 cos(wt)] + Rw([Q1 cos(wt) — Q2 sen(wt)] +
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+ %[Q1 sen(wt) + Q2 cos(wt)] = Ey cos(wt);

comparamos os dois lados desta equacao e obtemos o sistema linear nas incégnitas

Q1e Q2

(—Lw® +1/C)Q1 — RwQy
RwQq + (—Lw2 + 1/C)Q2

com solugao

0 (coeficiente de sen(wt))
Ey  (coeficiente de cos(wt))

. RwEo
@ = w[R? + (—Lw — 1/wC)?]
(—Lw + (1/wC)wEy
Q2 =

w[R? 4+ (—Lw — 1/wC)?]

4.3. Método da variagao de parametros. Se conhecermos um conjunto linear-
mente independente, {Y7,...,Y,}, de solucoes do sistema linear homogéneo Y’ =
A(z)Y, podemos resolver a equagao nao homogénea Y/ = A(z)Y + B(x) pelo cha-
mado método da variagao de parametros, em que procuramos uma solucao da forma
Y(z) =377, Cj(2)Yj(x), cujas incognitas sao fungdes escalares C1(z), ..., Cn(z).
Vamos enunciar este resultado como um teorema, cuja demonstracao descreve o uso
do método e sua justificacao.

Teorema 6. Seja {Y1,...,Y,} um conjunto linearmente independente de solugoes
(de classe C1) do sistema de n equagoes de primeira ordem Y’ = A(x)Y. Entdo
existem funcdes escalares C1(x), ..., Cp(2), tais que Y(z) = Y7, Cj(2)Y;(z) serd
solugao do sistema nao homogéneo Y’ = A(x)Y + B(z), em que B(x) é uma funcao
vetorial continua.

Demonstragao. Primeiramente, observe que a matriz M = [Y;...Y,], cujas colunas
sao as fungOes vetoriais Y7, ..., Y,, é invertivel devido a condigdo de sua inde-
pendéncia linear.

Substituimos a funcao Y () = > 1_, Cj(x)Y;(2) na equacdo Y' = AY + B:

O oY) =) Cuyj+ > CiY; = AD_CiY;) + B,
j=1 j=1 j=1 j=1

e, dado que Yj’ = AYj;, desta equacao sobra a equacao MC = B, em que M =
[Y1...Y,] e C é a matriz de uma coluna [C} ...C,]" (transposta). A primeira ob-
servacdo acima indica que o sistema de primeira ordem (exato!) C’ = M~'B tem
solucao.

Isto resolve o problema. O

Isto também resolve equacoes lineares de ordem n

an(@)y™ + an_1(2)y™ Y + -+ a1 (2)y + ao(z)y = b(x). (%)
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Teorema 7. Seja {y1(z),...,yn(x)} um conjunto linearmente independente de solu-
¢oes da equagao homogénea associada a (x). Entao existem fungdes ¢1(z), ..., cp(x),
tais que y(z) = > ¢;j(2)y;(x) resolve a equagio (x).

Demonstracao. Basta usarmos o resultado anterior com o sistema de primeira ordem
equivalente Y = AY + B, com

Yo 0
vy=| ° |:B= : :
Y. o 0
Yo-1 b(z)/an(z)
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : : : : :
0 0 0 0 1
—Gn-1/0n —Qn—2/0n —an-3/an ... —ai/a, —ap/an

Neste caso, a matriz M é chamada de Wronskiano da equacao de ordem n e tem
a forma

1 coo Un
Y1 o Yn
M= :
y§n—1) . y{gln—l)
Seu determinante é diferente de zero, pois as colunas sao vetores linearmente inde-
pendentes e, portanto, a matriz é invertivel. O

Exemplo 20 (Equagoes Lineares de Primeira Ordem). Resolvamos a equacao
p(2)y + q(z)y = r(z)

Uma solugao nao trivial da equacdo homogénea associada, p(x)y’ + q(x)y =0, é
yr(z) = exp [— / alz) dﬂf}

p(z)

Uma solucao particular da equagao nao homogénea serd yp(z) = C(z)yu(z), e
resolvemos a equagao

p(@)[C(@)yn ()] + a(2)[C(2)yn(z)] = r(z)
ou, expandindo a derivada e simplificando, obtemos

p()yr(z)C'(2) + C(x) [p(2)yy () + ¢(@)yn ()] = r(2)
=0

Dal, temos uma solugao nao trivial

C(z) :/[;8 exp (/ Zégdazﬂ da
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e a solucao particular procurada

v -en| [ 3] o)

Exemplo 21. O polinémio caracteristico da equagao homogénea associada a equacao
de segunda ordem 3”4y = tgz é p(\) = A?+1, com as raizes complexas A = +/—1 =
+i; a solucdo geral da equagao homogénea associada ¢é y(x) = Cysenz + Co cos .
Usamos o método da variagao de parametros para determinar uma solucao particular

yp(z) = c1(z) sen + ca(x) cos z:
g ) - ( e ) ;

senr  Cosx A (
( CcoST —senc ) ( h(

obtemos ¢|(x) = senz, ou ¢1(x) = —cosx, e ch(x) = —senztgr = —secx + cosz,

ou co(x) =senx — In|secx + tgxz|. A solucao geral da equagao homogénea é

y(xz) = Cysenx + Cycosx +senx — In | secz + tg z|.

4.4. O Wronskiano.

Defini¢ao 2 (Wronskiano). Sejam fi,..., f, € C" 1(I) fungdes n — 1 vezes conti-
nuamente diferencidveis, definidas em um intervalo I C R. Definimos o Wronskiano
dessa n-upla de fungoes como o determinante

fi(z) fa(x) oo fa(2)
fi(z) f@) o L)
7@ #£7@ o @)

Observagao 6. O Wronskiano serve para verificar se n fungdes sao linearmente
independentes (sobre R). Se existir algum ponto xg € I, tal que W (f1,..., fn)(z0) #
0, entao as fungoes fi, ..., frn sdo linearmente independentes sobre R.

No entanto, a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, sejam
. e V/(@=i)? . e=1/(z=j-1)* ge j<z<j+1
fi(x) = ; _
0 se r<j,oux>j+1

para j = 1,2. Essas fungoes estao em C°°(R) e claramente sao linearmente indepen-
dentes sobre R. No entanto, W ( f1, f2)(z) = 0, para todo = € R.

Isso significa que se o Wronskiano se anular identicamente em um intervalo, nao
podemos concluir nada acerca da dependéncia ou independéncia linear das funcoes
envolvidas.

Porém, existem casos em que a anulagao do Wronskiano em todo ponto implicara
que as fungoes sao linearmente dependentes.

Teorema 8. Sejam y;(x), ..., y,(x) solugdes da equagao diferencial linear de ordem
n em um intervalo [
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tais que W(y1,...,yn)(z) =0, para algum xg € I. Neste caso, as fungoes y; (), ...,
yn(z) sdo linearmente dependentes.

Demonstracdo. Aqui entra em cheio a unicidade da solugao de uma equacao diferen-
cial.

Suponhamos que W (y1, ..., yn)(zo) = 0 e consideremos o sistema linear nas incég-
nitas c1, ..., cp
yi(zo)er + + Yn(zo)en, = 0
yi(xo)er + + yn(xo)en, = 0
-1 -1
W@ + o+ g Vzo)en = 0
cujo determinante da matriz dos coeficientes é W (y1,...,yn)(xo) = 0. Isso implica
que o sistema linear possui uma solucao C,...,C, € R, em que pelo menos um dos

C)’s nao ¢ zero.

A funcdo y(x) = > 7, Cjy;(x) é uma solugdo da equacdo diferencial + acima, com
as condicdes iniciais y*) (z9) =0, para 0 < k <n—1. Como a solugao identicamente
nula também satisfaz essas condic¢Ges iniciais, a unicidade das solugbes implica que
a funcao y(z) é identicamente nula no intervalo I e, portanto, as fungdes yi(z), ...,
yn(x) s@o linearmente dependentes. (]

Existe um outro caso em que a anulagao do Wronskiano implica a dependéncia
linear das funcgoes envolvidas.

Lembramos que uma funcao f : I — R ¢é analitica em [ se suas s’eries de Taylor
em torno dos pontos xg € I tém raio de convergéncia nao nulo e convergem para f
em todo o intervalo de convergéncia.

Teorema 9. Suponha que as fungoes f1, f,, sejam analiticas em um intervalo aberto
I. Se W(fi,...,fn)(xo) = 0, para todo zy € I, entao as fungoes f1, ..., fp serdo
linearmente dependentes.

Demonstragao. Consideramos apenas o caso em que n = 2 e que xg = 0, pois indica
a ideia da demonstracao e evita uma combinatéria mais complicada.

Sejam f(z) =Y " qanz™ e g(x) = o0 bpa™. Dai, f'(z) = 7 y(n+ 1)apt12™,
g'(@) =2 020+ Dbnpaa”, e

W(f,9)(x) = fg'(x) = f'g(x) =D cna”,
n=0

onde
n

o
S
Il

n
( k) [k Dbisatni — (k + Dagorbns]
k=0
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A funcao W(f1, f2)(x) é analitica em I e é identicamente nula nesse intervalo e,
assim, a unicidade da série de Taylor dessa funcao implica que ¢, = 0, para todo
n > 0.

Mostremos que f e g sdo linearmente dependentes. Podemos supor que a fungao
f nao é identicamente nula, e mostraremos que existira A € R tal que g = \f.

Para n = 0, temos ¢y = agb; + a1bp = 0. Temos que considerar dois casos:
) 0 001 100

ag = a1 = 0, ou pelo menos um desses niimeros ¢ diferente de zero. Vamos supor que

ap # 0 e os outros casos ficam como exercicio. Observe que

_ ap bo \ _
Co—det<a1 b1>—0,

o que implica que os vetores (ag,a1), (bg,b1) € R? sdo linearmente dependentes e,
portanto, existe A € R, tal que (bg, b1) = A(ag, a).

O passo de indugao parte da hipdtese que b; = Aa;, para 0 < j < n e deve chegar
a conclusao que bp+1 = Aap41. Temos que

" n
O=cp=)_ <k> [(k 4+ Dbprran_k — (k+ 1)app1bn_i] =
k=0

n—1
n
= (n+ Dbpr1ao — (n+ Dboanti + Y <k> Ak + D]ak10n—k — ak10n-k] =
k=0

Hipétese de Indugao
= (n+ Daglbp+1 — Aant1]
Como estamos assumindo ag # 0, concluimos que b, 11 = Adpy1-
Pelo Principio da Inducao Finita, temos que g = Af. O

Exercicio 1. Analise o caso em que ap = -+ = ap, =0 € apy41 # 0.

O resultado a seguir mostra como calcular o Wronskiano de uma sequancia de
solucoes linearmente independente de solucoes de uma equagaon diferencial linear,
mesmo sem conhecé-las.

Teorema 10 (Férmula de Abel). Sejam yi(x), ..., y,(z) solugdes linearmente inde-
pendentes da equacio y™ + a1 (z)y™ V4 - +a1(z)y’ +ag(z)y = 0. Entdo existe
c € R, ¢ #0, tal que

W (1. .- yn)(x) = ce” Jan1(@)de

Demonstragao. A estratégia é derivar o Wronskiano, W' (y1,...,yn)(x) e chegar a
uma equagao de primeira ordem da forma W' = —a,,_1(2)W(z), cuja solugio ser’a a
desejada.

Observe que W' = """ | W;, onde W; é o determinante da matriz em que de-
rivamos a linha j da matriz usada para o Wronskiano, donde segue que W, = 0,
se 1 < j < n—1 (pois haverd sempre duas linhas iguais), e usamomos a equagao



EQUACOES DIFERENCIAIS PARA A ENGENHARIA VIA EXEMPLOS 23

diferencial para substituir as n-ésimas derivadas da tultima linha de W,,. Faremos
explicitamente o caso n = 2 que é mais facil de visualizar o método.

A equacao serd ¥ + a1(z)y’ + ap(x)y = 0, com solugoes y1(x) e y2(z) linearmente
independentes.

d Yy Y2 > ( y’ 2/ Y1 Y2
W' (y1, r) = —det = det 192 ) 4 det =
(h,92)(@) = 5 < vi o yh vi Y AT

= det ( _al(x)yyl 2 ) = —a1(x)W(y1,y2)(x)

1—ao(®)y1  —a1(x)yy — ao(x)ye
A solugao geral da equacao W' = —aq(x)W é
Wys,....yn)(2) = ce” Jammrl@dr

e a constante ¢ depende das condicoes iniciais da equagao de segunda ordem, ou seja,
—[2 an—1(t)dt
Wy, .- yn)(@) = W(yL, y2)(x0) e 2 an-1(t)

O caso de ordem n qualquer é analogo. O

5. EQUAQ@ES LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Nesta se¢ao tratamos de EDOs de segunda ordem lineares

as(2)y" + a1(x)y’ + ao(2)y = b(x) (%),
com sua equacao homogénea associada
as(2)y" + a1(z)y’ + ao(z)y =0 (f)-

Nao existe um método geral para resolvé-las (mas veja a segao sobre resolugao por
séries), porém vérios casos particulares sao passiveis de solugoes explicitas.

5.1. Redugao de Ordem. O matemadtico italiano Jacopo Riccati (1676-1754) ob-
teve em [9] um método de reducdo de ordem de uma equacao linear homogénea de
segunda ordem a uma equacdo (nao linear) de primeira ordem, o que pode facilitar
sua resolucdo. A equacao de primeira ordem obtida hoje leva seu nome.

Exemplo 22 (Equagao de Riccati). Estas sdo equagoes da forma
v+ az(2)v® + a1 (z)v + ag(x) =0 (1)

em que ag(x) ndo é identicamente nula e ap(x), ai(z) e az(x) sdo fungdes continuas
(em um intervalo I).

Propriedades:

(a) vale o Teorema de Existéncia e Unicidade para esta equagao;
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(b) se vi(z) for uma solugao particular da equacdo (1), entdo a substituicao v =
v1 + 1/w transforma esta equagdo em uma equacao linear de primeira ordem
Yy —w' Jw?+ag(x)[y1 +1/w]? +a1(z)[y1 +1/w] +ag(x) = —w' /w?+ [2az(x)y; (z) +
a1 (z)]/w + az(x)/w?] = 0, ou

w' — [2a2(x)y1(x) + a1 (x)]w + az(x) = 0,

cuja solugao geral é
(c) sejam y1(z) e ya(x) duas solugdes distintas da equagdo (I); consideremos a ex-
pressao

d | [yyl} Y- Y v
—— 10g - - )

dx Y=y Y-y Y-y

substituimos y = —as(x)y? — a1(2)y — ap(z) (0 mesmo para | e v5), e o lado
direito da equagao acima torna-se ag(x)(y2 — y1); igualamos primitivas de ambos
os lados e obtemos uma expressao para as outras solugoes da equacao de Riccati

PO Coxp | [ aatelinto) - )] da]
(d) do item anterior deduzimos que se yi(x), y2(z) e ys(z) forem trés solugoes dis-
tintas da equagao (I), entao a solucao geral da equagao de Riccati é
y(@) —y(@) ys3(@) —ya(@) _
y(@) —y2(2) wys(x) —wpu(z)
(e) suponha que ag, a; e as sejam constantes; entdo as raizes (reais) de ag A% +ajA+ag
provém solugoes constantes da equacao (I).

Equagoes lineares de segunda ordem podem ser transformadas em equagoes de
Riccati pela mudanga de varidveis v =y /y.

Exemplo 23 (Equagao linear homogénea com coeficientes constantes). A mudanga
de varidveis v = 9y'/y transforma a equacao linear homogénea de segunda ordem
y" +a1(z)y + ao(r)y = 0 na equacio de Riccati v/ +v2 +aq(z)v +ag(z) = 0. Assim,
para resolver a primeira equagao, resolvemos a segunda e depois resolvemos a equacao
linear de primeira ordem y/(z) = v(x)y(x).

Vamos resolver com esse método as equacoes lineares "' — (r + s)y’ +rsy =0 e
y" —2ay’ + (a® +b*)y = 0.

Exemplo 24 (Resolugao da equagao y” — (r+ s)y’ +rsy = 0, com r # s). Ja temos
duas solugdes particulares constantes distintas yi(z) = 7 e y2(x) = s da equacdo de
Riccati v/ 4+ v? — (r + s)v +rs = 0. A solugdo geral (nio constante) desta equagao é

v—r (s—r)a r—sCel5T  per® 5O e
=Ce , ou v(x)= =
v— S8 1 — (Cels—r)z ert _ () esT
Resolvemos a equagao linear de primeira ordem 3’ = v ara chegarmos a solucao
s ) s
da equacao original. Esta equacao pode ser reescrita assim:

d y  re™ —sCe” d
W=y = e e O




EQUACOES DIFERENCIAIS PARA A ENGENHARIA VIA EXEMPLOS 25

cuja solugao geral é y(z) = K[e"™ — C e’ = Ce"™ + Cy €.

Exemplo 25 (Resolucdao da equacdo y” — 2ay’ + (a® + b*)y = 0). A equacdo de
Riccati associada é v +v? — 2av + (a®? 4+ b?) = 0. O polinémio v? — 2av + (a® + b?) nio
tem raizes reais e, portanto nunca se anula. Assim, podemos resolver esta equagao
pelo método de separacao de varidveis

v’ 1
v2 — 2av + (a? + b?) o /v2—2av+(a2+b2) v v

a integral do lado esquerdo resulta em  arctg(Y3%) e, daf, v(z) = a + tg(—bx + O);

voltamos para 3’ = vy, ou %’

d Yy’ sen(bz — C) d
T n |y| ) v(x) cos(bz — O) at+ n | cos(bx — C);

ou seja, y(x) = K e cos(bx — C) = Cy e* sen(bx) + Co e cos(bzx).

= v, e obtemos

Exemplo 26 (Resolucio da equacio y” — 27y’ +r2y = 0). Agora temos apenas uma
solucdo constante v(z) = r da equagao de Riccati associada v/ +v% —2rv+12 =0, a
qual produz a solugao y(z) = Ce"™.

Observagao 7. Se conhecermos uma solugao y; (z) nao nula da equagdo homogénea
az(x)y" + a1(x)y’ + ap(z)y = 0, podemos resolver a equagao (ndo necessariamente
homogénea) as(z)y” + a1(x)y’ + ap(x)y = b(x) com a substitui¢ao y(x) = v(x)y1(z).
Fazemos y' = v'y1 + vy}, v = v"y1 + 20'y] + vy e substituimos em (x), ficando com
a equacao linear de primeira ordem

az(z)yr (z)v” + [2a2(2)y) () + a1 (2)y) ()]0 = b(x),

pois o termo que falta, [as(x)y] + ai(x)y; + ao(x)y1]v, anula-se devido a y;(z) ser
solucao da equacao homogénea.

Esta é uma equacao linear de primeira ordem em v'.

Exemplo 27. Voltemos ao exemplo anterior. J& conhecemos uma solucgao y;(x) =
e™ da equacdo 3" —2ry’ +r?y = 0. A substituicio y = vy; = e"*v reduz esta equacio

a e"v"” = 0, cuja solugdo geral é v(z) = C1+Cax e, portanto, y(x) = C €™ +Caz ™.

6. RESOLUCAO POR SERIES E METODO DE FROBENIUS

Em muitas aplicagoes em fisica e em engenharia, as equacoes diferenciais admitem
solugoes em séries de Taylor. Vamos examinar alguns casos praticos aqui, restringindo
o enfoque as equagoes diferenciais lineares (principalmente com coeficientes variaveis).

Defini¢ao 3 (Funcoes Analiticas). Seja I C R um intervalo aberto e f : I — R uma
fungdo de classe C*°. A funcgao f serd analitica se sua série de Taylor em torno de
cada xg € I convergir para f em seu intervalo de convergéncia.

Exemplo 28. As funcgoes elementares ja conhecidas, exponencial, trigonométricas,
logaritmicas, etc, sao analiticas em em seus dominios. Composicoes de funcoes
analiticas sao analiticas.
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A demonstracido do teorema abaixo fornece um método pratico para a obtencio
das solucoes analiticas de uma equacao diferencial linear, principalmente se os seus
coeficientes nao forem constantes.

Teorema 11 (Solugoes Analiticas de Equagoes Diferenciais Lineares). Suponha que
as fungoes ag(x), 0 < k < N — 1, e g(x) sejam analiticas em um dominio comum,
um intervalo aberto I C R. Dado um ponto zg € I, seja R > 0 o menor raio de
convergéncia das séries de Taylor em torno de zy das fungoes ai(z) e g(x). Dadas as
condigoes iniciais y® (z0) = y, 0 < k < N — 1, existe uma tinica solucio da equacio

N-1

N k
y ™M+ ar(@)y™ = g(),
k=

que serd analitica, cuja série de Taylor em torno de z( serd convergente se |z—xo| < R.

Demonstracao. Por conveniéncia de exposi¢ao, consideramos o caso N =2 e zg = 0,
que ja é bastante 1til nas aplicacgoes.

Para evitarmos muitos indices, escrevemos a equagao como
y" +p(x)y + q(z)y = g(2)

com p(z) = Y 2 ppx”, q(x) = > 07 g e, g(x) = Y 7 gn", que convergem se
|z| < R, e escrevemos y(z) = Y 2 anz™, y'(x) = > 07 g(n + 1)app12" e y'(z) =
Yonzo(n+1)(n+2)an4oz™.

Substituimos na equacao diferencial e obtemos a sequéncia de equagoes (lineares

nas incégnitas a,), da que separamos a primeira para indicar o uso de condigdes
iniciais ag = y(0) e a1 = 3/(0)

2a3 + poay + qoap = go

Essa equacao faz parte da sequéncia

n
(n + 1)(” + 2)an+2 + Z[(k + 1)ak+1pnfk + aanfk] = gn, n > 0.
k=0

Observe que cada uma dessas equagoes permite obter cada a,, n > 2, a partir dos
valores ag, a1 e g, dados, e dos ay, 2 < k <n —1.

Resta mostrar que a série >, a,x™ converge, se |z| < R. Para isso, consulte [2],
Theorem 5.9, pp. 136-138; Theorem 5.11, pp. 140-141]. O

6.1. Singularidades Regulares. Vamos resolver agora equacoes diferenciais linea-
res de segunda ordem as(z)y” + a1(x)y’ + ap(x)y = 0, em que os coeficientes sejam
polinémios, ou mais geralmente, funcoes analiticas, em torno de pontos xy que anulem
o coeficiente az ().

Definigao 4 (Pontos Singulares Regulares). O ponto zp € R é um ponto singular
(ou singularidade) da equacao linear de segunda ordem com coeficientes analiticos
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az(2)y” + a1(x)y’ + ag(x)y = 0, se az(xg) = 0. Esse ponto serd uma singularidade
regular se as(x) = (x — x9)?b(x), com b(z) analitica em torno de zq e b(xg) # 0.

Vamos apresentar o Método de Frobenius para resolver essas equa coes, e comega-
mos com um exemplo importante.

Exemplo 29 (Equagao de Euler de Ordem n). A equagao
n—1 o
:L,ny(n) + Z aj:EJy(J) =0
§=0

é uma generalizagao da equacao de Euler de ordem 2.

Procuramos solugdes com x > 0 e chamamos x = €' e z(t) = y(e!). Aplicamos a
regra da cadeia dz/dt = (dy/dx)(dx/dt) = et(dy/dz), ou seja, dy/dx = e~t(dz/dt), e
derivando varias vezes, obtemos

dy  d (d d d
Y _ ot (2 ) (L o) (L k11
at ¢ ar (dt )(dt ) <dt + )Z

Substituimos na equacao de Euler acima e chegamos a uma equagao diferencial
linear de ordem n com coeficientes constantes em z, com derivadas em relacdo a
variavel t. Seu polindmio caracteristico é chamado de polinémio indicial da equacao
de Euler.

As solucoes sdao combinacoes lineares de funcdes do tipo t‘e, que se voltarmos
a varidvel x, teremos as solucoes da equacao de Euler como combinacoes lineares
de fungdes do tipo z*(Inz)?, se A € R, ou z*(Inz)i(cos(blnx) + isen(blnx)), se
A=a+ibeC.

Exercicio 2. Mostre que se no exemplo acima testarmos uma solugao y(z) = z", com
o expoente r a ser determinado, chegamos a um polinomio em r que é o oplinomio
indicial da equacao, tal como definido no exemplo acima.

Exemplo 30 (Equagao de Euler de Ordem 2). A equagao de Euler

22y 4+ axy +by =0

ilustra bem o modo de solugao de equacoes diferenciais lineares com singularidades
regulares. Além de seu interesse tedrico, tem aplicagoes em solugoes de equagoes
diferenciais parciais que descrevem valores de ativos financeiros (veja, por exemplo,
7).

Essa é uma equagao de segunda ordem e, portanto, possui duas solugoes linear-
mente independentes, pelo menos para z > 0 (para z < 0, também, mas temos
que tomar um certo cuidado). Consideremos primeiramente a busca de solugoes no
intervalo x > 0.

Observemos que se y(z) = 2" = "% para r € R, entdo 3/(z) = ra" ' e ¢y =

r(r — 1)2"~2. Substituindo na equacio acima, temos

[r(r—1)+ar+blz" =0,

rinz
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o que implica que deveremos ter r(r — 1) +ar+b =0, ou r’ + (a — 1)r +b = 0, cujas
raizes sao
l—a+t+/(a—1)2—4b
2

r =

Podemos ter duas raizes reais distintas, ou um raiz real dupla, ou duas raizes
complexas, uma a conjugada da outra.

(Caso 1: raizes reais distintas) Examinemos primeiramente o caso mais sim-
ples, que é aquele das raizes reais distintas, r1 e ro. As funcgoes ™ e z" sdo linear-
mente independentes e, portanto, obtemos a solucao geral y(z) = c12™ + cox'?

(Caso 2: raiz real dupla) Se aquele polinémio possuir apenas uma raiz dupla,
ri=ry=r=(1—a)/2=/b), obtemos apenas a solucdo particular y = cox’.

Para obtermos uma segunda, podemos fazer a reducao de ordem, buscando uma
solugao da forma y(x) = v(z)z". Substituimos na equagao e temos

xz( o 4 opa Ly 4 r(r—1)a" v) +a(z"v + rx”flv) + bz"v =
= 2" 2" 4 (a4 2r)2" T + [22(r(r — 12" ) 4 az(rz" 1) + b2"]v =0
=0

Assim, temos que resolver a equagao linear de primeira ordem em v’ (com a sim-
plificacdo a + 2r = 1)
x" +v' =0,
que tem a solugao particular é v' = 1/2 e v = ¢lnz + d. Uma solugdo particular é
v = Inz e a solucao geral da equagao de Euler nesse caso serd y(x) = coz” + 12" In .

(Caso 3: raizes complexas) Se as raizes forem complexas, r = « £ i3, com
B = +/|(a—1)% —4b2] # 0, usaremos a definicio de 2" = €""% para obtermos as
solucoes

y(z) = eleFBlne — calnzioog(81n 1) + isen(S1In )]
A solugao geral neste caso serd a parte real de (C'— iD)y;(x), que sera

y(x) = Cx%cos(flnz) + D x“sen(flnx).

6.2. O Método de Frobenius. Tratamos agora de equacgoes do tipo

"y +Z$ ag(w = b(z)

onde ay(x) ¢é analitica em torno de z¢g = 0, com a;(0) #0,0 <k <n —1.
A dedug ao do método esta contida nos préximos exemplos.

Exemplo 31 (Primeira Ordem). Vamos comecar com equagoes de primeira ordem,
n=1,

:cy’ + a( )y =0,
que tem solucio y(z) = exp (— [z 'a(z) dz).
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Se escrevermos a(x) = > 72, axz”, entdo a solugio tem a forma

o0

_ —ag _ _.—agp a’k‘ k‘
y(z) = exp/ ( Zakﬂx ) T =T 7

k=0

onde usamos que a exponencial de uma fun(;ao analitica também é analitica,

expz —ag/k)x Zalﬂ

Exemplo 32 (O Polindmio Indicial). Agora estudamos uma equagao de ordem n
qualquer

2"y + 2" p 1 (2)y " 4+ api(@)y + pola)y =0
com coeficientes po(z), ..., pp—1(x) analiticos em torno de xg = 0.

O exemplo da equacao de primeira ordem sugere que possamos buscar uma solugao

da forma
oo
z) =2 Z cpa®,
k=0

nao nula, para algum A € R (ou em C) a ser determinado. Assumimos que o coefici-
ente cg # 0.

Substituimos essa expressao na equagao e igualamos a zero os coeficientes de cada
monémio da forma apz*.

Atk

Observe que se substuirmos y = x na equacio, obteremos o termo 22 f(x, A

k), onde f(z, A + k) representa a série

T
L

f(x, A+ k) = [lambda + k], + Y [lambda + k];—;pj(x)
J

I
o

em que [(]; representa a expressao [S]o = 1 e fi+1 = [B:](8 — ©), ou seja, se i > 0,
A+kli=A+E)(A+k—-1)...(A+k—i+1)

Escrevemos a série f(z,A+k) = > 22, fj(A + k)x7, substitufmos tudo na equacio
e com isso, obtemos uma sequéncia de equacoes

k
ch—ifi()‘ +k—i)=

i=0
para todo k € N.
Como assumimos que ¢y # 0, a primeira dessas equagoes implica que fo(A\) = 0,
ou seja,
An + Mn—1Pn—1(0) + - - -+ Ap1(0) + po(0) = 0

O lado esquerdo dessa igualdade é um polindmio de grau n em A, chamado de
polinémio indicial da equacao diferencial, e suas raizes fornecem as possiveis poténcias
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z* que multiplicam as séries de poténcias para obtermos uma solucio da equacio
diferencial.

Observe que esse polinémio indicial é o0 mesmo da equagao de Euler
2"y ™ + 2" p, 1(0)y Y 4o 4 2pr(0)y + po(0)y = 0

Exemplo 33 (A Equagao de Bessel-Parte I). A equagao de Bessel é a equagao de

ordem 2

2y’ +xy + (2% — pP)y =0

que depende de um parametro real p.

Podemos escrever essa equacao como x2y” + xp1(x)y’ + po(z)y = 0, com py(z) = 1

e po(z) = 2% — p%. Seu polinémio indicial é

I =AA=1)+A—p* =X =)’
cujas raizes sao =£p.

Escolhemos a raiz p > 0 e substituimos y(z) = 2 Y2, arx® na equacao de Bessel
e obtemos a sequéncia de equacoes

(2p+1)a; =0
o que implica que a; = 0, e para k > 2,

k(k+2p)ay + ap—2 =0

Dali, obtemos a relacao de recorréncia
ap—2

=———, k>2

Como a; = 0, essa relacao implica que as,+1 = 0, para todo n > 0. Para os indices
9 + ’
pares, escrevemos k = 2n e obtemos

(=" ao
v nl(p+1)(p+2)...(p+n)

a2p =

Uma das solugoes da equagao de Bessel é

RN %0 "
Tpl@) =3 4n n!(p+1)(p+2)---(p+")xp+2

n=0
Mais adiante escolhemos o valor de ag.
Se p— (—p) =2p ¢ N, entdo a segunda solucao sera
o0
= o —p+2
J_,(x) = A
g 2 nl(1—p)(2=p)...(n—p)

e o par de fungdes J,(x) e J_,(x) forma um conjunto linearmente independente de
solucoes da equagao de Bessel.

n=0

Os casos em que 2p € N sao tratados mais adiante.
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Exemplo 34 (O Método de Frobenius - I). Consideremos uma equagao de ordem
n>1

n—1
7=0

Vamos tentar uma solucao do tipo
[o.¢] o
W(x,p) =2’ Z cpat = Z cpaPtk
k=0 k=0

Substituimos y = W (x, p) na equagao diferencial e obtemos

> erf(@, p+ k)Pt =0
k=0
onde
n—1
fla,p+k)=lp+kln+ Y [p+kljPoj1(z),
§=0

com a notagao [a|g =1 e [a]mt1 = [@]m(a —m + 1), ou seja, se m > 0,
[a]m =a(a—1)(a—2)...(a = m+1)
As fungoes Pj(x) sao analiticas, ou seja, elas sao representadas por séries de Taylor

convergentes em um intervalo comum ]:n| < R, para algum R > 0. Assim, podemos
escrever f(z,p+k)=>7, filp+k)z" e

0o 00 k
Y@ p+ k)= "N eifij(p+k+j) | 2P
k=0 k=0 \ j=0

Observe que se escrevermos Pj(z) = > """ Pj(m)(())xm /ml, entao

n—1

fo(p) = [Pl + Y _lpljPa—j—1(0)

J=0
que é o polindomio indicial da equacao diferencial, e se ¢ > 0,

n—1

filo) =S 1ol;P 1 (0)

Jj=0

Escolhemos ¢y # 0 de modo conveniente (isso ficard claro a seguir) e obtemos os
coeficientes ¢, k > 1, resolvendo a sequéncia de sistemas lineares, com matrizes de
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coeficientes triangular superior,

folp+k) filp+k=1) falp+k—=2) ... fra(p+1) Ck
0 folo+k=1) filp+k—=2) ... fe2(p+1) Ck—1
0 0 folo+k=2) ... fis(p+1) Ck—2 | =
(.) 0 0 fo(p.-i-l) C'1
fi(p)
fr=1(p)
= —Cp fk*Q(p>
f1(ﬂ)

O determinante dessa matriz de coeficientes é o produto dos elementos da diagonal,

folp+ k) folp+k—=1)... folp+1)

e o método de Cramer para resolver o sistema acima e obtemos
(=1)*F(p)

“ T Rt Rt k-1 folp+ )
onde
filp+k—=1) falp+k—=2) ... fialp+1) frlp)
folp+k—=1) filp+k—=2) ... fia2lp+1) fioi(p)
Fi(p) = det 0 folp+k=2) ... fimslp+1) fia(p) | =
6 0 fo(P‘Jrl) fl‘(P)
felp)  filp+k—=1) falp+k—2) ... fra(p+1)
fo—1(p) folp+k—=1) filp+k—=2) ... fe—2(p+1)
= (=1 tdet | fr—2(p) 0 folp+k—=2) ... frs(p+1)
flip) 0 0 fo(P.JFl)

Isso resolve completamente os casos em que as raizes do polinémio indicial forem
dois a dois distintos e a diferenca entre duas dessas raizes nao for um niimero inteiro.

A escolha conveniente de ¢y permite evitar os casos em que o determinante da
matriz dos coeficientes acima seja nao nulo.

Isso vai ficar mais claro no préximo exemplo.

Exemplo 35 (Método de Frobenius - II). Para fazer sentido o que vamos fazer,
consideremos novamente uma fungao W (z, p) = Y oo, ck?* como uma fungao de
duas variaveis, x real e p complexa, esta ultima para ser depois restrita as raizes do
polinémio indicial da equacao diferencial. Continuamos com as notagoes do exemplo
anterior.
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Dentre as raizes do polinomio indicial, listemos um conjunto pg, p1, ..., pj,, de
modo que se 0 < r < s < jg, entao p, — ps € N.

Para evitarmos zeros nos denominadores, escolhemos

co = co(p) = Cofolp+10)folp+r0—1)... folp+1),

com Cp € R arbitrario (que serd determinado pelas condigoes iniciais da equacao
diferencial), e o = po — pj,-

Dessa forma, os termos do denominador da expressao dos ¢ (k > 1) que pudessem
ser anulados sao cancelados.

Pode-se mostrar que a série que define W (z, p), como fungao de duas varidveis
converge se || < R e em uma vizinhanga (um disco no plano complexo C) em torno
de cada raiz do polinémio indicial. Em particular, converge uniformemente em cada
disco fechado em torno dessas raizes. Isso implica que podemos derivar a série termo
a termo para derivar a fungao Wz, p)

oW om S o (m N (me
M(wwhml"c”zcﬂmxk] =ar | () may oAt | ()
p P k=0 7=0 J k=0

(lembre-se que zf = e lr””).

Como a fungao W(x,p) é analitica, ela é de classe C™ e, portanto, valem as
igualdades

8m+pmy am+pm7
dxmopP  QpPOx™’

Digamos que pg = p1 = -+ = pgy, # pPgo+1 Nessa lista. Usamos as defini¢oes
dos coeficientes ¢ (k > 1) e substituimos a funcao W (x, p) na equagao diferencial e
obtemos

o n—1 ak
o G )+ L) G ) = (e =
=
= Cofolp+r0)folp+10—1)... folp+ 1) fo(p)a” = CoF'(p)x” (*)

Observe que o termo F(p) na expressao (x) é polinomial na varidvel p. O fator
(p — po) desse polinomial tem grau go. Dai,

n—1 ;
o™ "W : MW am
n Jip. A — F(o)x” -
ol R e O v Cogant 0"
]:O o P=Po
p=po
" /m MR
= PO ) (lnzx)? ‘ =0,
jz(:) (J >( " o
p=po

sem=20,...,g0 — 1. Essa expressao pode nao se anular se m = go.
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Assim, obtemos g solugbes claramente linearmente independentes correspondentes
a raiz pg de multiplicidade go do polindmio indicial

m oo
m , i
Wty =2 |3 (") @y 3 el o
j=o \J k=0
para m = 0,...,g0 — 1. A funcdo Wy(z, pp) é a tnica dessa lista que nao contém

logaritmos.

Consideremos agora uma segunda raiz de multiplicidade g1, p1 = pg — N, onde
N eN, N #0.

A expressao dos coeficientes
-DkR
cr (p) _ ( ) k(p) co =
Jolo+ k) folp+k—=1)... fo(p+1)
(=D Fr(p) folp + o) folp+ 10— 1) ... folp+ 1)
Jolo+ k) folp+k—=1)... folp+1)
no exemplo anterior mostra que co(p1) = --- = eny—1(p1) = 0, pois N < ro. O fator
fo(p 4+ N) do numerador, que se anula se p = p;, é cancelado pelo mesmo fator no
denominador somente se k > N, pois po = p1 + N é uma das raizes do polinémio
indicial fo(p).

Com isso, as g1 novas solugoes linearmente independentes das anteriores sao

om o] m m > .
W@, p1) = [ ch@)xk] = |3 ( .)anx)f > pat
p k=0 p=p1 §=0 J k=0
para m = gg,...,91 — 1.

Com este procedimento obtemos um conjunto maximo linearmente independente
de solucoes da equagao diferencial.

Observagao 8. Se R for o menor dos raios de convergéncia das séries de poténcias
Pj(x), j = 0,...,n — 1, entao a série de poténcias » ;- cpx® convergird (absoluta-
mente) se |z| < R (veja [5l, § 16.2, pp. 398-399]).

Exemplo 36 (A Funcao Gama). Para podermos definir totalmente as funcoes de
Bessel, precisamos definir a funcao I' e mostrar algumas propriedades.

A integral imprépria

oo o0
I'(z) = / et dt = / ettt g
0 0

é convergente se z > 0 e define uma funcao analitica nesse intervalo. Essa integral
diverge para +oo se z = 0.

Integramos por partes (u(t) = t%, v'(t) = e~ t) e obtemos
[e.@] o0
Mz+1)= / the~tdt = [—t"e7!]C —Hc/ t"le7tdt = 2T (2)
0 0

—_———
=0
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Hn:/ e tdt =1
0

e, portanto, se n € N, I'(n + 1) = nl.

Observe que

A férmula I'(x + 1) = 2I'(x) permite estendermos a fungao I' para = < 0, x ¢ Z.
Por exemplo, I'(—1/2) = —2I'(1/2).

Essa formula também implica
I'la+n)=T(a)a(a+1)(a+2)...(a+n—1)
sen €N, n>0.
Exemplo 37 (A Equacio de Bessel - Parte II). A equacio de Bessel é 22y" + zy/ +

(22 — p?)y = 0, cujo polinémio indicial é A\? — p? Uma das solucdes da equacd é

NS ay "
Jp(»’”)—nzz;) 4n n](p+1)(p+2)...(p+n)xp+2

e a escolha tradicional da constante ag, para p > 0, é ag = 1/2°T'(p + 1), ou seja,

Tola) = (”5)”;% (5)"

Se p ¢ N, entao a segunda solucdo J_,(x) é uma segunda solucao independente
da primeira, mesmo que sua diferenga, 2p = p — (—p), seja um nimero inteiro (e a
verificagao dessa afirmagao fica como exercicio).

Tratamos nesse exemplo do caso N = 0.
Como I'(n + 1) = n!, temos

aw =3 S ()"

n=0

Como N = 0 é raiz dupla do polinémio indicial, uma segunda solugao é

Q| [2\P -1 x\2n
ap[(z) S e (2) ] -

p=0

- i (5) + £ SR ()

Chamamos I'(1) = ~ (esta constante é conhecida como constante de Euler, ou
constante de Euler-Mascheroni), entao deduzimos da igualdade I'(z +1) = zI'(z) que

T'(n + 1) 11 1
T {44 ~N—=H —
Tnel) . Tgtgt oty =r="h

Hy,
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Com isso, podemos escrever essa segunda solugao como
n—|—1

Inaf—i—z H, —7) (g)% = Ko(z) —vJo(7)

e podemos tomar a fungao

n+1

) =i + 5 G0, (2)°

(que é mais famosa) como segunda solucao.

Exemplo 38 (A Equacao de Bessel - Parte I1I). Tratamos agora dos casos da equagao
de Bessel

2y +ay + (22 = N?)y =0
com N € NJ N > 0.

Uma solucao é a tradicional para N > 0,

[e.e]

k
I Zk'l“]ifi)wr )( )NHk Z N+k: < >N+2k

k=0

No entanto, é comum definirmos 1/I'(—m) = 0 se m € N, e ao escrevermos a
férmula para J_y(z), obtemos J_y(x) = (=1)VJy(z), ou seja, ndo é uma segunda
solucao linearmente independente da primeira.

Dal, o procedimento é aquele envolvendo um logaritmo e chegamos & férmula

Kn(z) = Jy(z)Inz — % <§>_N Z (N:u_l) <2>2k

como uma segunda solucao independente da primeira.

APENDICE A. NUMEROS COMPLEXOS E FUNGOES ANALITICAS COMPLEXAS

Coletamos aqui apenas algumas nogoes basicas de ntimeros complexos e de fugoes
analiticas complexas, o suficiente para tratarmos das equacoes diferenciais.

O conjunto dos nimeros complexos C estende o dos nimeros reais R juntando as
raizes quadradas de niimeros reais negativos e pode ser realizado como C = R?, em
que os pares ordenados (a,b) representam o que se espera de algo como a + by/—1.
Reservamos a letra i para y/—1. Definimos as operacoes (a,b) + (c,d) = (a+b,c+d),
(a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad+ bc), que correspondem ao que se espera de (a+ bi) + (¢ +
di) = (a+c)+(c+d)ie (a+bi)-(c+di) = ac+bd i+ (ad+bc)i = (ac—bd)+ (ad+be)i.
O conjugado de z = a + bi é o niimero complexo zZ = a — bi; o mdédulo de z = a + bi é
|z| = Va% + b2 = \/2Z; observe que 1/z = 1/(a + bi) = (a — bi)(a® + b*) = z/|z|*. Os

nimeros reais sao incluidos nos complexos pela identificacao a = a + 0s.
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Um resultado importante, mas um pouco dificil de ser demonstrado é o

Teorema 12 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio de coeficientes
complexos p(z) = > p_yaxz”® (com n > 0 e a,, # 0) pode ser fatorado como produto
de n termos lineares p(z ) =ay [[j_q(x—ck),comey, ..., ¢, € C (nao necessariamente
distintos).

Como consequéncia simples, mas util, temos

Teorema 13 (Raizes Complexas de Polinémios Reais). Todo polinomio de coefici-
entes reais p(z) = Y p_,axz® (com n > 0 e a, # 0) pode ser fatorado como produto
de n termos lineares p(z) = a, [[;_,(z — ¢x), com ¢y, ..., ¢, € C, de modo que se
alguma raiz ¢; = a;j + b;i for complexa e nao real e de multiplicidade m; > 0, entao
existe uma raiz c; = a; — bji de mesma multiplicidade m;.

Observagao 9. Os polinémios de Taylor da funcao real e*, com resto de Lagrange,
em um intervalo [—a, a], a > 0 satisfazem
ea’c|x’n+1 ea|aj|"+1

—Z—+E ), com ]En(ﬂf)’:(n+1)!_(n+1)!'

Como |E,(x)] — 0, se n — oo, isto significa que a sequéncia desses polindmios
converge uniformemente para a funcdo e*, no intervalo [—a,a] (isto é, dado ¢ > 0,
existe ng, que s6 depende de £ e nao de z, tal que, para todo = € [—a,a] e todo
n > no, ¥ — Y F_o ¥ /k!| < e).

Esse limite também faz sentido se tomarmos = = z € C, com |z| < a, e podemos
definir a exponencial complexa e® como tal limite; e ele herda a propriedade

eA1t22 — o1 022
Em particular, se z = bi, temos
z": (b*d*) _ 3 ((=1)76*) S ((=1)76%+1)
kK (25)! 25+ 1)

k=0 0<j<n/2 0<j<n/2

(quebrou como soma de polinémio de Taylor de cos b mais ¢ = v/—1 vezes polinomio de
Taylor de sen b) o que implica que e®® = cosb+isenb. Assim, e¢*? = ¢?(cos b+isenb).

Exemplo 39. Podemos também resolver equacoes y” —2ay’ + (a®+b%) = 0 fatorando
(ddm (a+ bi)) ( — (a—bi)) y =0, com a solugdo geral y = Celattir 4 oy ela=bi)a,
com Cq, Cy € C. Para que a solugao seja uma fungao real, devemos impor que y(z) =

y(z), ou seja, Co = C'1, ou, se C1 = c1 — cai, y(r) = 2c1€%% cos(bx) + 2c2e%* sen(br).

APENDICE B. EXPONENCIAL DE MATRIZES E SISTEMAS LINEARES

A ideia de estender a funcdo exponencial aos niimeros complexos também pode ser
feita para matrizes quadradas.



38 RICARDO BIANCONI

Uma nocao de mddulo de niimero complexo estende-se as matrizes de maneira

‘ . — n 2 : : - : ’
andloga: ||All = />4 laij|?, se a matriz A tiver entradas a; ; (reais ou até com-
plexas).

Ak

4 como o limite para n — oo de ) 47

Assim, faz sentido definir exp A = ¢

CUIDADO: nem sempre vale a igualdade eAt? = e4eB. Valerd somente nos
casos em que A e B comutarem, AB = BA.

Se P for matriz invertivel, entdo é simples verificar que e’ THAP = p-leAp. TIsto
facilita o célculo de e”. Usamos a forma de Jordan da matriz A, que é uma matriz
B = diag(B4y,...,By), com blocos quadrados Bj, ... B, na diagonal, e zeros no
resto, cada bloco da forma B; = \;I; + N;, I; uma matriz identidade m; x m;,
Aj € C e N; uma matriz quadrada de ordem mj; x mj, com entradas n;y11 = 1
(primeira diagonal abaixo da principal) e zeros no resto.

Observe que exp B = diag(exp By, . .., exp By,).
Calculemos a exponencial de cada bloco, exp B;.

Como A;jI; comuta com N, temos que exp(A;1;+N;) = e’\jIjeNJ'. Como N;nj =0
(a matriz nula),

1 0 0 0
1 1 0 0
i Nk 1 1 1 0
expNj = ) _ - 2! '
k=0 .
1 1 1 .

d
Como . exp(A(x—mp)) = Aexp(A(x—1x0)), vemos que resolvemos o sistema Y’ =
x
AY, dada a condicao inicial Y (z¢) = C (um vetor coluna), com Y = exp(A(z—z¢))C.
Para resolver um sistema nao homogéneo Y’ = AY + B(z), dada a condi¢ao inicial
Y (z9) = C, temos

Y = exp(Az)C + exp(Ax) /x exp(—At)B(t) dt.

o

Exemplo 40. Resolveremos o sistema Y’ = AY, com

SO =N
O =N O
NN OO
N O OO
OO O N
S OO
N OO
N O OO
o O~ O
O = OO
_— o O O
o O OO
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Temos
e 0 0 0 1 0 00 1 0 00
A 0 €* 0 0 z 1 00| _ Lz 100
0 0 € 0 g oz 10 2 oz 10
0 0 0 e* g 2ol A

B.1. Algoritmo de Putzer. E. J. Putzer publicou em [8] um algoritmo relativa-
mente simples para calcular a exponencial de uma matriz quadrada sem ter que obter
a forma normal de Jordan. Ele depende da fatoracao do polinomio caracteristico da
matriz, p(A) = det(\l,, — A), onde I,, é a matriz identidade de ordem n, que é a
ordem de A € My, xn(R).

Definicao 5. Dada a matriz A € M,x,(R, seja p(A) = det(Al, — A) = \" +

Z;,ll cxAF seu polinomio caracteristico, e seja z(t) a solucdo da equacdo diferencial
linear (™ + Zz;(l) crz®) = 0, dadas as condigdes iniciais 2(*~1(0) = 1 e 2(¥)(0) = 0,
para 0 < k < n — 2 (isso depende apenas de fatorar o polinémio caracteristico de A,
p(N).

Sejam Z(t), C' e Q(t) as matrizes

) ooa T
Z(t) = , , C= : ’
L) in,l(l) 0 ... 8
qo(t)
o =czm=| "
anl(t)

Teorema 14. Com as definicGes acima, temos

n—1
=D _a()A*
k=0

Demonstracdio. Escrevemos et = ZZO:O A" /n! e, como p(A) = A" + Z; "o GAT =
0, obtemos que et = Z?:_ol q;(t)A7.
[eAt]/

Sabemos que = Ae’, ou seja

n—1 n—1
0= (A = ¢;(t) A" =g I+Z 4 —qj1]A
j=0 §=0
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Substituimos A™ = — Z;é e A¥ e obtemos
n—1
(@0 (t) + cogn-1(£)) A° + D (g () + crgn1(t) — gr—1()]A* = 0
k=1

Uma condigao suficiente para que essa igualdade ocorra é que as fungoes g;(t)
satisfacam o sistema de equacoes diferenciais lineares

qo(t) — cogn-1(t) =0
0, (t) + crn-1(t) = gr-1(t) =0 (1<k<n-1)
com as condigoes iniciais ¢o(0) =1 e qx(0) =0,se 1 <k <n — 1, pois VA — T

Chamamos ¢,—1(t) = z(t) e derivamos até a ordem k — 1 a equacdo ¢ (t) +
Ckdn-1(t) — qg—1(t) = 0, para 1 < k < n — 1 e substituimos os termos obtidos,
para chegarmos a equacao diferencial linear

n—1
2 4 37 ¢0) =,
7=0

com as condigoes iniciais a serem determinadas a seguir.

Observe que da equagdo ¢}, 1 + ¢n—1Gn—1 — gn—2 = 0, obtemos ¢,—2 = ¢,—12 + 2/;
da equacao q;,_o + cn-2gn-1 — gn—3 = 0, obtemos que ¢, -3 = cp2gn-—2 + ¢}, 5 =
Cn_2z+Cph_12' + 2", e assim por diante, do que obtemos que Q = C'Z, e as condicoes
iniciais procuradas sao z(0) = 2/(0) = --- = 2(*2(0) = 0 e 21 (0) = 1. O

Temos uma segunda férmula.

Teorema 15. Fixada uma indexagao \j, (1 < j < n) dos autovalores da matriz A,
repetindo os valores conforme suas multiplicidades, temos

n—1
et =3 rin(t)P;
j=0
onde Py = I, P; = izl(A —NI), 1 <5< n,er(t), ..., ra(t) é a solugao do

sistema

7"/1 :>\17"1
7”; =Tj-1 +)\j7’j (] = 2,...,’1’L)

com as condigdes iniciais r1(0) =1, e 7;(0) =0, 2 < j < n.

Demonstragao. Como o caso em que n = 1 podemos resolver diretamente a exponen-
cial, podemos assumir que n > 2. Por conveniéncia de exposigao, definimos r¢(t) = 0,

para todo t € R. Dai, podemos escrever 7“;- =rj_1+ Ajrj,paral < j<n.
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Seja ®(t) = Y1) rj41(t)P;. Observe que ®(0) = Py = I. Dai,

n—1 n—1
() = An®(t) = D [y (t) = M a2 = D [ri(8) + Ajyarjan — Anrja] Py =
=0 =0
n—2
= [Piy1+ N1 — M) Pylrja
=0

Observe que P, = p(A) = 0 para o polindémio caracteristico de A, p(\), ese j =n—1,
o termo correspondente na somatoria se anula.

Como Pji1 = (A — A\jy1I)Pj, temos que

n—2 n—2
' = N® = (A= NP+ (N1 — A)Pylrjpa = (A= A1) Y 1 Py =

=0 =0

=(A- )P —ryPr1]=(A=- X )®—1r, P, =(A—\,)P
( )@ —rnPoa] = ( ) - ( )
=0
Portanto ®'(t) = A¢(t) e, como ®(0) = I, obtemos que ®(t) = et O
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