Turma A

1¢ Questao: (2,5) Considere a funcio f : R? — R definida por

ﬂ%wz{m%m'% mwfqm

(a) Determine L € R tal que f é continua em (1,0).

(b) Sendo L o valor encontrado no item a), determine as derivadas parciais no ponto
(1,0) e verifique se f é diferencidvel em (1,0).

Resolucao.

(a) Para que f seja continua em (1,0), é preciso que o valor de f(1,0) seja igual a
lim(;4) (1,00 f(2,y). Calculando esse limite, obtemos

P 2
lim f(zr,y)= lim ———— =

= lim —F—— .
(z,y)—(1,0) @y)—10) (z—1)2+4%  (@y-010 (x—1)2+y? y

Usando o corolario do Teorema do Confronto, esse limite é zero ja que (x—ly)—z—l-yz <1
para todo (z,y) # (1,0)e limg a0 ¥ = 0. Concluimos entao que basta fazer L =
para que f seja continua em (1,0).

(b) Considerando f(1,0) = 0, vamos usar a definigdo para calcular as derivadas parciais
no ponto (1,0).

Of v oy i JA+A0)—f(1,0) 0 0
o0 = h BT R
g, (10 = lim h “i e b

A fungao f é diferenciavel em (1,0) se e somente se o limite abaixo for zero.

Lo SRR - (L0 - 5 (L0) A FA0) kL Pk
(hk)=(0.0) (h? + k)12 k)00 (R + k)2

. 2
= limh1)-00) Gy

Mas esse limite nao é zero pois podemos encontrar um caminho continuo passando
por (0,0) sobre o qual o limite nao vale zero. Considere a semirreta h = k com h > 0;
vamos calcular o limite acima sobre essa semirreta.

lim R h—3—2—3/27é0
0,0) (A2 K22~ whor (2h2)2 ~ whor (202372 '

Ja que o limite nao é zero, podemos afirmar que f nao é diferenciavel em (1,0).



Turma A

2% Questao: (2,0) Seja f(u,v) = u® — uv* + 6v, com u(z,y) e v(z,y) de classe C* em
R2. Suponha que (zg,yo) é ponto critico de g(x,y) flu(z,y),v(z,y)), u(zo,yo) = 1 e
v(x0, Yo) = 2.

Sabendo que g—z(%,yo) —le (mo,yo) 1, calcule 2 52(T0,90) € g;‘(xg,yo).

Resolugao

Sendo f, u e v funcoes de classe C* em R?, sabemos que g também é de classe C! em R?
e podemos usar a regra da cadeia.

0 0 0 0 0
%(ﬁhyo) = a—i(u(%, yo)ﬂf(iUo, yo))a—Z(ﬂfoa yo) + a_i(u(l’myo%@(l’o, yo))a—z;(l"o, yo)

g—z(%,yo) = %(U(%, Yo), v(o, ?JO))%(%; Yo) + %(U(%?yo)av(%, yo))g—Z(Ioa Yo)
Nas igualdades acima podemos realizar as seguintes substituicoes.

- 2 (zo,90) =0 e (mo,yo) 0, ja que (zo,yo) ¢ ponto critico de g;

- 3?; (z0,%0) = —1, gy(xo, vo) = 1, u(zo,y0) = 1 e v(x0,y0) = 2 sdo dados do problema;

- g—£(1,2) = —1, ja que %(u,v) = 3u? — v

- %(1,2) =2, j4 que %(u, v) = —2uw + 6.

Obtemos assim as duas igualdades abaixo.

0= (=1)(=1) +25%(zp,y0) € 0 = (—1)2—1;(.100,310) +2

Concluimos que 3 v Y(20,y0) = —1/2 e g—;‘(xo,yo) = 92.
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Turma A

32 Questao: (2,5) Seja v uma curva cuja imagem é o conjunto C' = {(z,y,2) € R® :
22—y +222=1lex?+y*+22=2}
(a) Dé a equagao da reta tangente a v no ponto (0,1, —1).

(b) Determine os pontos de C' para os quais a reta tangente a v é paralela ao plano
xy.

Solucao: Sejam f(z,y,2) = 22 —y* + 222 e g(x,y,2) = 2% + y> + 22. Um vetor tangente
a 7 no ponto (z,y,z) é dado por v(zr,y,2) = Vf(x,y,z) AN Vg(x,y,z) = (2x, —2y,4z) A
(2x,2y,22) = (—12yz,4xz, 8xy).

noindent (a) A equagao vetorial da reta tangente a v no ponto (0,1, —1) é entao

(x,y,z) = (0,1,—1) + Av(0,1,—1) = (0,1, 1) + A(12,0,0).

22—yt 4222 = 1
24+ 4+22 = 2
A reta tangente serd paralela ao plano xy se a componente de v(z,y, z) na diregao do eixo
Oz for nula, ou seja, se zy =0« x=0o0ouy =0.
Se x = 0, temos o sistema para y e z
—y*+222 = 1 (1)
{ y? 4 2* = 2. (2
+1. Substituindo na equagao (3) segue que y*> + 1 = 2 < z = £1. Portanto, as solucoes
com z = 0 sao (0,1,1),(0,1,—-1),(0,—1,1) e (0,—1,—1).
Se y = 0, obtemos o sistema em z e z
2+222 = 1 (1)
{ ?2+22 = 2. (2
sistema nao tem solucgao real.
Os pontos procurados sao, portanto,

(b) Os pontos de C sa@o as solugoes do sistema {

Somando as equagoes (1) e (2), obtemos 322 = 3 & 2z =

Subtraindo as equagoes (1) e (2), obtemos 2* = —1 e o

(0,1,1),(0,1,-1),(0,—1,1) e (0,—1,—1).
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4% Questao: (3,0) Considere a funcao f(z,y,2) = x—2y+ 22, e aregido R = {(x,y,2) €
R : 2 —2y+22=0e22%+y*+ 2% =9}. A funcio [ tem pontos de maximo e minimo
na regiao R? Caso afirmativo, encontre-os.

Solucao: A fungao f(x,y,2) = x — 2y + 2% é continua em R? e o conjunto R é fechado e
limitado, portanto compacto. Segue, do Teorema de Weirstrass, que f possui pontos de
maximo e pontos de minimo em R.

Como R3 ¢ aberto e f,g eh sao funcoes de classe C! em R?, segue do Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange, que nos pontos (z,¥, z) de maximo e minimo de f em R,
o conjunto de vetores {V f(z,vy, 2), Vg(x,y, 2), Vh(x,y, 2)} serd linearmente dependente,
ou seja

1 -2 2z
1 -2 2|=0&(22-2)(y+4x)=0.
dr 2y 2z

Portanto as coordenadas (z,y, z) dos extremantes de f em R satisfazem o sistema

(z=D(y+4z) = 0 (1)
r—2y+2z =0 (2
202+ 2+ 22 = 9 (3)
Da equacao (1), obtemos z =1 ou y = —4xz.
No caso z = 1, substituindo na equagao (2), obtemos z — 2y = =2 & = = (2y — 2).

Substituindo na equagao (3), obtemos entao 2(4y* — 8y +4) +y*> = 8 & 9y? — 16y = 0 &

y=0ouy=-1 eobtemos os candidatos a extremantes: (—2,0,1) e (4, 2,1).
No caso y = —4x, substituindo na equagao (2), obtemos z + 8¢ + 2z = 0 & 9z =
-2z &z == —gm. Substituindo na equacao (3), obtemos entio 2x? + 162 + %xQ =9&

1822 + 87‘3332 =9 & 2% + %xQ =leliP=4< 1= :l:\/%—7 e obtemos os candidatos a

extremantes:
2 -8 =9 —2 8 9

Vi v v S U v v

(

Comparando, obtemos

f(i =8 ;9) — 18 , 8L
V1T V1T V1T vir b
-2 8 L) ==18 , 8

177 V177 V17 Vir 1T

_9_ 81 —2 8 9 2 -8 -9
Agora —= < 7 =5 = 3 < {7. Portanto 0 < f(\/—ﬁ,\/—ﬁ,\/—ﬁ) <fl&H= 7 7))
Conclufmos que (—2,0,1) e (4,48, 1) sdo pontos de mimimo e (%, 5=
maximo de f em R.



