(3,5) Questdo 1. Seja f : R? — R dada por f(x,y) = x* +y* — 3x — 12y.
a) Determine e classifique os pontos criticos de f;

b) Determine, caso existam, 0s pontos de méximo e de minimo de f no conjunto

D={{x,y) €ER*: 0<x<3 e x<y<3)}. A
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Questio 2. (3,5) Seja f(x,y,z) = x2 +y*> — 22 + 2.
a) Mostre que f tem exatamente dois pontos de minimo e infinitos pontos de maximo na esfera

S={(x,y,z) ER®: 2 +y?*+22=1};

b) Determine os pontos de minimo e de maximo de f no conjunto

D={(x,y,z) eR®: x>+’ +z2=1e x+y+z=1}

Solugdo: a) Se (x,y,z) é ponto de extremo de f em S, entdo Vf(x,y,z) é paralelo a Vg(x,y,z), sendo

x,v,z) = x2 4+ y* + z%. Entdo
g\x Yy Y

ik Yyz=—yz

2yz =0 y=0o0uz=0
2x 2y 2z |=(000)= (xz=—-xz © <

2xz=10 x=0ouz=0
2x 2y —2z Xy = xy

(i) Sez = 0, o sistema ¢é satisfeito para qualquer par (x,y). Substituindo em S vemos que os candidatos

sd0 os pontos (x,1,0) tais que xZ + y2 = 1. O valor de f nestes infinitos pontos é igual a 3.
P Y q Y p g

(ii) Se z # 0, devemos tem x = y = 0. Substituindo em S vemos que os candidatos sdo os pontos

(0,0, £1). Temos que f(0,0,£1) = 1.

Comparando os valores, vemos que os pontos de méximo de f sdo os (infinitos) pontos de (i) enquanto

que os de minimo sdo (0,0, £1).

b) Se (x,y,z) é ponto de extremo de f em D, entdo {Vf(x,y,z),Vg(x,y,z), Vh(x,y,z)} é LI, sendo
g(x,y,z) = > +y*>+z%eh(x,y,z) = x +y + z. Entdo
1 1 1
2x 2y 2z |=0& —z(x—y)—z(x—y)=0& —2z(x—y) =0 z=00ux=y.
2x 2y -2z
(i) Sez = 0, substituindo em D obtemos os pontos (0,1,0) e (1,0,0). Temos que f(0,1,0) = f(1,0,0) =3

(ii) Se x = y, substituindo em D obtemos os pontos (0,0,1) e (%, %, —%) Temos que f(0,0,1) = 1e
f3.3=3) =2+
Comparando os valores, vemos que (0,1,0) e (1,0,0) sdo os pontos de méximo enquanto que (0,0,1) é
ponto de minimo.
Solucdo Alternativa do item b): Pelo item (a), os pontos (0,1,0) e (1,0,0) sdo pontos de maximo de f
na esfera (inteira!). Note que tais pontos estdo em D também. Logo tais pontos sdo pontos de maximo de f
em D. Analogamente, (0,0,1) é ponto de minimo de f na esfera e estd em D. Logo tal ponto é de minimo

em D.



(3,0) Questdo 3. Seja S a superficie dada pela equagéo 2x? — y? — 222 + 10 = 0.

a) Existe apenas um ponto A na superficie S tal que a reta normal a S em A contém os pontos (4,1,4) e

(2,—1,0). Determine o ponto A;

Sejam g(x,y,z) = 2x?> —y*—2z24+10,M = (4,1,4) e N = (2,—1,0). Considere o vetor m = (2,2,4)
e Vg(x,y,z) = (4x, -2y, —4z).
Temos que ter Vg(xo,yo,20) = (4x0, —2yo, —420)//m, ou seja, 2(2x9, —yo,2z0) = A2(1,1,2).
=14

Yo=—A =5 -A2-2A2=-10= A = +2.

zo = —A
SeA=—-2,entdio A = (-1,2,2) = r: X =(-1,2,2)+«a(1,1,2),2 € R, mas r ndo contém nem M e
nem N.
SeA=2entio A= (1,-2,-2)=s: X =(1,-2,-2)+B(1,1,2), € R. Como s contém 0s pontos
Me N, temos que A = (1, -2, -2).

b) Sejam f : RZ - Re : I C R — R diferencidveis com Vf(—1,—2) = (1,b). Suponha que a
imagem de 7 € a intersec¢do do gréfico de f com a superficie S, dada no item (a), e que o ponto
P = (—1,—2,—2) pertence a imagem de 7.
Determine b de modo que os planos tangentes ao grafico de f e a S sejam ortogonais no ponto P e dé

uma equacdo da reta tangente a Im, no ponto P.

Seja 71 0 vetor normal ao gréfico de f no ponto (—1, -2, f(—1,—-2)), entdo 7i = (1,b, —1).
Para que o que os planos tangentes ao grafico de f e a S sejam ortogonais no ponto P, temos que ter
i ortogonal a Vg(—1, —2, —2). Ou seja,
ivg(—1,-2,-2)=(1,b,—-1).(—4,4,8) = 0.
Portanto, b = 3.

O vetor diretor da reta tangente a Im,, no ponto P é dado por:

i j ok
-4 4 8

Entdo aequagdodaretaé X = (—1,—-2,-2)+u(7,-1,4),u € R.



