MAT 2454 - Calculo IT - POLI - 2006
Exercicio 46(a) da Lista 3

Seja f : R? — R dada por
flz,y) =ax® +by® +cay +dr+ey+1 (%)
onde a,b,c,d,e e | sao constantes com a* + b* + ¢* > 0. Prove que se (zg,yo) for um

extremante local de f, entao serd um extremante global de f.

0 0
As derivadas parciais de f sao a—i(a y)=2ar+cy+de a—‘;(x, y) = cx + 2by + e. Por

hipétese, (xg,yo) é um extremante local de f e portanto é um ponto critico de f, sendo
assim uma solucao do sistema de equacoes lineares

2ar +cy = —d
{caz+2by = —e ()

Substituindo d e e em (*) temos:
fx,y) = ax® + by? + cxy — (2ax + cyo)x — (cxo + 2byo)y + 1.(+)
Completando quadrados em (**) obtemos

flz,y) = alz — x0)* + by — yo)® + c(x — x0) (y — yo) + [ (0, Yo)-( * *)

2 2 2
Agora, %(w, y) = 2a, g—yJ;(m, y)=2be Gi;gy (z,y) = ¢ e o hessiano H(xg,yo) é
H(zo,50) = det | 24 € | —dab— &
Lo, Yo) = de c 2 = 4a c .

Observe que H(xg,1yo) ¢ o determinante da matriz do sistema de equagoes lineares (5).
Assim, se (zg,yo) for o dnico ponto critico de f, temos que ter H(zo,yo) # 0.

No nosso caso, H(xg,yo) > 0 pois (zg,yo) um extremante local de f (se H(zo,y0) < 0,
(w0, yo) seria um ponto de sela de f). Como H(xg,yo) > 0, vale que a # 0 ou b # 0 ( pois

se a = b = 0, temos que ter ¢ # 0, de onde vem que H(xg,79) = —c* < 0). Suponha que
a # 0 (o caso b # 0 é andlogo). Completando quadrados, escrevemos a expressao (***)
como

f(z,y) = a[((x — x0) + g(y —40))* + W(y —40)°] + f (0, %0)-

Dessa itima expressao vé-se facilmente que (zg,yo) ¢ um ponto de mdzimo global ou de
minimo global de f conforme a < 0 ou a > 0.

Usando Algebra Linear, vamos agora classificar a superficie quadrica dada por

f(x,y)—z:O

no caso em que (g, o) é o Ginico ponto critico de f.

Como ja observamos, nesse caso, H(zg,yo) # 0.
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Escreva )
f(may> —Z= _XtAX + [O O - 1]X + f(x()?yO)a

2
r — Tg
onde X é a matriz coluna X = | y —yo |, X' é a transposta de X e
z
20 ¢ 0
A= 1| ¢ 2b 0
0 0 0
A matriz
2 ¢
A=
{ c 2b }
¢ uma matriz real simétrica. Logo existe uma matriz ortogonal P tal que P'A’P ¢é diagonal.
Se
P { m n } |
ros

entao a matriz

também é ortogonal e temos que

MO0
QAQ=|0 X 0|,
0 0 0

onde \; e \y sao os autovalores de A’. Escrevendo

/

T — X x
X=ly—y | =QX'=Q |V |,
z Z

temos que

()= = 5(X)(QUAQ)X"+ T, o) ~[0 0-1)QX" = Z(u (&) Xaly/ )+ (0, 10) >

observando que 2’ = z.

Note que H (g, 1yo) = detA’ = A\ Ay # 0. Assim a superficie quadrica é um paraboléide
eliptico se A\; e Ay tém o mesmo sinal, e é um paraboléide hiperbdlico se A\; e \; tém
sinais contrarios.

A matriz () ¢ matriz de uma rotacao de R? que mantém fixo o eixo z. Com isso vemos
que quando (xg, ) é o inico ponto critico de f, o gréafico de f é um paraboldide eliptico
com vértice em (zg, Yo, f(Zo,%0)) se H(xo,y0) > 0, e é um paraboldide hiperbdlico com
vértice em (xg, Yo, f(xo,yo)) se H(zo,yo) < 0.



