Formulas de Taylor

Notas Complementares ao Curso de Célculo

Glaucio Terra
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§1. INTRODUCAO

Dada uma funcao real a valores reais f, suposta derivavel até ordem n numa vizinhanca
de um ponto zy pertencente ao seu dominio, o polinomio de Taylor de ordem n de f em
xo é definido como sendo a (tinica) fungao polinomial de grau menor ou igual a n que tem
“contato até ordem n” com f em 1z, i.e. que coincide com f em z( e cujas derivadas de
ordens menores ou iguais a n coincidem com as de f em xy. Nestas notas, mostrar-se-a
que um tal polinomio existe e é tinico, e que, num sentido a ser precisado, é o polinomio
de grau menor ou igual a n que melhor aproxima f numa vizinhanga de xy. Os principais
resultados a serem apresentados sao os teoremas relativos as féormulas de Taylor com
resto de Lagrange e com resto infinitesimal; como exemplo de aplicagao, mostrar-se-a
como a férmula de Taylor com resto de Lagrange pode ser usada em calculos numéricos
aproximados.

§2. NOTACOES

Dados n € N e f uma funcao real a valores reais, derivavel até ordem n numa vizin-
hanca de um ponto zy € dom f, denotar-se-& por f*)(z,) a derivada de ordem k de f em
7o (para 1 < k < n). Por extensdo, f(© denotaréd a prépria funcio f.



§3. NOTAS PRELIMINARES SOBRE FUNCOES POLINOMIAIS R — R

PROPOSICAO 3.1. Sejamn € N e P : R — R uma funcdao polinomial de grau menor ou
igual a n. Entdo P tem derivadas de todas as ordens e P*®) =0 para todo k > n + 1.

Demonstracao. Faga como exercicio, usando o principio da inducao finita. O

PROPOSICAO 3.2. Sejam n € N, P : R — R uma funcao polinomial de grau menor ou
wgual an, e xg € R. Entao, para todo v € R, tem-se:

n ) (g,
P(x) = P(xg) + Z P k:(' ) (z — z0)". (1)
k=1 '

Demonstracao. Sera feita por inducao sobre n.
(i) Se n =0, P ¢ uma funcdo constante, logo (Vz € R) P(z) = P () e a igualdade

(1) esta verificada.

(ii) Seja ng > 0, e suponha que (1) seja verdadeira para toda fungao polinomial com
grau menor ou igual a ng — 1. Seja P uma fungao polinomial com grau menor ou
igual a ng; queremos verificar que (1) vale para P.

Como P’ é uma funcao polinomial de grau menor ou igual a ng — 1, pela hipétese
de inducao a igualdade (1) vale para P’, i.e. para todo x € R:

T (P)B) ()

P'(x) = P'(z0) + »_ G o)
k=1 )
no—1 P(k+1)( ) (2)
, x
= Plag)+ 3 2 (= w)
k=1 )
Tome F' : R — R definida por:
no—1
0 P(k+1)(a70) (:L’ _ :Eo)kH
Fla)= 2 — k+1
kzol (k+1) (k) )
_no_ P () k+1 — PM) (o) k
T (k) (@ = 20) _,; g @)

Entao F' = P’; portanto, pelo teorema do valor médio, existe ¢ € R tal que P =
F+c. Como F(x) =0, segue-se ¢ = P(zq), donde (Vz € R) P(x) = P(x) + F(x),
o que é equivalente a (1).

O

COROLARIO 3.1. Dadosn € N, zyp € R e ag,aq,...,a, € R, existe uma nica funcao
polinomial P : R — R de grau menor ou igual a n tal que P*) (x0) = ay, para 0 < k < n.

Demonstragao. Tome P : R — R definida por (Vz € R) P(z) = Y>)_jar(z —z0)k. O



§4. DEFINICAO DO POLINOMIO DE TAYLOR

Com base no corolario anterior, faz sentido a seguinte defini¢ao:

DEFINIGAO 1. Sejamn € N, f: ACR — R e xg € R tais que f € derivdvel até ordem
(n — 1) numa vizinhanca de xo e f"V € derivdvel em xy. Definimos o polinémio de
Taylor de ordem n de f em zq como sendo a (unica) fun¢ao polinomial de grau menor
ou igual a n tal que P®) (xq) = f®)(x4), para 0 < k < n. Ou seja, P: R — R € definida
por, para todo x € R:

n ) (2
Py =3 T (o (1)

Conforme serda demonstrado no apéndice (vide férmula de Taylor com resto infinitesi-
mal), o polinomio de Taylor de ordem n de f em zy é, num certo sentido, o polinomio de
grau menor ou igual a n que melhor aproxima f numa vizinhanca de zy. Por exemplo,
para n = 1, o polinomio de Taylor de ordem 1 de f em z( é a funcao afim cujo grafico
é a reta tangente ao grafico de f em x(, portanto esta reta é a que melhor aproxima (no
referido sentido) o grafico de f numa vizinhanga de z. A medida que se tomam valores
de n maiores, é intuitivo esperar que a referida aproximacao seja cada vez melhor.

Ezxemplo 4.1. (1) Seja f = exp : R — R. Esta fungao tem derivadas de todas as
ordens e (Vn eN,Vzy € R) exp™ (zq) = exp(xg). Portanto, dados n € N e zy € R,
o polinomio de Taylor de ordem n de exp em xy é dado por:

n

o) = S -l

k=0

Em particular, para zy = 0:

¢é o polinomio de Taylor de ordem n de exp em xg = 0. Os graficos dos polinémios
de Taylor de ordens 1,2,3 de exp em xy = 0 encontram-se esbogados na figura 1.

(2) Seja f = sin : R — R. Esta fungdo tem derivadas de todas as ordens e
(Vn € N,Vay € R) sin®(zg) = sin(w), sin® ™ (z9) = cos(xo),sin*" 2 (zo) =
— sin(zg), sin ¥ () = — cos(wy) (verifique, por indugéo sobre n). Em particular,
para 7o = 0, tem-se (Vn € N) sin®(0) = 0,sin®*Y(0) = (—1)". Portanto, dado
n € N, o polinémio de Taylor de ordem (2n + 1) de sin em xy = 0 é dado por:

2n+1 . (k)( n 1\k
sin®)(0) -
P(I):Z xk:Z 2t
| |
~ k! prd (2k + 1)!
Os graficos dos polinomios de Taylor de ordens 1,3,5 de sin em xy = 0 encontram-se
esbocados na figura 2.



(3) Seja f = cos : R — R. Esta funcao tem derivadas de todas as ordens e
(Vn € N,Vag € R) cos™ (zq) = cos(z), cos D (zg) = —sin(zg), cos™" 2 (z) =
—cos(z), cos3) () = sin(wg) (verifique, por inducdo sobre n). Em particular,
para 2o = 0, tem-se (Vn € N) cos®*(0) = 0, cos®(0) = (—1)". Portanto, dado
n € N, o polinémio de Taylor de ordem (2n) de cos em xy = 0 é dado por:

2 cos®) "L (—1)k

k=0 ) k=0

12.

-4 2 4
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Figura 1: Grafico de f(x) = e” e seus polinomios de Taylor de ordens 1(vermelho),

2(verde), 3(azul) em zy = 0.

§5. FORMULA DE TAYLOR COM RESTO DE LAGRANGE

Dada uma fungao f definida num intervalo I, derivavel até ordem (n + 1), o teorema
a seguir fornece uma férmula para o resto da aproximagao de f pelo seu polindmio de
Taylor de ordem n, em termos da derivada (n + 1)-ésima de f. Assim, se for possivel
estimar superiormente o médulo de tal derivada em I, o teorema pode ser aplicado para
se obter uma estimativa superior do médulo do referido resto, o que é freqiientemente ttil
em calculos aproximados.



Figura 2: Gréfico de f(x) = sinz e seus polinoémios de Taylor de ordens 1(vermelho),
3(verde), 5(azul) em zy = 0.

TEOREMA A (Férmula de Taylor de ordem n, com resto de Lagrange). Sejam n € N,
I C R um intervalo, f : I — R derivdvel até ordem n + 1' e xg,x € I. Entdo existe c
entre xg e x (i.e. 1o < c <z oux < c < xg) tal que:

n ) (g L (e .
o) = L o+ 2 o 6)

Demonstragdo. Suponha xy < x (se z < zp, o argumento ¢ andlogo). Tome F': [z, x| —
R definida por (Vy € [z0,7]) F(y) = f(2) ~ f(4) —~ Cjy Lo (z—9)" — A(x—y)™", onde
A € R é escolhido de forma que F(zg) = 0. Tem-se: F' ¢ continua em [z, x] (pois todas as
derivadas de ordem menor ou igual a n de f sdo continuas em I, por hipdtese), derivdvel
em |zg, x| (pois todas as derivadas de ordem menor ou igual a n de f s@o derivdveis no
interior de I, por hipdtese), e F(z) = F(xy) = 0. Entdo, pelo teorema de Rolle, existe
n (k+1)
¢ €]xo, x| tal que F'(c) = 0. Mas, (Vy €]zo, z[) F'(y) = —f'(y) —Zkzl(f a W (5 — )k —
*) _ " (n+1) " "
](Ck_(g,) (z—y)* )+ (n+1)A(z—y)" = LW (g — ) (n 4 1) Az — y)™; como ¢ # x

n!
F D (e)
(n+1)!

(pois ¢ €]xg, x[), da dltima igualdade segue-se que F'(c) = 0 é equivalente a A =

Ina verdade, basta supor f derivével até ordem n, f(™ continua em I e derivavel no interior de I.



portanto (5) segue-se de F'(zg) = 0.

O
Ezemplo 5.1. (i) Aplicando o teorema anterior ao exemplo 4.1.1, com xy = 0, segue-
seque Vn e NV e R e e R,0< | < |z| tal que:
eXp n+1
) 6
X Z Ak ©

Vamos usar esta ultima igualdade para encontrar uma aproximacao racional para
o numero “e” com erro pré-fixado; digamos, encontraremos um racional r tal que
le —r| < 5x 107" Pondo P,(z) = Y }_ 5" e R, = exp—P,, segue-se de (6)
que, para x = 1, existe ¢ € (0,1) tal que exp(1) = P,(1) + R,(1). Assim, queremos
encontrar n tal que |R,(1)] < 5 x 107, Como |R,(1)| = |exp(c | < 2, basta
tomarmos n tal que 2 < 5 x 107", ie. n! > % & n > 14. Portanto, para
n = 14, P;4(1) é um ntmero racional e |exp(1) — Pi4(1)| < 5 x 107, Truncando

na décima casa decimal, Pj4(1) ~ 2,7182818284.

(ii) Aplicando o teorema anterior ao exemplo 4.1.2, com zy = 0, segue-se que Vn €
N,Vz e R, dc € R,0 < |c| < |z| tal que:

n _1\k s (2n+2)
sin(x) _ Z & 1’2k+1 + u l,2n+2‘ (7)

(2k+1)! (2n +2)!

k=0

Vamos usar esta ultima igualdade para encontrar um racional r tal que |sin(1) —r| <
5x 1071, Pondo Popi1(z) = > 1, (1" 2kl o Ropiq = sin — Py, 1, segue-se de

2kt 1)!
(7) que, para = = 1, existe ¢ € (0,1) tal que sin(1) = Py,41(1) + Ropi1(1). Assim,
queremos encontrar n tal que |R, (1 )| <5 x 107! Como |R,(1)] = |Slrz(22:i;) | <

@ty +2|7 o +2 <5x1071 ie. (2n+2)! > % & 2n42 >
14 < n > 6. Portanto, Pi4(1) é um ntimero rac1ona1 e |sin(1) — Py(1)] < 5x 107,

basta tomarmos n tal que

§A. FORMULA DE TAYLOR COM RESTO INFINITESIMAL

Nos teoremas abaixo, sera mostrado que, dada uma funcao real a valores reais f
derivavel até ordem n numa vizinhanca de um ponto zy pertencente ao seu dominio, o
polinémio de Taylor de ordem n de f em xy é a uUnica funcao polinomial P, de grau
menor ou igual a n, tal que o resto R = f — P tem a propriedade de “tender a zero mais

rapidamente do que (x — xy)" quando x tende a z,” (ou seja, tal que lim (ﬁfo))n =0).
T—xo

E neste sentido que dissemos, na introducao, que o polinomio de Taylor de ordem n de f
em x( ¢ o polinomio de grau menor ou igual a n que melhor aproxima f numa vizinhanca
de xg.




PROPOSIGAO A.1 (Férmula de Taylor de ordem 1, com resto infinitesimal). Sejam A C R,
o € Aef:A— R continua em xg.

(i) Se f for derivdvel em xo e Ry for a diferenca entre f e o seu polinomio de Taylor
de ordem 1 em xy, entao lim fl_—(jo) =0;
r—x0
(ii) Reciprocamente, se P for uma fungao polinomial de grau menor ou igual a 1 e
R = f — P satisfizer lim :CR_(—Q) =0, entao f ¢ derivdvel em xy e P € o polinomio
T—TQ

de Taylor de ordem 1 de f em xg.

Demonstracao. (i) Com efeito, suponha que f seja derivavel em xzg, i.e. existe
f'(xo) = xli_):rgo %ﬁ:ﬁxo) Entao, como (Vz € A\ {z}) fl_(jg = f(a:;:;()xo) — f'(xo),
segue-se lim fl_—(gfo) =0.

T—x0

(ii) Reciprocamente, seja:

P: R — R
r +— alr—xz)+b’

a,b € R, uma funcao polinomial tal que, se R = f — P, entao lim f_(zl = 0. Em
T—x0

particular, isto implica lim R(z) = 0; como f é continua, segue-se b = f(zy). Logo,

T—T(

(Vo e A\ {z0}) f_(zl = f(xzz:igxo) — a. Como lim f_(_;z) = 0, conclui-se que f é
T—x0

derivavel em xy e f'(xg) = a, portanto P é o polinémio de Taylor de ordem 1 de f

em Io.

O

TEOREMA B (Férmula de Taylor de ordem n, com resto infinitesimal). Sejam n € N,
ACR,zg€Aef:A—R. Suponha que f seja derivdvel até ordem (n—1) e que f™=
seja derivdvel em xo. Entdao:

(i) Se R, € a diferenca entre f e o seu polinomio de Taylor de ordem n em xq, entdo
Rn(2) =0:

(ii) Reciprocamente, se P for uma fun¢ao polinomial de grau menor ou igual a n e

R = f — P satisfizer lim (ﬁ(;)))n =0, entao P € o polinomio de Taylor de ordem
T—x0

n de f em xg.

Demonstracao. Serd feita por inducgao sobre n.

(1) Para n = 1, vide proposigao anterior.



(2) Seja k > 2, e suponha que (i) e (ii) sejam verdadeiras para n < k — 1. Provemos
que também serao verdadeiras para n = k. Com efeito:
(i) Se (Va € A) Ry(x) = f(a) =5 L2600 (2 — 20}, entdio Ry, : A — R 6 derivével

J!
@) (a i 1 () m
o (Vo € A) Rifa) = /() =X, 2209 (g = o) =Tty U (o).
Portanto, pela hipdtese de inducao, lim % = 0. Assim, como lim Ry(z) =0

T—To T—T0

Ry (z) 0.

(wmk_

e lim (z —x0)* = 0, a regra de ’Hopital implica lim

T—To T—To

(ii) Suponha (Vz € A) f(z) = P(z) + R(x), com grau P < k e lim (jkf;k -

T—T0
Ry (z)

) = 0, para 0 < m < k. Sejam ay, . . ., a; € R tais que (‘v’:c €

Isto implica lim 0
Tr—T0

R) P(z) = Zi;é an(z — 20)" + ag(x — 20)*. Definamos P(z) = S 6 an (T — 20)",
de forma que, para todo = € R:

f(x) = P(x) + ap(z — x0)* + R(). (8)

Como lim %W =0 e grau P < k— 1, pela hipétese de indugao conclui-se
T—T0

que P é o polinomio de Taylor de ordem (k — 1) de f em zy, i.e. a, = (xo) para

0 <n < k—1. Resta mostrar a; = f(k)(xo . Afirmo que lim fgi);];)(x) = f(k:,m) )

Tr—2T0
Com efeito, para cada j € {0,...,k—2}, lim [fU)(2x)—PY(z)]=0e hm L (x—
Tr—2T0
10)¥] = lim k(k—1)---(k—j+1)(x—0)*7 = 0. Como fk~1 ¢ derlvavel em xg (por
T—x0

fED(g)—PE-D(g)  f)(=0)
k! (z—x0) o k!0

hipétese) e P®=D(z) = cte. = f* D (x,), temos lim

T—x0
logo, aplicando-se (k — 1) vezes a regra de I'Hopital, prova—se a afirmacao. Por

outro lado, de (8) segue-se lim L2=L&l — 1}y g, + o)
T—T0 (Z‘ SC()) T—T0 (SE Z‘o)
pela unicidade do limite, conclui-se aj, = £ (k,);,z()) logo P ¢ o polinomio de Taylor de

ordem k de f em x.

= | = ag; portanto,

O



